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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

o Xi,Xp,..., X, variables aleatorias no negativas.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

o Xi,Xp,..., X, variables aleatorias no negativas.
o X1, Xp,..., X, lID.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

o Xi,Xp,..., X, variables aleatorias no negativas.
o X1, Xp,..., X, lID.

@ Xi,Xp,...,X, intercambiables (EXC), i.e., para toda
permutacion o

(X1, X2, -+, Xn) =51 (Xo(1)s Xo(2)s - - s Xo(m))-
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

o Xi,Xp,..., X, variables aleatorias no negativas.
o X1, Xp,..., X, lID.

@ Xi,Xp,...,X, intercambiables (EXC), i.e., para toda
permutacion o

(X1, X2, -+, Xn) =51 (Xo(1)s Xo(2)s - - s Xo(m))-

o F(t) = Pr(X; > t) fiabilidad (supervivencia).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

o Xi,Xp,..., X, variables aleatorias no negativas.
e Xi,Xo,..., X, IID.
@ Xi,Xp,...,X, intercambiables (EXC), i.e., para toda
permutacion o
(X1, X2, -+, Xn) =51 (Xo(1)s Xo(2)s - - s Xo(m))-
o F(t) = Pr(X; > t) fiabilidad (supervivencia).
@ Xi.n, Xo.n, ..., X, estadisticos ordenados.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

X1, Xo, ..., X, variables aleatorias no negativas.
X1, Xo,..., X, 1ID.

X1, X2, ..., X, intercambiables (EXC), i.e., para toda
permutacion o

(X1, X2, -+, Xn) =51 (Xo(1)s Xo(2)s - - s Xo(m))-

F(t) = Pr(X; > t) fiabilidad (supervivencia).

X1:n, Xo.n, . .., Xp:n estadisticos ordenados.

Xi.n tiempo de vida del sistema k-out-of-n:F.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

X1, Xo, ..., X, variables aleatorias no negativas.
X1, Xo,..., X, 1ID.

X1, X2, ..., X, intercambiables (EXC), i.e., para toda
permutacion o

(X1, X2, -+, Xn) =51 (Xo(1)s Xo(2)s - - s Xo(m))-

F(t) = Pr(X; > t) fiabilidad (supervivencia).

X1:n, Xo.n, . .., Xp:n estadisticos ordenados.

Xi.n tiempo de vida del sistema k-out-of-n:F.

T = ¢(X1, Xa,...,X,) tiempo de vida del sistema coherente.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas coherentes y estadisticos ordenados

o Xi,Xp,..., X, variables aleatorias no negativas.
e Xi,Xo,..., X, IID.
@ Xi,Xp,...,X, intercambiables (EXC), i.e., para toda
permutacién o
(X]_, X, ... ,Xn) =sT (Xg(l), XU(2), R ,Xg(n)).
o F(t) = Pr(X; > t) fiabilidad (supervivencia).
@ Xi.n, Xo.n, ..., X, estadisticos ordenados.
@ X., tiempo de vida del sistema k-out-of-n:F.
o T = ¢(Xq,Xz,...,X,) tiempo de vida del sistema coherente.
e T = Xj., con probabilidad s; = Pr(T = Xi.p).

Jorge Navarro (jorgenav@um.es) Presentacion Sevilla 2011



Introduccién Notacion
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas

e Samaniego (1985), T con componentes IID y F continua,
entonces

Fr(t) =Pr(T > t) Zs, ien( (1)
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Introduccién Notacion
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas

e Samaniego (1985), T con componentes IID y F continua,
entonces

Fr(t) =Pr(T > t) Zs, ien( (1)

@ s=(s1,5,...,5) signatura de T, s; = Pr(T = Xi.n).
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Introduccién Notacion
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas

e Samaniego (1985), T con componentes IID y F continua,
entonces

Fr(t) =Pr(T > t) Zs, ien( (1)

@ s=(s1,%,...,5,) signaturade T, s; = Pr(T = Xi.,).
@ s; no depende de F y

= 2 1 A) )

Ai =10 ¢(x1,. .., Xn) = Xizp, cUANdO Xy(1) < oo < Xy}
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Introduccién Notacion
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas

e Samaniego (1985), T con componentes IID y F continua,
entonces

Fr(t) =Pr(T > t) Zs, ien( (1)

@ s=(s1,%,...,5,) signaturade T, s; = Pr(T = Xi.,).
@ s; no depende de F y

1
= d Lo A) (2)
Ai =10 ¢(x1,. .., Xn) = Xizp, cUANdO Xy(1) < oo < Xy}

@ (1) vale para vectores EXC con distribucién conjunta
absolutamente continua (ver Navarro y Rychlik, JMVA 2007).
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Introduccién Notacion
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas

e Samaniego (1985), T con componentes IID y F continua,
entonces

Fr(t) =Pr(T > t) Zs, ien( (1)

@ s=(s1,%,...,5,) signaturade T, s; = Pr(T = Xi.,).
@ s; no depende de F y

= 2 1 A) )

Ai =10 ¢(x1,. .., Xn) = Xizp, cUANdO Xy(1) < oo < Xy}
@ (1) vale para vectores EXC con distribucién conjunta
absolutamente continua (ver Navarro y Rychlik, JMVA 2007).
@ (1) no se cumple si F no es continua.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones
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Introduccién

Not

Representaciones precedentes
Ejemplo

Ordenaciones

(1)
D

ORO

Sistema coherente con T = min(Xy, max(Xz, X3)).
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Introduccién

Not

Representaciones precedentes
Ejemplo

Ordenaciones

(1)
L

ORO

Sistema coherente con T = min(X1, max(Xz, X3)).

3! = 6 permutaciones.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
\Z

ORO

Sistema coherente con T = min(X7, max(Xz, X3)).
X1 <X2<X3:> T:X1:X1:3
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
\Z

ORO

Sistema coherente con T = min(X7, max(Xz, X3)).
X1 <X3<X2:> T:X1:X1:3
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
\Z

ORO

Sistema coherente con T = min(X7, max(Xz, X3)).
X2 <X1 <X3:> T:X1:X2:3
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
\Z

ORO

Sistema coherente con T = min(X7, max(Xz, X3)).
X2 <X3<X1:> T:X3:X2:3
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
\Z

ORO

Sistema coherente con T = min(X7, max(Xz, X3)).
X3<X1 <X2:> T:X1:X2:3
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
\Z

ORO

Sistema coherente con T = min(X7, max(Xz, X3)).
X3<X2<X1:> T:X2:X2:3
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Introduccién Notacion

Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
D

ORO

Sistema coherente con T = min(X1, max(X, X3)).
[ID F cont.: s =(2/6,4/6,0) = (1/3,2/3,0).
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Introduccién Notacion

Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
N

ORO

Sistema coherente con T = min(X1, max(X, X3)).
IID F cont.: Fr(t) = 3F13(t) + 5F23(t).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso general

e PC{1,...,n} caminode T si T funciona cuando todos los
componentes en P funcionan.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso general

e PC{1,...,n} caminode T si T funciona cuando todos los
componentes en P funcionan.
@ P camino minimal de T si es un camino que no contiene a

otros caminos.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso general

e PC{1,...,n} caminode T si T funciona cuando todos los
componentes en P funcionan.
@ P camino minimal de T si es un camino que no contiene a

otros caminos.
@ Si Pq,..., P, son los caminos minimales de T, entonces

T = max Xp, donde Xp = min X.
1<i<r ieP
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso general

e PC{1,...,n} caminode T si T funciona cuando todos los
componentes en P funcionan.

@ P camino minimal de T si es un camino que no contiene a
otros caminos.

@ Si Pq,..., P, son los caminos minimales de T, entonces

T = max Xp, donde Xp = min X.
1<i<r ieP

o Luego: Fr(t)=P(T > t) = P(U_1{Xp, > t})
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso general

e PC{1,...,n} caminode T si T funciona cuando todos los
componentes en P funcionan.

@ P camino minimal de T si es un camino que no contiene a
otros caminos.

@ Si Pq,..., P, son los caminos minimales de T, entonces

T = max Xp, donde Xp = min X.
1<i<r ieP

o Luego: Fr(t)=P(T > t) = P(U_1{Xp, > t})
@ Usando la férmula para la probabilidad de una unién, tenemos

=> Fp(t) = > Frup,(t) + ...+ Fra(t).
j=1

i<j
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso intercambiable

@ Si T tiene componentes EXC, entonces

fT(t) = Z aifl:i(t)' (3)
i=1
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso intercambiable

@ Si T tiene componentes EXC, entonces
fT(t) = Z a,-fl;,-(t). (3)
i=1

@ a=(aj,an,...,an) es la signatura minimal de T, donde a; no

depende de F pero puede ser negativo (Navarro, Ruiz y
Sandoval, 2007).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso intercambiable

@ Si T tiene componentes EXC, entonces
fT(t) = Z a,-fl;,-(t). (3)
i=1

@ a=(aj,an,...,an) es la signatura minimal de T, donde a; no
depende de F pero puede ser negativo (Navarro, Ruiz y
Sandoval, 2007).

@ Representacion similar basada en los sistemas en paralelo.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso intercambiable

@ Si T tiene componentes EXC, entonces
fT(t) = Z a,-fl;,-(t). (3)
i=1

@ a=(aj,an,...,an) es la signatura minimal de T, donde a; no

depende de F pero puede ser negativo (Navarro, Ruiz y
Sandoval, 2007).

@ Representacion similar basada en los sistemas en paralelo.
o IID: Fy.i(t) = F'(t).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Representaciones como mixturas-caso intercambiable

@ Si T tiene componentes EXC, entonces
fT(t) = Z a,-fl;,-(t). (3)
i=1

@ a=(aj,an,...,an) es la signatura minimal de T, donde a; no

depende de F pero puede ser negativo (Navarro, Ruiz y
Sandoval, 2007).

@ Representacion similar basada en los sistemas en paralelo.
o IID: Fy.i(t) = F'(t).
@ Para los estadisticos ordenados tenemos:

Fulo= > o (D (Ao @

j=n—i+1 J
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
D

ORO

Sistema coherente con tiempo de vida T = min(Xy, max(Xz, X3)).
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Introduccién

Not

Representaciones precedentes
Ejemplo

Ordenaciones

(1)
D

ORO

Caminos minimales P; = {1,2} and P; = {1, 3}.
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Introduccién Notacion

Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
>

ORO

Fr(t) = Fo(t) + Fra(t) — Fros(t).
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Introduccién Notacion

Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
D

ORO

EXC: Fr(t) = 2F12(t) — F1.3(t).
a=(0,2,-1).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

(1)
D

ORO

2 =)

IID: Fr(t) = 2F (t) — F (¢).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Ordenes estocasticos

e X <s7Y <:>fx(t) < fy(t).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes

Ejemplo
Ordenaciones

Ordenes estocasticos

o X <st1 Y<:>fx(t)
e X<y rY<& hx(t)
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Ordenes estocasticos

o X <st1 Y@fx(t) Sfy(t)
o X <Hr Y & hx(t) > hy(t), razén de fallo h = f/F.
e X <pyrY & (X —t|X >1t) <s7 (Y —t|Y > t) para todo t.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Ordenes estocasticos

o X <s7 Y & Fx(t) < Fy(t).
o X <pr Y & hx(t) > hy(t), razén de fallo h = f/F.
o X <pr Y & (X —t[X > t) <s7 (Y — t|Y > t) para todo t.

e X <yrL Y& E(X—t|X>t)<E(Y—t|Y >t) para todo
t.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Ordenes estocasticos

X <sT Y & Fx(t) < Fy(t).
X <pr Y & hx(t) > hy(t), razén de fallo h = f/F.
X<urY & (X =t X >1t) <st (Y —t|Y > t) para todo t.

X<mrL Y & E(X =t X >1t)<E(Y —t|Y > t) para todo
t.

X <(r Y & fy(t)/fx(t) es no decreciente.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Ordenes estocasticos

X <sT Y & Fx(t) < Fy(t).
X <pr Y & hx(t) > hy(t), razén de fallo h = f/F.
X<urY & (X =t X >1t) <st (Y —t|Y > t) para todo t.

X<mrL Y & E(X =t X >1t)<E(Y —t|Y > t) para todo
t.

X <(r Y & fy(t)/fx(t) es no decreciente.
X<rYE X[s<X<t)<st(Y|]s<Y<t)paras<t.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Relaciones entre érdenes

E(Xst) < E(Ys:) = EX)<E(Y:) = ENX)<E(Y)

0 ) 0

X<pmY = X <mrL Y = X<mY
f i f
X<IRY = X<urY = X<stY

0 0 )

Xs,t <sT Ysit = Xe <sT Y% = Fx <Fy

donde Z; = (Z — t|Z > t) y Zs+ = (Z|s < Z < t) (ver Navarro,
Belzunce and Ruiz 1997, PEIS).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Comparaciones usando signaturas

Teorema (Kochar, Mukerjee and Samaniego, 1999)

Sean s; y sy las signaturas de dos sistemas coherentes de orden n,
ambos basados en componentes |ID con distribucién continua
comin F. Sean Ty y T, sus tiempos de vidas.

(a) Si s1 <s7 s2, entonces T; <s71 T>.

(b) Si s; <yr s2, entonces T1 <pygr To.

(c) Si s1 <(gr s2, entonces T1 < g T>.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas mezclados

e Un sistema mezclado (mixed system) de orden n es una
mixtura de sistemas coherentes de orden n sobre los mismos
componentes (Boland and Samaniego, 2004).
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas mezclados

e Un sistema mezclado (mixed system) de orden n es una
mixtura de sistemas coherentes de orden n sobre los mismos
componentes (Boland and Samaniego, 2004).

@ De (1), cualquier vector en el simplex
{s €10,1]": >°7 ; s; = 1} determina un sistema mezclado y

viceversa.
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Introduccién Notacién
Representaciones precedentes
Ejemplo
Ordenaciones

Sistemas mezclados

e Un sistema mezclado (mixed system) de orden n es una
mixtura de sistemas coherentes de orden n sobre los mismos
componentes (Boland and Samaniego, 2004).

@ De (1), cualquier vector en el simplex
{s €10,1]": >°7 ; s; = 1} determina un sistema mezclado y
viceversa.

@ El teorema preservacién de érdenes se puede aplicar a los
sistemas mezclados.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Resultado principal-EXC

Teorema

Si (X1, Xo,...,Xp) es EXCy T = ¢(X1, X, ..., Xy), entonces
— n —
FT(t) = ZSiFi:n(t)7 (5)
i=1

donde s = (s1,%,...,5n) es la signatura de T en el caso IID con
distribucion continua.

Nétese que s; # P(T = Xi.,) pero que

1
s,-:mZuaeA,-)
g

A= {U : ¢(X1, Ce 7X,,) = Xj.n, donde Xz(1) < .. < Xa(l)}-

Jorge Navarro (jorgenav@um.es) Presentacion Sevilla 2011



Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Resultado principal-EXC-Demostracién

e De (4): (fl:na o 7Fn:n)/ = An(fl:h s aflzn)/
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Resultado principal-EXC-Demostracién

e De (4): (fl:na o 7Fn:n)/ = An(fl:h s aflzn)/

@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Resultado principal-EXC-Demostracién

@ De (4)3 (fl:na .. 7Fn:n)/ = An(fl:h cee aflzn)/
@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.
o Luego |A,| #0y A, existe.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Resultado principal-EXC-Demostracién

De (4): (fl:na cee 7Fn:n)/ = An(fl:h cee aflzn)/
A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.
Luego |A,| # 0y A, 1 existe.

De (3): F1 se puede escribir como una combinacién lineal de
Fiii=12..n
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Resultado principal-EXC-Demostracién

o De (4): (fl:na e ,Fn;n)/ = An(fl:h . aflzn)/

@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.

o Luego |A,| #0y A, existe.

o De (3): Fr se puede escribir como una combinacién lineal de
Fi;,i=1,2,...,n.

o Luego: F se puede escribir como una combinacién lineal de

Fim i=12...,n.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Resultado principal-EXC-Demostracién

De (4): (fl:na e ,Fn;n)/ = An(fl:h . aflzn)/

A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.

Luego |A,| # 0y A, 1 existe.

De (3): F1 se puede escribir como una combinacién lineal de

Fi;,i=1,2,...,n.

o Luego: F se puede escribir como una combinacién lineal de
Fin,i=1,2,...,n.

@ Los coeficientes no dependen de F. Luego seran los mismos

que en el caso IID con distribucién continua.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Representaciones de orden n

Si (Xl,Xz,. 5 ,Xn) es EXCy T = ¢(X1,X2, 30 ¢ ,Xk) (k < n),
entonces

0= 3 Frn(t) (6)
i=1

donde el vector s(" (s("),. ) Sn )) no depende de F. El vector
s(") se denomina signatura de orden n de T.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Representaciones de orden n-Demostracién

e Recordemos que (F1.n,-- -, Fnin) = An(F11, ..., F1.n)
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Representaciones en el caso EXC

Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones de orden n-Demostracién

e Recordemos que (F1.n,-- -, Fnin) = An(F11, ..., F1.n)

@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Representaciones de orden n-Demostracién

e Recordemos que (F1.n,-- -, Fnin) = An(F11, ..., F1.n)
@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.
o Luego |A,| #0y A, existe.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Representaciones de orden n-Demostracién

Recordemos que (Fl:na s 7Fn:n)/ = An(fl:b s afl:n),
Ap es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.
Luego |A,| # 0y A, 1 existe.

De (3): F1 se puede escribir como combinacién lineal de Fy.;,
i=1,2,... k.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Representaciones de orden n-Demostracién

e Recordemos que (F1.n,-- -, Fnin) = An(F11, ..., F1.n)

@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.

o Luego |A,| #0y A, existe.

e De (3): Fr se puede escribir como combinacién lineal de Fy.;,
i=1,2,... k.

o Luego: F se puede escribir como combinacién lineal de F.;,
i=1,2,...,n.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Representaciones de orden n-Demostracién

e Recordemos que (F1.n,-- -, Fnin) = An(F11, ..., F1.n)

@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.

o Luego |A,| #0y A, existe.

e De (3): Fr se puede escribir como combinacién lineal de Fy.;,
i=1,2,... k.

o Luego: F se puede escribir como combinacién lineal de F.;,
i=1,2,...,n.

o Luego: F se puede escribir como combinacién lineal de Fi.,,
i=12,...,n.
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Resultado principal
Representaciones de sistemas de diferente orden
Signaturas de orden 4

Representaciones en el caso EXC

Representaciones de orden n-Demostracién

e Recordemos que (F1.n,-- -, Fnin) = An(F11, ..., F1.n)

@ A, es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.

o Luego |A,| #0y A, existe.

e De (3): Fr se puede escribir como combinacién lineal de Fy.;,
i=1,2,... k.

o Luego: F se puede escribir como combinacién lineal de F.;,
i=1,2,...,n.

o Luego: F se puede escribir como combinacién lineal de Fi.,,
i=12,...,n.

@ Los coeficientes no dependen de F.
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Resultado principal

Representaciones en el caso EXC N . N
Representaciones de sistemas de diferente orden

Signaturas de orden 4

Cuadro: Signaturas de orden 4 de los sistemas con 1-4 componentes

L[ T =X, X, X3, X0) \ |

(1]
—~
N
P

1= % I
2 | X1.2 = min(Xy, X2) (2-serie) (%, %, %70)
3 | Xop = max(X, X;) (2-paralelo) | (05,3, )
£ X3 = min(X,,%, %) (3sere) | (3.1,0.0
5 | min(Xz, max(Xi, X3)) (%7 %7%’0)
6 | X2:3 (2-out-of-3) (0, %, %’0)
7 | max(Xz, min(X1, X3)) (0,1, 3 1)
8 | Xa.3 = max(Xy, Xo, X3) (3-paralelo) | (0,0, 7, 3)
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Resultado principal

Representaciones en el caso EXC N . .
Representaciones de sistemas de diferente orden

Signaturas de orden 4

Cuadro: Signaturas de orden 4 de los sistemas con 1-4 componentes

[ T =0(X1, X, X3, Xa) @]

9 | X1.4 = min(Xy, Xo, X3, Xq) (4-serie) (1,0,0,0)
10 | max(min(X1, X2, X3), min(X2, X3, X)) (3,%,0,0)
11 ml'n(XQ;3,X4) (%7%’0,0)
12 | min(Xy, max(Xz, X3), max(Xs, Xa)) (3. 5.2.,0)
13 | min(X1, max(Xz, X3, X4)) (%’%7%’0)
14 | X2.4 (2-out-of-4) (0,1,0,0)
15 méx(ml'n(Xl, )(2)7 I’nI,I’l,':]_,374()(,')7 ml'n,-:27374(X,-)) (0, %7 %, 0)
16 | max(min(X1, X2), min(X3, X)) (0,%,3,0)
17 | max(min(X1, X2), min(X1, X3), min(X2, X3,X3)) | (0,%,3,0)
18 | méx(min(X1, X2), min(Xz, X3), min(X3, X4)) (0,3,3,0)
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Resultado principal

Representaciones en el caso EXC N . .
Representaciones de sistemas de diferente orden

Signaturas de orden 4

Cuadro: Signaturas de orden 4 de los sistemas con 1-4 componentes

[ T =X, X2, X3, X0) \
19 ml'n(méx(Xl,Xg), méx(Xg,X3),méx(X3,X4))
20 | min(max(X1, X2), max(Xi, X3), max(Xz, X3, Xs))
21 | min(max(X1, X2), max(Xs, Xs))

22 ml'n(méx(Xl, Xg), méx,-:173’4(X,-), méx,-:27374(X,-))
23 | X3.4 (3-out-of-4)

24 méx(Xl, ml'n(Xg,X3,X4))

25 | max(X1, min(X2, X3), min(X3, Xs))

26 méx(X2;3, X4)

27 ml'n(méx(Xl,Xg,X3), méX(Xg,X3,X4))

28 X4:4 = méx(Xl, XQ, )(37 X4) (paralelo)
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Comparaciones de sistemas

@ En el caso general se cumple:

Xl:n SST cee SST Xn:n (7)
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Comparaciones de sistemas

@ En el caso general se cumple:
Xl:n SST cee SST Xn:n (7)
@ Sin embargo las relaciones similares para el orden HR:

Xi:n <HR - -« <HR Xn:n, (8)

Jorge Navarro (jorgenav@um.es) Presentacion Sevilla 2011



Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Comparaciones de sistemas

@ En el caso general se cumple:

Xin <s7 -+ <57 Xnin (7)
@ Sin embargo las relaciones similares para el orden HR:

X1:n SHR -+« <HR Xnns (8)
o el orden MRL:

X1:n <MRL -+ - <MRL Xn:ns (9)
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Comparaciones de sistemas

@ En el caso general se cumple:
Xl:n SST cee SST Xn:n (7)

@ Sin embargo las relaciones similares para el orden HR:

X1:n SHR -+« <HR Xnns (8)

@ el orden MRL:
Xt:n SMRL - -« <MRL Xn:n; 9)

@ y el orden LR:
Xin SLR -+« <LR Xnin,s (10)

no son necesariamente ciertas incluso en el caso EXC; ver
Navarro and Shaked (JAP 2006), Navarro and Hernandez
(Metrika 2008) and Navarro (JSPI 2008).
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Resultado principal

Teorema

(n ., &)

Seans;’ y sy’ las signaturas de orden n de dos sistemas
coherentes (o mezclados) de érdenes ny y np, ambos basados en
componentes con tiempos de vida EXC con la misma distribucion
conjunta. Sean Ty y Ty sus tiempos de vida.

(a) Si sgn) <sT sgn), entonces Ty <st T>».

(b) Si s(") <HR s(") y (8) se cumple, entonces T; <pr Ta.

(c) Si s( ") <Hr s( ") y (9) se cumple, entonces T1 <pr T>.
(d) Si sg n) <(R s(") y (10) se cumple, entonces Ty <,gr T>.
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Observaciones

@ La principal aplicacién de la signatura de orden n es la de
comparar sistemas de distinto orden.
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Observaciones

@ La principal aplicacién de la signatura de orden n es la de
comparar sistemas de distinto orden.

@ Existen sistemas con signaturas de orden n no ordenadas LR
pero signaturas de n+ 1 ordenadas LR (ver Navarro y Rubio,
Naval Research Logistics 58, 2011).
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Observaciones

@ La principal aplicacién de la signatura de orden n es la de
comparar sistemas de distinto orden.

@ Existen sistemas con signaturas de orden n no ordenadas LR
pero signaturas de n+ 1 ordenadas LR (ver Navarro y Rubio,
Naval Research Logistics 58, 2011).

@ Por lo tanto, también se pueden usar para comparar sistemas
con signaturas de orden n no ordenados.
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Observaciones

@ La principal aplicacién de la signatura de orden n es la de
comparar sistemas de distinto orden.

@ Existen sistemas con signaturas de orden n no ordenadas LR
pero signaturas de n+ 1 ordenadas LR (ver Navarro y Rubio,
Naval Research Logistics 58, 2011).

@ Por lo tanto, también se pueden usar para comparar sistemas
con signaturas de orden n no ordenados.

@ Las condiciones suficientes anteriores para los ordenes ST, HR
y LR son necesarias para que los sistemas estén ordenados
para toda distribucién multivariante de orden n intercambiable
con estadisticos ordenados ST, HR y LR ordenados.
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Resultado principal

Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

w20
L 3]
3
z
1 24 7 =
%
13
6 il z 73
5 16
z 12
15
g 4 10 1 14

Figura: Comparaciones basadas en el orden ST.
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Resultado principal

Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

2
Z3 % &7 T
* * * G
=
Z % 70 3
e
‘ / a 7
13%
| ¥
5&/ 8 2
/l/ '16
1z
‘ b 15
. [ o * J
9 4 10 11 14

Figura: Comparaciones basadas en el orden HR (resp. MRL) cuando se
cumple (8) (resp. (9)).
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Resultado principal
Comparaciones estocasticas de sistemas EXC Comparaciones de sistemas con 1-4 componentes

Figura: Comparaciones basadas en el orden LR cuando se cumple (10).
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Representaciones bivariantes

Teorema

Si )(1,)(27 ce ,Xn son [ID~ F, Tl = ¢1(Y1, Yz, 500 Ynl),
To=¢2(21,20,...,Zn,) y {1, Yo, ..., Yo} Y141, 2o, .., Zny}
estan contenidos en { X1, Xa,...,X,}, entonces

G(tl, tg) = PI’(Tl <t, Th < tz} verifica

G(t1, 1) ZZs,J in(t1)Fin(t2) paraty <ty (11)

i=1 j=0

tl, t2 ZZS’JF' n t1 n(tz) para t1 > to, (12)

i=0 j=1
— n n n n
donde Fo.n =1y 33113 i oSij =2 i—02.-15; =1
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

o 11 = ml'n,-:1,27,”7,XC", donde (3, (5, ..., C, son sus cortes
minimales y X¢ = maxjcc Xj.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

o 11 = ml'n,-:1,27,”7,XC", donde (3, (5, ..., C, son sus cortes
minimales y X¢ = maxjcc Xj.
@ Th=minj—1o s XDPi donde Dy, D5, ..., Ds son sus cortes

minimales.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

o 11 = ml'n,-:1,27,”7,XC", donde (3, (5, ..., C, son sus cortes
minimales y X¢ = maxjcc Xj.

@ Th=minj—1o s XDPi donde Dy, D5, ..., Ds son sus cortes
minimales.

@ Entonces G verifica
G(t1,t2) =P(T1 < t1, Ta < 1)
= (g X, pie X< )
= P (Ui {X© < 0}, U, {(XP < 1}
=P

U
(u,;l USy ({XC" <tyn{XP < t2}>> :
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

e Entonces G(t1, t2) es una combinacién lineal de
P{XC < t1} n{XP < t,}), donde C y D son uniones de
CG,G,...,Coy D1,Ds, ..., Ds, respectivamente.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

e Entonces G(t1, t2) es una combinacién lineal de
P{XC < t1} n{XP < t,}), donde C y D son uniones de
CG,G,...,Coy D1,Ds, ..., Ds, respectivamente.

e Si t; < b, entonces
P({XC <t1}n{XP <t}) = P{XC <t} n{XP~C < 1))

Jorge Navarro (jorgenav@um.es) Presentacion Sevilla 2011



Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

e Entonces G(t1, t2) es una combinacién lineal de
P{XC < t1} n{XP < t,}), donde C y D son uniones de
CG,G,...,Coy D1,Ds, ..., Ds, respectivamente.
e Si t; < b, entonces
P({XC <t1}n{XP <t}) = P{XC <t} n{XP~C < 1))
@ Como las componentes son |[ID~ F, tenemos

P{XC < t1} N {XP=C < t}) = FI(t1) FIP=CI(1)

n
G(t1, &) ch,u (t1)F/(tp), para t; < to.
i=1 j=0
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

e Entonces G(t1, t2) es una combinacién lineal de
P{XC < t1} n{XP < t,}), donde C y D son uniones de
CG,G,...,Coy D1,Ds, ..., Ds, respectivamente.

e Si t; < b, entonces
P{XC <t1}n{XP < t}) = P({XC < t1}n{XP=C < 1}).
@ Como las componentes son |[ID~ F, tenemos

P{XC < t1} N {XP=C < t}) = FI(t1) FIP=CI(1)

n

G(t, 1) = ch,u (t1)F/(tp), para t; < to.

i=1 j=0

@ Usando que los sistemas en paralelo son mixturas de
Xi:ny X2:ny - .« y Xn:n e obtiene (11).
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Resultado principal Biv-Demostracién

e Entonces G(t1, t2) es una combinacién lineal de
P{XC < t1} n{XP < t,}), donde C y D son uniones de
CG,G,...,Coy D1,Ds, ..., Ds, respectivamente.

e Si t; < b, entonces
P{XC <t1}n{XP < t}) = P({XC < t1}n{XP=C < 1}).
@ Como las componentes son |[ID~ F, tenemos

P{XC < t1} N {XP=C < t}) = FI(t1) FIP=CI(1)

n

G(t, 1) = ch,u (t1)F/(tp), para t; < to.

i=1 j=0
@ Usando que los sistemas en paralelo son mixturas de
Xi:ny X2:ny - .« y Xn:n e obtiene (11).
o El resultado para t; > tp se obtiene de forma aniloga.
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Representaciones bivariantes
Representaciones ba as en copulas

. Representaciones ba as en grafos
Otras representaciones

Consecuencias

@ Las matrices con los coeficientes se denominan signaturas
conjuntas y no dependen de F.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Consecuencias

@ Las matrices con los coeficientes se denominan signaturas
conjuntas y no dependen de F.

@ G puede tener una parte singular.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Consecuencias

@ Las matrices con los coeficientes se denominan signaturas
conjuntas y no dependen de F.

@ G puede tener una parte singular.

@ Obtenemos un resultado similar para la funcién de fiabilidad
(pero los coeficientes son distintos).
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Consecuencias

Las matrices con los coeficientes se denominan signaturas
conjuntas y no dependen de F.

G puede tener una parte singular.

Obtenemos un resultado similar para la funcién de fiabilidad
(pero los coeficientes son distintos).

Obtenemos un resultado similar para la funcién de distribucién
usando las distribuciones de los sistemas en paralelo.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Consecuencias

@ Las matrices con los coeficientes se denominan signaturas
conjuntas y no dependen de F.

@ G puede tener una parte singular.

@ Obtenemos un resultado similar para la funcién de fiabilidad
(pero los coeficientes son distintos).

@ Obtenemos un resultado similar para la funcién de distribucién
usando las distribuciones de los sistemas en paralelo.

@ Obtenemos un resultado similar para la funcién de fiabilidad
usando las distribuciones de los sistemas en serie.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Consecuencias

@ Las matrices con los coeficientes se denominan signaturas
conjuntas y no dependen de F.

@ G puede tener una parte singular.

@ Obtenemos un resultado similar para la funcién de fiabilidad
(pero los coeficientes son distintos).

@ Obtenemos un resultado similar para la funcién de distribucién
usando las distribuciones de los sistemas en paralelo.

@ Obtenemos un resultado similar para la funcién de fiabilidad
usando las distribuciones de los sistemas en serie.

@ Obtenemos resultados de ordenacién bivariantes basados en
drdenes entre las matrices de signaturas conjuntas.
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Representaciones basadas en copulas

@ La funcidn de fiabilidad conjunta de (Xi,...,X,) es

F(t1, ... tn) = K(F1(t1), ..., Fa(ta)),

donde K es la copula de supervivencia (Teorema de Sklar).
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Representaciones basadas en copulas

@ La funcidn de fiabilidad conjunta de (Xi,...,X,) es

F(t1, ... tn) = K(F1(t1), ..., Fa(ta)),

donde K es la copula de supervivencia (Teorema de Sklar).
@ K es una funcién de distribucién con marginales uniformes.
e La fiabilidad de Xi., = min(Xy, ..., X;) vale

Fin(t) =F(t,..., t) = K(F1(t),..., Fu(t)).
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Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Representaciones basadas en copulas

@ La funcidn de fiabilidad conjunta de (Xi,...,X,) es

F(t1, ... tn) = K(F1(t1), ..., Fa(ta)),

donde K es la copula de supervivencia (Teorema de Sklar).
@ K es una funcién de distribucién con marginales uniformes.
e La fiabilidad de Xi., = min(Xy, ..., X;) vale

Fin(t) =F(t,..., t) = K(F1(t),..., Fu(t)).
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Representaciones basadas en copulas

@ La funcidn de fiabilidad conjunta de (Xi,...,X,) es

F(t1, ... tn) = K(F1(t1), ..., Fa(ta)),

donde K es la copula de supervivencia (Teorema de Sklar).
@ K es una funcién de distribucién con marginales uniformes.
e La fiabilidad de Xi., = min(Xy, ..., X;) vale

Fin(t) =F(t,..., t) = K(F1(t),..., Fu(t)).
o La fiabilidad de Xp = min;cp X; vale
Fp(t) =F(t1,...,ta) = K(F1(t1), ..., Fn(t)),
donde t; =tsii € Pyt =0 sino.
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Representaciones basadas en copulas

@ La funcidn de fiabilidad conjunta de (Xi,...,X,) es

F(t1, ... tn) = K(F1(t1), ..., Fa(ta)),

donde K es la copula de supervivencia (Teorema de Sklar).
K es una funcién de distribucidon con marginales uniformes.
La fiabilidad de Xi., = min(Xy, ..., X,) vale

Fin(t) =F(t,..., t) = K(F1(t),..., Fu(t)).
La fiabilidad de Xp = min;cp X; vale
Fp(t) = ?(tl, ce tn) = K(Fl(tl), . ,Fn(tn)),

donde t; =tsii € Pyt =0 sino.
Recordemos que:

Fr(t)=>Y Fp(t)=> Frup(t)+... £ Fra(t).
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Representaciones basadas en copulas

@ Entonces:
Fr(t) = W(F1(t),..., Fn(t)),
donde W sélo depende de K y los caminos minimales y se
denomina funcién dependencia-estructura.

Jorge Navarro (jorgenav@um.es) Presentacion Sevilla 2011



Representaciones bivariantes
Representaciones basadas en copulas

. Representaciones basadas en grafos
Otras representaciones

Representaciones basadas en copulas

@ Entonces:
Fr(t) = W(Fi(t),...,Fn(t)),
donde W sélo depende de K y los caminos minimales y se
denomina funcién dependencia-estructura.
e W es creciente con W(0,...,0) =0y W(1,...,1) =1 pero, en
general, no es una cépula. Si lo es para los sistema en serie.
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Representaciones basadas en copulas

@ Entonces:
Fr(t) = W(Fi(t),...,Fn(t)),
donde W sélo depende de K y los caminos minimales y se
denomina funcién dependencia-estructura.
e W es creciente con W(0,...,0) =0y W(1,...,1) =1 pero, en
general, no es una cépula. Si lo es para los sistema en serie.
e Si Fi(t) =--- = Fp(t) = F(t), entonces

Fr(t) = w(F(t)),
donde w(x) = W(x,...,x), es decir, Fr es la distribucién
distorsionada (distorted) asociada a w y F(t).
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Representaciones basadas en copulas

e Entonces:
Fr(t) = W(Fu(t),..., Fa(t)),
donde W sélo depende de K y los caminos minimales y se
denomina funcién dependencia-estructura.
e W es creciente con W(0,...,0) =0y W(1,...,1) =1 pero, en
general, no es una cépula. Si lo es para los sistema en serie.
e Si Fi(t) =--- = Fp(t) = F(t), entonces
Fr(t) = w(F(1)),
donde w(x) = W(x,...,x), es decir, F1 es la distribucién
distorsionada (distorted) asociada a w y F(t).

@ Si los componentes son independientes, entonces W y w son
polinomios (dominacidn) estrictamente crecientes en (0, 1).
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Representaciones basadas en copulas

@ Entonces:
Fr(t) = W(Fi(t),...,Fn(t)),
donde W sélo depende de K y los caminos minimales y se
denomina funcién dependencia-estructura.
e W es creciente con W(0,...,0) =0y W(1,...,1) =1 pero, en
general, no es una cépula. Si lo es para los sistema en serie.

e Si Fi(t) =--- = Fp(t) = F(t), entonces
Fr(t) = w(F(t)),
donde w(x) = W(x,...,x), es decir, F1 es la distribucién

distorsionada (distorted) asociada a w y F(t).
@ Si los componentes son independientes, entonces W y w son
polinomios (dominacidn) estrictamente crecientes en (0, 1).
@ Ver: Navarro and Rychlik (2010, European Journal of
Operational Research 207, 309-317).
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Representaciones basadas en grafos

@ De nuevo usamos que:

Fr(t) = prj(t) =Y Fpup(t) + ... & Fra(t).

i<j
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Representaciones basadas en grafos

@ De nuevo usamos que:

ZFP t)_ZFPUP(t ..:Efl;n(t).

i<j

@ Si Gi,..., G, son las fiabilidades de todos los sistemas en
serie con n 0 menos componentes, sus relaciones en el orden
(*) se pueden representar por el grafo (V, A), donde
V={1,....m}y(i,j) e A& G; <. G,
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Representaciones basadas en grafos

@ De nuevo usamos que:

ZFP t)_ZFPUP(t ..:Efl;n(t).

i<j

@ Si Gi,..., G, son las fiabilidades de todos los sistemas en
serie con n 0 menos componentes, sus relaciones en el orden
(*) se pueden representar por el grafo (V, A), donde
V={1,....m}y(i,j) e A& G; <. G,

° Entonces. .
FT(t) - Z C,'E,,
j=1
donde (¢, ..., cym) denominada signatura grafica del

sistema. La signatura no depende del grafo.
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Representaciones basadas en grafos

@ Resultados de ordenacién para el orden ST pueden verse en
Rubio (2011, Tesis Doctoral, Universidad de Murcia).
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Representaciones basadas en grafos

@ Resultados de ordenacién para el orden ST pueden verse en
Rubio (2011, Tesis Doctoral, Universidad de Murcia).

@ Por ejemplo, si n = 3, los sistemas en serie son:

Gi(t) = Fpia3y(t) = F(t, t,1),
Ga(t) = Fa3(t) = F(0, ¢, 1),
Gs(t) = Fpu3y(t) = F(t,0,1)
Gu(t) = Fp10(t) = F(t,,0)
Gs(t) = F3y(t) = F(0,0, 1)
Ge(t) = Fpy(t) = F(0,t,0)
G7(t) = Fyyp(t) = F(¢,0,0)
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Representaciones basadas en grafos

Si los componentes son INID y verifican

Fi(t) > Fa(t) > F3(t)

el grafo es

@G @@
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N Tn = (X1, X2, X3) Graph signatures
1 X1;3 = ml'n(Xl,Xg,X3) (1,0,0,0,0,0,0)
2 min( Xz, X3) (0,1,0,0,0,0,0)
3 min( X1, X3) (0,0,1,0,0,0,0)
4 min(X1, X2) (0,0,0,1,0,0,0)
5 min(Xs, max(X1, X2)) (-1,1,1,0,0,0,0)
6 min( Xz, max(X1, X3)) (-1,1,0,1,0,0,0)
7 min( X1, max(Xz, X3)) (-1,0,1,1,0,0,0)
8 X3 (0,0,0,0,1,0,0)
9 X2;3 = méx(ml’n(Xl,Xz),ml'n(Xl,X3),m|'n(X2,X3) ( 2 1 1,1,0,0 0)
10 Xz (0,0,0,0,0,1,0)
11 max(Xs, min(Xi, X2)) (-1,0,0,1,1,0,0)
12 X1 (000000,1)
13 max(Xz2, min( X1, X3)) (-1,0,1,0,0,1,0)
14 max (X1, min(Xz, X3)) (-1,1,0,0,0,0,1)
15 max(Xz, X3) (0,-1,0,0,1,1,0)
16 max(X1, X3) (0,0,-1,0,1,0,1)
17 max(Xi, X2) (0,0,0,-1,0,1,1)
18 Xs:3 = max(Xy, X2, X3) (1,-1,-1,-1,1,1,1)
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