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Introduccion

Estas notas estdn destinadas a ayudar a los alumnos de la asignatura “CALCULO”
del Grado en Ingenieria Informdtica de la Universidad de Murcia. Tienen su origen en
nuestra experiencia docente en la asignatura, ininterrumpida desde su implantacion en el
curso 2009/10.

El material incluye explicaciones tedricas (con ejemplos y algunas demostraciones) y
ejercicios resueltos (mds de cien).

Segtn el plan de estudios de la titulacion, los contenidos de la asignatura son: suce-
siones de nimeros reales, resoluciéon numérica de ecuaciones, series numéricas, aproxi-
macion local de funciones, aproximacién global de funciones y cdlculo integral. En estas
notas hemos optado por agrupar los contenidos en tres grandes bloques o temas (sucesio-
nes, integrales y series), divididos a su vez en distintas lecciones.

Actualmente, las pricticas de la asignatura se realizan con SageMath 9.2:

https://www.sagemath.org/

NoOTA: Los contenidos marcados con un asterisco no se estudiaran durante el curso
2020/21.






Sucesiones

Capitulo

a «OBJETIVOS» )
= Distinguir entre sucesiones definidas explicita o recursivamente.
» Utilizar la induccidn para el estudio de sucesiones.
= Manejar las propiedades bésicas de los limites.
Estudiar la convergencia de sucesiones recursivas sencillas.
Determinar el orden de magnitud de una sucesion.

Resolver ecuaciones numéricamente (métodos de biseccién y New-

& ton). J

Este primer capitulo se dedica a las SUCESIONES de nimeros reales. Las sucesiones
son un instrumento muy valioso en Matemadticas y se utilizan de manera natural en Infor-
mdtica. Por ejemplo, al analizar teéricamente la eficiencia de un algoritmo, se le asocia
una sucesion cuyo término general ¢, es el tiempo de ejecucion de dicho algoritmo cuando
el conjunto de datos de entrada es de tamafio n. Es importante determinar la velocidad de
crecimiento (orden de magnitud) de #, cuando n crece. Este orden de magnitud se suele

utilizar para comparar algoritmos que resuelven un mismo problema.

En la Leccion 1.1 explicamos como las sucesiones se pueden definir explicita o recur-
sivamente y presentamos su clasificacion en términos de acotacion y monotonia. También
recordamos el método de demostracion por induccion y lo utilizamos para estudiar suce-
siones definidas recursivamente.

En la Leccion 1.2 introducimos las sucesiones convergentes y estudiamos propiedades

basicas de los limites, como la “regla del sandwich”. Presentamos el teorema de conver-
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gencia de sucesiones que son simultineamente acotadas y mondétonas, utilizindolo para
analizar la convergencia de sucesiones definidas recursivamente.

En la Leccion 1.3 estudiamos las sucesiones divergentes a infinito. Para la resolucién
de indeterminaciones nos apoyamos en la regla de L'Hdpital para el célculo de limites de
funciones de una variable real. Nos centramos en la comparacién asintética de sucesio-
nes divergentes a infinito. Establecemos una “jerarquia de infinitos” y explicamos como
determinar el orden de magnitud de una sucesion.

Finalmente, la Leccion 1.4 esta dedicada a presentar los métodos de biseccion y New-
ton para la resolucion aproximada de ecuaciones. Antes damos algunas herramientas para

localizar y separar raices de ecuaciones, como el Teorema de Bolzano.



1.1 Propiedades basicas Q

1.1. Propiedades basicas

Contenidos

= Sucesiones definidas explicita o recursivamente.
= Sucesiones acotadas y sucesiones mondtonas.

= Método de induccion.

Teoria

Comenzamos la leccion recordando el concepto de sucesion de nimeros reales:
Definicion 1.1.1. Una sucesion de niimeros reales es una aplicacion a : N — R.
1—=a 2+ an ne—a,

Se representa mediante los simbolos: (an)nen, [an],cn O sSimplemente a,. Los niimeros

reales ay,ay, ... ,ay,... se llaman términos de la sucesion.

Por ejemplo, algunas sucesiones sencillas son:

= [2,4,6,8,...] (nimeros naturales pares), a, = 2n.
= [—1,—1,—1,...] (una sucesion constante), a, = —1.
= [1,0,1,0,1,0,1,0,...], a, = 1 sin es impar, a, = 0 si n es par.

Una sucesion se puede definir de dos formas:

1. EXPLICITAMENTE. Dando la expresién explicita de su término general. Por

ejemplo:
= [2,4,6,8,...] tiene término general a, = 2n.
] o 1+(_1)n+1
= [1,0,1,0,...] tiene término general a, = —

2. POR RECURRENCIA. Expresando cada término en funcion de los anteriores'y
dando los términos iniciales necesarios. Por ejemplo:

= [11,2!,31,4! .. ] se define como

611:1,

a, =na,_1 paratodon > 2.
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= [1,1,2,3,5,8,13,21,...] (sucesion de Fibonacci) se define como

a|:a2:1,

a, = ay—1+a,—, paratodon > 3.

A continuacién vamos a clasificar las sucesiones en funcién de dos criterios: acotacion
y monotonia. Comenzamos con las sucesiones acotadas:

Definicion 1.1.2. Se dice que una sucesion a, estd:

(i) acotada inferiormente si existe una constante k € R tal que
k <a, paratodonecN;
(ii) acotada superiormente si existe una constante K € R tal que
an < K paratodon e N,;

(iii) acotada si estd acotada inferior y superiormente, es decir, si existe una constante
M € R tal que

lan| <M  para todo n € N.

Veamos algunos ejemplos de sucesiones acotadas y no acotadas:

P —1)"
» Acotada: [—1,%,—%,%,...],con término general a, = ( n) .

» No acotada superiormente: [1,3,5,7,9,...], con término general a, = 2n— 1.
» No acotada inferiormente: [—1,—2,—4,—8,—16,.. ], a, = —2""1,
» No acotada inferiormente ni superiormente: [—1,2,—3.4,—5,6,...], con término

general a, = (—1)"n.

A veces, cuando queremos estudiar propiedades (por ejemplo, la acotacién) de una
sucesion que estd definida por recurrencia, conveniente utilizar el método de induccion,
que recordamos’' a continuacion:

'Es un contenido de la asignatura del primer cuatrimestre Fundamentos Légicos de la Informdtica.
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DEMOSTRACIONES POR INDUCCION

¢ Como se demuestra que una propiedad P(n) es cierta para todo n € N?

= PASO 1.- Se demuestra que: “la propiedad es cierta cuando n = 1.
= PASO 2.- Se demuestra que: “SI se supone que la propiedad es cierta pa-

ra n, ENTONCES también es cierta paran+ 1.

Veamos un par de ejemplos ilustrando el método:

Ejemplo 1.1.3. Demostramos por induccion que la sucesion a,, definida por

ar=3

a, = an2—1 +1 paratodon>?2

cumple 1 < a, < 3 para todo n € N. Por tanto, a, estd acotada.

Demostracion.
PASO 1.- Paran =1 tenemos a; = 3 por definicion, asi que evidentemente 1 < a; < 3.

PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si 1 < a, < 3 entonces 1 < ap1 <37.

En efecto, tenemos:
a

n
— 1.
> +

“—2" — —41<P 1<

| W

(NS RVS)
NS

1<a,<3 = <2<

| =

a . 3 5 )
Como a4+ = - 4+ 1, deducimos que 3 < a1 < 5 Teniendo en cuenta que 1 < %

y % < 3, concluimos que 1 < g, < 3, como se queria demostrar en el PASO 2. Esto
]

completa la demostracién por induccion.
Ejemplo 1.1.4. Demostramos por induccion que la sucesion a,, definida por

ar=1

an=2a,-1+1 paratodon>?2

cumple a,, > n para todo n € N. Por tanto, a, no estd acotada superiormente
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Demostracion.
PASO 1.- Paran =1 tenemos a; = 1 por definicidn, asi que evidentemente a; > 1.
PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si a,, > n entonces a,+1 > n—+1".

En efecto, tenemos:
a,>n — 2a,>2n — 2a,+1>2n+1.

Como a, 1 = 2a, + 1, la dltima desigualdad nos dice que a,,1 > 2n+ 1. Claramente,
tenemos 2n+1 > n—+1, luego a,+1 > n—+ 1, como se queria demostrar en el PASO 2. Esto

completa la demostracion por induccion. [
Finalizamos la leccion introduciendo el concepto de sucesion mondtona:

Definicion 1.1.5. Se dice que una sucesion ay es:

(i) monétona creciente si a, < a, | para todo n € N;

(ii) monétona estrictamente creciente si a, < a,| para todo n € N;
(iii) monétona decreciente si a,, > a, | para todo n € N;
(iv) mondtona estrictamente decreciente si a,, > a,| para todo n € N.

Por ejemplo:

= [1,3,5,7,9,...] es monétona estrictamente creciente;
] [1, 1, %, %, %, %, .. } es mondtona decreciente pero no estrictamente;

= [-1,1,—1,1...] no es monétona creciente ni decreciente.
Observacion 1.1.6.
(i) Toda sucesion monotona creciente estd acotada inferiormente.

(ii) Toda sucesion monotona decreciente estd acotada superiormente.

El método de induccién también puede ser ttil a la hora de estudiar la monotonia de

sucesiones definidas por recurrencia. Vedmoslo con las sucesiones de los Ejemplos 1.1.3
y 1.1.4.

Ejemplo 1.1.7. Demostramos por induccion que la sucesion a, definida por

ar=3
an—1

2

cumple a,, > a, | para todo n € N. Por tanto, a, es mondtona estrictamente decreciente.

a, = +1 paratodon>?2
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Demostracion.
PASO 1.- Paran =1tenemosa; =3y ay = %+1 = % luego a; > a».
PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si a,, > a, | entonces a,1 > an2”.
En efecto, tenemos:

a a
— an+1:?”+1>”7“+1:a,,+2.

a Ant]
anp > apr) — En>%

Luego a;,+1 > an4+2, como se queria demostrar en el PASO 2. Esto completa la prueba por

induccion. L]

Ejemplo 1.1.8. Demostramos por induccion que la sucesion a, definida por

611:1

anp =2a,-1+1 paratodon>?2
cumple a, | > ay, para todo n € N. Por tanto, a, es mondtona estrictamente creciente.

Demostracion.
PASO 1.- Paran=1tenemosa; =1ya; =2-1+1 =3, luego a; > ay.
PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si a,+1 > a, entonces a,12 > ap1”.
En efecto, tenemos:

an+1>ap —> 2ap41 >2a, — 2ap+1+1>2a,+1.

Teniendo en cuenta que a, 1 = 2a,+ 1y ay+2 = 2a,+1 + 1, deducimos que a2 > a,+1.

La demostracion ha finalizado. L]

Ejercicios

Ejercicio 1.1.9. Demuestra por induccion las siguientes igualdades:

. n(n+1
(i) 1+2+3+...+n:%.
(i) 1434+5+...+(2n—1) =n’
1
(iii) 1+r-|—r2—|-r3—|—...—|—r”:—1,parat0d0r7é1.
r—

SOLUCION. (i) La demostracién por induccién se divide en dos pasos:
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PASO 1.- Para n =1 la igualdad es cierta evidentemente.

PASO 2.- Demostramos que:
“Sil+24...+n= @entonces 1+24...+(n+1)= W”.

En efecto, basta observar que

1424...4n+m+1)=(14+2+...4n)+(n+1) =
_ n(n;— 1) F 1) = n(n—l—l)—;—Z(n—i—l) _ (n+1)2(n+2)7

lo que completa la demostracion.

(i1) El PASO 1 de la demostracion es inmediato.

PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si 1+3+5+... 4+ (2n— 1) = n? entonces 1 +3 +
54...+@2n—1)+02n+1)=(n+1)>".

En efecto:

1+3+5+...+2n—1)+(2n+1) =
=(14345+...+2n—1)+2n+1)=n*+(2n+1) = (n+1)2,

como se queria demostrar.
(i11) La demostracién por induccion se divide en dos pasos:
PASO 1.- Paran =1 la igualdad es cierta, ya que
=1 (r+1)(r—1)

= = 1.
r—1 r—1 re

PASO 2.- Vamos a demostrar que:

. n+l__ +2_1,,
“Sil+r+r2+.. . +rm="""Leontonces 1 +r+r*+.. .+l = % .

r—1
En efecto, podemos hacerlo como en los apartados anteriores:

l4r4+r2 4 "+ = (U r 42+ 47+ =

_ Pl _1+r”+1 _ (r”+1 —1)—|—r"+l(r—1) _ M2
r—1 r—1 r—1

b

lo que finaliza la demostracion. [

Ejercicio 1.1.10. Encuentra una formula explicita para el término general de las siguien-

tes sucesiones:

11 11 1.1 1
2,5,8,11,14,...] |L,—,2,—=,=..| |55 5oz [1,5,3,0,5, ...
[ Y ) Y Y ] Y 3757 7797 :| |i2’4’8,16,327 } |: 727 747 767 ‘|
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SOLUCION. Los términos generales son respectivamente:

(—1)m+! 2" —1 n  sinesimpar

2n—1" n =

an=2+3(n—-1), b,=

[\
N
=

sim es par.

Ejercicio 1.1.11. Determina si las siguientes sucesiones son acotadas o mondtonas:
2 n 1 n+2
ay = — bn—L =vnZ+1 dn:sen< ) en:1n< - )
n n+1 n

n
SOLUCION. Claramente, la sucesién a, es mondtona estrictamente decreciente.

Los primeros términos de b, son [0, g, %, Z, g‘, }, luego b, no es mondtona.

La sucesién ¢, es monGtona estrictamente creciente, ya que n>+ 1 lo es y la funcién
f(x) = y/x es estrictamente creciente en [0, ).

La sucesion d, es monétona estrictamente decreciente, ya que .- lo es y la funcién
f(x) = senx es estrictamente creciente en el intervalo [0, 1].

Finalmente, la sucesion e, es mondtona estrictamente decreciente, ya que ——= ”+2 =1+

2
lo es y la funcion f(x) = Inx es estrictamente creciente en (0, ). Dn
Ejercicio 1.1.12. Se considera la sucesion a, del Ejemplo 1.1.4, definida por:

ap =1,
an =2a,_1+1 paratodon>?2.
Demuestra por induccion que a,, = 2" — 1 para todo n € N.

SOLUCION. La demostracién por induccién se divide en dos pasos:
PASO 1.- Para n = 1 tenemos a; = 1 por definicién, asi que a; = 2' — 1.
PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si a, = 2" — 1 entonces a,+1 = ol 17,
En efecto, por la férmula de recurrencia tenemos a,1 = 2a, + 1. Utilizando la igual-

dad a, = 2" — 1, deducimos que
Cln+l:Zan‘l‘l:2(2”_1)+1:2n+l_2+1:2n+]_1’

como se queria demostrar en el PASO 2. Esto completa la prueba por induccion. 0
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Ejercicio 1.1.13. La sucesion ay, estd definida por recurrencia:

1
CIIZO, 61225,

_Gn—2
9

(i) Evalia unos cuantos términos de la sucesion y conjetura cudl es la expresion expli-

a, = para todo n > 3.

cita de su término general.

(ii) Demuestra por induccion que dicha expresion coincide con a, para todo n € N.

SOLUCION. (i) Evaluando los primeros términos, tenemos:

1 a a 1 _11
a3 ag (=)' (=1)?
a5=—9 =0 =" =""354= "5 >

Parece entonces que los términos de la sucesion cumplen:

(_ 1 )n—l
ar,—1 =0 y ar, = T para todo n € N.
(i1) Vamos a demostrar por induccién que, efectivamente, la conjetura del apartado (i)

es cierta. Distinguimos dos casos: términos impares y términos pares.

Términos impares: Vamos a demostrar por induccién que a, 1 = 0 para todo n € N.
1°) Para n =1 se cumple a; = 0, por definicion.
2°) Demostramos que: “Si azy,—1 = 0 entonces ay(,,1)—1 = azp41 =0".
En efecto, basta utilizar la férmula de recurrencia:

G Gan __9_0
2n+1 9 9 .
-1 n—1
Términos pares: Vamos a demostrar por induccién que ay, = T para todon € N.
1 (=1)°

1°) Para n = 1 tenemos, por definicion, que a; = 3= A
(=) =",
3271——1 entonces az(,H_l) = Addp+2 = W .

De nuevo, basta utilizar la féormula de recurrencia:
Qo (_l)n_l (_l)n

Gnt2=""g" T T3m-1.32  32ntl

2°) Demostramos que: “Si ap, =
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Por tanto, la conjetura que hemos hecho en el apartado (i) es cierta. [

Ejercicio 1.1.14. La sucesion a, estd definida por recurrencia:

a1::1,

ap—1
a; =

para todo n > 2.
n

(i) Evaliia unos cuantos términos de la sucesion y conjetura cudl es la expresion expli-
cita de su término general.
(ii) Demuestra por induccion que dicha expresion coincide con ay, para todo n € N.

SOLUCION. (i) Los primeros términos de la sucesion son: [1, %, %, ﬁ, ﬁ, .. } , asi que

conjeturamos que el término general es -
n!

(i1) Vamos a demostrar por induccion que a,, = — para todon € N.
n!

PASO 1.- Paran = 1 tenemos a; = 1 por definicién, asi que a; = %
. 1
PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si a,, = — entonces a,+| = —— .
n! (n4+1)!

. a .qe .
En efecto, por la férmula de recurrencia tenemos a,, 11 = ﬁ Utilizando la igualdad
n

1 )
a, = ok deducimos que

P an % B 1
"ITOFT T k1l ()
como se queria demostrar en el PASO 2. Esto completa la prueba por induccidn. [

Ejercicio 1.1.15. Se considera la sucesion a, definida recurrentemente por:

a1::2,

para todo n > 2.

a, =2—
an—1

(i) Demuestra por induccion que 1 < a, < 2 para todo n € N.

(ii) Demuestra que es mondtona estrictamente decreciente.

SOLUCION. (i) La demostracién por induccién se divide en dos pasos:
PASO 1.- Paran = 1 tenemos a; = 2 por definicidn, asi que 1 < a; < 2.
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PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si 1 < a, <2 entonces 1 < a,.1 <27

En efecto, tenemos:

1 1 1 1 1 1
1<, <2 —= 1>2—>- = 1< ——<—= 2—-1<2——<2——.
a, — 2 a, a 2

\S]

Como a, ] =2 — ai, deducimos que 1 < a1 < %, luego 1 < ay,+1 <2, como se queria
demostrar en el PASO 2. Esto completa la demostracién por induccion.

(i1) Vamos a demostrar por induccion que a,4+1 < a, para todo n € N.

PASO 1.-Paran=1tenemosa; =2ya; =2 — % = %, asi que ap < aj.

PASO 2.- Demostramos que: “Si a, 11 < a, entonces ap+> < ady41”.

En efecto:
a,go 1 1 1 1 1 1

> — = —
an+1 an Ap+1 ap an+1 ap

an+1 < ap

1 1 .

y ayy1 =2 ——, luego a,42 < a,+1, finalizando el PASO 2.
an+1 . an ) . .

Hemos demostrado asi que a,+1 < a, para todo n € N, es decir, la sucesién es mono-

Pero a,42 =2 —

tona estrictamente decreciente. OJ

Ejercicio 1.1.16. Se considera la sucesion a, definida recurrentemente por:

a) = 2,
1
a, = ———— paratodon > 2.
3—ap1
(i) Demuestra por induccion que 0 < a,, <2 para todo n € N.

(ii) Demuestra que es monotona estrictamente decreciente.

SOLUCION. (i) La demostracién por induccién se divide en dos etapas:
PASO 1.- Paran =1 tenemos a; = 2 por definicion, asi que 0 < a; < 2.
PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si 0 < a, <2 entonces 0 < a,1 <27
En efecto, tenemos:

1 1
0<a,<2 =0>-g,>-2=3>3—-qg,>1 = §§3
—a,

<1

. 1
Como a, 41 = 3 , deducimos que 3 <ap+1 <1, luego 0 < ay,41 <2, como se queria

n
demostrar en el PASO 2. Esto completa la demostracion por induccién.
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(i) Vamos a demostrar por induccién que a,11 < a, para todo n € N.

PASO 1.-Paran=1tenemosa; =2y ay = 3Ja1 =1, asi que a» < a;.
PASO 2.- Demostramos que: “Si a,| < a, entonces a2 < ap+1”.

En efecto:

3—a,>0 1 < 1
3—an1 3—a,

api1 < ap = —Apy1 > —ay —> 3—ap+1 >3 —ay

, deducimos que a, 7 < a,+1, lo que finaliza el

Como apip = —— y ant1 =
3—ans1 3—a,
PASO 2. Hemos demostrado asi que a,+1 < a,, para todo n € N, es decir, a, es mondtona

estrictamente decreciente. O]

Ejercicio 1.1.17. Se considera la sucesion definida recurrentemente por:

a) = \/5,
a, =+/2a,_1 paratodon>?2.

Demuestra que es monotona estrictamente creciente y acotada.

SOLUCION. Comenzamos demostrando que es mondtona estrictamente creciente. Va-
mos a probar por induccién que a, < a,+ paratodo n € N.
PASO 1.- Paran = 1 tenemos a; = V2 y as = 2a; = V22, asi que a; < as.
PASO 2.- Demostramos que: “Si a, < a,1 entonces an4+1 < ap+2”.

En efecto:
an < ap+1 = 20, <2ap41 = ap+1 = V20, < \/20,+1 = ap+2,

ya que la funcién /x es estrictamente creciente. Esto finaliza el PASO 2 y queda demos-

trado que la sucesion a, es mondtona estrictamente creciente.

Ahora vamos a demostrar que a, estd acotada. Como es mondtona creciente, esta

acotada inferiormente. Para ver que estd acotada superiormente, comenzamos evaluando
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algunos términos:

a; = 1.414213562373095
a = 1.681792830507429
a3 = 1.834008086409342
as = 1.915206561397147
as = 1.9571441241754
ag = 1.978456026387951
a; = 1.989198846967266
ag = 1.99459211217094
ag = 1.99729422578194
aip = 1.998646655005302

En vista de los resultados, podemos conjeturar que a, < 2 para todo n € N. Vamos a
demostrarlo por induccion.

PASO 1.- Paran = 1 tenemos a; = V2 < 2, claramente.

PASO 2.- Demostramos que: “Si a, < 2 entonces a,+1 < 2”.

En efecto: multiplicando por 2 la desigualdad a, < 2 obtenemos 2a, < 4y, como la

funcién /x es estrictamente creciente, concluimos

ap1 =/ 2a, < V4 = 2,

como se queria demostrar en el PASO 2. Esto prueba que la sucesidn estd acotada. U

Ejercicio 1.1.18. Se considera la sucesion a, definida pora; =0, a, =1y

B R )

a, = 5 para todo n > 3.

(="

on—2
(ii) Utiliza el apartado (i) para demostrar que la sucesion ay, | es mondtona estricta-

(i) Demuestra por induccion que a, — a,_1 = para todo n > 2.
mente creciente.
(iii) Utiliza el apartado (i) para demostrar que la sucesion ap, es monotona estricta-

mente decreciente.
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SOLUCION. (i) La demostracién se hace en dos pasos:

PASO 1.- Paran =2 tenemos a> = 1 y a; = 0 por definicion, asi que

(=1)?

az—alzlz

20
—_1)" (_1)n+1
PASO 2.- Demostramos que: “Si a, —a,—1 = 2 entonces an41 —an = o1 7
En efecto:
a i _an‘i‘anfl_a _an‘i'anfl_zan__an‘{‘anfl_
n+1 n— 2 n— 2 — D) —
1 1 —1)" -1 n+1
=l =—y S =T

Esto finaliza el PASO 2 y completa la demostracién por induccion.

(i1) Vamos a demostrar que ay,—1 < a,+1 para todo n € N. Para ello observamos que

o g = Aon + a1 g = Aon+aop—1 —2axp—1 Qo —dop—1
2n+1 2n—1 > 2n—1 2 )
O GV S N
To92n-2 9 92n—1 ’
luego as,4+1 > az,—1, como se queria demostrar.
(ii1) Ahora vamos a demostrar que az,, > as,+> para todo n € N. En efecto:
g 4 Aop+1+ Ao . Apt1+aon — 200, Aopi1 — Aop
42—y = ——5—— —axy = = =
n—+ n ) n D) D)
. 2n+1
i) (—1 1 1
Q L = < 0’

22n—1 2 22n

luego ary42 < any. OJ
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1.2. Limites

Contenidos

= Convergencia y limite de sucesiones.
= Regla del Sandwich.

= Monotonia, acotacién y convergencia.

Teoria

En esta leccion estudiamos el concepto de limite de una sucesion:

Definicion 1.2.1. Decimos que L € R es el limite de la sucesion a, si para todo € > 0

existe un ng € N tal que
lan, —L| < € para todo n > ng.
En tal caso, decimos que la sucesion converge (o es convergente) a L, y escribimos

lim a, = L.
n—roo

Observacion 1.2.2. La condicion |a, — L| < € es equivalente a
L—e<a,<L+e.
Observacion 1.2.3. Sea a, una sucesion. Entonces
ay convergea0 <= |ay| converge a 0.

Las sucesiones convergentes mds sencillas son:

Ejemplo 1.2.4.

» Toda sucesion constante, digamos a, = c, es convergente y lim a, = c.
n—oo

1
» La sucesion a, = — es convergente, con limite 0.
n

La convergencia y el limite de una sucesiéon no dependen de sus primeros términos,

s6lo de lo que ocurre a partir de un término. Mds concretamente:
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Observacion 1.2.5.
(i) Sea a, una sucesion. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. a, es convergente;
2. para cada k € N, la sucesion a,.; = |ay+1,0r42,...| es convergente;
14 + +1,4k+2, 8
3. existe k € N tal que la sucesion a,y = |ag+1,ax+2,. .| es convergente.
En tal caso, 1im a, = lim a,,, para todo k € N.
+k P
n—oo n—soo
(ii) Sean a, y b, dos sucesiones. Si existe ng € N tal que a, = b,, para todo n > ny,

entonces a, converge siy solo si b, converge. En tal caso, lim a, = lim b,,.
n—soo n—yoo

La siguiente proposicion explica lo que ocurre cuando realizamos operaciones aritmé-

ticas con sucesiones.

Proposicion 1.2.6. Sean a, y b, dos sucesiones convergentes, con limites a y b, respecti-

vamente. Entonces:

(i) a,+ b, converge a a+ b;
(ii) oay, converge a o.a para cualquier o € R;
(iii) a,b, converge a ab;
an a

(iv) si b # 0, entonces b,, # 0 a partir de cierto término y B converge a b
n

Veamos ahora qué ocurre con los limites y las desigualdades:

Proposicion 1.2.7. Sean a, y b, dos sucesiones convergentes.
(i) Sia, < b, paratodo n € N, entonces lim a, < lim b,,.
(ii) (Regla del Sandwich) e
Si una sucesion c, cumple a, < c, < b, para todo n € Ny ademds lim a,, = lim b,,,

n—oo n—oo
entonces c, es convergente'y

lim a, = lim ¢, = lim b,,.

n—soo n—oo n—co
Ejemplo 1.2.8. Las sucesiones

n!

n n

!
cumplen a, < ¢, < b, para todo n € N. Asi, por la Regla del Sandwich, r}grolo % =0.



Q Sucesiones

n!

Demostracion. Es evidente que a, =0<c¢, = —

n
Por otro lado, tenemos c¢; = b;. Veamos ahora que, dado cualquier n > 2, se cumple
¢n < by. En efecto, podemos escribir:
~n! n-(n-1)---2-1 nn-1 21

Ci’l_ g — — et — vt e — s —.
n"t n-n---n n n n n

n factores

k
Como 0 < — <1 paratodo k =n,n—1,...,2, deducimos que
n

como se queria demostrar. O]
El siguiente resultado es til para detectar sucesiones convergentes a 0.

Proposicion 1.2.9. Si la sucesion a, estd acotada y la sucesion b,, converge a 0, entonces

la sucesion a,b,, converge a 0.

Ejemplo 1.2.10. La sucesién a, = senn estd acotada, porque

—1 <senx <1 paratodoxeR.

. 1 .
Como la sucesion b, = — converge a 0, deducimos que lim = lim a,b,, = 0.
n n—eo n—soo

Vamos a establecer las relaciones que existen entre las nociones de acotacion 'y mono-
tonia estudiadas en la leccion anterior y la nocion de convergencia. Es sencillo demostrar
que toda sucesion convergente estd acotada. Sin embargo, hay sucesiones acotadas que no
son convergentes, como [1,0,1,0,1,0,...]. En cambio, si son convergentes las sucesiones

que son a la vez acotadas y monétonas:
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Teorema 1.2.11.

(i) Toda sucesion convergente estd acotada.

(ii) Toda sucesion mondtona y acotada es convergente.

Ejemplo 1.2.12 (Sucesiones geométricas convergentes). Llamamos sucesion geométrica

a una sucesion de la forma a, = r", donde r € R es un niimero fijo. Se cumple:

(i) Sir=1, entonces r" es constante, r'* = 1 para todo n € N.
(ii) Si0 < r <1, entonces r" es mondtona estrictamente decreciente.

(iii) Si|r| < 1, entonces r"* es convergente y lim r"" = 0.
n—oo

Demostracion.
(1) Es inmediato.

(1) Para cualquier n € N tenemos =

er<r,yaquer">0yr<l1.

(iii) El caso r = 0 es evidente (en este caso, la sucesién r* es constante, igual a 0).
Suponemos ahora que r # 0. Por el apartado (i) aplicado a la sucesion b, = |r|", sabemos
que b, es mondtona estrictamente decreciente. En particular, 0 < b, < by = |r| para todo
n € N, luego b, estd acotada. Por el Teorema 1.2.11, b, es convergente. Sea L = lim b,,.

n—oo
Como se cumple

busi = |r|"™ = |r|-|r|" = |r|b, paratodon e N

y la sucesion b, | también tiene limite L (véase la Observacién 1.2.5), deducimos
L= lim b,y = lim |r|b, = |r|- lim b, = |r|L.
n—yoo n—oo n—oo
Es decir, L = |r|L. Esta ecuaci6n equivale a
O=|rlIL—L=(|r|—1)L,

de donde se deduce que L = 0 (porque |r| # 1).
Por tanto, h’_r)n |r|" = 0. Como |r"*| = |r|" para todo n € N, concluimos que la sucesién
n—oo

r'* también es convergente a 0 (véase la Observacion 1.2.3) ]

Ejemplo 1.2.13. En los Ejemplos 1.1.3 y 1.1.7 vimos que la sucesion a, definida por

aj =3
ap—1

2

a, = +1 paratodon > ?2
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es monotona estrictamente decreciente y acotada. Por tanto, es convergente. Vamos a

demostrar que lim a, = 2.
n—yoo

Demostracion. Sea L = lim a,. Como se cumple
n—yoo

apnt1 = %+1 paratodon € N

y la sucesion a, | también tiene limite L (véase la Observacién 1.2.5), deducimos

Y Y dap _1 . _L
L_,}E?o“”“_hm<2H)_zr}l‘lo“”Jr]_z“’

n—soo

L
luego L = — + 1. Resolviendo esta ecuacion, obtenemos L = 2. O]

Es frecuente construir sucesiones evaluando funciones sobre los términos de otra su-

cesion. Para estudiar la convergencia de sucesiones definidas de esta forma, tenemos:

Proposicion 1.2.14. Sean:

= a, una sucesion convergente a L € R,

» f una funcion continua definida en un intervalo abierto I, con L € 1.

Entonces la sucesion f(ay) (que estd definida a partir de cierto término) converge a f(L).

n—1

Ejemplo 1.2.15. Consideramos la sucesion a, = , que es convergente a —, y la

funcion f(x) = Inx, que estd definida y es continua en el intervalo (0,0). La sucesion

flan)=1n (”z_nl)

estd definida solo paran > 2 (ya que a; = 0). Por la Proposicion 1.2.14, tenemos

=1y (1 oy
limn(%5 ) = im f(a) = f (E) =in(5) =2,

véase la Figura 1.1.
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y=fix) ——

n—1
2n

Figura 1.1: Gréficas de la funcion f(x) = Inx y la sucesion a(n) =

Ejercicios

Ejercicio 1.2.16. Para cada una de las siguientes condiciones, encuentra la expresion
del término general de una sucesion que la cumpla, o bien justifica que tal sucesion no

puede existir:
(i) lima, =3 ya, <3 para todon € N.
n—oo
(ii) lima,=1ya, > % a partir de un término.
n—oo

(iii) lima, =2ya, < %para todo n € N.
n—oo

(iv) lim a, =0y a, no es mondtona.
n—soo

. 1
SOLUCION. (i) La sucesién a,, = 3 — — cumple los requisitos.
n

(i1) Cualquier sucesion a, convergente a 1 satisface que a, > % a partir de un término.

(ii1) No existe ninguna sucesion en tales condiciones, ya que si una sucesién conver-

gente a, cumple a, < fT para todo n € N, entonces su limite satisface lim a, < fT (véase
n—oo

la Proposicion 1.2.7).
(=D"

n

(iv) La sucesién a,, = cumple los requisitos. L]
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Ejercicio 1.2.17. Sean

P(x) :Apxp—f—Ap_lxpil +...+A1x+ A
Q(X) = quq—I—Bq_lxqil +...+Bix+ By

dos polinomios de grados p y q, respectivamente, con q > 1. Se consideran las sucesiones
a, = P(n) y b, = Q(n). Demuestra que:
(i) b, # 0 a partir de cierto término;
(ii) ;ﬁ converge a 0 si p < gq;
n
..., Qn Ap
iii) — converge a — si p = q.
(iii) b g B, P=q
SOLUCION. (i) Existe un ng € N tal que b, = Q(n) # 0 para todo n > ng, porque Q(x)
tiene s6lo un nimero finito de raices (jes un polinomio no nulo!).

(i1) Fijamos n > ng y en el cociente

an  Apn? +Ap,_inP 14 +Ain+Ag
by  Bgni+B, ni~'+...+Bin+B

dividimos numerador y denominador por n?, obteniendo:

n? p-l 1
a A ——l—Ap 1—+ +A1——|-A0—
n _
by n nq ! 1 B
B ——l—Bq 1—+ +Bl—+Bo—
A 1 A 1 A 1 1
_ 1 Y

1 1
Bq+Bq 1——|— +Bl —|—B()—
Por otro lado, para cualquier k € N tenemos

k k
lim lk = lim (1> = <h’m l) =0,
n—oon n—oo \ N n—oon

asi que la sucesion del numerador de (1.1) converge a 0 (porque g > p), mientras que la

sucesién del denominador de (1.1) converge a B, # 0. Por tanto
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(ii1) Se razona como en el apartado (ii), observando que en este caso (¢ = p) la suce-

si6n que aparece en el numerador de (1.1) converge a A ). [

Ejercicio 1.2.18. Justifica por qué las siguientes sucesiones son convergentes y calcula

su limite:
7\" 3n n—1 (n* 4+ 6)sen(n!) cosn
9 n+1 nz+1 nt 21
7 n

SOLUCION. La sucesién (—g) converge a 0, ya que es una sucesion geométrica y
‘—%‘ = % < 1 (Proposicién 1.2.12). Por otro lado, segtn el Ejercicio 1.2.17, tenemos

lfm — " 3 fm 21
im — =— =
n—es  n+ 1 Y oahen2 11

La sucesion sen(n!) estd acotada, ya que —1 < senx < 1 para todo x € R. Como ade-
2

mas h;m 7— = 0 (Ejercicio 1.2.17), podemos aplicar la Proposicion 1.2.9 para deducir
n—oeo

lim (n2+6)4$en(n!) _
n—»oo n

: . 1 . )
Finalmente, teniendo en cuenta que lim o= 0 y que la sucesion cosn estd acotada
n—yoo
(porque —1 < cosx < 1 para todo x € R), obtenemos

. cosn
Iim =0
n—oo N

(aqui aplicamos de nuevo la Proposicion 1.2.9). [

In(n!)

Ejercicio 1.2.19. Demuestra que la sucesion estd acotada y deduce que

ninn

. In(n!)
n—seon(lnn)?

SOLUCION. Fijamos n > 2 arbitrario. Observamos que

In(n!)=In(1-2---n)=Inl+In2+...+Inn=m2+...+Inn< (n—1)lnn,
—_——

n—1 sumandos
ya que Ink < Inn paratodo k = 2,...,n (la funcién Inx es creciente). Por tanto:

! _
Inn! < (n 1)lnn:1_1<1.

0<
nlnn —  nlnn n
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.. In(n!
Esto demuestra que la sucesion (1) estd acotada.
nlnn
Por tanto, como lim — = 0, podemos aplicar la Proposicion 1.2.9 para deducir que

n—eo INn

In(n!)  In(al) 1

s

n—en(Inn)2  n—e nlnn Inn

como se queria demostrar. ]

Ejercicio 1.2.20. Utiliza la Regla del Sandwich para calcular el limite de las sucesiones

cuyos términos generales son:

1 1 1
nz+1 +n2+2+”'+n2—l—n

() V37 (i)

SOLUCION. (i) Paratodon € N se cumple:

T=NVTn <3+ <Y =2 T =27

Como lim ¥/2 = 1im 2'/" = 2% = 1, resulta que lim ¥/2-7 =7.
n—yoo n—oo n—oo

Finalmente, como la sucesién /3" 47" tiene sus términos comprendidos entre 7 y

/2 -7y estas dos sucesiones convergen a 7, aplicando la Regla del Sandwich (Proposi-

cién 1.2.7) se deduce que:

lim /3" +7"=1.

n—yoo

(ii) Para todo n € N, se observa que en la suma
! + ! +...+ !
p2+1 n2+2 n2—|—r£

n sumandos

1
2 luego

n < 1 n 1 T 1 < n
n4+n n?4+1 n?24+2 7 n24n 241

el menor sumando es 2w mientras que el mayor sumando es
n-+n

Por otro lado, tenemos
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(véase el Ejercicio 1.2.17). Por tanto, la sucesién dada tiene todos sus términos compren-
didos entre los de dos sucesiones convergentes a 0. Aplicando la Regla del Sandwich

(Proposicion 1.2.7) se obtiene que:

| 1 1

Ii
n1_r>r°1° nz—l-l—f—nz—i-Z+ +n2—|—n

=0.

Ejercicio 1.2.21. La sucesion a, definida recurrentemente por

a1:2,

a, =2— para todo n > 2.

an—1
es monotona estrictamente decreciente y acotada (entre 1y 2), véase el Ejercicio 1.1.15.

Por tanto, a, es convergente. ; Cudnto vale 1im a,?
n—yoeo

SOLUCION. Llamamos L = lim a,. Como 1 < a, < 2 para todo n € N, tenemos las

n—oo
1
desigualdades 1 < L < 2 (véase la Proposicién 1.2.7). Ahora, como a, 1| = 2 — — para

an
todo n € Ny la sucesion a,1 también tiene limite L, se sigue que

1 1 1
L=1i =lm|(2—-—|=2—F———=2——.

Observamos que

1
L=2-7 <= LL-2)=-1 < > 2L+1=0 <= L=1.
Por tanto, lim a,, — 1. O]

n—oo

Ejercicio 1.2.22. La sucesion a, definida recurrentemente por

a1:2

1
ap = ——— paratodon €N
3—ap

es monotona estrictamente decreciente y acotada (entre 0y 2), véase el Ejercicio 1.1.16.

Por tanto, a, es convergente. ; Cudnto vale 1im a,?
n—soeo
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SOLUCION. Llamamos L = h’_r)n ay. Como 0 < @, <2 para todo n € N, tenemos las
n—yoo
1

desigualdades O < L < 2 (Proposicion 1.2.7). Teniendo en cuenta que a,+1 =

para
n
todo n € Ny que la sucesion a,,| también tiene limite L, deducimos

lm lim ! ! !
= 11 a = 11 = —
e 3 —a, 3—1lim, swa, 3—L

1
luego L = 3L Equivalentemente:

L=—— = LB3-L)=1 <= —L*4+3L—-1=0.

Es decir, L es solucién de la ecuacién de segundo grado x> — 3x+ 1 = 0, cuyas dos solu-
3+£4/5

ciones son . (Con cudl de ellas coincide L? Por un lado, ya hemos visto que L < 2.
Por otro lado,
3+V5 _ 3+1
> =2,
2 2

3—4/5
5

Ejercicio 1.2.23. La sucesion a, definida recurrentemente por

al = \/5
a, =+/2a,—1 paratodon>?2

asique L =

es monotona estrictamente creciente y acotada, véase el Ejercicio 1.1.17. Por tanto, a, es

convergente. ;Cudnto vale 1im a,?
n—soo

SOLUCION. Llamamos L = hm N\ . Teniendo en cuenta la férmula de recurrencia y que

la sucesion a,, | también tlene 11m1te L, deducimos
7 z * Z
L= lim a, | = lim y/2a, ® 2lima, = V2L,
n—oo n—yoo n—oo

donde la igualdad () se obtiene aplicando la Proposicién 1.2.14 a la funcién continua
v/2x. Por tanto, L = v/2L. Elevando al cuadrado esta igualdad, nos queda L? = 2L, o
equivalentemente: L(L —2) = 0. Como a, > /2 para todo n € N (porque a, es monétona
creciente y a; = v/2), tenemos L > /2 (Proposicién 1.2.7) y, por tanto, L = 2. [
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Ejercicio 1.2.24. Se considera la sucesion b,, definida recurrentemente por:
by =1,

1
bn - nzbnfl

(i) Demuestra que 2b» > 1 para todo n € N.

para todon > 2.

(ii) Demuestra que by, es convergente a (.

SOLUCION. (i) Por las propiedades de las funciones exponenciales, sabemos que
2'>1 <= x>0

Por tanto, basta demostrar que b, > 0 para todo n € N, y esto ultimo se puede hacer
inmediatamente por induccidn (jcompruébalo!).

1
(i1) Fijamos n € N. Se cumple 2bn > 1 (visto en el apartado (1)), luego o < 1. Mul-

1 1 1 1
tiplicando esta dltima desigualdad por — > 0, obtenemos b, | = — - S < —. Por tanto:
n n 2o n

1
0<byi1 <— paratodon e N.
n

1
Como h’_r)n — =0, la Regla del Sandwich (Proposicion 1.2.7) garantiza que la sucesion
n—oon

[b2,b3,...] es convergente a 0. Asi que b, también es convergente a 0. [

Ejercicio 1.2.25 (Sucesiones contractivas). Se dice que una sucesion a, es contractiva si

existe una constante 0 < K < 1 tal que
\ant2 — ans1| < Klany1 —an|  para todon € N.

Se puede demostrar que toda sucesion contractiva es convergente. Por ejemplo, son

contractivas todas las sucesiones a, definidas recurrentemente por

ap = f(anfl)

donde f : [c,d] — [c,d] es una funcion continua en el intervalo [c,d|, derivable en (c,d)
y tal que existe una constante 0 < K < 1 cumpliendo |f'(x)| < K para todo x € (c,d).

Demuestra que las sucesiones siguientes son contractivas:

a; =0 by =2

—1
a, = cos(a,—1) paratodon>?2 by =2+ —" para todo n > 2

3b,1+1
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SOLUCION. (i) La sucesi6n estd definida recurrentemente por la férmula a, = f(a,—1),
siendo f(x) = cosx. Tenemos que f(x) € [0, 1] para todo x € [0,1] y

|f'(x)| = | —senx| = senx < senl paratodox € (0,1).

Por tanto, eligiendo K = sen1, se cumple 0 < K < 1y |f’(x)| < K para todo x € (0, 1).
Luego la sucesion a,, es contractiva.
(ii) La sucesion estd definida recurrentemente por la férmula b, = f(b,_), siendo
1
flx)=2+ 3x)_c|_ T Su derivada es f(x) = Brr iR > () para todo x # —%, asi que f es
1

estrictamente creciente en el intervalo (—3,). Por tanto:

16

7 F2) < f(x) < f(3) _23 para todo 2 < x < 3,

10
asi que f(x) € [2,3] para todo x € [2,3]. Ademds:

1 1 1
If (x)] = EEE < Ga2r12 @ <1 paratodo x € (2,3).
Por tanto, b,, es contractiva. ]

Ejercicio 1.2.26. Se considera la sucesion a, definida pora; =0,a, =1y

an—1 +an—
a, = % para todon >3
(i) Demuestra que a, es contractiva (utiliza el apartado (i) del Ejercicio 1.1.18).

.. . L. ap—1
(ii) Demuestra por induccion que a, = 1 — —

para todo n > 2.

(iii) Calcula lim a,,.
n—oo

SOLUCION. (i) Segtn vimos en el Ejercicio 1.1.18, se cumple la igualdad

n

2n—2

Ay —ay_1 = para todo n > 2.

Por tanto:

I 1 1
lani2 —ans1] = W3 I3 |ap+1 —a,| paratodon € N,

asi que la sucesion a, es contractiva (podemos tomar K = %).
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(i1) La demostracién se divide en dos pasos:

a

PASO 1.- Para n = 2 tenemos claramente ap =1 =1— ?1
o anp—1 ap ,,
PASO 2.- Vamos a demostrar que: “Si a, = 1 — —— entonces a1 =1 — 5

En efecto, aplicando primero la férmula de recurrencia y utilizando a continuacién la

ay,_
n-l (dos veces, senaladas con (*)), tenemos

igualdad a, =1 —

(1 B an—1
_dp +an—1 (% 2

>+a |4 &
- n71: 2 1+(1—a,,):1__
ntl 2 2 2 2 2

como se queria demostrar en el PASO 2. Esto completa la prueba por induccion.
. a . .
(ii1) Llamamos L = lim a,. Como a,4+1 =1 — ?n para todo n € N (segtin hemos visto
n—yoo
en el apartado (ii)) y la sucesion a, | también tiene limite L, tenemos

oy im (1- %)= N T
L= Jim o = Jim (1) = =13

L 2
De laigualdad L=1— 5 se obtiene inmediatamente que L = 3 [
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1.3. Sucesiones divergentes

Contenidos

= Sucesiones divergentes.
= Jerarquia de infinitos.

» Ordenes de magnitud.

Teoria

Esta leccion se dedica a analizar y comparar sucesiones con limite infinito, segin su
orden de magnitud, que informalmente podemos definir como velocidad de crecimiento.
Por ejemplo, el limite

lim Inn =0
n—e n
(véase el Ejemplo 1.3.7) puede interpretarse diciendo que “la sucesion Inn se acerca a oo

mads lentamente que la sucesién n”.

Definicion 1.3.1. Decimos que una sucesion ay es:

(i) divergente si no es convergente;
(ii) divergente a oo si para todo K € R existe un ng € N tal que

a, > K paratodo n > ng;

en tal caso, escribimos 1im a,, = oo;
n—soo

(iii) divergente a —oo si para todo K € R existe un ng € N tal que
a, < K paratodo n > ng;

en tal caso, escribimos lim a, = —oo.
n—o0
Veamos algunos ejemplos sencillos de sucesiones divergentes:
= a, =n es divergente a oo.
» g, = —3n es divergente a —oo.

» a, = (—1)" es divergente (pero no es divergente a oo ni a —oo).

Observacion 1.3.2. Sea a, una sucesion tal que a,, > 0 para todo n € N. Entonces:
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1
lima, =0 <= lim — =oo,
n—oo n—eo (y,

El siguiente ejemplo completa el estudio de las sucesiones geométricas iniciado en el
Ejemplo 1.2.12.

Ejemplo 1.3.3 (Sucesiones geométricas divergentes). Sea r € R. Se cumple:

(i) Sir> 1, entonces lim r" = oo,
n—yoo

(ii) Sir < —1, entonces r" es divergente (pero no es divergente a o ni a —o).

Demostracion. .

1 1 1

(i) La sucesién — = (—) converge a 0 porque 0 < — < 1 (Ejemplo 1.2.12). Por
r r r

tanto, la sucesion r”* diverge a oo (véase la Observacion 1.3.2).

(ii) Para ver que " no es convergente basta demostrar por induccién que

m>1 si n es par,

(1.2)
" < —1 sinesimpar.
PASO 1.- Paran = 1 tenemos r' = r < —1 por hipétesis.
PASO 2.- Vamos a demostrar dos cosas:
(@) “Sir" > 1 entonces "' < —1”. En efecto:
> 1 =l (—r)-r":—r”HZl — <,
(b) “Sir* < —1 entonces 1 > 17, En efecto:
<—-1 = —r">1 2l (=r)-(—=r") = >
Esto completa la demostracion por induccién de (1.2). [

En Ia leccion anterior hemos visto que toda sucesion mondtona y acotada es con-
vergente (Teorema 1.2.11). Por otra parte, las sucesiones mondtonas y no acotadas son

divergentes a oo 6 —oo, como destacamos a continuacion.

Proposicion 1.3.4.
(i) Sea a, una sucesion monotona creciente. Entonces:

lima, =c0 <= a, no estd acotada.
n—oo
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(ii) Sea b, una sucesion mondtona decreciente. Entonces:

lim b, = — <= b, no estd acotada.
n—oo

La siguiente proposicidén permite analizar la convergencia de sucesiones obtenidas

evaluando funciones en los nimeros naturales.

Proposicion 1.3.5. Sea f una funcion definida en un intervalo del tipo (c,) tal que
existe el limite )}glolo f(x) € RU{—oo,c0}. Entonces la sucesion f(n) (que estd definida a
partir de cierto término) cumple:

(i) Si lim f(x) =L € R, entonces f(n) converge a L.

(ii) Si ilgr;l.:f(x) = oo, entonces f(n) diverge a oo.

(iii) Si lim f(x) = —oo, entonces f(n) diverge a —os.
X—>o0

1

Figura 1.2: Graficas de la funcién f(x) = L y la sucesién f(n) = 1.

Sean a, y b, dos sucesiones, siendo al menos alguna de ellas divergente a oo § —oo, 0
bien siendo ambas convergentes a 0. Si realizamos ciertas operaciones con ambas sucesio-
nes (cociente, diferencia, etc.) y queremos estudiar la convergencia de la nueva sucesion,
las reglas de la aritmética de limites finitos (Proposicioén 1.2.6) dejan de ser validas y

podemos encontrar indeterminaciones, como explicamos a continuacion.
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INDETERMINACIONES

Surge al estudiar 1im (a, — by,) cuando 1im a, = lim b, = +oo.

n—ro0 n—oo n—o0
EJEMPLO: a, =ny b, = Inn.

] Surge al estudiar hm anby, cuando lima, =0y hm b, = too.

n—oo
EJEMPLO: a, = ﬁ y b, = lnn.

o . ., Qn . .
= | — | Surge al estudiar lim — cuando lim g, = £y lim b, = Foo.
oo n—oo n n—oo n—oo

EJEMPLO: a, =ny b, = Inn.

n—soo n n—oo

0
n j Surge al estudiar hm b_ cuando lim a, = hm b, =0.
EJEMPLO: a, = y b, = hm

= | 17| Surge al estudiar hm ab” cuando lim a, =1y lim b, = co.

n—o0 n—»oo
EJEMPLO: a, =1 +1 2y bn =n.

Surge al estudiar hm ab” cuando hm N ay = hm bn =0.
EJEMPLO: a, = b, = -

n.

Surge al estudiar hm ab” cuando lim g, =y lim b, =0.

n—oo n—oo
EJEMPLO: a, =ny b,, = ;.

El siguiente resultado, combinado con la Proposicion 1.3.5, es muy util para calcular

limites de sucesiones resolviendo indeterminaciones.

Teorema 1.3.6 (Regla de L’Hopital). Sean f'y g dos funciones derivables definidas en un
intervalo del tipo (c, ), con g'(x) # 0 para todo x > c, tales que

o bien lim f(x) = lim g(x) =0 o bien 1im f(x) = dooy 1im g(x) = Foo.
X—ro0 X—roo X—roo

X300

/
Si existe el limite 1im f ) € RU{oo, —oo}, entonces también existe lim —— () y
3o ' (x) 5 g(x)

tim L&) _ g L)

() g (x)

Veamos un ejemplo donde se puede aplicar la Regla de L’Hopital:
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1
Ejemplo 1.3.7. Se cumple 1im —* = 0.

n—e n

In
Demostracion. Segun la Proposicion 1.3.5, basta demostrar que H_}m Y _ 0. Esto lo
X— X
vamos a hacer aplicando la Regla de L’Hopital a las funciones

f)=Tnx —y  glx)=x

1
que cumplen 1im f(x) = 1im g(x) = eo. Derivando, tenemos f’(x) = — y g’(x) = 1, luego
X—yo0 X

X—$00
/
limw: lfmlzo,
x—o0 gl(x)  x—eo x
a . Inx
y la Regla de L"Hopital asegura entonces que h_>m —=0. ]
X— X

Finalizamos la seccién resolviendo algunas indeterminaciones con ayuda del limite
calculado en el Ejemplo 1.3.7.

Ejemplo 1.3.8. Se cumple:
lim(n—Inn)=c y lim /n=1.

n—soo n—soo
Demostracion.
(1) Llamamos a, = n — Inn. Entonces:

. ay . n—Inn ) Inn . Inn
Iim — = lim = lim(l—-—— ) =1—1lim — =1.
n—oo n n—oo n n—oo n n—o n

. . a 1 .
En particular, existe un ny € N tal que — > 5 para todo n > ng. Equivalentemente:
n
n
an > 2 para todo n > ny.

., n ) . . . ,
Como la sucesién > es divergente a oo, la desigualdad anterior garantiza que lim a, = co.
n—>oo

(ii) Llamamos b, = /n = n'/" y definimos
cn = In(by).

. . Inn
Por las propiedades de los logaritmos, tenemos ¢, = —. Por tanto, lim ¢, = 0. Y como
n n—yoo
la funcidn € es continua, deducimos

lim e = ¢ = 1
n—yoo

(véase la Proposicion 1.2.14). Esto completa la prueba, ya que b,, = en(bn) = gtn, [
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En la segunda parte de la leccién nos centramos en la comparaciéon de sucesiones
divergentes a oo.
Definicion 1.3.9. Una sucesion a, es mucho menor gue otra sucesion by, si se cumple:

., ap
Iim — =0.
n—eo b,

En tal caso, escribimos a,, < b,,.

Observacion 1.3.10. Si a, < b, y b, < ¢y, entonces a, < c,. Es decir, “<” es una

relacion transitiva.

El teorema siguiente resume las relaciones “<”” que se dan entre las principales suce-

siones divergentes a oo. Como consecuencia, por ejemplo, tenemos:
mn<n'?=yn nP<n’ W<t 2M<«3" 10" <n!
Teorema 1.3.11 (Jerarquia de Infinitos). Para todo 0 <c <dytodo 1 <r < s se cumple:
nn<n<nl<rm<s"<n <"

Demostracion.

Vamos a calcular el limite de funciones

o Inx
lim —
Xx—oo x€

utilizando la Regla de L’Hopital (Teorema 1.3.6). Derivando y tomando limites:

1
¥ 1 1 1
lim =lim—=--lim—=--0=0,
x—oo cx¢— 1 x—veo x€ c x—oo x¢ c
1 1
luego lim E = 0. En virtud de la Proposicién 1.3.5, lim M =0.
x—oo x€ n—oo n¢

n¢ < n? | En efecto:

Iim — = lim =0

n—eopd  p—seo pd—c

porque d — ¢ > 0.
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n? < " |En primer lugar, observamos que

d d
lim = = lfm (i) . (1.3)

n—eo it n—soo \ pit/d
Vamos a calcular el limite de funciones

1 X
m ——
X—po0 rx/d

utilizando la Regla de L’Hopital (Teorema 1.3.6):

1
lim — o = lim — =0.
X—roo rx/d X—yoo lnr /d

Por tanto, hm W = 0 (aplicamos la Proposicién 1.3.5). Finalmente:
oo plt

_(13) n \4 ( n)d_ '
pim = im, () = (Jim. ) =0 =0

ya que la funcién x? es continua (aplicamos la Proposicién 1.2.14).

En efecto:

porque 0 < L < 1 (véase el Ejemplo 1.2.12).
s

. . s
s" < n!|Veamos en primer lugar que la sucesién a, = — s convergente:
n.

= Tenemos i
s" s-s" S
(n+1)! (n+1)-n! n+1

. s
para todo n € N que cumpla n > s — 1 (equivalentemente, 1 < 1),yaquea, >0.
n
Por tanto, a, es monotona estrictamente decreciente a partir de un término.

= Como a, > 0 para todo n € N, la sucesion a,, estd acotada.

Deducimos (por el Teorema 1.2.11) que a, es convergente a cierto L € R. Ademas:

S yd 7 _ . _
= 11man+1 _r}g{}o<n—|—1an) —nlglln_’_l ~r}g13°an—0 L=0.
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Asi que lim a,, = 0, como se queria demostrar.
n—yeo

Esta relacion ya se comprob6 en el Ejemplo 1.2.8.

La demostracion del Teorema 1.3.11 ha finalizado. ]

Dadas dos sucesiones divergentes a infinito, puede ocurrir que lo hagan “a la misma

velocidad”. En este sentido, damos la siguiente definicion.

Definicion 1.3.12. Una sucesion a, es del mismo orden que otra sucesion by, si se cum-
ple:

ap

—|=LeR, conL#0.

n

lim
n—oo

En tal caso, escribimos a, ~ b,,.

. . . L. . a
Observacion 1.3.13. Sean a, y b, dos sucesiones tales que existe el limite 1im LR
n—roo n

Como la funcion |x| es continua, podemos aplicar la Proposicion 1.2.14 para deducir

Por tanto:
an &L b, <= a,~ b,

Definicion 1.3.14. Se llama orden de magnitud de una sucesion a otra sucesion del

mismo orden “cuya expresion sea lo mds sencilla posible”.
Veamos algunos ejemplos sencillos ilustrando estas definiciones.

Ejemplo 1.3.15.
(i) n>+5n—17~ n* porque

2 _
Hmn+5—n7:17é0.

n—yoo n?

Luego el orden de magnitud de n* 4+ 5n —17 es n>.

(ii) 10lnn+n ~ n porque

101 I
tfm — 0 im 41— 10-041=1£0.

n—oo n n—oe n

Luego el orden de magnitud de 10Inn+n es n.
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Observacion 1.3.16. La relacion “~” es simétrica y transitiva, es decir:

(i) la condicion a, ~ b, es equivalente a b, ~ ay;

(ii) sia, ~ b,y b, ~ c,, entonces a, ~ cy,.

En la proposicion siguiente recopilamos varias propiedades de la relacion “~” que
serdn de utilidad al estudiar el orden de magnitud de una sucesion. Estas propiedades
permiten deducir el orden de magnitud de sucesiones definidas como sumas, productos o
cocientes de sucesiones cuyo orden de magnitud es conocido.

Proposicion 1.3.17 (Propiedades de la relacion “ser del mismo orden”).
(ol) Siay, # 0 a partir de cierto término, entonces
ay ~ |ay| ~ aa, paratodo o € R, a # 0.

(02) Siay ~ d,y b, ~ b, entonces:

/

BN n

anb, ~ a,b, y =~
b, b,

(03) Sia, < by, entonces a, + b, ~ by,.

(04) Sia, ~d,yb, ~ b, entonces

an < b, <+ d,<b,.

Demostracion.

(ol) Basta observar que

. |an| 1z . . oan| .. _
Jim "o =Mml=1£0y o lim )2 = lim o] = fof 7 0.
(02) Para el producto tenemos
b ! b
Ifm |22 = lim “—7‘ D) — tim |22). 1im | 2| £ 0.
n—yoo anbn n—eo | @y, " n—eo| @), | n—eo bn
El cociente se razona de forma similar.
(03) Se cumple
b
tim |40 — i |24 q| @ 1im—"+l’:|0+l]:17£0,
n—oo b, n—eo | b, n—oo
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donde la igualdad marcada con (x) es consecuencia de la continuidad de la funcién |x| y
la Proposicion 1.2.14.

(04) Basta observar que
(b
b, b, \a, b,)’
Esto completa la demostracion de la Proposicion 1.3.17. 0

A continuacion ilustramos las propiedades (o1)—(04) con ejemplos concretos.

Ejemplo 1.3.18. Determinamos el orden de magnitud de las siguientes sucesiones:

Vil +1 .. onl4n"

(i) 3In(n") +2n> (i) (iii)

4n+vnd n’
Solucion.
(i) Comenzamos observando que In(n") = nlnn. Por tanto:
3In(n" 3nl 31 3 1 3
tim S0 _ g 3ndnn g 3han 3t 3 oo,
n—eo 212 n—eo 212 n—eo 2n 2 noe n 2

Luego 3In(n") < 2n?. La propiedad (03) implica que
3In(n") 4+ 2n* ~ 2n?,

mientras que la propiedad (o1) nos dice que 2n” ~ n?. Por tanto, 3In(n") +2n* ~ n® y el
orden de magnitud de la sucesién es n?.

(i) Vamos a determinar el orden de magnitud del numerador y el denominador. Para

el numerador, observamos que

VT +1 . 1
Jim = = L =10

luego vn’ +1 ~ n’/2. Por otro lado, el denominador cumple
dn+Vnd ~ nd/?

porque 4n < Vn® =n®/? (usamos la propiedad (03)). Ahora, para el cociente, (02) asegura
que

vnl+1 n7/2_
4n+\/$ n3/2

n
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y, por tanto, el orden de magnitud de la sucesidn es n.
(ii1) El numerador cumple
n!+n" ~n"

por la propiedad (03) y el hecho de que n! < n", segtin hemos visto en la Jerarquia de

Infinitos (Teorema 1.3.11). Ahora, para el cociente, la propiedad (02) asegura que

n! +nn ~ n_n _ nn—3
n3 n3

El orden de magnitud de la sucesién es n" . O]

Ejercicios
Ejercicio 1.3.19. Sean

P(x) = Apxp —I—Ap_lxp*l +...+A1x+ A

Q(X) = quq +Bq,1xq_1 +...+Bix+ By
dos polinomios de grados p y q, respectivamente (Q # 0). Se consideran las sucesiones
a, = P(n) y b, = Q(n). Demuestra que si p > q entonces:

. a . . . . .
(i) b_” diverge a > si A, y B tienen el mismo signo;
n

... Qn . . . .. .
(ii) b_n diverge a — si A, y B, tienen distinto signo.
n

[Véase el Ejercicio 1.2.17.]
Ejercicio 1.3.20. Calcula los limites de las siguientes sucesiones:

nd3 +1 n Inn
5n2+n—1 (b) on (c) n?+3n

o (13) @ ()

SOLUCION. (a) Dividiendo el numerador y el denominador entre n?, tenemos:

71 I
i YL g Vi ’}gr"l" ”+F ‘/_
L - P N VU N
n 7’12 n%‘” n n2

(2)

=0.
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(b) Tanto el numerador como el denominador son sucesiones divergentes a oo, asi

. . . oo . . X

que tenemos una indeterminacién —. Vamos a calcular el limite de funciones lim ——
X—ro0

utilizando la Regla de L'Hopital (Teorema 1.3.6). Si derivamos y tomamos limites, se

tiene: ! | | |
lim =— ' lim —-—=—:-0=0,
x—In2-2%  In2 x—~2¥ In2
luego
e =0

Por tanto, 1im 20 (aplicamos la Proposicion 1.3.5).
n—soo QN

(c) El numerador y el denominador son sucesiones divergentes a oo, asi que tenemos

oo Inx

otra vez una indeterminacion —. Vamos a calcular el limite de funciones lim — 3
xX—ro0 X X

utilizando la Regla de L’Hopltal (Teorema 1.3.6). Si derivamos y tomamos limites, se

tiene:
1
li x =1i !
1m m ————- —=
X—ro0 2x +3  x—ew2x243x ’
luego
I Inx
im =
x—eo x2 +3x

Inn
Por tanto, lim ——— = 0 (aplicamos la Proposicién 1.3.5).
o A (ap p )

—1
(d) Como lim o 1, tenemos una indeterminacién del tipo 1%°. Llamamos
n—eo 42
n—1\"
a, =
" n+2

n—1

b, =1In(a,) =nln (n+2

y definimos

) para todo n > 3.

. . . n—1 . .
Al intentar calcular lim b, = lim nln < ) , NOs encontramos ante una indetermi-
n—soo n—soo n+2

nacion oo - 0, que podemos transformar en una del tipo 0 escribiendo

n—1
ln< +2)
by = T2/

n =

1
n
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Ahora vamos a calcular el limite de funciones

x—1
ln( +2)
lim —* "=/ (1.4)

X—so00 1

X
utilizando la Regla de L’Hopital (Teorema 1.3.6). Derivando y tomando limites:

x+2—(x—1)
(x+2)?
x—1 3
2 . —3x2
fm—XFt2 g X2 g, T 3
X—roo 1 X—yo0 1 x—o0 x2 +x-2
22 22
luego el limite de (1.4) vale —3. Por tanto, h’_r>n b, = —3 (aplicamos la Proposicion 1.3.5).
n—oo
Finalmente, como a, = ¢’ y la funcién ¢* es continua, podemos usar la Proposi-
ci6n 1.2.14 para deducir que lim a,, = ¢™M=br = =3
n—oo
n?+1 2 : o .
(e) Como lim = ooy lfm = = 0, tenemos una indeterminacién del tipo oo,
n—o n—+ 1 n—eon

Definimos

n?+1
) 2/n 21n( )
n“+1 n+1
ap = (—) y bp=I(a)=—"—"—""

n+1 - n
2
2In (n + 1)
. , n+1
Vamos a calcular lim b, = lim ——————~

n—soo n—soo n

. Tanto el numerador como el denomi-

oo
nador son sucesiones divergentes a oo, asi que tenemos una indeterminacién del tipo —.
oo

Para resolverla, vamos a calcular el limite de funciones

2
In (x —i-l)
) x+1
Iim ————2

X—$o0 X

(1.5)

mediante la Regla de L’Hopital (Teorema 1.3.6). Derivando y tomando limites:

2x(x+1)— (x*+1)

2 24 2x—1
1im 2 (et 1) ogim ST 5020,
X—yeo ¥ +1 x—oo x3 +x2 x4 1

x+1
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luego el limite (1.5) vale 0. Por tanto, h’_r}n b, = 0 (aplicamos la Proposicién 1.3.5).
Nn—yoo

Finalmente, como a,, = ¢ y la funcién ¢* es continua, podemos usar la Proposi-

cién 1.2.14 para deducir que lim a,, = e/™—=br = 0 = 1, O
n—oo

El siguiente criterio es otra herramienta util para resolver indeterminaciones de la

o 0
forma — y 6:

Criterio de Stolz. Sean a,, y b,, dos sucesiones de niimeros positivos tales que

,  Qpy1 —ap
im — =/ RU 00, —00
n—o by 1 — by { }

y supongamos que:

= 0 bien lim a, = lim b,, = 0 y b,, es monotona estrictamente decreciente,
n—roo n—oo

» 0 bien lim b, = o y b,, es mondtona estrictamente creciente.
n—yoo

., ap
Entonces lim — = [.
n—eo by,

Ejercicio 1.3.21. Calcula los siguientes limites utilizando el Criterio de Stolz:

_ Inn onk L 14+V24 .+
(a)nlg{LT (b)nlgl}or—nconr>1yk€N (c)r}glgo 0

SOLUCION. (a) Tomamos a, = Inny b, = n, que es monétona estrictamente creciente y

diverge a 0. Como

_ In(n+1-1 |
lfmwzlimuzlimln(n+ )zlnle,

n—eoby 1 —b, n—e (n—|—1) —n n—oo n
. . . . Inn
podemos aplicar el Criterio de Stolz para concluir que lgn —=0.
n—oo n
k
(b) Vamos a demostrar que 11’_r>n n_n = 0 por induccién en k € N.
n—yoo p

PASO 1.- Para k = 1, tomamos a, = n y b, = r", que es mondtona estrictamente

creciente y diverge a co. Como

lim ap+1 —dn
n—eo by —b, n—e MLyt e (p— 1)

. ) . n
podemos usar el Criterio de Stolz para deducir que lim — = 0.
n—oo r
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k k+1

Ly 1 p
PASO 2.- Demostramos que: “Si lim — = 0 entonces lim
n—soo plt n—oo Nt

Definimos a, = n**! y b, = . Aplicando la férmula del binomio de Newton:

Ani1—an  (n+ DFT—pkt] 1 kD
= : Z—)!nf—n

—0".

bpi1 —b, phtl _pn (r=1)m J.Zoj!(k—l—l—j
1 Eoo(k+1) k (k+1)! nk
- 1n'2'1k1 'an:Z'vkl N Nnk=i |
(r=1Drm \ S Jjlk+1-))! S ilk+1=)r—1)n r
Pg nk s . - ap4+1 —ap
Como lim — = 0, tomando limites cuando n — o se obtiene lim ——— = 0. El
n—oo yt n—eo by 1 —by
nk+1

=0.

Criterio de Stolz garantiza que lim
n—oo Nt

(c) Tomamos a, = 1 +v2+ ...+ V/ny b, = n3/2 (mondétona estrictamente creciente
y divergente a o). Observamos que

Ant1 —dn _ vn+1 \/n+1-((n+1)3/2+n3/2)

bui1i—bn  (n+132—n32 (n+1)3—n3
VAT (4 D2 4032) 12?1
B 3n?2+3n+1 T 32+3n+1
— 2 2
Luego r}grolo % =3 y, por el Criterio de Stolz, concluimos que ,}5‘; Z—Z =3 [l

Ejercicio 1.3.22. Se considera la sucesion a, definida recurrentemente por

ar=1,

1 _
ay = ay—1+ 1—|—+2—Cz1n_11 para todon > 2.

(i) Demuestra que es monotona estrictamente creciente.
(ii) Demuestra que
1
a, > ay— 1+ 3 para todon > 2.
(iii) Demuestra por induccion que

n—1
2
[Idea: utiliza la desigualdad del apartado (i1).]

a, > 1+

para todo n > 2.
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(iv) Deduce que a, es divergente a oo.
SOLUCION. (i) Es sencillo demostrar por induccién que a,, > 0 para todo n € N, asi que

1+4+a,

an+1—an:1+2a > (0 paratodon e N.
n

Luego a, es mondtona estrictamente creciente.

(i1) Para cualquier n > 2 tenemos
14+a,-1 S 1

anp —ap—1 :m 5

yaque 2(1+a,—1) =2+2a,-1 > 1+2a,_,. Por tanto, a, > a,—1 + 5
—1
n para todo n > 2.

(i11)) Vamos a demostrar por induccion que a, > 1+

PASO 1.- Para n = 2 tenemos a2:%>a1+%: %
n—1

n
PASO 2.- Demostramos que: “Sia, > 1+ entonces an+1 > 1+ 2

En efecto:
SR Wk S .
an+1 an ) ) = 5

\S}

Esto finaliza la demostracion.
n—1 . .

es divergente a co y ademds se cumple la des-
]

(iv) Como la sucesion b, = 1 +
igualdad a,, > b,, para todo n > 2, deducimos que a, también es divergente a oco.

Ejercicio 1.3.23. Determina el orden de magnitud de las sucesiones siguientes y ordéna-

las seguin dicho orden:

) 1 (n+3)!
(a) 2 —lel (b) sen(n!) +n (c) In(n") +n3
o wesim T
(@ Inn (h VvV +10
¥ Tt Vi3 + 10n2

SOLUCION. Vamos a usar las propiedades (01)—(04) mencionadas en la Proposicion 1.3.17.
(a) Segiin la Jerarquia de Infinitos (Teorema 1.3.11), tenemos n? < 2. Por la propie-

dad (03), se cumple 2" +n* ~ 2". Orden de magnitud: 2".
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, 1
(b) Como sen(n!) es una sucesién acotada y lim —, tenemos
n—oon

sen(n!
im (1) =0
n—eo

(véase la Proposicion 1.2.9), es decir, sen(n!) < n. Por la propiedad (03), se cumple

sen(n!) 4+ n ~ n. Finalmente, para el cociente, podemos aplicar la propiedad (02):

1 1

~ —,

sen(n!)+n n

1
Orden de magnitud: —.
n

(c) Comenzamos con el denominador. Como se cumple In(n") = nlnn < n’ (porque
Inn < n? segiin la Jerarquia de Infinitos, Teorema 1.3.11), la propiedad (03) garantiza que
In(n") + n® ~ n3. Por otro lado, el numerador cumple

(n4+3)!'=n+3)(n+2)(n+1)-n! ~n*-n!
yaque (n+3)(n+2)(n+1) ~ n’. Finalmente, para el cociente, la propiedad (02) implica

(n+3)! n’ - n!

~ —nl.
In(n") +n3 n’ "

Orden de magnitud: n!.

(d) El denominador cumple n® +n ~ n?. Para determinar el orden de magnitud del
numerador, primero observamos que In(n"~') = (n— 1)Inn ~ nlnn (ya que n — 1 ~ n).

Por otro lado, se cumple
Vitl~yn<n<nlnn~In(n"),
luego Vn+lk ln(n"’l) (por la propiedad (04)). Aplicando (03) tenemos
ln(n”_l) +vVn+1~ ln(n”_l).

Para el cociente, la propiedad (02) garantiza que

In(x* N ++vn+1 In(n" 1)

n2—|—n n?

nlnn B Inn

~ =

n2

n
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1
Orden de magnitud: M.
n

(e) Podemos escribir n23" — 3" = n(23)" — 3" = n8" — 3". Segiin la Jerarquia de Infi-
nitos (Teorema 1.3.11), tenemos 3" < 8", asi que —3" < n8". La propiedad (03) nos dice
que 123" — 3" ~ n8". Orden de magnitud: n8".

(f) Podemos sacar factor comun 2" y escribir

L, L (1 . %) 2 2",

yaque 1 — Z ~ n. Orden de magnitud: n2".

(g) Calculamos el limite de funciones

Inx
lfm — 1.6
e In(x 1+ 1) (1.6)

utilizando la Regla de L’Hopital (Teorema 1.3.6). Si derivamos y tomamos limites:

1
- 1
lim —X— = Jfm L =,
X—roo X—yo0 X
x+1

luego el limite (1.6) vale 1. Aplicando la Proposicién 1.3.5 obtenemos

Inn
Iim —=1#0
oty 70

y por tanto ~ 1. Orden de magnitud: 1.

Inn
In(n+1)

(h) Claramente tenemos V3 +10 ~ n®/2. Por otro lado, V3 =n3? <« 10n?, asi que
Vi3 4+ 10n% ~ 10n% ~ n? (usamos (03) y (01)). Ahora, para el cociente, (02) implica

viS+10 2%,

~ = = \/ﬁ_
Vi3 £10n2  n?

Orden de magnitud: nl/2.
ORDENACION.- Es sencillo comprobar que los 6rdenes de magnitud obtenidos satis-

facen las relaciones siguientes:

1 Inn
;<<7<<1<<n1/2<<2”<<n2"<<n8”<<n!
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Por la propiedad (04), las sucesiones originales verifican las mismas relaciones:

1 In(n" ") +vn+1 Inn vV +10

sen(n!)—l—n<< n’+n <<1n(n+1)<<\/n_3+10n2<<
3)!
<24t 22" 2 -3 < _{nt3)t
In(n") +n3
El ejercicio esta resuelto. []

Ejercicio 1.3.24. Determina el orden de magnitud de las sucesiones siguientes y ordéna-

las segiin dicho orden:

n+n3+1 —n?—n+1 (n—1)!+n"
®) 2n+3vVn3 (b) n2+1 In(r2) n?+100n+2
(d) (n*+3")In(2n?) (e) 3" 14 (=3)n (f) n—cosn
In(n") 1
(8) (n+1nn)(Inn+1) (b) i—{_n

SOLUCION. Vamos a usar las propiedades (0o1)—(04) mencionadas en la Proposicién 1.3.17.
(a) Tenemos vn3 +n3 + 1 ~ n*/2, ya que

VS +nd+1 n 1
tim Y2 i +”+ —hm\/l—l— +—_17Ao
n—yo0 nd/2 n—yoo n—yo0

Como 2n < 3vn3 =312, 1a propiedad (03) implica 2n + 3v/n3 ~3vn3 ~ n3/2. Ahora

podemos aplicar (02) para deducir

vnd+n3+1 n>/?

2n+3vVn3 - n3/2 -
Orden de magnitud: n.
(b) Razonando como en el apartado (a), obtenemos:
—n*—n+1 n?
—~— =n.

n?+1 n
Por otro lado, In(n?) = 2Inn ~ Inn. La propiedad (02) garantiza ahora que

—n?—n+1

vn?+1

In(n?) ~ nlnn.
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Orden de magnitud: nlnn.

(c) Por un lado, tenemos (n— 1)! < n!, ya que

1)1 1
tm P i Lo
n—eo  pl n—oo g

Como n! < n" (Jerarquia de Infinitos, Teorema 1.3.11), deducimos que (n—1)! < n". La
propiedad (03) nos asegura entonces que (n— 1)!+n" ~ n".
Por otro lado, n”> 4+ 1001 +2 ~ n?. Usando la propiedad (02), deducimos que

(n_l)!+nn ﬁ_ n—2

2+100n+2  n2

Orden de magnitud: n* 2.

(d) Comon® < 3" (J erarquia de Infinitos, Teorema 1.3.11), la propiedad (03) garantiza
que n3 + 3" ~ 3", Por otro lado, ln(2n2) =In2+2Inn ~ Inn. Ahora, podemos usar (02)
para concluir (n® 4 3") In(2n?) ~ 3"Inn. Orden de magnitud: 3" Inn.

(e) Tenemos 3"~ ! < (—3)"n, ya que
3n—1 ) (_l)n

ey, im0

Por la propiedad (03), 3"~ ! + (—3)"n ~ (—3)"n ~ 3"n. Orden de magnitud: 3"n.

. . —cos )
(f) Como cosn es una sucesion acotada, tenemos lim,,_,.. —— = 0 (véase la Propo-

sicion 1.2.9), es decir, —cosn < n. Utilizando (03), deducimos que n — cosn ~ n. Orden

de magnitud: n.

(g) Como Inn < n, tenemos n+ Inn ~ n (usamos (03)). Por otro lado, Inn+ 1 ~ Inn.
La propiedad (02) nos garantiza que (n+1Inn)(Inn+1) ~nlnny

In(n") nlnn nlnn

~ =1.
(n+1Inn)(Inn+1) (n+Inn)(lnn+1) nlon

Orden de magnitud: 1.

1
(h) Claramente, — + n* ~ n?. Orden de magnitud: n°.
n

ORDENACION.- Es sencillo comprobar que los 6rdenes de magnitud obtenidos satis-

facen las relaciones siguientes:

l<n<nlnn<n®<3"nn < 3"n< n" 2.
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Por la propiedad (04), las sucesiones originales verifican las mismas relaciones:

In (n") n+n3+1 —n?—n+1

< ~n—cosn K ——=——In(n*) <
(n+1Inn)(Inn+1) 2n+3vVn3 ViZ+1 (n7)
< 1 +n* < (n3 +3") In(2n?) < 3" '+ (=3)"'n <« (=i
n? n?+100n+2"
]
Ejercicio 1.3.25. Demuestra que (n+1)In(n+ 1) —nlnn ~ Inn.
SOLUCION. Tenemos
(n+1)In(n+1)—nlnn=n(In(n+1) —Inn) +In(n+1) =
1 1\"
—nln (i) tin(n+1)=In KH—) ] Fin(nt1).
n n
1\" 1\"
Como lim (1 + —) = e, resulta que lim In [(1 + —> } =Ine =1y, por tanto,
n—oo n n—oo n
(n+1)In(n+1)—nlnn~1In(n+1).
Inn
Por otro lado, segtn vi 1 tad del Ejercicio 1.3.23, lim ——— =1,
or otro lado, seglin vimos en el apartado (g) del Ejercicio lim In(n+1)
luego Inn ~ In(n+ 1) y asi
(n+1)In(n+1) —nlnn ~ Inn,
como se queria demostrar. [

Ejercicio 1.3.26. Los tiempos de ejecucion de dos algoritmos que resuelven el mismo
problema con n datos de entrada son 2"y 3n” 4+ n + 1, respectivamente. ; Qué algoritmo

es mds rdpido para valores grandes de n?

SOLUCION. Como 3n” +n°+1 ~n’ <« 2" (Jerarquia de Infinitos, Teorema 1.3.11),
el algoritmo mads rapido para valores grandes de n es el que tiene tiempo de ejecucion
3n” +n° + 1. O

Ejercicio 1.3.27. Un computador procesa n datos en n* segundos. Alternativamente, una
preparacion previa de los datos, que tarda 1 hora, permite procesar n datos en (n+2)Inn

segundos. ;Interesa la preparacion para valores grandes de n?
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SOLUCION. Un método permite procesar n datos en a, = n*> segundos, mientras que el
otro lo hace en b, = 3600+ (n+2) Inn segundos (jsumamos el tiempo de preparacion!).
Como 3600 < (n+2)Inn, aplicando (03) tenemos

by~ (n+2)Inn ~ nlnn

(ya que n+ 2 ~ n). Por otro lado, segin la Jerarquia de Infinitos (Teorema 1.3.11) se
cumple Inn < n, luego nlnn < n?. Aplicando (04) deducimos que b, < a,. Esto indica

que, para valores grandes de n, interesa hacer la preparacion previa de los datos. 0

Ejercicio 1.3.28. Si depositamos un capital C en un banco, a un tipo de interés anual I,

el capital resultante después de n afios es:

(a) con interés simple:

1
ap=C, an:an_1+C~m para todon > 1,

(b) con interés compuesto:

I
by =C, bn:bn_l-(l—l—m) para todon > 1.

Deduce con cudl de las dos formulas el capital resultante crece mds rdpido, dando el

orden de magnitud de cada una de ellas.

SOLUCION. Se puede demostrar ficilmente por induccién (jhazlo!) que

c (14! b—c. (141
a, = . —n — . -
n 100 y bn 100

paratodon=0,1,2,...,luegoa, ~ny b, ~r",siendor =1+ 1IW > 1. Segun la Jerarquia
de Infinitos (Teorema 1.3.11), tenemos n < r" y, por tanto, a, < b, (aqui aplicamos la
propiedad (04) de la Proposicion 1.3.17). Asi, el capital resultante crece mds rapido con

la férmula del interés compuesto. [

Ejercicio 1.3.29. Sea a,, el niimero de instrucciones de un determinado algoritmo para

su ejecucion sobre n datos de entrada. Dicho algoritmo actiia del siguiente modo:

» Con un sélo dato de entrada resuelve el problema con una instruccion.
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= Con n > 2 datos de entrada usa 4n instrucciones para reducir el problema a n — 1
datos y después se ejecuta el mismo algoritmo sobre estos n — 1 datos.
Se pide:
(a) Define la sucesion recurrente a,.
(b) Estudia la monotonia y acotacion de a,.
(c) Demuestra que |a, —2n*| < 2n para todo n € N.
(d) Deduce que nlim za—n =1

2
—oo 21
(e) Determina el orden de magnitud de a,,.

SOLUCION. (a) La sucesion a, estd definida por la férmula de recurrencia:

a1:1

a, =4n+a,_, paratodon > 2.

(b) Se cumple a1 =4n+a, > a, paratodo n € N, luego a, es mondtona estrictamen-
te creciente. En particular, a, > 1 para todo n € N. Por lo tanto, tenemos la desigualdad
a, =4n-+a,_1 > 4n+ 1 para todo n > 2, de donde se deduce que la sucesién a, no estd
acotada superiormente. Luego nh_r& ap = oo.

(c) Vamos a realizar la demostracién por induccion.

PASO 1.- Paran =1 es evidente que |a; —2| < 2.

PASO 2.- Vamos a demostrar que:

“Si |a, —2n?| < 2n entonces |a, 1 —2(n+1)?| <2(n+1)".

En efecto, por la férmula de recurrencia, tenemos:
a1 —2(n+ 1% = [d4n+a,—2(n+1)*| = |4n+a, —2n* —4n—2| =
(*)
= |ap, —2n* = 2| < |a, —2n*| +2 < 2n+2=2(n+1),

donde (*) es consecuencia de la desigualdad triangular.” Esto completa la prueba.

(d) Dividiendo entre “21n2” la desigualdad del apartado (c), tenemos

ap

1
W—l‘ <Z para todo n € N.

*Recordamos que la desigualdad triangular afirma que |u+ v| < |u| + |v| para todo u,v € R.
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Esta ultima desigualdad y la Regla del Sandwich (Proposicién 1.2.7) garantizan que
- 1‘ =0, es decir, lim ~% = 1.

Ii ap
1m 3 )
2

n—oo | 2112 n—eo 21

(e) Por el apartado (d), a,, ~ 2n* ~ n?, asi que ay, tiene orden de magnitud n?. ]
P
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1.4. Resolucion numérica de ecuaciones

Contenidos

» Existencia y unicidad de soluciones.
s Método de biseccion.
s Método de Newton.

Teoria

Algunos problemas de ciencias experimentales e ingenieria conducen a ecuaciones

que no se pueden resolver de forma exacta. Por ejemplo, ecuaciones como
BH1000° —2x* +341° +6x°—1=0, senx=x, e *=ux, etc.

En esta lecciéon vamos a estudiar como resolverlas de forma aproximada. Comenzamos

con una breve descripcion de las etapas a seguir:

(0) Preparacion de la ecuacion.
La ecuacion se reescribe en la forma f(x) = 0, siendo f una funcién adecuada.
[Las raices de la ecuacion son las abscisas de los puntos del plano donde la grafica
de f corta al eje OX.]

(1) Localizacion y separacion de las raices.
Se determina el nimero de raices (soluciones) de la ecuacién y, para cada raiz, se
encuentra un intervalo donde esté dicha raiz, pero donde no esté ninguna otra raiz.
[Para ciertas ecuaciones, las etapas (0) y (1) se pueden cambiar de orden. ]

(2) Aproximacion de las raices.
Para cada raiz ¢ de la ecuacidn, se hallan valores cada vez mds proximos al valor
exacto de ¢, dando una cota del error cometido en cada aproximaciéon. Como “al-
goritmos de aproximacion” nosotros vamos a utilizar los el métodos de biseccion
y Newton, que generan una sucesion de aproximaciones cg,C1,€2,...,Cn,Cntls---

convergente a c.

El siguiente teorema es muy util para demostrar la existencia de raices de ecuaciones

del tipo f(x) = 0 en un intervalo.
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Teorema 1.4.1 (Bolzano). Sea f : [a,b] — R una funcion continua tal que f(a)f(b) <O.
Entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

En otras palabras, el Teorema de Bolzano afirma que si f(a) y f(b) tienen signos
opuestos (bien f(a) >0y f(b) <0, 0 bien f(a) <0y f(b) > 0), entonces la ecuacion
f(x) = 0 tiene al menos una raiz en el intervalo (a,b). Veamos un ejemplo:

Ejemplo 1.4.2. Se considera la ecuacion 3x> +2x> —2x = 1. Se cumple:

» la ecuacion es equivalente a f(x) =0, donde f(x) =3x> +2x> —2x—1;
- f(0)=—1<0yf(1)=2>0;

= por tanto, la ecuacion tiene al menos una raiz en el intervalo (0,1).

Figura 1.3: Gréfica de la funcién f(x) = 3x> +2x* — 2x — 1 y raiz de la ecuacion f(x) = 0.

Para separar las raices de una ecuacién del tipo f(x) = 0, necesitamos decidir si un
intervalo contiene una unica raiz. A continuacién damos algunos criterios que involucran

propiedades de crecimiento y convexidad de f.

Observacion 1.4.3. Si f es una funcion estrictamente creciente o decreciente, entonces

la ecuacion f(x) = 0 puede tener, como mucho, una iinica raiz.
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Proposicion 1.4.4 (Unicidad de Raices). Sea f : [a,b] — R una funcién continua tal que

f(a)f(b) <0y ademds cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) f es estrictamente creciente (por ejemplo, si f'(x) > 0 para todo x € (a,b)),
(ii) f es estrictamente decreciente (por ejemplo, si f'(x) < 0 para todo x € (a,b)),
(iii) f es convexa (por ejemplo, si f"(x) > 0 para todo x € (a,b)),
(iv) f es concava (por ejemplo, si f”(x) < 0 para todo x € (a,b)).

Entonces existe un Gnico c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Demostracion.
Casos (1) y (i1). Se deducen de la Observacion 1.4.3.
Caso (ii1). Vamos a demostrarlo por reduccion al absurdo. Supongamos que existen

c1 < ¢y enel intervalo (a,b) cumpliendo f(c;) = f(cz) = 0. Distinguimos dos situaciones:

» f(a) >0y f(b) <0. Entonces definimos

b—Cz
= 0,1).

Un sencillo célculo muestra que ¢ + (1 —¢)b = ¢;. Como f es convexa, deducimos

0=fle2) = flter + (1 =1)b) <1f(c1)+ (1 =1)f(b) = (1 1) (D),

es decir, 0 < (1 —¢) f(b), contradiciendo que 1 —¢ >0y f(b) <O0.
» f(a) <0y f(b) > 0. Ahora definimos

€2 —C1
=

€ (0,1).

cr—a

Entonces ra+ (1 —t)cy = ¢1. La convexidad de f nos permite deducir

0=fler) = fltat (1 =t)c) <tf(a) + (1 =1)f(c2) =1f(a),

es decir, 0 <7 f(a), contradiciendo que r >0y f(a) <O0.

Finalmente, el caso (iv) se deduce inmediatamente del (iii) aplicado a la funcién —f,

que es convexa si f es concava. ]

La ecuacién del Ejemplo 1.4.2 tiene una tnica raiz en el intervalo (0, 1), ya que en ese
ejemplo f es convexa (f”(x) = 18x+4 > 0 para todo x € (0, 1)), véase la Figura 1.3.
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1
Figura 1.4: Gréfica de las funciones g(x) = e* y h(x) = —.
x

Ejemplo 1.4.5. Localizamos y separamos las raices de la ecuacion e* = —.
X

Solucion. Primero observamos que

1
== = =1 — xe—-1=0.
Es decir, la ecuacién es equivalente a f(x) = 0, siendo f la funcién f(x) = x’¢* — 1.

Calculamos su derivada:
fl(x) =382 +x°e" = x*¢* (3 +x).

Por tanto, f'(x) s6lo se anula en x = —3 y x = 0, cumpliéndose ademds:

» f/(x) <0 para todo x € (—oo, —3),

» f'(x) > 0 para todo x € (—3,0),

» f'(x) > 0 para todo x € (0,00).
Luego f es estrictamente decreciente en (—eo, —3] y estrictamente creciente en [—3,0).
Aplicando la Observacién 1.4.3, deducimos que la ecuacién f(x) = 0 tiene como mucho

una raiz en cada uno de los intervalos (—oo, —3] y [—3, ).
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Para cualquier x < 0, tenemos x> < 0, mientras que ¢* > 0 (independientemente del
signo de x), luego e <0 y por tanto f(x) = 3¢ —1 < 0. Como consecuencia, la
ecuacion f(x) = 0 no tiene raices en el intervalo (—eo,0], jy tampoco en (—eo, —3]!

Para buscar una posible raiz en el intervalo (0,c), vamos a evaluar la funcién f en

varios puntos, buscando un cambio de signo. Por ejemplo:
fO)=0°"-1=-1<0 y f()=1Pe-1=e-1>0.

Por el Teorema de Bolzano 1.4.1, la ecuacién f(x) = 0 tiene una raiz en (0, 1).

CONCLUSION: la ecuacién e* = = tiene una uUnica raiz. Ademas, dicha raiz esta en
. , . X s .
el intervalo (0, 1). Véase la Figura 1.4 en la pagina 57. O

Ejemplo 1.4.6. Localizamos y separamos las raices de la ecuacion x> = cosx.

Solucién. La ecuacién es equivalente a f(x) = 0, siendo f la funcién f(x) = x> — cosx.

Observamos que f es una funcién par:
f(—x) = (—x)?> —cos(—x) = x> — cosx = f(x).

Por tanto, un nimero ¢ € R es raiz de la ecuacién si y sélo si lo es —c. Asi, bastard
encontrar las raices positivas de la ecuacion (si las hay).
Para buscar una posible raiz en el intervalo (0,c0), vamos a evaluar la funcién f en

varios puntos, buscando un cambio de signo. Por ejemplo:

T 2 T T

f0) =0 —cos0=~1<0 vy f(5)=(5) —cos(5) =75 >0

2 2 2
Por el Teorema de Bolzano 1.4.1, la ecuacién f(x) = 0 tiene unarafzen (0, 7). La derivada
f'(x) = 2x+senx es positiva para todo x € (0,5) (senx > 0 para todo x € (0,7%)). Por la
Proposicién 1.4.4, deducimos que la ecuacion f(x) = O tiene una sinica raiz en (0, 7).

Por otro lado:

2

T ) T2
x> - = x2(§> >1>cosx = f(x)=x"—cosx>0.

2

Por tanto, la ecuacién f(x) = 0 no tiene raices en el intervalo [F, o).

CONCLUSION: la ecuacién x2

T T
= —0, ()’_>, <__7()>'
Ccl Cco C] € ( > Cc) € 5

Véase la Figura 1.5 en la pagina 59. ]

= cosx so6lo tiene dos raices, ¢1 y ¢3. Ademads
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—y= (x)
—y= (x)

Figura 1.5: Grafica de las funciones g(x) = x> y h(x) = cosx.

Método de biseccion

A continuacién vamos a explicar en qué consiste el METODO DE BISECCION
para la aproximacion de raices de ecuaciones del tipo f(x) = 0.

Los datos de entrada de este algoritmo son una funcién f y un intervalo [a,b], que
deben cumplir las condiciones siguientes:

» f:[a,b] = Rescontinuay f(a)f(b) <0,

= la ecuacién f(x) = 0 tiene una dnica raiz ¢ € (a,b).

Los pasos del algoritmo son:

PASO 0. Definimos ay =a'y by = b.
Calculamos ¢y = % (el punto medio del intervalo [ag, bg)).
Se pueden dar 3 casos:
= Si f(co) = 0 entonces ¢y = c es la raiz de la ecuacién. ]PARAMOS!
= Si f(co)f(ap) < 0 entonces definimos a; = ag y by = ¢g, y vamos al PASO 1.
= Si f(co)f(bo) < 0 entonces definimos a; = ¢y y by = by, y vamos al PASO 1.

PASO 1. Calculamos ¢y = % (el punto medio del intervalo [a;,b1]).
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Se pueden dar 3 casos:

Si f(c1) = 0 entonces ¢ = c es la raiz de la ecuacién. ]PARAMOS!
Si f(c1)f(a1) < 0 entonces definimos ay = a; y by = c¢1, y vamos al PASO 2.
Si f(c1)f(b1) < 0 entonces definimos ay = ¢; y b, = by, y vamos al PASO 2.

ETc. ETC.

Mediante este algoritmo se genera una sucesion de intervalos I, = [ay, b,] y una suce-
sidn ¢, de aproximaciones de la raiz ¢, que cumplen:

= [, estd contenido en I, y la longitud de 1,1 es la mitad de la longitud de I,;

= ¢,y c pertenecen a [,.
—a
2n

Observacion 1.4.7. En la prdctica, es necesario dar algiin criterio de parada para de-

Se puede demostrar facilmente por induccion que la longitud de 7, es

tener el algoritmo (cuando f(c,) # 0 en los sucesivos pasos). Por ejemplo, podemos fijar
el niimero de pasos a realizar. En la proposicion siguiente veremos que, dado cualquier

€ > 0, siempre podemos encontrar de forma efectiva un niimero n de pasos tal que
lc —cn| < €.

En esta desigualdad:

m |c—c,| es el error absoluto de ¢, como aproximacion de c;
n n

= € representa el error absoluto mdximo permitido.

Proposicion 1.4.8.

(i) Para cada n € N se cumplen las desigualdades:

b—a b—a b—a
0<c—a, < T 0<b,—c< T S S

(ii) Las sucesiones ay, b, y c, convergen a c.

(iii) Para cada € > 0 se cumple:

h—
lc —cn| < € paratodo n>log2( Sa)—l.

Demostracion.



1.4 Resolucion numérica de ecuaciones Q

(i) El punto c¢ pertenece al intervalo I, = [ay,b,]. Por tanto, la distancia de ¢ a cual-

quiera de los extremos de I, es menor o igual que la longitud de 7,,. Es decir:

—a b—a
lc—an| =c—a, < 7 y lc—by| =by—c < TR

Por otro lado, como ¢, es el punto medio del intervalo ,,, la distancia entre ¢ y ¢,, €s menor

o igual que la mitad de la longitud de I,,. Es decir:

b—a

|C C”| = on+l
. b—a . b—a ) )
(i) Como 0 < c—a, < y h_r)n o = 0, la Regla del Sandwich (Proposi-

cion 1.2.7) asegura que lim (¢ — a,) = 0, luego lim a, = c. La demostracién de que las
n—oo n—yoo
sucesiones b, y ¢, convergen a c es analoga.

(ii1) Por un lado, tenemos la desigualdad |c — ¢,| < ;a, y por otro lado:
n+1

n>10g2<Ta)—l & n+1>log2(Ta) é 2”+I>Ta e e>_ "

on+l’
ya que la funcién 2* es estrictamente creciente. 0
Vamos a ilustrar el método de biseccion con un ejemplo concreto.

Ejemplo 1.4.9. Aproximacion de la raiz de la ecuacion 3x> +2x*> —2x —1 =0 en el

intervalo [0, 1] (véase el Ejemplo 1.4.2) mediante el método de biseccion.

Solucion. Aplicamos varios pasos del método de biseccion.

PAsO 0. Tenemos:

ap=0 f(a()) -1 <0
bo = 1 Flbo) =2 >0
co=0.5 Fleo) = —1.125 <0

Como f(co)f(bo) < 0, elegimos a; =co=0.5y by =by= 1.

PASO 1. Tenemos:
a; =0.5 f(al):—1.125 <0
b =1 f(b1))=2>0
c; =0.75 f(c1)=—-0.109375 <0
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Como f(cy)f(b1) <0, elegimosay =c; =0.75y by =b; = 1.
PASO 2. Tenemos:

ar = 0.75 flaz) = —0.109375 < 0
by=1 f(b2)22>0
cy =0.875 f(c2) =0.791015625 > 0

Como f(c2)f(az) <0, elegimos a3 = a, =0.75y b3 = ¢, = 0.875.
PASO 3. Tenemos:

a3 =0.75 flaz) = —0.109375 < 0
b =0.875 f(b3) =0.791015625 > 0
c3=0.8125 fles) = 0304443359375 > 0

Como f(c3)f(a3) <0, elegimos ay = a3 = 0.75 y by = c¢3 = 0.8125.
Por ejemplo, tras 10 pasos obtenemos cjg = 0.76806640625. Si llamamos c a la raiz

de la ecuacion, el error absoluto de c¢jp como aproximacién de ¢ verifica la acotacion:
1-0
10— ¢] < —7 =4.8828125- 1074,

segtin hemos visto en la Proposicién 1.4.8. ]

Método de Newton

Es un método iterativo que se aplica a ecuaciones de la forma f(x) = 0 donde f es
una funcién derivable que cumple ciertas condiciones.

Descripcion:

PASO 0. Elegimos un punto inicial xo (una primera “aproximacién” a la raiz).

PASO 1. Calculamos x; = interseccion del eje OX y la recta tangente a y = f(x) en el
punto (xo, f(xo)). Entonces

PASO 2. Calculamos x, = interseccién del eje OX y la recta tangente a y = f(x) en el
punto (xp, f(x;)). Entonces

f(x1)
f(x1)

X2 = X1 —
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Y EN LOS SIGUIENTES PASOS VAMOS REPITIENDO EL PROCESO...

De esta manera, se genera una sucesion recurrente x, de aproximaciones de la raiz
mediante la férmula

Xpil =X f (xn)

n+1 — An —
f'(xn)

donde x( es una aproximacion inicial. Graficamente:

A

g
X X X
/ / " "

Un criterio de parada habitual consiste en detener el algoritmo cuando
| —xy—1] < €

para un cierto € prefijado.
El siguiente resultado asegura la validez del método de Newton bajo ciertas condicio-
nes.

Teorema 1.4.10 (Convergencia global del método de Newton). Sea f : [a,b] — R una
funcion de clase €* cumpliendo las condiciones:

(1) fla)f(b) <0,
(2) f'(x) # 0 para todo x € [a,b],
(3) o bien f"(x) > 0 para todo x € [a,b] o bien f"(x) <0 para todo x € [a,b],

(4) méx{ fla) M‘}gb—a.

f@)| | f®)

Entonces, para cualquier xo € [a,D|, el método de Newton genera una sucesion que con-

9

verge a la uinica raiz de la ecuacion f(x) = 0 en el intervalo |a,b).
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Ejemplo 1.4.11. Aproximacién de la raiz positiva de la ecuacion x> +4x> — 10 = 0 me-

diante el método de Newton.

SOLUCION. La funcién f(x) = x> +4x?> — 10 cumple las condiciones del Teorema 1.4.10
en el intervalo [1,1.5]. Tomando como punto inicial xo = 1.25 y € = 107>, el método de

Newton nos da:

X0
X1
X2
X3

X4

1.25

1.37234042553191
1.36525467084926
1.36523001371216
1.36523001341410

y se detiene aqui porque |x4 — x3| < €. La raiz aproximada es x4 = 1.36523001341410.

Ejercicios

Ejercicio 1.4.12. Se considera la ecuacion ¢* =2 — x.

O

(i) Demuestra que tiene una unica raiz y da un intervalo de longitud 1 donde se en-

cuentre dicha raiz.

(ii) A partir de dicho intervalo, ; cudntos pasos del método de biseccion son necesarios

para obtener una aproximacion de la raiz con error absoluto menor que 0.04?

SOLUCION. (i) La existencia de una tnica raiz se puede “razonar grificamente”. La

representacion gréfica de las funciones ¢* y 2 — x en el intervalo [—2,2] es
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—-y=e"x
—y=2-X

Dentro del dibujo, las grificas de ambas funciones se cortan en un tGnico punto, asi que
la ecuacién e* = 2 —x tiene una tunica raiz en el intervalo (—2,2). Como la funcién e*
es estrictamente creciente y la funcién 2 — x es estrictamente decreciente, fuera del inter-
valo (—2,2) las graficas de ambas funciones no se vuelven a cortar, es decir, la ecuacién
e* =2 — x sblo tiene una raiz.

Esto también podemos demostrarlo “analiticamente”. Observamos primero que la
ecuacion ¢* = 2 — x es equivalente a f(x) = 0, siendo f la funcién f(x) =2 —x — "
Calculamos su derivada: f'(x) = —1 —¢*. Como €* > 0 para todo x € R, deducimos que
f'(x) < 0 para todo x € R, luego la funcién f es estrictamente decreciente en todo R y la
ecuacion f(x) = 0 tiene como mucho una raiz (Observacién 1.4.3).

Veamos que, efectivamente, la ecuacion tiene una raiz. Como la funcién f es continua

y cumple
f0)=2—-0-e"=2—-1=1>0, f(hy=2—-1-e'=1-e<0,

el Teorema de Bolzano 1.4.1 garantiza que la ecuacion f(x) = O tiene una raiz en el
intervalo (0, 1) (que tiene longitud 1).

(i1) Si llamamos cg,cy,...,cn,... a las sucesivas aproximaciones que proporciona el
método de biseccién aplicado a la funcién f en el intervalo [0, 1], y llamamos ¢ a la tinica

raiz de la ecuacion f(x) = 0, sabemos (véase la Proposicion 1.4.8) que el error absoluto
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de ¢, como aproximacién de ¢ cumple:
’Cn — C| S W

1
Tenemos que encontrar un n tal que T < 0.04. Vamos probando conn =0,1,2,...y

observamos que 7 = 4 ya la cumple (27 = 0.03125). Por tanto, bastan 4 pasos del método

de biseccion para obtener una aproximacion con error absoluto menor que 0.04. ]

Ejercicio 1.4.13. Demuestra que todo polinomio de grado impar tiene, al menos, una

raiz.

SOLUCION. Sea P(x) = a,x" +a,_1xX* "' +...4+a1x+ap un polinomio de grado » impar.
Sabemos que si a,, > 0 entonces

lim P(x)=—c y lim P(x) = oo,

X—r—00 X—po0

mientras que si a, < 0 entonces

lim P(x) =co y lim P(x) = —oo.

x—>—oo x—>o0

En cualquier caso, podemos encontrar dos nimeros reales a < b tales que P(a)P(b) < 0.
Como cualquier funcién polindmica es continua, el Teorema de Bolzano 1.4.1 nos dice

que la ecuacién P(x) = 0 tiene, al menos, una raiz en el intervalo (a,b). O

Ejercicio 1.4.14. Se considera la ecuacion x> —2x*+3x—5=0.

(i) Demuestra que tiene una tinica raiz y da un intervalo de longitud 2 donde se en-
cuentre dicha raiz.
(ii) A partir de dicho intervalo, ; cudntos pasos del método de biseccion son necesarios

para obtener una aproximacion de la raiz con error absoluto menor que 107> ?

SOLUCION. (i) La ecuacion es de la forma f(x) = 0, siendo f la funcién polinémica
fx) =2 =222 +3x—5.

Segin hemos visto en el Ejercicio 1.4.13, la ecuacion tiene al menos una raiz. Para loca-

lizarla, evaluamos f en varios puntos buscando un cambio de signo. Por ejemplo:

flO)==5<0 'y f2)=1>0.



1.4 Resolucion numérica de ecuaciones @

Por el Teorema de Bolzano 1.4.1, la ecuacién f(x) = O tiene al menos una raiz en el
intervalo (0,2).

Para demostrar que s6lo hay una raiz, vamos a comprobar que f(x) = 3x> —4x +3
es positiva para todo x € R. Efectivamente, la ecuacion de segundo grado f'(x) = 0 no
tiene soluciones reales, asi que f’(x) no cambia de signo en todo R. Como f/(0) =3 > 0,
deducimos que f’(x) > 0 para todo x € R. Luego f es estrictamente creciente en todo R
y asf la ecuacion f(x) = 0 sélo tiene una raiz (Observacién 1.4.3).

(i1) Si llamamos cg,cy,...,Cn, ... a las sucesivas aproximaciones que proporciona el
método de biseccion aplicado a la funcién f en el intervalo [0,2], y llamamos ¢ a la tinica
raiz de la ecuacién f(x) = 0, sabemos (Proposicién 1.4.8) que el error absoluto de ¢,
como aproximacion de ¢ cumple:

10%) —1~16.60964047443681.

Asi que 17 pasos del método de biseccidn serian suficientes para conseguir una aproxi-

lcn—c| <1072 para todo n > log, (

macion (c17) de ¢ con error absoluto menor que 1072, ]

Ejercicio 1.4.15. Demuestra que la ecuacién In(x> 4 1) — e*cos(mx) = 0 tiene infinitas

raices.

SOLUCION. Consideramos la funcién continua f(x) = In(x?> + 1) — e* cos(7x). Observa-

mos que para cada n € N se cumple:

fn) In(n*>+1)+€" sinesimpar,
n)=
In(n?>+1) —e" sines par.
Por otro lado, afirmamos que In(x? + 1) —e* < 0 para todo x > 0. En efecto, basta
tener en cuenta que la funcién g(x) = In(x> +1) — ¢* cumple g(0) =In1 — e’ = —1 yes

estrictamente decreciente en el intervalo [0,o0), ya que
2x
/
g(x)
2x

- x2+1
717 <1equivalea (x— 1)2 > 0).

Asi, resulta que para cada n € N tenemos

—e'<1—¢"<0 paratodox>0

(la desigualdad

In(n®>+1)+e" >0 sinesimpar,
fn) =

In(n*+1)—e" <0 sinespar.
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Por el Teorema de Bolzano 1.4.1, la ecuacién f(x) = O tiene al menos una solucién en

cada uno de los siguientes intervalos:
(1,2), (2,3), (3,4), ...
Por tanto, la ecuacién tiene infinitas raices. ]

Ejercicio 1.4.16. Se considera la ecuacion xsenx = 1.

(i) Determina cudntas soluciones tiene.
(ii) Demuestra que tiene una tinica solucion en el intervalo [0, 7].
(iii) ;Cudntos pasos del método de biseccion son necesarios para calcular aproxima-

damente dicha solucion con error absoluto menor que 0.01?

SOLUCION. (i) La ecuacién es equivalente a f(x) = 0, siendo f(x) = xsenx — 1. Para

cada n € N, tenemos

f<(2n—l)7r) w—1>0 si n es impar,
2

_W—1<O si n es par.

Como la funcién f es continua, el Teorema de Bolzano 1.4.1 garantiza que la ecuacién

f(x) =0 tiene al menos una solucién en cada uno de los siguientes intervalos:

EAWELEAWE R
272 )°\272 )\ 272 )"

Por tanto, la ecuacién f(x) = 0 tiene infinitas soluciones.
(ii) Evaluando la funcién, observamos que f(0) = —1 <0y f(§) =5 — 1> 0, luego
la ecuacién f(x) = O tiene al menos una solucién en el intervalo (0, 7). Por otro lado, la

derivada f’(x) = senx+ xcosx es positiva para todo x € (0,%), ya que
T
senx >0 y cosx>0 para todo x € (0,5).

Por tanto, f es estrictamente creciente en [0, 7] y la ecuacién f(x) = O tiene una tnica
solucién en (0, 7) (véase la Observacion 1.4.3).
(i11) Si llamamos cg,cq,...,Cy, ... a las sucesivas aproximaciones que proporciona el

método de biseccién aplicado a la funcién f en el intervalo [0, 7], y llamamos ¢ a la tinica
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raiz de la ecuacién f(x) = 0 en dicho intervalo, sabemos que el error absoluto de ¢, como
aproximacion de ¢ cumple:

/3

2 T
on+l — onid2

lcn—c| <

T
(véase la Proposicion 1.4.8). Buscamos un n € N tal que s < 0.01. Probando con
n=0,1,... observamos que n = 3 ya cumple la desigualdad. Por tanto, bastan 3 pasos del

método para obtener una aproximacion con error absoluto menor que 0.01. [l
Ejercicio 1.4.17. Determina cudntas soluciones tiene la ecuacion 2 — 2x = senx.

SOLUCION. La ecuacién equivale a f(x) = 0, eligiendo la funcién f(x) =2 —2x —sen.x.
Su derivada cumple f/(x) = —2 — cosx < 0 para todo x € R (ya que cosx > —1 para todo
x € R), asi que f es estrictamente decreciente en todo R y la ecuacién f(x) = 0 puede

tener, como mucho, una solucién en R (Observacion 1.4.3). Por otro lado,
f0)=2>0 y f(m)=2-2m<0.

Aplicando el Teorema de Bolzano 1.4.1 a la funcién continua f en el intervalo [0, |,
deducimos que la ecuacién f(x) = 0 tiene una solucién en (0, 7). Por lo tanto, la ecuacién

tiene una unica solucion en R. ]

2

Ejercicio 1.4.18. Demuestra que la ecuacion x~ — xsenx — cosx = 0 tiene exactamente

dos raices.

SOLUCION. En primer lugar, observamos que la funcién f(x) = x> — xsenx — cosx es

par. En efecto, como el seno (resp. coseno) es una funcién impar (resp. par), tenemos

f(=x) = (—x)? — (—x) sen(—x) — cos(—x) = x> — xsenx — cosx.

Por tanto, un ndmero ¢ € R es raiz de la ecuacidn si y sélo si lo es —c. Asi, decir que la
ecuacion tiene exactamente dos raices es equivalente a decir que s6lo tiene una raiz en el
intervalo (0, ) (claramente, O no es raiz, ya que f(0) = —1).

La derivada de f es

f'(x) = 2x —senx — xcosx + senx = x(2 — cosx).

Como 2 — cosx > 0 para todo x € R, tenemos f’(x) > 0 para todo x > 0, luego f es
estrictamente creciente en (0,0) y asf la ecuacién f(x) = 0 sélo puede tener una raiz en

el intervalo (0, ) (Observacién 1.4.3).
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Vamos a evaluar f en algunos puntos buscando un cambio de signo. Por ejemplo,
f(0)=—-1<0y

)= (' Fn(D)-om(5) - (053 G1) o

El Teorema de Bolzano 1.4.1 asegura que existe una rafz de la ecuacién f(x) =0en (0, 7).

Por tanto, la ecuacién tiene una tnica raiz en (0,o0). O
Ejercicio 1.4.19. Determina cudntas soluciones tiene la ecuacion (x —2)? = Inx.

SOLUCION. La ecuacién es equivalente a f(x) = 0, siendo f(x) = (x —2)? —Inx. La
derivada de esta funcion es

1 2x%—4x—1
"xX)=2(x—-2)— - =" — |
) =2(-2) =L = ==
Las soluciones de la ecuacién 2x2—4x—1:0sona:#gyb:%g,luego
2(x—a)(x—>b

En vista de esta expresion, teniendo en cuenta que a > 0y b < 0, deducimos que

fl(x) <0 sixe (0,a),
fl(x) >0 sixe (a,o0).

Por tanto, f es estrictamente decreciente en (0,a] y estrictamente creciente en [a, o), asi
que la ecuacién f(x) = 0 puede tener como mucho una solucién en cada uno de esos
intervalos (Observacion 1.4.3). Veamos que, efectivamente, las tiene.

Evaluando, f(a) = —0.749... < 0. Por otro lado, )%lil’(l) flx)= )}1_{{)10 f(x) = oo, asi que
podemos elegir nimeros reales 0 < b} < a'y a < b tales que f(by) >0y f(b2) > 0.
Como f es continua, el Teorema de Bolzano 1.4.1 garantiza que la ecuacién f(x) =0
tiene soluciones en los intervalos (b1,a) y (a,b?).

Por tanto, la ecuacién f(x) = 0 tiene exactamente dos soluciones en (0, o). O



Integrales

Capitulo

«OBJETIVOS»
Conocer la interpretacion geométrica del concepto de integral.

Aplicar la Regla de Barrow para el cdlculo de integrales.
Calcular primitivas sencillas.
Estudiar la convergencia de integrales impropias y calcular su valor.

Utilizar métodos numéricos basicos para aproximar integrales.

Manejar técnicas bésicas de interpolacion para aproximar funciones.

e e e e

N\

Este segundo capitulo se centra en el estudio de las INTEGRALES de funciones reales
de una variable real. El cédlculo integral es una herramienta fundamental en ciencias e
ingenieria. En Informatica, por ejemplo, se utiliza para estudiar el orden de magnitud del

tiempo de ejecucion de ciertos algoritmos (como veremos en el capitulo siguiente).

En la Leccion 2.1 introducimos el concepto de integral de una funcién continua y lo
interpretamos geométricamente, en términos de dreas. Ademads de las propiedades bésicas
de las integrales, presentamos la Regla de Barrow como herramienta “tedrica” para el
célculo de integrales.

En la Leccion 2.2 repasamos algunas primitivas inmediatas y estudiamos dos técnicas
bésicas de calculo de primitivas: el cambio de variable (sustitucion) y el método de inte-
gracion por partes. También explicamos como calcular primitivas de fracciones racionales
sencillas.

En la Leccion 2.3 estudiamos el concepto de integral impropia de una funcién con-
tinua definida en todo R o en un intervalo de la forma (—eo,b] 6 [a,0). Estas integrales

impropias se van a utilizar en la asignatura del segundo cuatrimestre Estadistica.
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La Leccion 2.4 esta dedicada a presentar algunos métodos numéricos para el calculo
aproximado de integrales. Concretamente, nos centramos en los métodos del Trapecio y
Simpson, como ejemplos de métodos de cuadratura. En dos anexos presentamos un par
de métodos de Monte Carlo (como ejemplos de algoritmos probabilistas). En ciencias e
ingenieria, a la hora de calcular integrales se utilizan métodos numéricos, ya que en la
practica calcular una primitiva de la funcién a integrar suele ser mucho mas costoso o
incluso imposible.

Como apéndice al capitulo, en la Leccion 2.5 realizamos una breve introduccion a la
interpolacién (polinomial y a trozos). Las técnicas de interpolacién son una herramien-
ta muy util para aproximar funciones globalmente y se aplican, por ejemplo, al cdlculo

aproximado de integrales.
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2.1. Propiedades basicas y Regla de Barrow

Contenidos

= Sumas superiores e inferiores y definicion de la integral.
= Propiedades basicas de la integral.
= Regla de Barrow.

Teoria

Comenzamos recordando el Teorema de Weierstrass. A lo largo de la leccién [a, D] es

un intervalo cerrado y acotado de R.

Teorema 2.1.1 (Weierstrass). Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces existen

50,81 € |a, D] tales que
f(s0) < f(x) < f(s1) paratodo x € [a,b).

Escribimos
» f(so) =min f([a,b]) (valor minimo de f en [a,b));
» f(s1) = max f([a,b]) (valor mdximo de f en [a,D)).

y=Fi{x)

=1 =0 b

A continuacién definimos las sumas inferiores y superiores de una funcién continua

utilizando el Teorema de Welierstrass.
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Definicion 2.1.2. Sean f : [a,b] — R una funcion continua y n € N. Escribimos

b—a

xx=a+k k=0,1,...,n.

(i) Se llama n-ésima suma inferior de f al niimero

b—a
n

h(f) = kilmfnf([xk_l,xk]).

(ii) Se llama n-ésima suma superior de f al niimero

2
>

I
1=

méxf([xk_l,xk]).

S
=~
ﬂ‘

Si ademds f(x) > 0 para todo x € [a,b], entonces la suma inferior I,(f) es una apro-
ximacién por defecto del area del recinto delimitado por la grafica de f, el eje OX y las
rectas x = a y x = b (véase la Figura 2.1), mientras que la suma superior S,(f) es una

aproximacion por exceso de dicha area (véase la Figura 2.2 en la pagina 75).

s:in{:-:"“2}: —

Figura 2.1: La suma inferior I1o(f) de la funcién f(x) = sen(x?) en el intervalo [—1.7,0] es la suma de las
areas de los rectangulos verdes.

El célculo de las sumas superiores e inferiores es inmediato cuando la funcién es
constante, creciente o decreciente, como observamos a continuacion.
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s:in(u"E):—

Figura 2.2: La suma superior S1o(f) de la funcién f(x) = sen(x?) en el intervalo [—1.7,0] es la suma de las
areas de los rectangulos azules.

Observacion 2.1.3. Si f es constante con valor C € R (es decir, f(x) = C para todo
x € [a,b]), entonces I,(f) = Su(f) = (b—a)C para todo n € N.

Demostracion. En este caso tenemos min f([x;_1,x;]) = C para todo k = 1,...,n, luego
Y min £ ([x_1,x]) =nCy asi
k=1
b—a
I(f) = mef (e 1,u]) = (b—a)C.

Para la suma superior el razonamiento es andlogo. U

Observacion 2.1.4. Si f es creciente, entonces

n
ZxklyS

Demostracion. Basta observar que, como f es creciente, tenemos

n
Z para todo n € N.

min f(x—1,5]) = fla-1) y  maxf(n_ix]) = fx)

parak=0,1,...,n. l
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Observacion 2.1.5. Si f es decreciente, entonces

b—a
n

b—a
n

I(f) = Z fx) y Salf) = Z S(xe—1) para todo n € N.
k=1 k=1

Demostracion. Basta observar que, como f es decreciente, tenemos

min f([x—1,x]) = f(x) y max f([o_1,%])) = f(x-1)
parak=0,1,...,n. O

Las Figuras 2.3 y 2.4 ilustran graficamente las observaciones anteriores.

. cosix)

Figura 2.4: Sumas inferior y superior de f(x) = cosxen [0, 7] conn = 8.
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Ejemplo 2.1.6. Sea f :[0,1] — R la funcion “identidad”, es decir, f(x) = x para todo

x € [0, 1]. Entonces, para cada n € N, tenemos:

_n—l n+1

=" v sn="-

Demostracion. En este ejemplo [a,b] = [0, 1], asi que
k
X = — parak=0,1,...,n.
n

Como f es creciente, podemos aplicar las férmulas de la Observacion 2.1.4 para obtener

b—a n 1 & k=1 1 & ] =)
I,(f) = naZf(xk—l)—_Zxk—l—ZZ p :;Z(k—l):;Zk 2.1)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
y
b—a 1 & 1Sk 1
Salf) = — ];f(xk)z;l;xk:;;r—l:ﬁ;k. 2.2)

Por otro lado, es sencillo demostrar' que

n(n+1)
2

n
1—|—2+...+n:Zk: para todo n € N.

k=1

Utilizando esta férmula en (2.1) y (2.2), obtenemos

l(n—1)n n-—1 I nln+1) n+1
I = — et S = — =
n(f) n> 2 2n y A(f) nz 2 2n "’
como se queria demostrar. [

Estamos ya en condiciones de introducir el concepto de integral:

'Se puede demostrar por induccién, véase el Ejercicio 1.1.9. Alternativamente:

2];/(: (14244 =1 )+ (n+ (= 1)+ ... +241) =

= (l—l—n)—i—(2—|—(n—1))—|—...+((n—l)+2)—|—(n+1) =m+1)+...+(n+1)=n(n+1).

n sumandos




@ Integrales

Teorema 2.1.7. Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Entonces las sucesiones I,(f) y

Su(f) son convergentes 'y se cumple

lim I,(f) = lim S,(f).

n—oo n—oo

Llamamos integral de f en [a,b] a dicho limite, que se representa mediante
b b
/ f 0 / f(x)dx.
a a

In(f)g/abfgSn(f) para todo n € N.

Ademds,

b
Si f(x) > 0 para todo x € [a,b], entonces la integral / f es el drea del recinto com-

prendido entre la grafica de f, el eje OX y las rectas x = aay x=b.

Ejemplo 2.1.8. Sea f : [a,b] — R una funcién constante con valor C, es decir, f(x) =C
para todo x € [a,b]. Como I,(f) = Su(f) = (b—a)C para todo n € N (véase la Observa-

cion 2.1.3), tenemos:

b
/a Fx)dx= (b—a)C.

Ejemplo 2.1.9. Sea f : [0,1] — R la funcién “identidad”, f(x) = x para todo x € [0, 1].

—1 1
Como I,(f) = n2 ySu(f) = nt (véase el Ejemplo 2.1.6), tenemos:
n
1 ) oon—1 1 o n+1 .
P = Jim ) = fim T = i S5 < i ().

A continuacion presentamos dos propiedades basicas de la integral que son bastante

utiles a la hora de efectuar calculos.

Proposiciéon 2.1.10 (Linealidad de la integral). Sean f,g: [a,b] — R dos funciones con-

tinuas y sean o, 3 € R. Entonces

[arvpe=a[ 16 s
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Proposicién 2.1.11 (Aditividad de la integral). Sea f : [a,b] — R una funcion continua y

/abf=/:f+/cbf-

La pregunta fundamental que se plantea ahora es:

sea ¢ € (a,b). Entonces

b
Dada una funcion continua f : (a,b] — R, ;cdmo podemos calcular / f?
a

En general, trabajar con las sumas superiores e inferiores es complicado y para responder

a la pregunta tenemos dos posibilidades:

(1*) Aplicar la Regla de Barrow, calculando previamente una primitiva de f, como ve-
remos a continuacion.
(2*) Utilizar métodos numéricos, obteniendo una aproximacion del valor exacto de la

integral, como veremos en la Leccién 2.4.

Definicion 2.1.12. Sean f,F : I — R dos funciones definidas en un intervalo I C R. De-
cimos que F es una primitiva de f en I si F es derivable en 1 y F'(x) = f(x) para todo
xel

Teorema 2.1.13 (Regla de Barrow). Sean f,F : [a,b] — R dos funciones. Si f es continua

y F es una primitiva de f en [a,b), entonces
b
/f:F@%F@)
a

Escribimos [F (x)]z =F(b)—F(a).

Veamos un par de ejemplos sencillos ilustrando la Regla de Barrow.
1
Ejemplo 2.1.14. Para calcular / xdx necesitamos una primitiva de f(x) = x en [0,1],
0
2
por ejemplo, F(x) = % Aplicando la Regla de Barrow:

1 12 0% 1
dx=F(1)—F(0)= — — — = —
| xax=F()=F(O) =2 -7 =,

como habiamos visto en el Ejemplo 2.1.9.
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2
Ejemplo 2.1.15. Para calcular / x> dx necesitamos una primitiva de f(x) = x> en [1,2],
1

4
por ejemplo, F(x) = % Aplicando la Regla de Barrow:

2 24 14 15
3

xdx=F(2)—F(l — =,

/1 (2) (1) = 1 1 1

Ejercicios
Ejercicio 2.1.16. Se considera la funcion f(x) = —x*> 4+ 1 en el intervalo [0,1]. Calcula

la suma inferior Iy(f) y la suma superior S4(f).

SOLUCION. En este caso [a,b] = [0,1] yn=4, asi que xo =0, x; = §, x2 = 3, %3 = 3
y x4 = 1. Como f es decreciente en el intervalo [0, 1], podemos aplicar las férmulas de la
Observacion 2.1.5, obteniendo

|4
S4(f)=Zk;f(xk—1)=

(ro () L@ (0=

3

Ejercicio 2.1.17. Se considera la funcion f(x) = x° en el intervalo [0,2]. Calcula la suma

inferior I3(f) y la suma superior S3(f).

SOLUCION. Trabajamos con [a,b] = [0,2] y n = 3, asi que los puntos intermedios son
=0,x; = %, Xy = % y x3 =2. Como f es creciente en el intervalo [0,2], las férmulas de

la Observacion 2.1.4 nos permiten obtener

5E-3(6)-())-3
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Ejercicio 2.1.18.

(i) Demuestra por induccion que

n(n+1)2n+1)

124224 40t = <

para todo n € N.

(ii) Se considera la funcion f(x) = x* en el intervalo [0,1]. Con la ayuda de la férmula

del apartado (i), demuestra que

2n* —3n+1 20 +3n+1

()= =5 YOS ="

para todo n € N.

1
(iii) Calcula / X dx utilizando las formulas del apartado (ii).
0
3
(iv) Comprueba que F(x) = % es una primitiva de f(x) = x> en [0,1] y utilizala para

1
calcular / x> dx mediante la Regla de Barrow.
0

SOLUCION. (i) Es evidente que la férmula es valida para n = 1. Vamos a demostrar
ahora que:

L n(n+1)(2n+1) ntl (n+1)(n+2)2(n+1)+1)
; . — Zkz < .

En efecto, tenemos:

n+1
+1)(2n+1)
=Y K+ n+1)? _ nln
Z Z n+ 6

n(n+1)(2n+1)+6(n+1)2 (n+1)(n(2n+1)+6(n+1))

+(n+1)?=

6 6
(n+1)(2n* +7n+6)
6 Y
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y por otro lado (n+2)(2(n+1) +1) = (n+2)(2n+3) = 2n*> +Tn + 6, luego
] (n+1)(n+2)2(n+1)+1)

2
L= 6

Esto completa la demostracién por induccion.

(ii) Para el cdlculo de I,,(f) y S, (f) tenemos que usar los puntos

Xp = — conk=0,1,...,n
n
La funcién f(x) = x* es creciente en [0, 1], asi que podemos utilizar las férmulas de la
Observacion 2.1.4:

L(F) %iﬂxk_l) -y (&
k=1

12 1n1 1n—1
) = Z( ) ==Y @3
=1 =1

1}’!

k _in 2
fok n,;l(ﬁ) -sLe 2.4)

Por otro lado, segtin hemos visto en el apartado (i), se cumple

(n— 2n—1 i nn+1)2n+1
Zkz 6( ) y ; +)6( +).

Sustituyendo en (2.3) y (2.4), obtenemos
1 (n—1)n(2n—1) 2n*—3n+1

L,(f) = =
(f) n3 6 6n?
y
5,(f) = 1 n(n+1)(2n+1) 2n2+3n+1
SRS 6 e
como se queria demostrar.
(iii) Por la definicién de integral,
! 2n*+3n+1 2 1
20 14 _ 1t —c__
Jy 2= o) = Jim = =5

(iv) La funcién cumple F'(x) = x> = f(x) para todo x € R, asi que F es primitiva de f

en cualquier intervalo. Si aplicamos la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13), obtenemos el

mismo resultado que en el apartado (iii):

1 13 031
2

dx=F(1)—F(0)= — — — = —.
/Oxx (1)=F(0) =5 — = =+
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Ejercicio 2.1.19.

(i) Demuestra por induccion que

n*(n+1)>?

PB+23+. 4= 1

para todo n € N.

3

(ii) Se considera la funcion f(x) = x> en el intervalo [0,1]. Con la ayuda de la formula

del apartado (i), demuestra que

n?—2n+1 n?+2n+1
="y s ="

para todo n € N.

1
(iii) Calcula / x> dx utilizando las Jormulas del apartado (ii).
0
4
(iv) Comprueba que F(x) = % es una primitiva de f(x) = x> en [0,1] y utilizala para

1
calcular / x> dx mediante la Regla de Barrow.
0

SOLUCION. (i) Obviamente, la férmula se cumple para n = 1. Vamos a demostrar ahora
que:

n+1) ntl 3_ (n+1)7°(n+2)°
= = k :
Z Z 4

En efecto, basta observar que

nillé Zk3 (n+1)>3 M—F(n%—lf:
n*(n+172+4n+17°  (n+1)2m*+4(n+1))  (n+1)*(n+2)>
N 4 - 4 N 4 '

Esto completa la prueba por induccion.

(ii) Para el cdlculo de I,,(f) y Sn(f) usaremos los puntos

Xp = — conk=0,1,...,n
n

Como la funcién f(x) = x> es creciente en [0, 1], podemos utilizar las férmulas de la

-1 3 1n1 1n713
g e

k=1

Observacion 2.1.4 para obtener:

:%i Xk—l)Z%Z(k

k=1
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1 { nok\D 1
Su(f) =" Y flw)=— (—) = ALk (2:6)
n ]; n l;l n I’l4 ];1
Por otro lado, segin hemos visto en el apartado (i), tenemos
n—1 (n _ 1)2n2 n nz(n + 1)2
P K="
k; 4 Y k;l 4

Sustituyendo en (2.5) y (2.6), obtenemos
1 (n—1)n* n?—2n+1

W) =53 4n?
Y 2 2 2
S(f)—l n“(n+1)°  n°+2n+1
TS A 4 42

como se queria demostrar.

(ii1) De la definicion de integral se sigue que:

1 2
3, Iy n+2n—|—1_1
/Ox dx—,}EEOS"(f>—,}E‘3°—4n2 =7
A
3 = f(x) para todo x € R, asf que F es primitiva de f

(iv) F(x) = n cumple F'(x) =x° =
en cualquier intervalo. Si aplicamos la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) en el intervalo

[0, 1], obtenemos el resultado del apartado (iii):

1 o0t 1
3 — —_ = —— — = —
/Ox dx=F(1)~F(0)= 7 -+ =7

Ejercicio 2.1.20. Calcula las integrales siguientes aplicando la Regla de Barrow:

" 1 ‘1
/ senxdx / cosxdx / e*dx —dx
0 0 1 X

-7

SOLUCION. La funcién senx tiene primitiva — cosx, luego

7 x n
/0 senxdx = [—cosx}é = —Cos <5> —(—cos0) =—-0+1=1.
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La funcién cosx tiene primitiva senx, asi que
T T
/ cosxdx = [senx] ~,=senw—sen(—71)=0-0=0.
—7T

La funcidn €* tiene primitiva e*, luego

1
1
/ etdx = [ex}o =el—eV=e—1.
0
Finalmente, la funcién — tiene primitiva Inx, luego

X
e .
[ dx=[ina]{ =tme—mm1=1-0=1.
1 X

]

Ejercicio 2.1.21. Calcula el drea de la regién plana limitada por las pardbolas y = x?,

2
yziylarectay:bc.
. x?
SOLUCION. Definimos las funciones f(x) = x2, g(x) = 5y h(x) = 2x. Los puntos de
corte de sus graficas son x =0, x =2 y x = 4 (véase la Figura 2.5). El area del recinto
sefalado es

A:/O2 (f(x)—g(x))dx+/24 (h(x) — g(x)) dx.
2 3

La funcién f(x) —g(x) = % tiene primitiva % Aplicando la Regla de Barrow (Teore-
ma 2.1.13) se obtiene

2

x
Por otro lado, la funcién h(x) — g(x) = 2x — 5 tiene primitiva x= — 3 Usando otra vez

la Regla de Barrow tenemos

Luego el 4rea pedidaes A =
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—y=x"2
15} —y=x"2/2
—-y=2x

10 -

Figura 2.5: Ejercicio 2.1.21.

Ejercicio 2.1.22. Calcula el drea de la region plana limitada la grdfica de la funcion

f(x) = x> —xy su recta tangente en el punto de abscisas x = —1.

SOLUCION. La recta tangente pasa por el punto (—1, f(—1)) = (—1,0). La derivada de
la funcién es f'(x) = 3x*> — 1, luego la pendiente de la recta tangente vale f'(—1) = 2.
Por tanto, la ecuacién de dicha recta es y = 2x+ 2. Las grificas de las funciones f(x) y
g(x) = 2x+ 2 se cortan en los puntos cuyas abscisas son las soluciones de la ecuacion:

Box=2+42 = ¥ -3x-2=0 = xe{-1,2}.

En la Figura 2.6 podemos ver una representacion grafica de las funciones f(x) y g(x). El

area pedida es

A= [ ()~ rto)ax

4 2
La funcién g(x) — f(x) = —x> + 3x 4 2 tiene primitiva —% + - + 2x. Usamos ahora la
Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) para calcular el drea:

4 2
X 3x 2 27
A:[—— — 2}
4+2+x_
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—y=X"3-X
—y=2x+2

0.5

3\

Figura 2.6: Ejercicio 2.1.22.

Ejercicio 2.1.23. Calcula el drea del recinto plano limitado por la pardbola de ecuacion

y =4x —x? y las rectas tangentes a la misma en los puntos de corte con el eje OX.

SOLUCION. Las soluciones de la ecuacién 4x —x> = 0 son x = 0 y x = 4. La derivada de
la funcién f(x) = 4x — x* es f’(x) = 4 — 2x. Calculamos las dos rectas tangentes:

= La tangente en el punto de abscisas x = 0 (cuyas coordenadas son (0, f(0)) = (0,0))
tiene pendiente f/(0) = 4. Luego la ecuacion de dicha recta es y = 4x.
= La tangente en el punto de abscisas x = 4 (cuyas coordenadas son (4, f(4)) = (4,0))

tiene pendiente f’(4) = —4. Asi que la ecuacién de dicha recta es y = —4x + 16.

La Figura 2.7 muestra una representacion grafica de la pardbola y las dos rectas tangentes
anteriores (que se cortan en x = 2). Si llamamos g(x) = 4x y h(x) = —4x+ 16, el drea del

recinto considerado es

A= / dx+/ dx—2/ )) dx,

donde la dltima igualdad es consecuencia de la simetria que hay respecto de la recta

x = 2. La funcién g(x) — f(x) = x? tiene primitiva % Aplicando la Regla de Barrow



@ Integrales

(Teorema 2.1.13) obtenemos el valor del area:
342
A=2. [x_} ,.8_16
3]0 3

N

15

10

—y=4x-x"2
_y:4x
—y=-4x+16

. . .
1 2 3 t\

Figura 2.7: Ejercicio 2.1.23.

Ejercicio 2.1.24. Calcula los valores del pardametro a € R para los que el drea de la
region plana limitada por la pardbola y = —3x* +3a* y el eje OX es 256.

SOLUCION. Resolviendo la ecuacién —3x% + 3a* = 0 vemos que la pardbola corta al eje
OX en los puntos de abscisas x = —a® y x = a®>. Como la pardbola es convexa, estd por
encima del eje OX entre dichos puntos. Asi que el drea de la region plana limitada por la
pardbola y el eje OX se calcula mediante la integral siguiente:

2

A(a) :/a (—3x2+3a4)dx.

—a?
Una primitiva de la funcién —3x% +3a* es —x® 4+ 3a*x. Usando la Regla de Barrow (Teo-

rema 2.1.13) tenemos:
aZ
Aa) = [—x3 + 3a4x] = 4a®.
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Finalmente, resolvemos la ecuacién
256 = A(a) = 4a® — 64 =a",

cuyas unicas soluciones sona =2y a = —2.
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2.2. Calculo de primitivas

Contenidos

= Cambio de variable.
= Integracion por partes.

= * Primitivas de fracciones racionales.

Teoria

Para hallar la integral de una funciéon mediante la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13)
es necesario encontrar previamente una primitiva de dicha funcién. En general, el cdlcu-
lo de primitivas es complicado y s6lo es posible en casos particulares. En esta leccion

estudiamos algunos métodos elementales para calcular primitivas.

Definicion 2.2.1. Si una funcion F (x) es primitiva de otra funcion f(x) en algiin intervalo,

entonces escribimos:
/ F(x)dx = F(x) +C.

A la constante C (llamada “constante de integracion”) se le puede asignar cualquier

valor real. Para cada valor particular de C, la funcion F (x) 4+ C es una primitiva de f(x).

La siguiente tabla recoge algunas primitivas inmediatas:

PRIMITIVAS INMEDIATAS
xs+1
/ocdx:ax+CsioceR /dex: 7 +Csis# -l
S
1
/—dlen\xH—C /exdxzex+C
X
X ax :
/oc dx = +Csia>0 /senxdx:—cosx~|—C
Ino
1
/cosxdx:senx +C / 2dx=arctanx +C
14+x
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Observacion 2.2.2.

(i) /af(x)dx:a/f(x)dxsi(xeR.
(i) [(100)+g@)dr= [ fo)dx+ [ g(x)dx

La primera técnica de cdlculo de primitivas que vamos a estudiar es el cambio de

variable (o método de sustitucion):

Proposicion 2.2.3 (Férmula del cambio de variable). Se cumple

si F es una primitiva de f.

Demostracion. Por la Regla de la Cadena, la derivada de la funcion compuesta F(g(x))
es precisamente F'(g(x))g'(x) = f(g(x))g (x). O

Observacion 2.2.4. En la prdctica se suele definir

y entonces el “cambio de variable” se escribe asi:

[ #e@)g'ydx= [ fe)d = F(6) +C = F(g(x)) +C.
Veamos algunos ejemplos concretos donde se puede aplicar el método:

Ejemplo 2.2.5. Calculamos las primitivas siguientes por cambio de variable:

(i) / Pdx (i) / xsen(x?)dx (i) / )ﬁdx

Solucion.

(i) La funcién ¢** puede escribirse como e** = f(g(x))g’(x), siendo

=2y f=%

t t

Una primitiva de f(z) = % es F(t) = %. Aplicando la férmula del cambio de variable
obtenemos
er

[ ax= [ )¢ @ydx = Flgo) +C =5 +C.
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Habitualmente, cuando se calculan primitivas por cambio de variable, se procede del mo-
do indicado en la Observacion 2.2.4. En este ejemplo, eligiendo como “nueva variable”
t = 2x, tenemos dt = 2dx (derivamos 2x respecto de la variable x) y, sustituyendo en la

primitiva a calcular, se obtiene

1 1
2x t t
dx = —dt = — dt.
/? * /62 2/6

Esta dltima primitiva (respecto de la variable ¢) es inmediata:

1, e
— dt = —+C.
2/6 2"

Finalmente, en esta ultima expresion sustituimos la variable ¢ para que todo quede en

funcioén de la variable x:

2

(i1) Ahora elegimos como “nueva variable” t = x%. Entonces df = 2xdx (derivamos x

er
/e2xdx: —+C.
2

respecto de la variable x) y, sustituyendo en la primitiva, nos queda

1 1
/xsen(xz)dx:/isentdt: E/sentdt.

Esta dltima primitiva (respecto de la variable ¢) es inmediata:

/sentdt = —cost+C.

Finalmente, sustituimos la variable ¢ para que todo quede en funcién de la variable x:

2
/xsen(xz)dx = _&éx) +C.

. 1 .
(i11)) Tomamos como ‘“‘nueva variable” ¢t = Inx. Entonces df = — dx (derivamos Inx
X

respecto de la variable x) y, sustituyendo, nos queda

1 1
[ L [La
xlnx t

que es una primitiva inmediata (respecto de la variable ¢):

1
/;m:mw+c
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Sustituyendo la variable ¢, obtenemos

1

/—dx:1n|lnx| +C.
xInx

0

El segundo método de cdlculo de primitivas que vamos a estudiar es el método de

integracion por partes:

Proposicion 2.2.6 (Férmula de integracion por partes).

[ 008 ) dx = £(05x) = [ (9g(x)dx

Demostracion. La derivada de la funcién producto f(x)g(x) es f/(x)g(x) + f(x)g'(x). Por
tanto:

[ £ weear+ [ g @dx= [ (@) + £(0g' () dx = fx)g(x) +C.

Despejando, obtenemos / fx)g' (x)dx = f(x)g(x) — / £ (x)g(x)dx. O
Observacion 2.2.7. En la prdctica se suele escribir
u= f(x) dv=g'(x)dx  du= f'(x)dx v=_g(x)

con lo que la férmula de integracion por partes queda asi:

/udv:uv—/vdu.

A continuacién vemos algunos ejemplos ilustrando el método.
Ejemplo 2.2.8. Calculamos las primitivas siguientes mediante integracion por partes:
(i) /xcosxdx (ii) /xexdx (iii) /xzsenxdx

Solucion.
(i) Podemos escribir xcosx = f(x)g'(x) eligiendo f(x) = xy g(x) = senx (una primi-

tiva de cosx). Aplicando la férmula de integracion por partes:

/xcosxdx:/f(x)g’(x)dx:f(x)g(x)—/f’(x)g(x)dx:xsenx—/senxdx.
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Esta dltima primitiva es inmediata:

/senxdx = —cosx+C.

Por tanto:
/xcosxdx =xsenx+cosx+C.

[En este ejemplo, hemos elegido u = x y dv = cosxdx, con lo que du = dx (derivamos x)

y v = senx (escogemos una primitiva de cosx).]
(i1) Podemos escribir / xetdx = / udy eligiendo
u=x y dv = e*dx.

Entonces du = dx (derivamos x) y v = ¢* (primitiva de ¢*). Aplicando la férmula de
integracion por partes, obtenemos

/xexdx:/udv:uv—/vdu:xex—/exdx.

Como / e“dx = ¢ + C, deducimos que
/xexdx:xex—ex—l—C: e'(x—1)+C.
(i11) Escribimos / x*senxdx = / udy eligiendo

Uu==x y dv =senxdx.

Entonces du = 2xdx (derivamos x2) y v = —cosx (primitiva de senx). Aplicando la for-

mula de integracion por partes, obtenemos

/xzsenxdx:/udv:uv—/vdu:

= —x?cosx— /Zx(— cosx)dx = —x*cosx + 2/xcosxdx.
Segin hemos visto en el apartado (i), esta dltima primitiva es
/xcosxdx =xsenx+cosx+C,
luego
/x2 senxdx = —x>cosx+ 2(xsenx+cosx) +C = (2 —x?)cosx+ 2xsenx+C.
[
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Finalizamos la leccién explicando cémo se pueden calcular primitivas de fracciones
racionales sencillas. Lo vemos sobre algunos ejemplos concretos. Recordamos que una

fraccion racional es el cociente de dos polinomios. Por ejemplo:

1060 —5x* +3x° —2x+ 1 —2x

tc.
10— 7x% +2x3 +x2 —20x+7 (x+1)(x2+1) e

P(x)
Q(x)

el grado del numerador P(x) sea estrictamente menor que el grado del denominador Q(x).

En general, para poder calcular la primitiva de una fraccion racional es necesario que

Si no es asi, podemos realizar la division de ambos polinomios y escribir

PO s RO
00 ~ W o0

donde C(x) es el cociente y R(x) es el resto de dicha division.

Ejemplo 2.2.9. Calculamos las primitivas siguientes:
1 2x7 3
(i) /x2_4dx (ii) /(x_x—l)zdx (iii) / o

x(x—1)32
(i) El denominador se descompone como producto de dos factores lineales distintos:

Solucion.

X —4=(x—2)(x+2).

Por tanto, la fraccidn racional se puede escribir como suma de dos fracciones simples:
1 A B

24 12 x12 7)
para ciertas constantes A, B € R. Para calcularlas, operamos
1 A B A(x+2)+B(x—2)
x2—4:x—2+x+2: xz—4
e igualamos numeradores: 1 = A(x+2)+ B(x—2). Sustituyendo en esta identidad x = —2

1
y x =2 obtenemos las ecuaciones 1 = —4By 1 =4A, luego A = 1 yB=— 1 Sustituyendo

estos valores en (2.7) y tomando primitivas deducimos:

1 1 1 1 1
L <_.___. )d _
/x2—4 T / 4 x—2 4 x42)497

1 1 1
- dx = ~In|x—2|— ~In|x+2| +C.
4/x 5 L 4n|x | 4n]x+ |+
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(i1) En este caso, el denominador es el cuadrado de un factor lineal y, por tanto, la
fraccion racional se puede escribir como suma de dos fracciones simples de la forma

siguiente:

X A B
()c—l)zzx—le(x—l)2 28)

para ciertas constantes A, B € R. Para calcularlas, operamos

x A B Ax—-1)+B

G102 x—1  Go12 (=17

e igualamos numeradores: x = A(x — 1) 4+ B. En esta identidad podemos sustituir x = 1y
x =0 obteniendo 1 = By 0 = —A + B, de donde deducimos que A = 1. Reemplazando
estos valores y tomando primitivas en (2.8) resulta que

/(x—x—l)2dx:/(xi1 +(x—11)2>dx:

1 1 1
= | —d ———dx=Inlx—1|——+C.
/x—l x+/(x—1)2 x=Inlx—1] 1t

(ii1) El denominador es el producto de un factor lineal (x) y el cuadrado de otro factor
lineal distinto (x — 1). En esta situacién, podemos escribir la fraccion racional como suma
de tres fracciones simples, de la manera siguiente:

2*+3 A B D

x(x—1)32 - ;+x—1+ (x—1)2

2.9

para ciertas constantes A, B,D € R que vamos a determinar. Para ello, operamos e iguala-
mos numeradores:
22 +3 A B D A(x—1)24+Bx(x—1) +Dx

e D? x a1 12 1) ’

luego 2x%> +3 = A(x — 1)> + Bx(x — 1) + Dx. En esta identidad sustituimos x por tres
valores distintos:

m x=1=5=D.

s x=0=3=A.

m x=2=—711=A+2B+2D, de donde obtenemos B = —1.
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Finalmente, sustituimos estos valores en (2.9) y tomamos primitivas:
2x2 +3 31 5
/ L dx = / < — -l- 2) dx =
x(x—1)2 X —1)

=3 d
/ T / .y
Ejemplo 2.2.10. Calculamos las primitivas siguientes:

1 X 1
. 4 g 4 J
(0 /x2+2x+3 * ) /x2+2x+3 * () /x(x2+x+l) g

Solucion.

I
5
dx—l—S/ x=3Infa —Infr— 1] - —— +C.

]

(i) El denominador es un polinomio de grado 2 sin raices reales. Como el numerador

es una constante, vamos a relacionar la primitiva con una que ya conocemos:

1
/tz 1 dt = arctan(z) +C.

Operamos
1 1

1
24+2x+3 (x+1)24+2 2

y tomamos primitivas, obteniendo
2

1 1
En esta ultima primitiva realizamos el cambio de variable t = )i Entonces dt = —dx
V2 V2

y al sustituir nos queda:

/ / ! tan(r) +C ! t <x+1>+c
< = —arc an — ——=arctan .
x2—|—2x+3 T2 t2+1 V2 V2

(i1) El denominador es el mismo que en el apartado (i), pero en esta ocasion el nume-
rador no es constante. Realizamos la siguiente transformacion para “hacer aparecer” la

derivada del denominador en el numerador:

X _1 2x _1 ( 2x+2 2 >
24+2x+3 2 x242x+3 2 \x24+2x+3 2+42x+3/°
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Tomando primitivas nos queda:

/ / 2x+2 / 1 d
- —————dx
x2+2x—l—3 "2 x2+2x—l—3 x2+2x+3
La primera primitiva se resuelve de forma inmediata (aplicando el cambio de variable

t = x> +2x+ 3), mientras que la segunda es la que hemos calculado en el apartado (i).

Asi, tenemos

X 1 1 x+1
————dx=—In|x*4+2x+3| — —=arct (—) C.
/x2—|—2x+3 x=5 n|x”+2x+3| \/Earc an 7 +

(iii) El denominador es el producto de una factor lineal (x) y un polinomio de grado 2
sin raices reales (x2 + x+ 1). En esta situacion, la fraccién racional se puede escribir de la

siguiente manera:
1 A  Bx+D

x(24x+1) ;+x2—|—x+l

para ciertas constantes A, B,D € R a determinar. Para ello, operamos

(2.10)

1 _A+ Bx+D  A(x*+x+1)+(Bx+D)x
x(x2+x+1) x x2Hx+1 x(x2+x+1)

e igualamos numeradores: 1 = A(x?> 4+ x+ 1) + (Bx + D)x. Sustituimos tres valores de x en
la identidad anterior:

s x=0=—=1=A.
nm x=1—1=3A+B+D—B+D=-2.
m x=—1=—1=A+B—D—B=0D.

Por tanto, A = 1, B= D = —1. Sustituyendo en (2.10) y tomando primitivas, nos queda

x+1
= d 2.11
/(x2+x+l dx = / o /x2+x—|—l 21

La primera de estas primitivas es inmediata, mientras que la segunda se puede resolver

por el método del apartado (ii). En efecto:
/ x+1 / 2x+2
2+x+1 T2 2+x+1

2x+1 1 2 1/ 1
— | —dx==1 |+= | =——dx. (2.12
2/ 2—|—x+1 +2/x2+x—|—1 o 2 nlxtx |+2 +x+1 % ( )
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Por otro lado,

1 1 4 1 2 2x+1
/2—dx:/—2dx:—/—2dx:—arctan(—)—f—C,
*+x+l x+3)7+3 3 () +1 V3 V3

2x+1
donde en el dltimo paso hemos realizado el cambio de variable t = i Finalmente,

V3

sustituimos en (2.11) y (2.12):

1 1 2x+1
dx:1n|x|—Eln\xz—l—x—kl\——arctan( kil >+C.

1
/x(x2+x+1) V3 V3

O

Como ya hemos comentado, calcular primitivas puede ser una tarea muy dificil. In-
cluso hay primitivas que no se pueden expresar en términos de “funciones elementales”
mediante una férmula sencilla, por ejemplo:

/ e dx / SN / cos(x?) dx etc.

X
En ciencias experimentales e ingenieria, las integrales se suelen calcular de forma apro-

ximada mediante métodos numéricos, como veremos en la Leccion 2.4.

Ejercicios
Ejercicio 2.2.11. Encuentra una funcion f(x) que cumpla las siguientes tres propiedades:

1

CENIE (b) f(0)=0 (c) f'(0)=0

(a) f"(x)=

. 1
SOLUCION. En primer lugar, calculamos la primitiva de la funcion W realizan-
X

do el cambio de variable t+ = x + 1. Entonces dt = dx (derivamos x + 1 respecto de la

variable x) y al sustituir queda:
1 12 1
— dx= [t Pdt=——+C=————+C.
/@+U3x / >t 212 "

Por tanto, la funcién buscada debe cumplir

1
5+C

f'(%) BT
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para una contante C apropiada. Debe cumplirse lo siguiente:

0=£(0) = —%+C,

1 1 N
luego C = 5 Por tanto, f/(x) = —m + 5 A continuacién calculamos la primitiva
1

de la funcion ————— realizando el mismo cambio de variable t = x+ 1:

2(x+1)2

1 1 1 1
——dx=—= [t 2dt=—+4+D= D.
/ 212 % P Ty "

X . .
+ — -+ D para una cierta constante D, que debe cumplir

Luego f(x) = at1) 2

0=7(0) = %+D.

1
+

Por tanto, la funcién pedida es f(x) = St ) g
x

1
>

Ejercicio 2.2.12. Calcula las primitivas siguientes por cambio de variable:

(i) /sensxcosxdx (ii)/

LA (iii) / () / B dx
Vit Lo
SOLUCION. (i) Hacemos el cambio de variable t = senx. Entonces dt = cosxdx (deri-

vamos senx respecto de la variable x) y, sustituyendo, nos queda

6

6
t
/sensxcosxdx:/tSdt: €+C: SCI; x—I—C.

(i) Tomamos como “nueva variable” r = 1+ x*. Entonces dt = 4x> dx (derivamos

1 + x* respecto de la variable x) y, sustituyendo, obtenemos

3
x 11 ! I 1
d =/——dt:—/—dt:— (+C=-V1144C.
/\/1+x4 TlaiY T2 o R V1 2

(iii)) Hacemos el cambio de variable t = ¢*, luego dt = e* dx. Sustituyendo:

e’ e 1
/1+e2xdx:/mdx:/1+t2dt:arCtant+C:arCtan(ex)+C-
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(iv) Tomamos ¢ = 2x* + 1, luego dt = 8x> dx. Entonces:

1 1 t 234 +1
/x3ezx4+1dx:/§etdt:§/etdt:%+C: ¢ g +C.

Ejercicio 2.2.13. Calcula las primitivas siguientes por cambio de variable:
. X ..
(l) /mdx (ll) /\/3x—|—1dx
(iii) /x2 cos(x3 +1)dx (iv) /senxcos3xdx

SOLUCION. (i) Haciendo el cambio de variable = 1 + x2, nos queda dt = 2xdx y al

sustituir obtenemos:

1
= C=————=+C.
/ (1+x2)* /24 6t3+ 6(1—1—)62)3+
(i) Tomamos ¢t = 3x + 1, de manera que df = 3dx y asi
t3/2 2(3 1 3/2
[V dx—/—dt S/sz c:%juc.

(iii) Eligiendo la “nueva variable” r = x> + 1, tenemos df = 3x>dx y entonces

t_ 1 t S+1
/xzcos( +1)dx —/COS g/costdt:%+C:M+C.

3
(iv) Hacemos el cambio ¢t = cosx, que da dt = —senxdx y al sustituir nos queda:
4 4
t cos
/senxc0s3xdx:—/tSdt:—Z-i-C:— 4x-|-C.

]

Ejercicio 2.2.14. Calcula las primitivas siguientes mediante el método de integracion por

partes:

(i) /lnxdx (ii) /xlnxdx (iii) /xzexdx (iv) /exsenxdx



” Integrales

SOLUCION. (i) Podemos escribir / Inxdx = / udy eligiendo
u=Inx y dv =dx.

Entonces du = —dx (derivamos Inx) y v = x (primitiva de la funcion constante 1). Apli-
X
cando la férmula de integracion por partes, obtenemos

/lnxdx:/udv:uv—/vdu:

1
:xlnx—/x—dx:xlnx—/ldx:xlnx—x+C:x(lnx—1)—|—C.
x

(i1) Ahora escribimos / xlnxdx = / udy eligiendo

u=Inx y dv =xdx.

1 2
Entonces du = — dx (derivamos Inx) y v = % (primitiva de x). Aplicamos la férmula de
X

integracion por partes:

/xlnxdx:/udv:uv—/vdu:

2 2 2 2 2 2
X x-1 X 1 X X X 1
=—Inx— | ——dx=—Inx— = =—Inx——+C=—|Inx—= | +C.
> nx 2xalx > nx 2/xdx > nx 2 C > (nx 2) C

(iii) Comenzamos escribiendo / xPetdx = / udv con la eleccion:
u=x> y dv=¢e"dx.

Entonces du = 2xdx (derivamos x?) y v = e* (primitiva de e*). Aplicamos la férmula de
integracidn por partes:

/xzexdx: /udv: uv—/vdu: :xzex—/ex2xdx:xzex—2/xexdx.

Segun el Ejemplo 2.2.8 (i1), / xe*dx = e*(x— 1)+ C (se obtiene mediante integracién por
partes), luego

/xzexdx:xzex—%x(x— 1) +C=e"(x* —2x+2)+C.
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(iv) Escribimos / e*senxdx = / udy eligiendo
u = senx y dv=¢e"dx.
Entonces du = cosxdx (derivamos senx) y v = ¢* (primitiva de ¢*). Por tanto:
/ex senxdx = /udv =uy— /vdu = e'senx — /excosxdx. (2.13)
Aparece asi la primitiva / e' cosxdx, a la que vamos a aplicar la férmula de integracion

por partes tomando

U = COSX y dv=¢e"dx,

de manera que du = —senxdx y v = ¢*. Entonces

/excosxdx:/udv:uv—/vdu:

=e'cosx — /ex(— senx)dx = e' cosx+ /e}C senxdx.
Sustituyendo esta expresion de / e*cosxdx en (2.13), obtenemos

/exsenxdx: e'senx — (excosx+/exsenxdx> = ¢*(senx — cosx) —/exsenxdx,

de donde podemos despejar:

e*(senx — cosx)

C.
> +

/ex senxdx =

Ejercicio 2.2.15. Calcula las primitivas siguientes mediante integracion por partes:
(i) /xe_xdx (ii) /x3cos(x2)dx
(iii) / ¢** cos(3x) dx (iv) / x(x+1)10dx

SOLUCION. (i) Aplicando el cambio de variable 1 = —x, tenemos dt = —dx y al susti-
tuir obtenemos / xe Ydx = / te' dt. Esta ultima primitiva ya la hemos calculado en el
apartado (i1) del Ejemplo 2.2.8:

/tetdt:(t—l)et—l—c.



@ Integrales

Por tanto:
/xe_xdx =(t—1)e+C=—(x+1)e*+C.
Alternativamente, se puede calcular esta primitiva de manera directa mediante integracion
por partes, eligiendo u = xy dv=e "dx.
(ii) Escribimos / x> cos(x?) dx = / udv eligiendo

u=x>y dv=xcos(x*)dx.

sen(x?)
2

Aplicamos ahora la férmula de integracion por partes:

/x3cos(x2)dx:/udv:uv—/vdu:

_ x*sen(x?) x*sen(x?)  cos(x?) x? sen(x?) + cos(x?)

— 2 = =
3 /xsen(x)dx > + > +C > +C.

Entonces du = 2xdx (derivamos x%) y v = (primitiva de la funcién xcos(x?)).

(iii) Podemos escribir / e~ cos(3x)dx = / udv tomando

u=e* y dv=cos(3x)dx.

Entonces du = 2¢* dx (derivamos ¢**) y v = 1 sen(3x) (primitiva de la funcién cos(3x)).

Aplicando la férmula de integracién por partes, obtenemos:

2x 3
/e cos(3x)dx—/udv—uv—/vdu—%(x 3/e sen(3x)dx. (2.14)

En esta dltima primitiva volvemos a aplicar integracién por partes eligiendo

u=e* y dv=sen(3x)dx,
de manera que du = 2e*dx y v = —% cos(3x), luego
3 2
/ 2xsen(3x)dx—/udv:uv—/vdu: eczﬂ+3/e cos(3x) dx.

Sustituyendo en (2.14) deducimos:

(3x)
/e *cos(3x)dx = w 3/6 sen(3x)dx =

N sen(3x) 20 e “cos( 3x /e cos(3
3 3 "3

X

) _
< (sen(3x) + %cos(Bx)) _ g / ¢ cos(3x) dx.
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De aqui podemos despejar / ¢* cos(3x) dx obteniendo

3¢ 2
/e *cos(3x)dx = e sen(3x)+§cos(3x) +C.

(iv) En este caso escribimos / x(x+1)10dx = / udv eligiendo

u=x y dv=(x+1)"4dx.

(x+1)! ) . .
Entonces du = dx, v = EETEE y la férmula de integracién por partes nos da
/x(x+l)mdx:/udv:uv—/vdu:
1)! Hi 1)t2 DM (11x—1
SRR Vi N UUUIPE.S) LCA) OS2 (LSS
11 11 132 132

Ejercicio 2.2.16. Calcula las siguientes primitivas:

+C.

]

(i) /2xsenxdx (ii)/lngx)dx (iii) /Z_X(x+1)2dx (iv) /5xsen(x+1)dx

SOLUCION. (i) Si aplicamos el método de integracién por partes eligiendo u = 2* y

dv = senxdx, tenemos du = In2-2*dx, v = — cosx y nos queda:

/2xsenxdx—/udv—uv—/vdu— cosx+ln2/2xcosxdx

(2.15)

A esta ultima primitiva le podemos aplicar de nuevo el método de integracion por partes

eligiendo u = 2* y dv = cosxdx, de manera que du =In2-2"dx, v =senxy asi:

/2xcosxdx: /udv: uv—/vdu :2xsenx—ln2/2xsenxdx.

Llamando I = / 2%senxdx y sustituyendo (2.16) en (2.15), obtenemos la ecuacion:

I=—-2cosx+In2-(2"senx—1n2-1).

Despejando 7 en esta ecuacion, deducimos que

2*(In2-senx — cosx)
1+ (In2)2

/2xsenxdx: +C.

(2.16)
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(ii) Ahora aplicamos el método de integracién por partes con la eleccién u = In(3x) y

dv=— L dx, de manera que du = —dx V= —= y asi:
/ln(3x) dye ~In(3x) N idx _ In@Bx) 1 In(x)+1 L
x? x x2 x x x

(iii) Vamos a utilizar la férmula de integracién por partes eligiendo u = (x +1)? y
27)(
dv =2"*dx. Entonces du =2(x+ 1)dx, v = 1o Y 1os queda:
n

_ 2% (x+1)?
X 2 _ _ i _
/2 (x+1) dx-/udv-uv /vdu— 7 12/2 (x+1)d

A esta ultima primitiva también le podemos aplicar el método de integracion por partes
—X

tomando u =x+ 1y dv=2""dx, de manera que du = dx, v = —ﬁyam
_ 27 (x+1) “x4+1) 27
27 1)dx = /2 Ydx = — — C.
/ et de=—— =+ m2  (m2)?
Por tanto:
_ 27 (x4+1)2 2 27 ¥ (x+1)  27F
2% (x+ 1) ldx =" 4 = (_ - C=
/ (et 1) dx m2 2 m2  (m2)2) "

_ X

= <(x+1)2+£(x+1)+(]n22)2)+C

(iv) Podemos escribir / 5*sen(x+1)dx = / udv eligiendo
u=5"y dv=sen(x+1)dx.
Entonces du = In5-5*dx, v = —cos(x+ 1) y la férmula de integracién por partes nos da
/5’“ sen(x+ 1)dx = —5"cos(x+1) +ln5/5"cos(x+ 1)dx. (2.17)

A esta primitiva le podemos aplicar de nuevo el método de integracidn por partes tomando
u=>5"ydv=cos(x+ 1)dx, de manera que du =1In5-5"dx, v=sen(x+1) y asi:

/5xcos(x+1)dx:5xsen(x+l)—1n5/5xsen(x—|—1)dx. (2.18)
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Llamando I = / 5%sen(x+ 1)dx y sustituyendo (2.18) en (2.17), obtenemos la ecuacion:
I=—-5"cos(x+1)+1In5-(5"sen(x+1)—1In5-1).

Finalmente, despejando / en esta ecuacion, deducimos:

5*(In5-sen(x+1) —cos(x+1))
1+ (In5)2

/5xsen(x+1)dx: +C.

Ejercicio 2.2.17. Calcula las siguientes integrales:

(i) i tan > dx (ii) . sen’ cos(é)dx

—7

7 senx ) 0 x
(m)/ 2cosxa’x (iv) /_%mdx

SOLUCION. En cada apartado, vamos a calcular primero una primitiva de la funcion a

[\)

integrar, para aplicar después la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13).
(i) Buscamos la primitiva mediante el cambio de variable t = cos (x+ %), de manera
que dt = —sen (x+ §) dx y asf:

sen (x+ Z 1
/tan (x—i—E) dx:/de:—/—dt:—lnM—kC:—ln‘cos <x—|—z)‘+C.
4 cos(x—i—%) t 4

Ahora calculamos la integral mediante la Regla de Barrow:

0 0 2
/ﬂ tan<x+%> dx = [—ln‘cos (x—l—%)” :—ln‘cos( >‘+ln|0050| -

Z

N
a

(i1) Para la primitiva usamos el cambio de variable t = sen (%) asi dt = 2 cos (%‘) dx
y entonces

N A sen’ <E>
/sen3<2>cos<2)dx—2/t dt = —+C——2+C.

2 2
Ahora calculamos la integral con la Regla de Barrow:

(38}
»
(€]
=
N
VN
Q
N—
»
(€]
=
N
VN
19
N——

. sen' () : L _
/2 sen3(;>cos<2>dx— 2/ = 4/ 4 =0,

2 2 2

(S|
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ya que sen(—%) = —sen(7).
(i11) Primero hallamos la primitiva mediante el cambio de variable t = 2 cosx, de ma-
nera que dt = —2senxdx y nos queda:
senx » e ! e—ZCosx

/eZCOSX / dt = e dtZT—f—C: ) +C.
Calculamos la integral mediante la Regla de Barrow:

/327‘ senx B p—2c0sx F B —2005(32”) e—2cos() B 1 — 2

- e2cosx - 2 i 2 2 - 2
4 4 3

z

. . . X X
(iv) Para hallar la primitiva tomamos como “nueva variable” t = E’ asidt = % dx

y ademds 2> = x3. Sustituyendo:

V2 V2 V2 x
— dt = XZarctant +C = Zarct c.
/2+x8 /2+2t2 /1+z2 g et &= gare an(\/i)Jr

Calculamos ahora la integral pedida con la Regla de Barrow:

0

0 x3 \/§ x4 \/i \/i \/_7'6

/ dx = | —arctan | — = —arctan0 — —arctanl = ———.
83 2428 8 V2 % 8 8 32

Ejercicio 2.2.18. Calcula las siguientes integrales:

¢ 1
(i)/l ln(j’x) dx (ii)/o V2 +1

2 2 e
(iii) /0 x2%dx  (iv) /1 Clnxdx  (v) /1 x(Inx)? dx

SOLUCION.
En cada apartado, vamos a calcular primero una primitiva de la funcion a integrar,

para aplicar después la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13).

In(3x)

dx mediante el cambio de variable ¢ = In(3x).
X

(i) Calculamos la primitiva /

1 1 .
Entonces dt = 3— dx = —dx y, sustituyendo, tenemos:
X X

/1n(j’x)dx:/tdt:§+C:W+C.
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Aplicamos ahora la Regla de Barrow para calcular la integral pedida:

/§de:{(ln(3x))2r (Ine)> (In1)2 12 02

1
x 2%2_2 —2 272

3

(i1) Calculamos la primitiva / xV/x2 4+ 1 dx mediante el cambio de variable f = x> + 1.
Entonces dt = 2xdx y asi

1t t2 (24 1)3
2 1dx = Tdf = /rzd; R e D TIPS Y i o LY
/x XA ldx= /2\/ 2 22 3 7€ 3 €

Utilizamos la Regla de Barrow para calcular la integral pedida:

/x T (124+1)2 (®+1)7  2V2—1

1
@2+1)3]
(iii) Vamos a calcular la primitiva / x2" dx mediante integracion por partes, eligiendo

3

3 33

u=x y dv =2%dx.
X
Entonces du =dxy v = 2 (primitiva de 2%), luego
n

/x2xdx:/udv:uv—/vdu:

2 o S S 2 1
SR . . (x- g ) +C

X
i —2f 2 o= (x——
"2 J 27 2 In2 T 2 (ln2)2+ In2 In2

Aplicamos la Regla de Barrow:

2 2% 1\]* 22 1 20 1 8 3
Y= | (x—— )| = (- — ) (o-—) =2 _ ,
/0 e {mz (x 1n2>}0 In2 ( ln2) In2 ( ln2) 2 (In2)2

(iv) Calculamos la primitiva / x? Inxdx mediante integracion por partes, eligiendo

u=Inx y dv = x*dx.
3

1
Entonces du = —dx,v= —dxy
X 3

/lenxdx:/udv:uv—/vduz

3 3 3 3 3 3
x’Inx x’ 1 x’Inx 1 [, x’Inx  x x 1
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Finalmente, para calcular la integral pedida, utilizamos la Regla de Barrow:

2 3 2
2 X 1
1 :—1 _— = =
/1X nxdx [3 (nx 3)}1
23 1 13 1 8 1 1 8In2 7
=~ (m2—=)-—(lml—=)==(In2—=)+-= S
3(“ 3) 3<n 3) 3(“ 3)+9 39

(v) En primer lugar, calculamos la primitiva aplicando el método de integracién por

2Inx x?
dxyv= 5 Por tanto:

partes eligiendo u = (Inx)? y dv = xdx. Entonces du =

/x(lnx)zdx:/udv:uv—/vdu:

21 2 221 21 2
x (Inx) x 2y, (ny) —/xlnxdx.

T2 )2 T

Y esta tltima primitiva también se calcula mediante integracion por partes (véase el apar-
tado (ii) del Ejercicio 2.2.14):

2 1
/xlnxdx = % (lnx— 5) +C.

Sustituyendo, obtenemos:

2nx)? 2 1 2 |
/x(lnx)zdx: a (;x) —% (lnx— 5) +C= % ((lnx)z—lnx+ 5) +C.

Ahora podemos aplicar la Regla de Barrow para calcular la integral pedida:

/lex(lnx)zdx - [%2 <(lnx)2 ~lInx+ %)L =
— % ((lne)z—lne+%> —152 ((ln1)2—1n1+%) = % (e* 1),

yaquelne=1ylInl =0. [

Ejercicio 2.2.19. Calcula las siguientes primitivas:

. 1 (X x4 1
(i) /x—z_ldx (ii) /—x(xz—l) dx (lll)/x—(x+1>2 dx
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SOLUCION. (i) El denominador se descompone como producto de dos factores lineales

distintos:
—1=(x—1)(x+1).

Por tanto, podemos escribir la fraccion racional como suma de dos fracciones simples del

modo siguiente:
1 A B

= +
2—-1 x—1 x+1
para ciertas constantes A, B € R a determinar. Operando

1 A B A@+1)+B(x—1)

x2—1:x—1 x+1 x2—1

e igualando numeradores, tenemos: 1 = A(x+ 1) + B(x — 1). Sustituyendo en esta identi-

1
dadx=—1yx=1obtenemos 1 = —2By 1 =2A,luego A = > yB= —5 Por tanto:

1 1 1 1 1
/x2—1dx_/(§'x—1_§'x+1>dx_

171 1o 1 1
- dx—~ dx=~Injx—1|— ~In|x+ 1] +C.
2/x—1 ¥=3 | = gk =g inkedl

(i1) En la fraccién racional dada, el numerador y el denominador tienen el mismo

grado. Asf que en primer lugar debemos realizar la divisién de x*> +x + 1 entre x(x*> — 1),

que da como cociente 1 y como resto 2x + 1. Por tanto:

3
x +x+1 2x+1
—=14+—. 2.19
x(x2—1) +)c()cz—l) 2.19)
L . . 2x+1 .
Tenemos que calcular la primitiva de la fraccion racional —— 0 cuyo denominador es
x(x* —

el producto de tres factores lineales distintos: x, x — 1 y x+ 1. En esta situacién, podemos

escribir la fraccién racional como suma de tres fracciones simples:

2x+1 A B D

D x x—1 x4l
para ciertas constantes A, B,D € R a determinar. Para ello, operamos e igualamos nume-
radores:

2x+1 A B D Alx—1)(x+1)+Bx(x+1)+Dx(x—1)

x(x2—1) ;+x—l+x—|—1: x(x2—1) ’
luego 2x+1=A(x—1)(x+ 1)+ Bx(x+ 1) + Dx(x — 1). Damos valores a x:
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B x=0=—=>A=-—1.
=1=B=_.
X > 1
] = —1 f— D = ——.
§ 2
Sustituimos y tomamos primitivas:

/2;2_+_11)dx:/<_)_1€+2<x3_1) 2(xiu1)>dx:

1 3 1
=-1 —Injx—1|—=1 1 )
/ dx+2/x—1 x+1 X Il|)C|-|-2 njx—1| 5 njx+1|+C
Finalmente, teniendo en cuenta (2. 19) obtenemos la primitiva buscada:
3
x+x+1 2x+1 1
/—x(x2—l) dx:x+/x—(x2_1)d ln\x|~|— lnlx—1|__1n|x+1|+c

(iii) El denominador es el producto de un factor lineal (x) y el cuadrado de otro factor
lineal distinto (x+ 1). Entonces podemos escribir la fraccion racional como suma de tres

fracciones simples:
1 A B D

xx+1)2 x +x—|— i (x+1)2
para ciertas constantes A, B,D € R que vamos a determinar. Operamos

I __A_ B D A(x+1)*4Bx(x+1)+Dx
x(x+1)2  x  x+1 (x+1)2 x(x+1)32

e igualamos numeradores: 1 = A(x + 1)? 4 Bx(x+ 1) + Dx. En esta identidad sustituimos
X por tres valores:

n x=0=A=1.

s x=—1=—=D=-1.

m x=1—1=4A+2B+ D, de donde B = —1.
Para terminar, sustituimos y tomamos primitivas:

1 1 1 1 1
—=dx= <—— — >d =1 -1 |+ —+4C.
/x(x-l—l)2 * / x x+1  (x+1)2 x=Inj] —Injx+ |+x+1+

Ejercicio 2.2.20. Calcula las siguientes primitivas:

1 2x
. ; . ;
() /4x2—4x+5 * () /x2+2x+10 o
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SOLUCION. (i) El denominador de la fraccién racional dada es un polinomio de grado 2

sin raices reales. Tenemos:

1 1

1 1
4x2 —4x+5 4 xz—x—}—g 4 (x_l)2_|_1

1 1 1 1 1
—dx:—/—dx:—arctan< ——) +C,
/4x2—4x+5 4 (x—%)2+1 4 )

donde la dltima primitiva la hemos resuelto mediante el cambio de variable t = x — 7

luego

(i1) El denominador de la fraccién racional es de nuevo un polinomio de grado 2 sin
raices reales. A diferencia del apartado (i), en este caso el numerador no es constante y

operamos de la manera siguiente:

2x B 2x+2 2
242x+10  x24+2x+10 x24+2x+10

luego

/ 2x J / 2x+2 d / 2 d
—_—dx= | ————dx— | ———dx=
x24+2x4+10 x24+2x4+10 X2 4+2x+10

2
:hm#+zm+my—/

——d
x2+2x+10 o

Esta ultima primitiva la calculamos mediante el procedimiento del apartado (1):

2
- =  dx=f-—=
/x2+2x+10 * /(x+1 +9 9/ %

1 1
Realizamos el cambio de variable ¢ = )% (dt = 3 dx) y queda:

2 1
—arctan( )+C= garctan <x+ ) +C.

/)2+2x+10 9 r2+1
Por tanto:

x+1

2 2
/—xdx = In(x?> +2x+10) — 3 arctan (

C.
212x 110 >+
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2.3. Integrales impropias

Contenidos

» Integrales impropias en intervalos no acotados.

= Criterios de Comparacion.

Teoria
En esta leccion estudiamos las integrales impropias de funciones continuas definidas
en intervalos cerrados pero no acotados.
Definicion 2.3.1. Sea f : [a,o0) — R una funcién continua. Para cada b > a podemos
considerar la integral / ’ f(x)dx. Si existe el limite
’ b

lim | f(x)dx=LeR

b—oo J g

entonces escribimos

/:f(x)dx:L

y decimos que la integral impropia / f(x)dx converge. En caso contrario, decimos que
a

dicha integral impropia diverge.

y=f {x}

H=a

(e}

Si f(x) > 0 para todo x > a y la integral impropia / f(x)dx converge, entonces el
valor de dicha integral impropia es el drea del recinto co?nprendido entre la gréfica de f,

el eje OX y larecta x = a.
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Observacion 2.3.2. Sean f : [a,o0) — R una funcion continua y ¢ > a. Entonces:

/ f(x)dx converge <— / X)dx converge.

En talcaso,/ dx—/ flx dx+/

Demostracion. Basta observar que para cualquier b > ¢ se cumple

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(x)dx

segun la Proposicion 2.1.11. 0
Veamos un primer ejemplo de integral impropia convergente:

Ejemplo 2.3.3. La integral impropia / e *dx converge y vale 1.
0

b
Demostracion. Vamos a calcular la integral / e *dx para b > 0, buscando primero una
0

primitiva de la funcién e y aplicando después la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13).

Con el cambio de variable t = —x tenemos dt = —dxy
/exdx: /—etdt = —/e’dt =€ +C=—-e"+C,

b
/ e “dx= [—e_x}g =l (=" =1-¢""
0

asi que

Como lim e ? = 0, obtenemos

b—oo
b
lim [ e ¥dx=1lim(l—e?)=1-0=1.
b—o0 J( b—yo0
Por tanto, la integral impropia converge y / e tdx=1. 0
0

El siguiente ejemplo sera util més adelante.

< 1
/—dx
1 xP

converge para p > 1y diverge para p < 1.

Ejemplo 2.3.4. La integral impropia
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b1 1
Demostracion. Calculamos primero la integral / = dx para b > 0. La primitiva / = dx
1 X X

es inmediata:
x— P+l

1 +C si 1,
/—pdx:/x_pdx: —p+1 7
~ Injx|+C sip=1.

Aplicando la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13), deducimos:

b 1 x—p—H b b—p—H 1—p+1 b—p—H —1
1 xP -p+1]; —-p+1 —p+1 —p+1
b1 b
—dx=[Inx]| =Inb—In1=1nb.
1 X
Distinguimos ahora los dos casos.
Teniendo en cuenta que
0 sic<O
lim x¢ =
Xree o sic>0
concluimos que
b pt1 -1 ip>1
1 1 stp > 1,
lim | —dx= lim ———— = —p+1
b1 X boee =P o0 sip<l.

=1
Por tanto, la integral impropia / —pdx converge para p > | y diverge para p < 1.
1 X

=1
La integral impropia / —dx diverge, ya que
1 X

b
lim —dx = lim Inb = oo.
b—e J1 X b—roo
Esto completa la demostracion. ]

A veces, estudiar la convergencia de una integral impropia directamente (es decir,
usando una primitiva) puede ser complicado o incluso imposible, como ocurre con la
R R . . . .
funcion e (véase el Ejemplo 2.3.6 de abajo). En tales casos, se necesitan métodos

indirectos, como los que presentamos en las dos proposiciones siguientes.
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Proposicién 2.3.5 (Criterio de Comparacion I). Sean f, g : [a,o) — R dos funciones con-
tinuas tales que 0 < f(x) < g(x) para todo x > a. Se cumple:

(i) Si / g(x)dx converge, entonces / f(x)dx también converge.
a a

(ii) Si / f(x)dx diverge, entonces / g(x) dx también diverge.
a a

Ejemplo 2.3.6. La integral impropia / e " dx es convergente. Utilizando matemdticas
0

mds avanzadas se puede demostrar que dicha integral impropia vale B

Demostracion. Segin la Observacion 2.3.2, basta demostrar que la integral impropia
* 2 . . -
/ e " dx converge. Para ello, vamos a aplicar el Criterio de Comparacion I a las fun-
1
. 2 .
ciones f(x) =e ™ y g(x) = e*. En primer lugar, veamos que
2

0<e ™ <e™* paratodox>1. (2.20)

En efecto, la desigualdad 0 < e se cumple porque ¢’ > 0 para todo ¢ € R. Por otro lado,

tenemos

donde == es consecuencia de multiplicar por x la desigualdad x > 1, mientras que N
se deduce del hecho de que la funcién ¢’ es creciente.

Por otro lado, la integral impropia / ) e *dx converge (véase el Ejemplo 2.3.3 y la
Observacion 2.3.2). En vista de (2.20), 1podemos aplicar eleriterio de Comparacion I
(Proposicion 2.3.5) para deducir que la integral impropia /1 e dx también converge,

como se queria demostrar. [

Proposicién 2.3.7 (Criterio de Comparacién II). Sean f,g : [a,0) — R dos funciones

continuas no negativas tales que existe:

C= limM € RU{eo}.

x> g(x)
Se cumple:

(i) SiC=0y / g(x)dx converge, entonces / f(x)dx también converge.
a a
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(o)

(ii) SiC=o0y / f(x)dx converge, entonces / g(x) dx también converge.
a a

(iii) Si C € (0,0) entonces

/ f(x)dx converge <= / g(x)dx converge.
a a

Ejemplo 2.3.8. La integral impropia / dx es convergente, mientras que la inte-
1

1
« X

gral impropia / ————— dxes divergente.
1 x=+x+1

|
Demostracion. Segun hemos visto en el Ejemplo 2.3.4, / — dx converge. Como
1 X

x
lim X1 1,
X—>o0 l

3

el Criterio de Comparacion II garantiza que / dx converge. Por otro lado, la
1

| *+1
integral impropia / —dx diverge (Ejemplo 2.3.4). Como
1 X

X
lim X2tx+1 =1
X—yoo l ’
X
el Criterio de Comparacién II nos dice que / 2; dx diverge. ]
1 x*+x+1

Finalizamos la leccién introduciendo el concepto de integral impropia para funciones
definidas en todo R o en intervalos de la forma (—oo,b].
Definicion 2.3.9. Sea f : (—oo,b] — R una funcion continua. Para cada a < b podemos

b
considerar la integral / f(x)dx. Si existe el limite
a
b
lim | f(x)dx=LeR
a——o |,

entonces escribimos

/b f(x)dx=L

—o0
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b
y decimos que la integral impropia / f(x)dx converge. En caso contrario, decimos que
dicha integral impropia diverge.
Definicion 2.3.10. Sea f : R — R una funcion continua. Decimos que la integral impropia

oo 0 oo
/ f(x)dx converge si las integrales impropias / f(x)dxy / f(x)dx convergen. En
=) —oo 0

tal caso, escribimos
o0 0 o0
/_wf(x)dx: /_wf(x)dx—I—/O f(x)dx.

En caso contrario, decimos que la integral impropia / f(x)dx diverge.

—o0

)

Ejemplo 2.3.11. La integral impropia / dx converge y vale T.

N
0
Demostracion. Vamos a comenzar estudiando la integral impropia / T dx con la
e 1 4x
ayuda de la primitiva (inmediata)
1
/—dx = arctanx +C.
1+ x2
Dado a < 0, podemos aplicar la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) obteniendo
0 1 0
/ ——=dx = [arctanx} = arctan(0 — arctana = —arctana.
a 1 + xZ a
. T .
Como lim arctanx = ——, deducimos que
X—>—00 2
[0 ) m
i [ = i (Caron) =
: : .01 T
luego la integral impropia / dx converge y vale —.
I 2
|
De manera similar, se puede comprobar que la integral impropia / T dx con-
0 X

/4 |
verge y vale 7 Por tanto, la integral impropia /

T dx converge y
oo 1+ x

I | 0 1 I | T T
dx = d dr=—>+2%_ 71
/w1+x2 o /m1+x2 IR T,
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Ejercicios

Ejercicio 2.3.12. Determina si las siguientes integrales impropias convergen y, en tal

caso, calcula su valor:

o1 U A o [ 1 Y x
(z)/l _x+2dx (zl)/0 xe “dx (zzz)/e x—(lnx)zdx (iv) /_wl+x2dx

SOLUCION. (i) Comenzamos calculando una primitiva de

mediante el cambio

|
Vx+2

de variable t = x + 2, de manera que dt = dx y asi:

|
/ +2dx:/t_]/2dt:2\/?+C:2\/x+2+C.
X

1
x+2

dx en

b
Ahora aplicamos la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) para calcular /
1

funcién de b > 1:

dr=[2vx+2)  =2vb+2-2V/T+2=2(Vb+2—-3).

b1
/1 Vx+2

Finalmente, como 1im 1/x = oo, obtenemos

X—yo0
b1
lfm/ dx = lim 2(Vb+2—/3) = oo,
b—e J1 x+2 b—yeo
. . (1 .
luego la integral impropia / dx diverge.
1 Vx+2

(i1) Calculamos la primitiva / xe " dx mediante integracién por partes, tomando
u=x y dv=e “dx.
Entonces du = dxy v = —e*. Aplicando la férmula de integracién por partes, obtenemos
/xe_xdx = —xe ' — / —e tdx=—xe " —e " +C=—e""(x+1)+C.

Ahora utilizamos la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) para calcular la integral de la

funcion xe™ en el intervalo [0, 5], siendo b > 0 arbitrario:

b+1
eb

b
/ xe ¥dx=[—e F(xtD)]g=—e b+ 1)+ 0+ 1) =—e P (b+1)+1=——+1.
0
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Como lim 5
b—oo €

1
= 0 (por la Regla de L"Hopital, Teorema 1.3.6), deducimos:

b b+1 b+1
lim | xe *dx = lim <— —Z —|—1>:h’m— —: +1=0+1=1.
b— J( b—roo e b—soo e

Por tanto, la integral impropia / xe “dx converge y vale 1.
0

1
(ii1) En primer lugar, hallamos la primitiva de w mediante el cambio de variable
x(Inx

1
t = Inx. Entonces dt = —dx y, sustituyendo, nos queda
X
1 1 1 1
————dx= [ 5dt=—-4+C=——+C.
/)c(lnx)2 * /t2 al nx

b1
En segundo lugar, dado cualquier b > e, calculamos / w dx mediante la Regla de
e x(Inx

Barrow (Teorema 2.1.13):

/b Lo 11" R B
e xx)2 " | TInx], T b Ine  Inb '

e

Finalmente, tomamos limites cuando b — o<:

b 1 1
Ii ——dx=1 ——+1|=lim——41=04+1=1.
b Jo x(Inx)2 " b1—r>13<=( b > oy T 0T
Luego la integral impropia / ———=dx converge y vale 1.
e x(Inx)?

dx mediante el cambio de variable t = 1 + x2.

(iv) Calculamos la primitiva / 7 j_cxz

En efecto, tenemos df = 2xdx y, sustituyendo, queda:

x 11 11 1 In(14x2)
dx= [ =—dt=~ [ —dt=-In|t| +C= ———~+C.
/1+x2 =) 2 2/t pInlrl+ 2

Fijado a < 0, podemos aplicar la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) obteniendo:

2 2 2

/0 x_ o[+ " (140 In(l+a?)  In(1+d?)
a 142277 2 . '

Tomando limites cuando a — —oo, tenemos:

/0 x In(1+a?)
a

lim
a——oo

1 +x2 dx = aglllw——z = —oo,
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0

asf que la integral impropia / dx diverge. [

e 1 12

Ejercicio 2.3.13. Determina si las siguientes integrales impropias convergen y, en tal

caso, calcula su valor:

. o lnx .o e —3x con e —x . 0 1
(i) / —dx (ii) / e dx (iii) / e “senxdx (iv) / dx
e X 0 0 —o0 4+X2

SOLUCION. (i) Para calcular la primitiva utilizamos el cambio de variable ¢ = Inx. En-

tonces dt = —dx y sustituyendo obtenemos:
X

1 1? Inx)?
/ﬂcdx:/zdz:—ﬂrz (nx)” | ¢
X

2 2

b1
En segundo lugar, para cada b > e calculamos la integral / nx dx mediante la Regla de
e X

Barrow (Teorema 2.1.13):

/blnx {(IM)ZY _(np)> (ne)® _ (Inb)* 1

2 2 2 T 2 o

Finalmente, tomamos limites cuando b — oe:

b1 Inb)?> 1
tim [ g = qm 7L
b e X b—oo 2 2

|
luego la integral impropia / Ea’x diverge.
e X
(i1) Haciendo el cambio de variable t = —3x, tenemos dt = —3dxy

1 t —3x
/e_3xdxz—§/€tdl=—e—+C=—e +C.

3 3

b
Para cada b > 0, calculamos la integral / e dx aplicando la Regla de Barrow:
0

—3x1b _ _
/be3de: {_e 3x:| e 3b+£: —e 3b.
0 0 3

3

Tomando limites cuando b — oo, obtenemos:

b 1—e 30 1
lim | e 3*dx = lim = .
b—o Jo [ 3 3
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1
3
(iii) La primitiva [ e *senxdx se puede calcular mediante el método de integracion

Por tanto, la integral impropia converge y / e dx =
0

por partes. Alternativamente, vamos a utilizar la primitiva

e*(senx — cosx)
2

que ya habiamos obtenido en el Ejercicio 2.2.14(iv) (usando integracion por partes).

+C (2.21)

/ex senxdx =

Aplicamos el cambio de variable t = —x a la primitiva original. Entonces dt = —dxy

sustituyendo nos queda:

/e_xSCHde: _/et sen(—1)dt (2 /e’ sentdr “2"

221) e’ (sent — cost) o= e *(sen(—x) — cos(—x)) Lc () e *(senx+cosx)

2 2 2

donde las igualdades con () son consecuencia de que la funcién seno es impar y la

+C,

funcion coseno es par, es decir, sen(—a) = —sen@ y cos(—a) = cos & para todo o € R.
Ahora, para cada b > 0, aplicamos la Regla de Barrow para obtener

b —x b
_ e “(senx—+ cosx
/ e Ysenxdx = [— ( ) =
0

2 0
B _e’b(senb—i—cosb) ®(sen0+cos0)  1—e ?(senb+cosh)
2 2 B 2 '

Como lim e~ ?

b—roo

|senb+cosb| < |senb|+ |cosb| <2 paratodob € R,

también se cumple lim e ~?(senb + cosb) = 0. Por tanto:

b—oo
b 1—eP(senb b) 1
lim [ e *senxdx= lim e”"(senb+ cosb) = _.
b—e0 J0 b—so0 2 2

Asi, la integral impropia converge y / e ‘senxdx = 5
0

1
(iv) Aplicamos el cambio de variable t = )—26, de manera que dt = 3 dxy

1 I W | : N
/4+x2dx:2/4+4r2dt:5/1+r2dt:EarCta“”C:EarCtan(E)*C'
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1
4+ x?

0
Dado cualquier a < 0, calculamos la integral / dx mediante la Regla de Barrow:
a

/0 1 J 1 . (x) 0 tan (0) 1 . (a) 1 . (a)
— _dx=|-arctan ( = = —arctan (0) — —arctan ( = ) = ——arctan ( = ) .
0 4+ 22 2 2 a 2 2 2 2 2

Finalmente, tomamos limites cuando a — —oo:

0 1 1 T
Iim dx= lim —Earctan (6—l> :Z.

a——Jq 4+ x2 a—r—oo 2
Luego la integral impropia converge /O ! dx = r []
u i 1 \% xX=—.

Ejercicio 2.3.14. Estudia la convergencia de la siguiente integral impropia en funcion

del valor del pardmetro p, que puede ser un niimero real cualquiera:

©° 1
—d
/e x(Inx)? *

. 1
SOLUCION. En primer lugar, hallamos la primitiva / W dx mediante el cambio de
x(Inx

. 1 .
variable t = Inx. Entonces dt = — dx y al sustituir obtenemos:
X

t*p+1 1 *p+l
i 1 sip#£1 (00~ G 41
/ dx:/—dt —{ —p+1 —{ —pr1
x(Inx)P tP . .
In |z sip=1 In|Inx| sip=1

En vista de este resultado, vamos a distinguir dos casos.

CASO p # 1. Para cada b > e, aplicamos la Regla de Barrow para calcular

/b L _{(lnx)_l’“r_(lnb)_l’“ (ne) 7" _ (Inb) "' 1
e B . —p+l —p+1 —p+1  p—1

x(Inx)P —p+1 B

Teniendo en cuenta que

0 sip>1
lim (Inb) 7+ = P
b—reo o sip<l1
deducimos:
b — sip>1
lim de=< p—1

o P ,
b—ooJe x(Inx) - sip<l
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Por tanto, la integral impropia / dx converge si p > 1y diverge si p < 1.
e

x(Inx)?
CASO p = 1. Para cada b > e, aplicamos la Regla de Barrow para calcular

/b de = [ln(lnx)]f =1In(Inb) —In(Ine) = In(Inb).

xlnx

Tomando limites cuando b — oo, resulta que

b
1im dx = lim In(Inb) = oo,
b= Jo xInx b—soo
: : 1 :
luego la integral impropia / —— dx diverge. [
e Xlnx

Ejercicio 2.3.15. Demuestra que las siguientes integrales impropias convergen y calcula

su valor: 0
(i) / x?e* dx (ii) / 3 *cosxdx
o 0

SOLUCION. (i) Calculamos la primitiva mediante integracién por partes eligiendo u = x?
3x
e

y dv = e** dx, de manera que du = 2xdx, v = =Y asf:

2 3x
2
/x2e3xdx:/udv:uv—/vdu=x§ — 2 [ xe*dx.

A esta ultima primitiva le aplicamos el método de integracion por partes tomando u = x 'y
3x

dv = e dx, asi que du = dx, v = % y nos queda:

3x 3x
1
/xe3xdx:/udv:uv—/vdu:xe3 ~3 e3xa’x:)%—%+c,

Por tanto:

2 3x 2 3x 3x 3x 2 o)
/xze3xdx=x§ —§<xe3 —%)+C:e—(x2——x+—>+C.

A continuacidn, para cualquier a < 0, calculamos la integral en el intervalo [a,0]:

0 3x 0 3a
2 3x e 2 2x 2 2 e 2 2a 2
dx= | — —— 4+ = = — —— T = .
Axe X {3()6 3+9>L 7 3(a 3+9
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Aplicando la Regla de ’Hopital (Teorema 1.3.6), se comprueba facilmente que

3a 2 2
lim e—(az——“+—) —0

0 3 379
y, por tanto,
0 2 3xd 2
Ii = —.
4 IIIIOO ; X e X 27

0 2
Luego la integral impropia / x*e ¥ dx converge y vale T

(i) Para calcular la primitiva, aplicamos el método de integracién por partes eligiendo

u=3""ydv=cosxdx, de manera que du = —In3-3"*dx, v =senx y nos queda:
/3xcosxdx = /udv =uy— /vdu =3 senx+ln3/3x senxdx. (2.22)

A esta tultima primitiva le podemos aplicar de nuevo el método de integracion por partes

eligiendo u = 37"y dv = senxdx. Entonces du = —In3-3""dx, v= —cosx y asi:

/3xsenxdx: —3xcosx—ln3/3xcosxdx. (2.23)

Llamando I = / 3 *cosxdx y sustituyendo (2.23) en (2.22), deducimos la ecuacién:
[=3"senx+1In3-(—3"*cosx—In3-I).

Despejando / en esta ecuacidn, obtenemos la primitiva buscada:
37*(senx —In3-cosx)
1+ (In3)?2

A continuacidn, para cualquier b > 0, calculamos la integral en el intervalo [0, b]:

+C.

/3_" cosxdx =

/b 3% cosdx — 3~ (senx—1In3-cosx) " _ 37"(senb—1n3-cosb) N In3
0 B 1+ (In3)2 0 1+ (In3)2 1+ (In3)?

Finalmente, como bh’m 370 =0 y
—>00

|senb —In3-cosb| < |senb|+In3|cosb| < 1+In3 paratodo b >0,

también tenemos 1im 37?(senb —In3 - cosh) = 0 y asi deducimos que

b—yo0
b In3
I 37 dx= ————..
e Jo T T T (1n3)?
Por tanto, la integral impropia / B 37*cosxdx es convergente y vale ln—3 ]
- 1a Integral Impropia | B Y N T (m3)2
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Ejercicio 2.3.16. Utiliza los Criterios de Comparacion para determinar si las siguientes

integrales impropias convergen:
i [ L4 (i) [ 2 4
I —dx i —dx
1 V1+x3 0 V1+x2

*° X < ssenx\ 2
iii dx  (iv / (—> dx
(i) /1 T i [ (=
SOLUCION. (i) Tenemos

1
3
1im Y1E 1 e (0,00).

x—oo  x—3/2

< 1
Como / 3—/2dx converge (Ejemplo 2.3.4), el Criterio de Comparacién II (Proposi-
1 X

cion 2.3.7) asegura que la integral impropia dx también converge.

bl 1
/1 V1+x3

(i1) Observamos en primer lugar que

2
. 1+x2 -
)}1_r>r010—1 =2¢ (0,00).
X

1
Como / —dx diverge (Ejemplo 2.3.4), podemos aplicar el Criterio de Comparacion 11
1 X

(Proposicion 2.3.7) para deducir que / dx también diverge. Segin la Observa-
1

1 +x?
cién 2.3.2, esto dltimo equivale a decir que la integral impropia /
0

2 dx diverge
x div .
V1+x2
(i11) Tenemos
X

oV 14+xT

Teniendo en cuenta que / 5—de converge (Ejemplo 2.3.4), el Criterio de Compara-
1 X

X

V14+x7

cion II (Proposicion 2.3.7) nos asegura que / dx converge.
1

(iv) Para cualquier x # 0 tenemos:

senx\ 2 senx)?
—1<senx<1 — (senx)2 <l = (_x> = ( zx) <
X X

1
x2
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=1
Como / — dx converge (Ejemplo 2.3.4 y Observacion 2.3.2), el Criterio de Compara-
X

T

o 2
cion I (Proposicion 2.3.7) garantiza la convergencia de / <m> dx. ]
T X

Ejercicio 2.3.17. Justifica razonadamente si es cierta o falsa la siguiente afirmacion: “La

region a la derecha del eje OY, comprendida entre la grdfica de la funcion f(x) = xe ™

y el eje OX, tiene un drea infinita.”

SOLUCION. Como f(x) > 0 para todo x > 0, la pregunta es equivalente a determinar si
la integral impropia / ) f(x)dx diverge. Si intentamos calcular la primitiva de f(x) nos
encontramos con dificultades, asi que vamos a abordar el problema mediante el Criterio
de Comparacion I (Proposicion 2.3.5). Observamos que

3 2 3 2
>l = > = eV <ed = xe ¥ <xe¥. (2.24)

X

. ., 52 e,
Definimos la funcién g(x) = xe ™ . Vamos a comprobar, usando la definicién, que la

integral impropia g(x)dx es convergente. En efecto, mediante el cambio de variable
1
t = —x? (dt = —2xdx) calculamos la primitiva:
1 1 1
/xe_x2 dx = —E/e’dt = —Eet +C= —Ee_xz +C.

Para cualquier b > 1, la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) nos da

L. L, 12
Tomando limites cuando b — o, como lim e b — 0, obtenemos

b—roo
2
. b e l_e? 1
lim xe Vdx=1m —m = —.
b—oo J1 b—soo 2 2e

Por tanto, / g(x) dx converge. Teniendo en cuenta (2.24) y el Criterio de Comparacién 1,
1

deducimos que / f(x)dx converge. Luego / f(x)dx también converge (aplicamos la
1

Observacion 2.3.2). Asi que la afirmacion del enunciado es falsa. ]
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2.4. Aproximacion mediante métodos numéricos

Contenidos

= Método del Trapecio.
= Método de Simpson.
= * Anexos: Métodos de Monte Carlo.

Teoria

Esta leccion se dedica al estudio de algunos métodos numéricos que permiten calcular

b
aproximadamente la integral / f(x)dx de una funcién continua f : [a,b] — R.
a

Método del Trapecio

= Dado n € N, sea ¢(x) la funcién interpoladora lineal a trozos de f(x) en los puntos

de abscisas 5
xr=a+k a, k=0,1,...,n,
n

que dividen el intervalo [a,b] en n subintervalos [x;_1,x;| de longitud l%.

= Fijado uno de estos subintervalos, podemos aproximar

/:k f(x)dx%/xx}( 0(x) dx.

k k
Es sencillo comprobar que

[ =22 () +50)

X
Si f(x) > 0 para todo x € [x;_1,xx], entonces £(x)dx es el area de un trapecio
Xk—1
de altura 1% y bases f(xx_1) y f(xx), véase la Figura 2.8 en la pagina 130.
= Si repetimos el procedimiento en cada subintervalo [x;_1,x;], obtenemos la siguien-

te estimacion de la integral de f en [a,b]:

b noox n o
/af<X)dx:/;1/ 1f(x)abczz:/ {(x)dx =

Xk— k=1"*k—1
b—a
2n

(F(@) + 2 (1) + ...+ 2f (n 1) + £(B)).
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in{x"2)+1

Figura 2.8: Graficas de f(x) = sen(x?) 4 1 y la funcién lineal que coincide con f en 0 y 2. En violeta, el
trapecio delimitado por la gréfica de dicha funcion lineal, el eje OX y las rectas x =0y x = 2.

Si f(x) > 0 para todo x € [a,b], la estimacion anterior es la suma de las dreas de n

trapecios, véase la Figura 2.9.

in{u"2)+1

Figura 2.9: Método del Trapecio aplicado a f(x) = sen(x?) + 1 en [0,2] con n = 2 subintervalos.

b
Proposicion 2.4.1 (Férmula del Método del Trapecio). La aproximacion de / f(x)dx
a

que se obtiene mediante el Método del Trapecio con n subintervalos es:

b—a

2n

Trapecio,(f) = (f(a)+2f(x1)+...+2f(xn_1) + f(B)).
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Veamos un ejemplo:

21
Ejemplo 2.4.2. Calculamos aproximadamente In2 = / —dx mediante el Método del
1 X

Trapecio con 3 y 5 subintervalos, respectivamente.
. . 1 .
Solucion. Trabajamos con f(x) = —. Comenzamos con n = 3 subintervalos. Entonces
x

4 5

xo =1, X=z =3 x3=2

y la aproximacidn obtenida aplicando la férmula del Método del Trapecio es

Trapecios (f) = 22—_31 (f(l) +2f (g) +2f (g) -|-f(2)> =

1 3 3 1 7
6( Tt 5+2) T
Por otro lado, en el caso de n = 5 subintervalos tenemos
6 7 8 9
xo=1, =3 X=3 MW=3 XM=3, x5 =2.

La aproximacién que da la férmula del Método del Trapecio es

. 2—1 6 7 8 9
Trapecios(f) = 55 <f(1)+2f (5) +2f (5) +2f (5) +2f (5) +f(2)) =
1 5 5 5 5 1 1753
— (1422422 422 122 1 2 ) = 2527 — 0.69563492063492.
10(+ 6+ 7+ 8+ 9-1-2) 7520 0.6956349206349

Esta aproximacion es mejor que la obtenida con n = 3: el valor exacto (redondeado a 14
cifras decimales) de In2 es 0.69314718055995. L]

b
A la hora de aproximar / f(x)dx mediante el Método del Trapecio, surgen algunas

a
preguntas que debemos responder:

/ ’ f(x)dx —Trapecio, (f)| pa-

(1*) ;Podemos dar una cota superior del error absoluto

ra valores concretos de n?
(2% Fijado cualquier € > 0, ;podemos determinar un nimero n de subintervalos para

que dicho error sea menor que £?
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La proposicién siguiente ayuda a responder estas preguntas.

Proposicién 2.4.3 (Error en el Método del Trapecio). Si f es de clase €% en [a,b] y M >0

es una constante tal que |f" (x)| < M para todo x € |a,b), entonces

(b—a)’
12-n2

-M para todo n € N.

/bf(x) dx— Trapecion(f)’ <

Por tanto: Y
lim Trapecio,,(f) = / f(x)dx.
a

n—soo

Vamos a ilustrar este resultado con un par de ejemplos.
Ejemplo 2.4.4. Determinamos el niimero n de subintervalos necesarios para aproximar
21
In2 = / — dx mediante el Método del Trapecio con error absoluto menor que 10™4.
1 X
. . . 1 /! 2 2 !/ /!
Solucion. La segunda derivada de f(x) = — es f"(x) = —, asf que | f"(x)| = f”(x) para
X X
todo x > 0. Como | f”'(x)| es estrictamente decreciente en (0, ), tenemos
I (x)] <|f"(1)]=2 paratodox>1.
Por tanto, M = 2 cumple |f”(x)| < M para todo x € [1,2].
Segun la acotacion del error en el Método del Trapecio (Proposicion 2.4.3), tenemos

/21d Trapecio, (7)< B2V = ! todon € N
| 5 x—Trapecio, < o2 M= para todo n € N.

Asi, para encontrar un n € N que cumpla

21
/ —dx—Trapecion(f)‘ <1074
1 X

: 1
s6lo necesitamos encontrar un n € N tal que o < 10~*. Observamos que
n

1t — 1—04<n2 - 00
6n2 6 3 3 ’

/5000
Como = ~ 40.8, podemos tomar n = 41 para obtener

21
/ —dx—Trapeci041(f)’ <1074,
1 X
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Aplicando la férmula del Método del Trapecio con n = 41 (Proposicion 2.4.1), podemos
calcular Trapecioy; (f) = 0.69318435804588. O

1
Ejemplo 2.4.5. Calculamos aproximadamente / sen(xz) dx mediante el Método del Tra-
0

pecio con error absoluto menor que 1073,

Solucién. Trabajamos con la funcién f(x) = sen(x?). Derivando dos veces, tenemos:
f'(x) = 2xcos(x?), F"(x) = 2cos(x?) — 4x* sen(x?).

Para cualquier x € R se cumple

(1)
| (x)] = [2cos(x?) —4x?sen(x?)| < [2cos(x?)| + |[4x? sen(x?)| =
(2)
= 2|cos(x?)| +4x?|sen(x?)| < 2+4x>. (2.25)

En efecto, (1) es consecuencia de la desigualdad triangular, mientras que (2) es consecuen-
cia de que |seno| < 1y |cosa| <1 para todo o0 € R. Combinando (2.25) con el hecho
de que 2 +4x? < 6 para todo x € [0, 1], deducimos que | f”(x)| < 6 para todo x € [0, 1], asi
que podemos tomar M = 6 en este ejemplo.

En vista de la Proposicion 2.4.3, tenemos

(1-0)3 1
WM =57 para todo n € N.

1
/ sen(x*) dx — Trapecio, (f) ‘ <
0

Por tanto, para encontrar un n € N que cumpla

1
/ sen(xz)dx—Trapecion(f)‘ <1073
0

1
basta encontrar un n € N tal que ) < 1073. Observamos que
n

1 3 100,
ﬁ<10_ <— 7<n < 500 < n.
n

Asi, podemos tomar n = 23 (1/500 ~ 22.3) para obtener

1
/ sen(x?) dx — Trapecio,; ()| < 1072,
0

Finalmente, calculamos la aproximacion aplicando la férmula del Método del Trapecio
con n = 23 (Proposicién 2.4.1): Trapecio,s(f) = 0.31043860088117. O
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Método de Simpson

El método se basa en la aproximacién de f(x) mediante interpolacién a trozos utili-

zando polinomios de grado 2. Para ello introducimos la siguiente definicion:

Definiciéon 2.4.6. Liamamos funcion interpoladora cuadratica a trozos de f en los

puntos de abscisas

a=xg<x1<...<xp3;=0b

a la funcion € : [a,b] — R definida a trozos que, para cada k = 1,...,n, coincide en

todo el intervalo [xa_7,xx] con el polinomio interpolador de f en los puntos de abscisas

{x2k—2;x2k—l ,ka}.

DESCRIPCION DEL METODO DE SIMPSON:

Dado n € N, sea % (x) la funcién interpoladora cuadrdtica a trozos de f(x) en los
puntos de abscisas

b—a
2n

Xxi=a+i i=0,1,...,2n.

Fijado un subintervalo de la forma [xy;_2,x2¢], podemos aproximar

X X2,

2k k
flx)dx~ € (x)dx.
Xok—2 X2k—2
La expresion de % (x) en este subintervalo se puede calcular facilmente y, a partir
de dicha expresion, se puede evaluar la integral
X2k b—a

€ (x)dx = r (f (2k—2) + 4 (xak—1) + f(x2x))-

X2k—2 6

Si repetimos el procedimiento en cada subintervalo [xp;_2,x2;|, obtenemos la si-

guiente estimacion de la integral de f en [a,b]:

X2k

/abf(x)dx:é/x:;:f(x)dxxé/x2 % (x)dx =

2k—2

4 n n—1
:b6n <f(a)+42f(x2k1)+2Zf(x2k)+f<b)>'
k=1 k=1

Véanse las Figuras 2.10 en la pagina 135 para una ilustracion grafica del método.
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Apraximacion de la integral por el método de Simpson

3 , ;

sin{ 2%sqgrt(x))+2
25
2
15
1
0.5
0

0 2 4 & 3 10

Apraximacion de la integral por el método de Simpson

3 . . , .

sin(2*sqrt(x))+2
25
2
15
1
05
0

0 2 4 § ] 10

Figura 2.10: Método de Simpson aplicado a f(x) = sen(2y/x)+2en[0,10] conn=1yn=2.
b
Proposicion 2.4.7 (Férmula del Método de Simpson). La aproximacion de / f(x)dx
a
que se obtiene mediante el Método de Simpson con n pardbolas es:

a

. n n—1
Simpson,,(f) = ”6n (f(a) +4 Y flo-1)+2 Y fl) +f(b)> :
k=1 k=1

A continuacion aplicamos el Método de Simpson a la integral del Ejemplo 2.4.2.

21
Ejemplo 2.4.8. Calculamos aproximadamente In2 = / —dx mediante el Método de
1 X

Simpson con 2 y 4 pardbolas, respectivamente.
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1
Solucion. Sea f(x) = —. Tomando n = 2, tenemos
x

5 3 7

xo=1, xl:é_l’ xzzi, X3:Z, X4 =2,

y la aproximacion obtenida aplicando la férmula del Método de Simpson es

Simpson, (f) = 26;21 (f(l) +4f (2) +4f G) +2f G) +f(2)) —

1 4 4 2 1 1747
=1 (1—1—4-5—1—4-?—1—2-54—5) = 5520 =0.693253968253968.
Por otro lado, en el caso de n = 4 tenemos
1 -9 - 5 11 B 15 _5
XO— Y x1_87 x2_47 x3_87 x7_8a x8_ .

Calculamos la aproximacién que nos da el Método de Simpson:

4

[\
—

(F(1)+4f (x1)+4f (x3) +4f (x5) +4f (x7)+
+2f (x2) +2f (x4) +2f (x6) + £(2)) = 0.693154530654531.

Simpsony(f) =

@)

Esta aproximacién es mejor que la obtenida con n = 2: el valor exacto (redondeado a 14
cifras decimales) de In2 es 0.69314718055995. Observamos ademds que la aproximacion
Simpson, (f) (que requiere 5 evaluaciones de f) ya es bastante mejor que la aproximacién
Trapecios(f) (obtenida en el Ejemplo 2.4.2 y que requiere 6 evaluaciones de f). ]

Disponemos del siguiente resultado para controlar el error cometido al aproximar in-

tegrales mediante el Método de Simpson.

Proposicién 2.4.9 (Error en el Método de Simpson). Si f es de clase €* en [a,b] y M >0

es una constante tal que | f* (x)| < M para todo x € [a,b], entonces

M para todo n € N.

b )
/a f(x)dx—Simpsonn(f)‘ < IE%Z())-—(ZZL)‘"

Por tanto: ,
lim Simpson,,(f) = / f(x)dx.
n—o0 a
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1 T
Ejemplo 2.4.10. Calculamos aproximadamente la integral / cos (§x> dx mediante el
-1
Meétodo de Simpson:

(i) con 3 pardbolas, dando una cota superior del error absoluto cometido;

(ii) con error absoluto menor que 1074,

Solucion. (i) En este caso n = 3 y necesitamos evaluar la funcién f(x) = cos (%x) en
2 1 1 2
X():—l, x1:_§7 x2:_§7 X3:O, X4:§, XS:§, X6:1.
La aproximacién pedida es

Simpsons (/) = T2 5 (1) 447 (1) +4F (1) +4F (1) +2f (12) +2 (1) =

= 1.273789068348639.

Para hallar una cota superior del error absoluto de dicha aproximacién, calculamos la
derivada cuarta de f(x):

2

f(x)= —g -sen (gx> , f(x) = —% - COS <§x> ,
) = g-sen (g;c) C Y = T—; -CO8 (gx> .

Observamos entonces que la constante M = f—g cumple | f(*)(x)| < M para todo x € [—1,1]
(porque |cos a| < 1 para todo a € R). Por tanto, la Proposicion 2.4.9 garantiza que

‘/_llf(x)dx—Simpson3(f)‘ < w _ 7r_4 4

— ~0.835-1073.
180-64 16 116640

Asi, por ejemplo, una cota del error cometido con 3 paribolas es 0.84 - 1073,
(i1) Segun la Proposicién 2.4.9, se cumple

! , (1—(-1) =t =
/lf(x)dx—Slmpsonn(f) < “180-(2n) 16— 14408 para todo n € N.
T
Buscamos un n € N tal que 1420 2 <107*o, equivalentemente
p—
10777 S 09987,

1440
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Luego es suficiente con tomar n = 6. En este caso, tenemos que evaluar f en

1 5 2 1
X0 = — X1 = —— X = —— X111 = — X1y =
O Y 1 67 2 37 11 67 12 )
y la aproximacién que proporciona el Método de Simpson es
) 1—(—1
Simpsong(f) = %(f(—l) +4f(x)) + ... +4f (x11)+

+2f (x2) +...+2f (x10) + f(2)) = 1.273273046431269.
O

Los métodos de Monte Carlo de integracién numérica se basan en la utilizacién
de niimeros aleatorios para obtener aproximaciones de la integral. A diferencia de los
métodos del Trapecio y Simpson, que son deterministas, los métodos de Monte Carlo son
probabilistas y generalmente proporcionan aproximaciones distintas en cada ejecucion
del algoritmo, aunque se utilicen los mismos datos de entrada.

* Anexo A: Método de Monte Carlo I (“acertar o fallar”)

Se puede aplicar cuando f(x) > 0 para todo x € [a, D).
En primer lugar, necesitamos elegir un nimero d > 0 tal que f(x) < d para todo
x € [a,b]. Fijamos n € N (dato de entrada del algoritmo) y PROCEDEMOS:

1. Se toman al azar n puntos (x;,y;) en el rectangulo [a,b] x [0,d]. Es decir,
xi € la,b] e yi€]0,d] paratodo 1,...,n.

2. Paracadai=1,...,n comprobamos si se cumple la desigualdad “y; < f(x;)”.
Llamamos p al nimero de indices i tales que y; < f(x;).
3. Entonces

d (b—a)d (dato de salida del algoritmo)
n

b
es una aproximacion de / f(x)dx.
a
IDEA DEL METODO: Para valores grandes de n, tenemos

b
p _  dreabajo la grifica de f /a fx)dx

n " areadel rectangulo [a,b] X [0,d] ~  (b—a)d ’

véase la Figura 2.11 en la pigina 139.
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Figura 2.11: Aproximacion de la integral de f(x) = v/ 1 —x% en [—1, 1] mediante el Método de Monte Carlo |
con n = 1000 puntos y tomando d = 1. Los puntos verdes (resp. rojos) quedan por debajo (resp.
encima) de la gréfica de f.

* Anexo B: Método de Monte Carlo II (“media de la muestra’)
Fijamos n € N (dato de entrada del algoritmo) y PROCEDEMOS:
1. Se toman al azar n nimeros x; en el intervalo [a, b]. Es decir,

€ la,b] paratodoi=1,...,n.

2. Entonces

o)+ 4 )

n

(b—a) (dato de salida del algoritmo)

b
es una aproximacion de / f(x)dx.
a

IDEA DEL METODO: Para valores grandes de n,

(RSN N

n b—ala

Ejercicios

Ejercicio 2.4.11. Sea f : [0,1] — R una funcion continua tal que

/(2)-5(2) -
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Determina el valor de o sabiendo que Trapecio,(f) =2 y Trapecios(f) =

EINIEN

SOLUCION. Para n = 2, la férmula del Método del Trapecio (Proposicién 2.4.1) es

2 = Trapecio, (f) = % (f(0)+2f (%) +f(1)) = % (f(0)+2f (%) +f(1)) ,
de donde o roreas <%> o 6

Por otro lado, la férmula del Método del Trapecio para n =4 es

i 235 C) ) )
— 5 (r0+27 (3) + 1) +4a).
luego

14 = £(0) +2f (%) + (1) +4a. (2.27)

3
Sustituyendo la igualdad (2.26) en (2.27), obtenemos 14 = 8 + 4, asi que o = 7 [l

Ejercicio 2.4.12. Al aplicar el Método del Trapecio con 2 subintervalos para aproximar
2

la integral / f(x)dx (donde f(x) es una funcion desconocida), obtenemos el valor 2.
0

Si por el contrario aplicamos el Método de Simpson con una pardbola, obtenemos el
valor 4. ; Cudnto vale f(1)?

SOLUCION. Si llamamos x0 =0,x; =1yx, =2, entonces
2—-0

2 = Trapecion() = 5 (Flx)+2f(x1) + £ (1)) = 5+ (Fx0) + 2 (x1) + f(22))
luego
4= £(0)+2f(1) + £(2). (2.28)
Por otro lado, tenemos
4= Simpson, () = % (£(30) +47 (1) + (1)) = - (f(30) +47 (1) + (22)),
asi que
6=r(0)+4f(1)+f(2). (2.29)

Si restamos (2.28) a (2.29), obtenemos la igualdad 2 =2f(1), por lo que f(1) =1. [
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Ejercicio 2.4.13. Demuestra que

b
Simpson, (f) = / f(x)dx
a
para cualquier polinomio f(x) de grado menor o igual que 3 y cualquier intervalo |a,b].

SOLUCION. Escribimos f(x) = Ax® + Bx*> + Cx +d. Definiendo las funciones g(x) = x>
y h(x) = Bx> + Cx+d, de manera que f(x) = Ag(x) +h(x). Es sencillo comprobar que

Simpson; (f) = A - Simpson, (g) + Simpson; (4). (2.30)

Por la propia definicién, el Método de Simpson proporciona el valor exacto de la integral
para polinomios de grado menor o igual que 2. En particular,

b
Simpson, (h) = / h(x)dx. (2.31)
a
Por otro lado, aplicando la Regla de Barrow obtenemos

/b 3 x* b pt—a*
xdx=|—| = .
a 41, 4

Y ahora el Método de Simpson aplicado a g(x) nos da:

simpson ()= (1(a) +47 (“37) + 1)) =

b—af 5 a+b\’ 3\ _b—a 3 5 ., 2,43 3
=~ a+4-( 5 ) +b T(2a+(a +3a’b+3ab” +b°) +2b°) =
b— 1
= (@4 abrab b)) = | @b+ @B +ab’ + bt —at — b - b —ab?) =
b* —a*

b
= — / Xdx. (2.32)
4 a

Sustituyendo (2.31) y (2.32) en la igualdad (2.30), deducimos

Simpson, (f) =A- /abx3dx—|—/abh(x)dx = /ab (Ax* +h(x)) dx = /abf(x)dx,

como se queria demostrar. 0
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Ejercicio 2.4.14. Se considera la funcion f(x) = sen’?(N!zx), con N € N fijo.

(i) Utiliza la Regla de Barrow para demostrar que

/Olf(x)dx: %

1 —cos(2a
[Nota: recuerda que sen” o = # para todo o € R.]
(ii) Demuestra que, si aplicamos el Método del Trapecio para aproximar esta integral,
entonces

Trapecio, (f) =0  paratodon <N.

(iii) En vista de lo anterior, ;qué ocurre cuando N es muy grande?

SOLUCION. (i) Comenzamos calculando la primitiva

1— 2N
/ sen?(N7x) dx = / COS<2 7x) dx

mediante el cambio de variable r = 2N !7x. Entonces dt = 2N!7mdx y nos queda

1 —cos(2N!mx) 1 —cost 1
dx = dt = 1 —cost)dt =
/ 2 =) TaNz 4N!7r/( cost)
1 1 x sen(2N!mx)
= m(l—sent) +C= m(ZN!nx—sen(ZN!?tx)) +C= 37 W+C'

Ahora aplicamos la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) para calcular la integral:

/lf( var= [ sen(2N'mx)]' /1 sen(2N!m-1) 0 sen2N!'m-0)\ 1
X X=l--— — B — — O — _ —
0 2 4N!m 0 2 4N!m 2 4N!m 2’
ya que sen(mm) = 0 para todo m € N.

(ii) Fijamos n € N con n < N. Para calcular Trapecio, (f) evaluamos f en los puntos

xp =—parak=0,1,...,n, obteniendo
n

f)=f (S) = sen’ (N!n%) = sen’ (%kﬂ?) =0,

N!
yaque — € Ny sen(mm) = 0 para todo m € N. Ahora aplicamos la férmula del Método
n
del Trapecio (Proposicién 2.4.1):

Trapecio, (f) = 12;n()(f(xo)+2f(x1) 4o 2f (xno1) + f(xn)) =0,
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como se queria demostrar.

(iii) Segun lo que hemos visto en los apartados (i) y (ii), el Método del Trapecio
proporciona un resultado (0) bastante alejado del valor exacto de la integral ( %) cuando se
utiliza un nimero n de subintervalos menor o igual que N. Asi, para valores grandes de N
necesitaremos utilizar muchos subintervalos para conseguir una buena aproximacion de

la integral mediante el Método del Trapecio. [

Ejercicio 2.4.15. Determina, en cada uno de los casos siguientes, el niimero n de subin-
tervalos necesarios para obtener, mediante el Método del Trapecio, una aproximacion de

la integral dada con error absoluto menor que 5 -107°:

/6 31
(i) / cosxdx (ii) / dx
—7/6 2 5—x

SOLUCION.

(i) La segunda derivada de f(x) = cosxes f”(x) = —cosx, asi que
|f"(x)| = |cosx| < 1 para todo x € R.

Por tanto, M = 1 cumple |f”(x)| < M para todo x € [=Z, Z]. Ahora, segiin la acotacién

del error en el Método del Trapecio (Proposicién 2.4.3), tenemos

(m/6+m/6)  m
12n2 © 324n2

IN

/6
' / cosxdx — Trapecio, (f )' para todo n € N.

—7/6

Por tanto, para determinar un n € N que cumpla

/6
‘/ ) cosxdx—Trapecion(f)’ <5-107°
—-7/6

3

T
s6lo necesitamos encontrar un n € N tal que <5-107%. Como
324n?
3 3.106 3.106
T _6 w7 -10 2 w7 -10
<5:-107° <= < <— 1383 = <
32472 3245 " 345 "

podemos tomar n = 139 para obtener el grado de precision deseado.
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dos veces:

(ii) Derivamos f(x) = ==

La funcién f”(x) es positiva y estrictamente creciente en el intervalo (—oo,5). En particu-

1
lar, M = f"(3) = 1 cumple | f”(x)| < M para todo x € [2,3]. La acotacién del error en el
Meétodo del Trapecio (Proposicion 2.4.3) es
(3-2)3 1

dx — Trapecion(f)‘ < 22 M= Pr para todo n € N.

Asi, para determinar un n € N que cumpla

dx — Trapecion(f)‘ <5-107°

1 12500
s6lo hay que encontrar un n € N tal que — 1872 5 <5- 107 o, equivalentemente, <n?

[12
Como & ~ 64.5, podemos tomar n = 63. [l

Ejercicio 2.4.16. Determina el niimero n de pardbolas necesarias para obtener, median-

te el Método de Simpson, una aproximacion de cada una de las integrales del Ejerci-

cio 2.4.15 con error absoluto menor que 5-1075.

3 /6
SOLUCION. (1) Comenzamos con la integral / cosxdx. Observamos que la derivada
—7/6
cuarta de f(x) = cosx es f*)(x) = cosx, asi que
1F@ (x)] = | cosx| < 1 para todo x € R.

Podemos tomar M = 1 en la acotacién del error de la Proposicion 2.4.9, obteniendo

(n/6—(-m/6)} ,_ =
180-(2n)* ~ 699840-n*

7r/6
' / x) dx — Simpson,,, ( f)‘ <
/6

para todo n € N. Por tanto, para determinar un n € N que cumpla

7r/6
‘/ x)dx — Simpson,, (f)‘ <5-107°
/6
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5

T
510 t t N tal -~ _<5.10°%.C
SO10 tenemos que encontrar un n € a que 699840-1’14 < omo

5 5 6 5 6

T -6 w0 -10 4 4/ w10
T 25000 = <pt = 3058~ <
699840 - 1* 699840-5 " 699840-5 "

podemos tomar n = 4 para obtener la precision requerida.

cuatro veces:

3
(ii) Pasamos ahora a estudiar / dx. Derivamos f(x) = 5
2

—X —X

Teniendo en cuenta que la funcién f (4) (x) es positiva y estrictamente creciente en el in-
tervalo (—eo,5), deducimos que la constante M = ) (3) = 2 cumple |f *)(x)| < M para

todo x € [2,3]. En vista de la Proposicion 2.4.3, tenemos

1
3840 - n*

/3f(x)dx—Sim son,(f)| < (3-2p 3 _ aratodon € N
> PO = 180 (2n)% "4 P '

Asi, para determinar un n € N que cumpla

/;f(x)dx—Simpsonzn(f)' <5-107°

1
s6lo hay que encontrar un n € N tal que ————— < 5-107% o, equivalentemente,
3840 - n*
4/ 100
~ 2.686.
">\ 38405

Luego podemos tomar n = 3. [l
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2.5. Apéndice: Interpolacion

Contenidos

= Polinomio interpolador.

= Interpolacion a trozos.

Teoria

En esta leccion presentamos una breve introduccién a los aspectos mds bdsicos de la
teoria de aproximacion global de funciones. En ocasiones se conocen los valores de una
funcién en un conjunto de datos y se quiere estimar otro valor de la funcidn a partir de esos
datos. Para resolver este problema, los métodos de interpolacion proporcionan polinomios
aproximadores que coinciden con la funcién en el conjunto de datos conocidos.

El teorema siguiente garantiza la existencia de dichos polinomios y proporciona una

férmula para calcularlos:

Teorema 2.5.1. Se consideran n—+ 1 puntos del plano con abscisas distintas dos a dos:

(X(),y()), (Xl,yl), RS (xn;yn)-

Entonces existe un tinico polinomio P(x) de grado menor o igual que n tal que
P(xj) =y; paratodoi=0,1,...,n.

Dicho polinomio se llama polinomio interpolador en los puntos dados y se puede calcu-

lar mediante la formula

n n
P(x) = Zy,-L,- (x), donde Li(x)= H
i=0 j=0 Xi —Xj

J#i

X—Xj

paratodoi=0,1,...,n.

Veamos un primer ejemplo de polinomio interpolador:

Ejemplo 2.5.2. Cdlculo del polinomio interpolador en los puntos (0,—1), (1,2), (2,—7)
y (3, 1)
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s
N

Figura 2.12: Polinomio interpolador en los puntos (0,—1), (1,2), (2,-7) y (3,1).

Demostracion. Eneste cason =3y x9 =0, x; =1, x, =2y x3 = 3. Por tanto:

X—X] X—Xp X—X3 1
L = . . =—x—-1)x—2)(x—3
0(x) ol a— = Dxr—=2)(x-3)

X—X9 X—Xp X—X3 1
Li(x) = : : = —x(x—2)(x—3
1()6) X1 —Xp0 X1 —X2 X]—X3 2X(X )(x )
X—Xp) X—X| X—Xx3 1
L = . . —_ _l _3
2(%) X2 —Xo X2 —X| X3—X3 ZX(X )x=3)

X—Xy) X—X X—Xp 1
L = . . =—-x(x—1)(x—2
3(%) X3—X) X3—X] X3—X 6x(x J(x=2)

Sustituyendo estos polinomios y los valores ygo = —1,y; =2, y, = —7, y3 = 1 en la férmula

del Teorema 2.5.1, obtenemos el polinomio interpolador en el conjunto de puntos dado:

203 —123x2+112x—6
6 b
véase la Figura 2.12. O

P(x) = yoLo(x) +y1L1 (x) +y2La(x) +y3L3(x) =

Los polinomios interpoladores son una herramienta util para aproximar funciones,

Ccomo veremos a continuacion.

Definicion 2.5.3. Sea f una funcion definida, al menos, en {xg,xi,...,x,} C R. Llama-

mos polinomio interpolador de f en los puntos de abscisas {xg,x1,...,X,} al polinomio

interpolador en los puntos (xo, f(x0)), (x1, f(x1)), - (X, £(30)).
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Ejemplo 2.5.4. Calculamos el polinomio interpolador de la funcion f(x) = senx+x* en

los puntos de abscisas {—7%,0,%}.
Demostracion. En este ejemplon =2y xg = %, x1 =0,x = 1. Ast:

I ( ) X—X1 X—Xp < )
0(x) = ' =
Xo—X| Xo—X 37:2

O

X—X9 X—X] 16 T
= E22 2 (o)
2()6) X2 —Xp X2 —X1 372 x+2 x

Sustituyendo estos polinomios y los valores
4 4
/4 /4 /4 1
prmng _—— oy —1 —, o O e ()7 oy <—> _ — _—
Y0 f( 2) +t1g n=r0) n=fy \/§+256

en la formula del Teorema 2.5.1, obtenemos el polinomio interpolador:

P(x) = yoLo(x) +y1L1(x) +y2La(x) =
(9:2%2 74 2724 512) 2 4 (212 4-256) -7 3 V27 ) x

3_211/2 .2

véase la Figura 2.13 para una representacién conjunta de P(x) y f(x). O

Por definicién, el polinomio interpolador coincide con la funcién en el conjunto de
puntos que se han usado para construirlo. Para analizar el error absoluto cometido al

aproximar en el resto de puntos, disponemos de la siguiente acotacion:

Proposicién 2.5.5 (Error del polinomio interpolador). Sean {xq,x1,...,x,} C R,
a =min{xp,x1,...,x,} ¥y b=max{xo,x1,...,x,}.

Sea f una funcién de clase €' definida, al menos, en el intervalo [a,b] y sea P(x) el
polinomio interpolador de f en los puntos de abscisas {xo,x1,...,x,}. Si M > 0 es una

constante tal que | £V (x)| < M para todo x € [a, b, entonces

[f(x) = P(x)] <

—x;| paratodo x € [a,D]. (2.33)
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P(xl
AN sin(x)+x* ——
2 AN
\\\
1 T A
N — et =
N ~— P
0 e
-15 -1 -05 0 05

Figura 2.13: Polinomio interpolador de f(x) = senx+x* en los puntos de abscisas {—%,0, Z}.

Ejemplo 2.5.6. Se puede comprobar que el polinomio interpolador de f(x) = senx en los

puntos de abscisas {—7,0,%} es

(64-sen (§) — 29/2) x>+ (167 -sen (§) +23/2. ) x

P(x) =
Este polinomio cumple:
T
|f(x)—P(x)| <0.182 para todo x € [—Z,g] :
Demostracion. En este ejemplo n = 2. La tercera derivada f (3) (x) = —cosx cumple

£ (x)] <1 para todo x € R. Tomando M = 1, la acotacién del error que nos da la
Proposicién 2.5.5 es:

1 T T TT
]f(x)—P(x)|SE-‘x—I—Z‘-lxl-)x—g‘ para todo x € [—Z,g}. (2.34)
Si ahora tenemos en cuenta que

’ +77:‘<37c ||<7r ‘ n’<37r ara todo e[ /4 n]
X+ — — x| < — xX—— — X -,
41— 87 4 y 81— 8 P 274

(%” es la longitud del intervalo [—%, %} ), de la desigualdad (2.34) se sigue que

1 [/3m\* 3’
1f(x) = P(x)] < = - (?ﬂ) '% - % ~ 0.181677402423632

paratodox € [—%, %] O
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Para aproximar una funcién definida en un intervalo, a veces es conveniente dividir di-
cho intervalo en subintervalos mds pequefios y aplicar, en cada uno de ellos por separado,

un método de interpolacidn: esto se conoce como interpolacion a trozos.

Definicion 2.5.7. Sea f : [a,b] — R una funcién. Llamamos funcién interpoladora lineal

a trozos de f en los puntos de abscisas
a=xpg<x1<...<x,=b

a la funcion ¢ : [a,b] — R definida a trozos que, para cadai=1,... n, coincide en todo el

intervalo [x;_1,x;| con el polinomio interpolador de f en los puntos de abscisas {x;_1,x;}.

Ejemplo 2.5.8. Sea {(x) la funcion interpoladora lineal a trozos de f(x) = cosx en los

puntos de abscisas {0, %, %, %, mt} (véase la Figura 2.14). Entonces

£(0.2) = cos(0.2) = 0.98006... y £(0.2)=0.92541...

Demostracion. Sea P el polinomio interpolador de f en los puntos de abscisas {0, % }. Es

sencillo comprobar que dicho polinomio (de grado 1) es

2V2—4
= —X
T

P(x) + 1.

Como 0.2 € [0, 7], tenemos que £(0.2) = P(0.2) = 0.92541..... O

La siguiente proposicion nos da una cota superior del error absoluto cometido al apro-

ximar los valores de una funcién mediante una funcién interpoladora lineal a trozos.

Proposicion 2.5.9 (Error de la funcién interpoladora lineal a trozos). Sean f : [a,b] — R
una funcion de clase €* y { : [a,b] — R la funcion interpoladora lineal a trozos de f en
los puntos de abscisas a = xy < x1 < ... < x, =b. Si M > 0 es una constante tal que
|/ (x)] <M para todo x € |a,b), entonces

M
70—t < 5

mix lxi —xi_1|> para todo x € [a,b]. (2.35)

.
)

Ejemplo 2.5.10. Cdlculo de una cota superior del error cometido al aproximar la funcion
f(x) = x*cosx en el intervalo [0,3] mediante interpolacion lineal a trozos, utilizando 6

subintervalos de la misma longitud.
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Figura 2.14: Funcién interpoladora lineal a trozos de f(x) = cosx en los puntos de abscisas {0, 7, %, 37”, T}

Demostracion. En este ejemplo n = 6 y los puntos a utilizar para construir la funcién
interpoladora lineal a trozos /(x) tienen abscisas

(i=0,1,...,6)

X =

de manera que |x; —x;_{|* = % paratodo i =0,1,...,6. Por otro lado,
f"(x) = (2—x*)cosx — 4xsenx.
Como |2 —x?| < 7 para todo x € [0,3] y ademis
|senx| <1, |cosx| <1,
podemos aplicar la desigualdad triangular para deducir que
| (x)] < (2 —x*)cosx| + [4xsenx| = |2 — x?| - |cosx| +4x|senx| <7-14+4-3-1=19

para todo x € [0,3]. Tomando ahora M = 19 en la desigualdad (2.35) de la Proposi-
cion 2.5.9, obtenemos:

19

1
lf(x)—£(x)| < e 0.59375 para todo x € [0, 3].

Por tanto, 0.59375 es una cota superior del error cometido al aproximar f(x) median-
te /(x) para cualquier x € [0, 3]. O
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La cota del error obtenida en el ejemplo anterior no garantiza una buena precisién en
la aproximacion. Para obtener aproximaciones razonables necesitamos aumentar bastante
el nimero de subintervalos, como ilustramos a continuacion.

Ejemplo 2.5.11. Cdlculo del niimero n de subintervalos necesarios para que, al aproxi-

2

mar la funcion f(x) = x=cosx en el intervalo [0, 3] mediante interpolacion lineal a trozos,

utilizando n subintervalos de la misma longitud, el error cometido sea menor que 0.01.

Demostracion. Para un n € N arbitrario, los puntos que usamos para construir la corres-

pondiente funcién interpoladora lineal a trozos ¢, (x) tienen abscisas

.3,
X=io (i=0,1,...,n)

9
y tenemos |x; —x;_1|* = — paratodo i =0,1,...,n. Tomando (como en el ejemplo ante-
rior) M = 19, la Proposicién 2.5.9 nos dice que
19 9 171
If(x) —lu(x)] < T 2" g Pa todo x € [0,3].

. 1 .
Ahora necesitamos encontrar un n € N tal que Fyel < 0.01 o, equivalentemente,
n

17100
n>\ —— ~46.2.
8
Por tanto, n = 47 garantiza un error absoluto menor que 0.01. [

Ejercicios
Ejercicio 2.5.12. Sea P(x) el polinomio interpolador en los puntos (0,0), (%, o), (1,3)y
(2,2). Calcula el valor de « sabiendo que el coeficiente de x> en P(x) es 6.
SOLUCION. Como P(x) tiene grado 3, lo podemos escribir como
P(x) = 6x> +ax’ +bx+c

para ciertos coeficientes a, b, c € R. Entonces:

P0)=0 = ¢=0

P(1)=3 = 6+a+b+c=3

P2)=2 = 48+4a+2b+c=2
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Resolviendo este sistema de ecuaciones, concluimos que a = —20 y b = 17. Por tanto, el
polinomio interpolador es P(x) = 6x> —20x? 4+ 17x y asi

1 1?3 1\? 117

Ejercicio 2.5.13. Dada la funcion f(x) = logs(x) se pide:
(i) Calcula su polinomio interpolador en los puntos de abscisas {%, 1,3,9}.
(ii) Aproxima logs(2) mediante dicho polinomio y da una cota del error cometido.

(iii) Aproxima logs(2) mediante la funcion interpoladora lineal a trozos de f en los

puntos de abscisas {%, 1,3,9} y da una cota superior del error cometido.
SOLUCION. (i) En este caso n =3 Yy Xo = % x1 =1,x=3yx3=09. Por tanto:

X—X] X—X2 X—Xx3 27

= =— —1)(x—=3)(x—
Xo—X| Xo—X2 X0—X3 416<x J(x=3)(x=9)

X—X9) X—X2 X—X3 3 1
Li(x) = - : =~ (x—5 ) (x=3)(x—9
1()C) X1 —Xp) X1 —X2 X]—X3 32 (x 3) (x )(x )

X—Xp) X—X| X—X3 1 1
Ly(x) = : : =——(x—2 ) (x=1D)(x-9
2()6) X2 —Xp) X2 —X1 X2 —X3 32 < 3) (X )(X )
X—Xp) X—X] X—Xp 1 1
Ly(x) = : : = — ) (x=1)(x—3
3()6) X3—X) X3—X1 X3—X2 416 (X 3) (x >(x )

Sustituyendo estos polinomios y los valores

1
Yo =f(§> =—1, y=f(1)=0, »=fB)=1, y3=f(9)=2,
en la formula del Teorema 2.5.1, obtenemos el polinomio interpolador pedido:

12x3 — 169x% 4+ 676x — 519

P(x) = yoLo(x) +y1L1(x) +y2La(x) +y3L3(x) = 312

(ii) La aproximacién de f(2) = logs(2) que da el polinomio anterior es

2
P(2) = 35T; —0.810897...
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Para dar una cota superior del error absoluto |f(2) — P(2)| necesitamos la derivada cuarta

|
de f(x) =logz(x) = % Derivando sucesivas veces:

In3
) = M= L g 2 @ —__O
L T A (oA =R A T ro)
Observamos que
\f(4)(x)\: 6 < 6 —486<486 para todo x € {%,9}-

(In3)x* (In3) (3) In3
Tomando M = 486 y x = 2 en la desigualdad (2.33) de la Proposicién 2.5.5:

486 1 945
If(2)=P2)| <=2 [2—=|-2—1|-[2=3]-[2-9| = == = 236.25.
4! 3 4
(iii) Si llamamos ¢(x) a la funcion interpoladora lineal a trozos de f en los puntos de
abscisas {%, 1,3,9}, entonces ¢(2) = Q(2), siendo Q el polinomio interpolador de f en
los puntos de abscisas {1,3} (usamos dicho polinomio porque 2 € [1,3]). Es facil ver que

_x—l

0 ="

yasi £(2) =Q(2) =0.5.
Para dar una cota superior del error absoluto |f(2) — ¢(2)| vamos a aplicar la Proposi-
cién 2.5.5 al polinomio interpolador Q(x) (es decir, tomando n =2, xp = 1 y x; = 3). La

segunda derivada de f cumple

—1
(In3)x?

1 1 1
_ < — <1 todo x € [1,3
(0332 = (n3)12 in3 = | paratodox €L, 3]

A1) =

asi que podemos elegir M = 1 en la desigualdad (2.33) de la Proposicion 2.5.5:
1
F2) = £2)[=1f(2) - Q)| < 5; -2 -1 -[2=3] = 0.5.
]

Ejercicio 2.5.14. Se dispone de una tabla de valores de la funcion f(x) = e * + cosx
en los puntos de abscisas {0,0.5,...,3.5,4}. Da una cota superior del error cometido al

aproximar f(x) mediante interpolacion lineal a trozos, para cualquier x € [0,4].
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SOLUCION. Derivando f'(x) = —e™* —senxy f”(x) = e * — cosx. Por tanto:
1" (x)] < |e ™| 4| —cosx| = e *+|cosx| <e’+1=2 paratodo x € [0,4]

(ya que la funcién e~ es decreciente y |cosx| < 1 para todo x € R). Tomando M =2 en la
desigualdad (2.35) de la Proposicion 2.5.9, deducimos que la funcién interpoladora lineal

a trozos £(x) cumple

1
(0.5)% = ¢ = 00625

para todo x € [0,4]. O

[f(x) = €(x)] <

e el )

Ejercicio 2.5.15. Calcula el niimero n de subintervalos necesarios para que, al aproximar
la funcion f(x) = sen(x?) en el intervalo [0,2] mediante interpolacion lineal a trozos,

utilizando n subintervalos de la misma longitud, el error cometido sea menor que 1073.

SOLUCION. Comenzamos calculando la segunda derivada de la funcién a interpolar:
f'(x) = 2xcos(x?), f"(x) = 2cos(x?) — 4x* sen(x?).

Por tanto, |f”(x)| < 2|cos(x?)| +4x?|sen(x?)| < 2 +4-22 = 18 para todo x € [0,2]. Po-
demos tomar entonces M = 18 en la Proposicion 2.5.9. Si llamamos ¢,(x) a la funcién
interpoladora lineal a trozos de f en los puntos de abscisas

2
=] — =0.1,...
xi=i (i=0,1,...,n)

deducimos que

2
|f(x) —ln(x)] < g (g) :% para todo x € [0,2].

n

. 9 . :
Por tanto, necesitamos encontrar un n € N tal que — < 1073, Esta desigualdad equiva-
n

le a n > +/9000 = 94.868... y, por tanto, n = 95 subintervalos serian suficientes para

garantizar un error menor que 1073, ]

Ejercicio 2.5.16. Calcula el niimero n de subintervalos necesarios para que, al aproxi-

X

. 2 : : : o
mar la funcion f(x) = e en el intervalo [0,5] mediante interpolacion lineal a trozos,

utilizando n subintervalos de la misma longitud, el error cometido sea menor que 0.01.
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SOLUCION. Calculamos la segunda derivada de la funcién:
fx)= —2xe™, f(x) =2(2%* — 1)e’x2.
Por tanto,

()| =222 — 1]e™ <2-49-¢° =98 para todo x € [0, 5]

(ya que |2x> — 1| < 49 para todo x € [0,5] y la funcién e~ es decreciente en [0,00)).
Vamos a aplicar la Proposicion 2.5.9 tomando M = 98. Si llamamos ¢, (x) a la funcién

interpoladora lineal a trozos de f en los puntos de abscisas
.5 .
X=i (i=0,1,...,n)

tenemos

98 (5\* 1225
|f(x) —La(x)] < 5 (Z) =42 Para todo x € [0,5].

5

5 < 0.01 o, equivalentemente, n > /30625 = 175. Asi,
n
n = 176 subintervalos garantizan un error menor que 0.01. [

Buscamos un n € N tal que



Series

Capitulo

f «OBJETIVOS» \

= Analizar la convergencia de series de términos no negativos.

= Determinar el orden de magnitud de las sumas parciales de series
divergentes.

» Estudiar la convergencia de series alternadas.

= Calcular aproximadamente la suma de series convergentes.

» Utilizar polinomios y series de Taylor para aproximar funciones.

o

El tercer capitulo esta dedicado a estudiar SERIES de numeros reales. Las series son
herramientas valiosas en Informatica a la hora de estudiar la eficiencia de algoritmos. Por
ejemplo, si tenemos una lista de datos y llamamos #; al tiempo que se tarda en procesar el
k-ésimo dato, entonces el tiempo que se tarda en procesar los n primeros datos de la lista
(uno detras de otro) es i

Ti=ti+h+...+lh=) K
k=1
Normalmente interesa conocer el orden de magnitud de 7;, cuando n crece. Por ejemplo,
las técnicas de andlisis de series mediante integrales (que estudiaremos en la Leccion 3.2)
permiten deducir que el algoritmo quicksort requiere un tiempo medio O(nlnn) para or-

denar una lista de n elementos.

En la Leccion 3.1 introducimos los conceptos de serie convergente, serie divergente y
suma de una serie convergente. Estudiamos sus propiedades basicas (por ejemplo, la con-
vergencia hacia 0 del término general de una serie convergente) y los primeros ejemplos,

como las series geométricas.
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En la Leccion 3.2 mostramos como las integrales pueden ser una herramienta ttil en
el estudio de las series. Comenzamos analizando las series armoénicas generalizadas y
después estudiamos el Criterio Integral para series de términos no negativos. Ademas de
examinar la convergencia—divergencia de series, nos centramos en determinar el orden
de magnitud de la sucesién de sumas parciales (para series divergentes) y en el cdlculo
aproximado de la suma de series convergentes.

En la Leccion 3.3 damos algunos criterios de “comparacion” para determinar la con-
vergencia de series de términos no negativos y el orden de magnitud de la sucesion de
sus sumas parciales. Ademds, estudiamos la convergencia (y suma aproximada) de series
alternadas mediante el Criterio de Leibniz.

Para terminar, en la Leccion 3.4 presentamos el concepto de polinomio y serie de
Taylor de una funcién, calculamos los polinomios y series de Taylor de algunas funcio-
nes elementales y mostramos como se pueden utilizar para aproximar localmente dichas

funciones.
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3.1. Propiedades basicas

Contenidos

= Series convergentes y divergentes.

= Series geométricas.

Teoria

El concepto de serie aparece al intentar definir la suma de una sucesion (infinita) de

numeros reales. La definicion siguiente formaliza dicha idea.

Definicion 3.1.1. Sea a,, una sucesion.

(o)

(i) Se llaman sumas parciales de la serie Z a, a los niimeros:
n=1

n
S1=a; Sr=a;+a Sn:al—l—az—f—...—i—an:Zak
k=1

oo
(ii) Decimos que la serie Z a, converge si la sucesion de sumas parciales S, es con-

n=1
vergente. En tal caso, el limite 1im S, se [lama suma de la serie y escribimos
n—soo
Z a, = lim S,
n—soo
n=1

(iii) Decimos que la serie Z a, diverge si la sucesion S, es divergente.
n=1

Observacion 3.1.2. La sucesion de sumas parciales S, también se puede definir recu-
rrentemente por:
Sl =daj,

Sp=S8,-1+a, paratodon>?2.

Veamos algunos ejemplos:
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Ejemplo 3.1.3. Se considera la sucesion a, definida por: ay =5, ap =2y a, = 0 para

todo n > 3. Las sumas parciales de la serie Z a, son S1=5yS, =7 para todo n > 2.
n=1
Asi, la serie converge y su suma vale 7.

Ejemplo 3.1.4. La serie Z n diverge.

n=1
Demostracion. La suma parcial n-ésima de la serie es

nn+1)

n
Sp=Y k=1+42+...+n= 5

k=1

como vimos en el Ejemplo 2.1.6. Asi, vemos que la sucesién S, es divergente y, por

definicidn, la serie Z n diverge. ]
n=1
Ejemplo 3.1.5 (Serie geométrica). Se llama serie geométrica de razon r € R a Z r.

n=1
Esta serie converge si 'y solo si |r| < 1. En tal caso, su suma es

.

1—r
Demostracion. Fijamos n € N y comenzamos calculando la suma parcial n-ésima de la
serie, es decir, S,, = L SR Distinguimos dos casos:
» Caso r = 1. Entonces r* = 1¥ = 1 para todo k € N y asf
Sp=r'+rr+. . +r"=1+..+1=n. (3.1)
—_——
n sumandos

» Caso r # 1. Multiplicando S,, por r obtenemos:

rSn:r(r1+r2—l—...—l—r") =44 4+ =
= (r—l—r2+r3+...+r")—|—r"+1—r:Sn—|—r"+1—r,

es decir, rS, = S, + "1 —r. Equivalentemente, (r —1)S, = P+ — r. Como r #1,

en esta ultima igualdad podemos despejar S, para deducir que

Sp = . (3.2)
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Ahora estudiamos la convergencia de la sucesion S, en funcion de los valores de r:
= Si|r| > 1 tenemos dos posibilidades:

* Sir =1 entonces S, = n (por (3.1)), luego la sucesién S, es divergente.

s Si|r| > 1 pero r # 1, entonces la sucesién ! es divergente (véase el Ejem-
plo 1.3.3). Como ! = (r —1)S,, +r (por (3.2)), deducimos que la sucesién
S, también es divergente.

Por tanto, cuando |r| > 1 la serie Z r" diverge.
n=1

= Si|r| < 1 entonces 11’_r>n 1 = 0 (Ejemplo 1.2.12) y, por tanto,
n—soo

, (3.2) .. e | r
lim S, =" lim = = .
n—eo n—eo  r—1 r—1 1—r
, . — n r
Asi que la serie Z r"* converge, con suma .
n=1 -r
Esto completa la demostracion. 0

A continuacién damos un ejemplo de serie telescopica.

=1
Ejemplo 3.1.6. La serie Z converge y su suma vale 1.
=1

2
s hetn
Demostracion. Descomponemos el término general en fracciones simples:

I B R
n2+n  nn+1)

n n+l

Ahora calculamos las sumas parciales utilizando la férmula anterior:

1
S] — 1—5
1 1 1 1
52 = (1‘5)+(§—§):1‘§
1 1 1 1 1 1
% = (1—5)+(§—§)+<§—z):1—1
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1 1
Luego lim S, = lim (1 — ) =1-—1lim I =1-—0=1. Por tanto, la serie con-

n—soo n—soo n+1 n—eo
> 1
=1. [l
verge y Z’I Zn

En general, dada una serie, puede ser dificil o incluso imposible dar una férmula expli-
cita para la sucesion de sus sumas parciales (a diferencia de lo que ocurria en los ejemplos
anteriores). Como consecuencia, para estudiar la convergencia de series se suelen utilizar

métodos indirectos, que estudiaremos mds adelante.

Ahora damos algunas propiedades bésicas de las series. Comenzamos estudiando la

suma de series y el producto de una serie por un nimero real:

Proposicion 3.1.7 (Operaciones con series).

(i) Si Z a, converge y o € R, entonces Z aa, también converge y
n=1 n=1

Y aa,=a) an
n=1 n=1
(ii) Si Z a,y ) b, convergen, entonces Z (an+by,) también converge y

(o]

Z(an—I—bn) = Zan—l— Z b,.
n=1 n=1

n=1

> 1 > 1
Ejemplo 3.1.8. L ] — — ) 1y -, ti t
jemp as series ’; o y Z T convergen, con sumas 1y > respectivamente

n=1

= (1 7
(Ejemplo 3.1.5). Por tanto, la serie Z (i + 3_”) también converge, con suma
n=1

= (1 7 =1 | 1 9
—+— =Y —+7Y —=14+7-=_.

El siguiente tipo de series juega un papel importante en la teoria:

Definicion 3.1.9. Decimos que una serie Z a es de términos no negativos si a, > 0
n=1

para todo n € N.
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Proposicion 3.1.10. Sea Z an una serie de términos no negativos. Entonces:
n=1
(i) La sucesion de sus sumas parciales S, es mondtona creciente.

(ii) La serie Z a, converge <= la sucesion S, estd acotada.
n=1

o5}

Escribimos Z a, = oo cuando la serie diverge.

n=1
Demostracion.
(1) Para cada n > 2 tenemos S,, = S,,—1 +a, > S,—1 yaque a, > 0.
(ii) es consecuencia inmediata de (i) y el Teorema 1.2.11. [

La convergencia o divergencia de una serie no depende de sus primeros términos,

como ponemos de manifiesto a continuacion.

Observacion 3.1.11. Sean Z a,y Z by, dos series cuyos términos a partir del m-ésimo
n=1 n=1
coinciden, es decir, a, = by, para todo n > m. Entonces:

by, converge.

oo oo
Z a, converge <—
n=1 n=1
oo oo
Demostracion. Si llamamos S, y T, a las n-ésimas sumas parciales de Z an,y Z b,,
n=1 n=1
respectivamente, para cualquier n > m tenemos

n m n n
S,,zZak: Zak—i— Z Clk:Sm+ Z bk,
k

k=1 =1 k=m+1 k=m+1

n m n n
Tn:Zbk:Zbk+ Z by =T,+ Z by.

k=1 k=1 k=m+1 k=m+1
Luego S, — T, = S,y — T,, (jconstante!) para todo n > m. Por tanto, la sucesion S, es

convergente si y solo si la sucesion 7, es convergente. 0

En las condiciones de la observacion anterior, las sumas de ambas series pueden ser
.. . . Cow 1
distintas, naturalmente. Por ejemplo, en 3.1.5 hemos visto que la serie Z o converge,
. n=1
con suma 1. Por tanto, la serie

1 1 1 1 1
6 —_— — — — —
10 —|—22 23 T 51 25+...+2n—|—...
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) 1
también converge, pero su suma vale 100 + 5

Definicion 3.1. 12 Sea a, una sucesion definida para n > no Entonces podemos consi-

derar la serie Z ay y las sumas parciales ap,+ ...+ a, = Z ay para n > ny.

n=ny k=nyg
oo n
(i) Decimos que la serie Z a, converge si la sucesion Z ay es convergente. En tal
n=ny k=ng
caso, escribimos
Z a, = lim Z ay.
n=no n—oo —nO
[e] n
(ii) Decimos que la serie Z ay diverge si la sucesion Z ay es divergente.
n=ny k=ng

[}

Observacion 3.1.13. Sean Z an una serie y no € N. Entonces:
n=1

(o) (o)
Z a, converge < Z a, converge.

n=1 n=n
no— 1
Demostracion. La diferencia Z ay — Z ay = Z ay es constante para todo n > ng. Por
k=1 k=ny k=1
n n
tanto, la sucesion Z ay converge si 'y solo si la sucesion Z aj converge. ]
k=1 k=ny

Veamos un ejemplo ilustrando la definicion y observacion anteriores:

Ejemplo 3.1.14. En general, también llamamos serie geométrica de razon r € R a cual-

quier serie de la forma Z ", donde ny € N. Esta serie converge si 'y sélo si |r| < 1. En
n=nyg

tal caso:
nO

Zr

n=ny

Demostracion. La convergencia o divergencia se puede deducir combinando el Ejem-

plo 3.1.5 con la Observacién 3.1.13. Para calcular la suma cuando |r| < 1y ng > 1, basta



3.1 Propiedades basicas @

observar que para todo n > ng tenemos:

n
Y A=roppotie 4=
k:no

=07l (P 2 et 2 — =

donde la igualdad (*) se deduce de la férmula (3.2) en la pagina 160. Tomando limites:

rn—i—l — 0 0— o 7o
Zr—her—hm = = .
e n—eo n—oe p—1 r—1 1—r
0 k=ng
Esto completa la demostracion. [

Finalizamos la leccién presentando el primer método indirecto para demostrar la di-
(o)
vergencia de series. A saber, si para una serie Z a, se cumple que lim a, # 0, entonces
n—soo

n=1
la serie diverge. En otras palabras:

Proposicion 3.1.15. Si la serie Z a, converge, entonces lim a,, = 0.
n—co
n=1

Demostracion. Llamamos S, a la suma parcial n-ésima de la serie, es decir, S, = Z ay.
k=1

Entonces, para cada n > 2 tenemos S, = S, + a, (Observacién 3.1.2), luego

an =S, —Sn—1. (3.3)

Si llamamos S = Z a, = lim S, = hm Sn—1y tomamos limites en (3.3), obtenemos:
n=1 nree

hman_hm(S —S,_ l)zlgnsn—lgnsn_IZS—Szo,
n—oo Nn—ro0

n—oo

como se queria demostrar. [

Ejemplo 3.1.16. La serie ’; ﬁ diverge, porque ’}g{}o# =1+#0.

Sin embargo, la condicién lim a, = 0 no garantiza la convergencia de la serie Z an.
n—oo
n=1

Veamos un ejemplo:
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| 1
Ejemplo 3.1.17. La serie Z —— diverge, aunque lim — = 0.
n=1 n nree /1

Demostracion. Fijamos n € N. Para cada k= 1,2,...,n tenemos Vi < \/n, luego

RIS
Vi n

Entonces la suma parcial n-ésima de la serie cumple:

i 1

SIS T
=1 k

n sumandos

-
S
B

[

Como S, > /n para todo n € Ny lim \/n = oo, deducimos que la sucesién S, es diver-
n—oo

gente. Por tanto, la serie Z — diverge. [

Ejercicios

Ejercicio 3.1.18. La sucesion S,, de las sumas parciales de la serie Z a, es

n=1
3n+2
S, =1 .
" n(n+4>

(i) ¢Es convergente la serie? En caso afirmativo, calcula su suma.

(ii) Encuentra la expresion del término general a,,.

SOLUCION. (i) Tenemos

lim =3 = hm S, = lim In =1In3

n—e pn4+4 n—oo n

3n+2 (3n+2)

(aqui aplicamos la Proposicién 1.2.14 ya que Inx es una funcién continua). Como la

sucesion S, es convergente, con limite In3, de la definicién deducimos que la serie Z a,
n=1
converge y su suma vale In 3.
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(i1) Sabemos que a, = S, — S,_1. Operando:

342 3(n—1)+2 3n+2 3n—1
- — Idpn— :1 —1 R S — :l —1 =
= 5n = Sn-1 n(n—|—4) n((n—l)—|—4) n(n+4> n(n+3)
3n+2
2
n+4 :ln((3n+2)(n+3)> :ln(3n +11n+6)'

3n—1 (Bn—1)(n+4) 32+ 11n—4
n+3
[
S . . . 1 1
Ejercicio 3.1.19. La sucesion de las sumas parciales de la serie Z anpesSp=—-— .
2 n+2

n=1
(i) ¢Es convergente la serie? En tal caso, calcula la suma.

(ii) Calcula el término general de la serie ay,.

. 1 1 1 >
SOLUCION. (i) Como lim S, = lim [ = — = —, la serie a, es convergente,
n—yoo n—eo\2 n4+2 2 =

1
con suma —.

(ii) Para calcular la expresion del término general a, s6lo hay que observar que

1 1 1 1 1 1
=50 =5 = (5_n+2> - (5_n+1) T+l nt2
1
(n+2)(n+1) n2+3n+2

]

Ejercicio 3.1.20. La sucesion S, de las sumas parciales de la serie Z a es
n=1

2n S _2n—1
2n+3’ SR PN

S2n =

(i) ¢Es convergente la serie? En caso afirmativo, calcula su suma.

(ii) Encuentra la expresion del término general a,,.

SOLUCION. (i) Observamos que

2%—1
lim So; = lfim ——— — | Hm Sors — lim 22— L
Sk = 3 Yo k= A T3 T
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por lo que la sucesion S, es convergente, con limite 1. Luego la serie Z an es convergente,
n=1
con suma 1.

(i1) Vamos a determinar la expresion de a,, para cualquier n € N.
Comenzamos suponiendo que n es par. Podemos escribirlo como n = 2k para cierto
k € N. Entonces
2k 2k—1 1 1
2%k+3 2k+3 2k+3 n+3

an =8n —Sp—1=8% —Sok-1 =

Suponemos ahora que n es impar y lo escribimos como n = 2k — 1 para cierto k € N.

Sin = 1entonces a; =S; = %, mientras que para n # 1 tenemos

an = Sp—Sn—1=Su—1—Srk—1) =
C2%-1 2(k-1) k45 —n+4

T 2k+3 2(k—1)+3  (2k+3)(2k+1) (n+4)(n+2)
0

- 1
Ejercicio 3.1.21. Demuestra que la serie Z In (i) diverge, a pesar de que su tér-
n

n=1

1
mino general cumple 1im In (n + > =0.
n—oo n

SOLUCION. Naturalmente, tenemos

1\ (- 1
limln(n+ )(——)ln(limn+ ):1111:0,

n—oo n n—oo n

donde la igualdad (*) se sigue de la Proposicion 1.2.14. Por otro lado, la suma parcial

n-€sima de la serie es

! k+1 1+1 241 1
Sn:k;ln(%)zln(—; . ;— ”: ):1n(n+1) para todo n € N.

n—soo n—soo

Por tanto, 1im S,, = lim In(n+ 1) = oo, luego la serie Z In (
n

n+1 )
) diverge. O]
n=1
Ejercicio 3.1.22. Determina si las series siguientes convergen y, en tal caso, calcula su

suma: —3) 5
4oy (23T o 2’ 4n
(l) nzz 5n (”) Z 2n+1n(n_|_ 1)

n=1
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SOLUCION. (i) El término general se puede escribir asf:

(=3)"+7"  (=3)" 7 (=3\" (T\"
5n _5n+5n_ 5 +5 ’

-2 Q)

(o)

C | i — 1 i -] di Ej lo 3.1.14), pode-
omo la ser1en;2( 5 ) converge y la serie ) ( 5) iverge (Ejemplo ), pode

luego

n=2
. . . e (3T
mos aplicar la Proposicion 3.1.7 para deducir que la serie Z o diverge.
n=2
(i1) Reescribimos el término general:
240’ +n 2" N n+n 1 PR N S
2Hp(n4-1)  27Hp(n+1)  20tla(n+1)  2(n2+n)  20HL 2\ n24n 27

1 o 1
y Z o convergen, ambas con suma 1 (véase los Ejem-

Como las series Z 5
=1 +n

plos 3.1.6 y 3.1.5), podemos utilizar la Proposicién 3.1.7 para concluir que la serie
i 2"+ n’+n
= 2tin(n4-1)

converge y su suma es:

> 2"+n’+n = 1 1 l [ 1 1
;2”“ (n+1) ;5( n*+n 2”)_5(1§’1n2—|—n+n_ §>_

(1+1)=1.

w|~

gk

]

Ejercicio 3.1.23. La informacion introducida cada dia en el disco duro de un ordenador
es la mitad que la introducida en el dia anterior. Si el primer dia se almacenan 300 GB,
Jcudl es el tamaiio minimo que debe tener el disco duro para garantizar que no se va a

saturar?

SOLUCION. Llamamos a, a la cantidad de informacién (en GB) que se introduce en el

disco duro en el n-ésimo dia. La sucesion a,, estd definida recurrentemente por:

a1 = 300,

an—

a, = para todo n > 2.
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300
Abhora es sencillo demostrar por induccién que a, = T para todo n € N. Por otro lado,

la cantidad de informacion almacenada en el disco duro al cabo de n dias es:
n
Sn = Z 23
k=1

o0
es decir, la suma parcial n-ésima de la serie Z ay. Esta serie es convergente, con suma
n=1

o = 300 & 600 < ]
};an:’;yq:’; > :600’;52600

(Ejemplo 3.1.5 y Proposicion 3.1.7). Es decir, lim S, = 600. Por tanto, el tamafio minimo
n—yoo

que debe tener el disco duro para que no llegue a saturarse es de 600 GB. ]

Ejercicio 3.1.24. Se deja caer una pelota desde una altura de 6 metros. Al golpear en el
suelo rebota hasta una altura igual al 60 % de la altura desde la que ha caido, y continiia

rebotando asi indefinidamente. Determina la distancia total recorrida por la pelota.

SOLUCION. Llamamos h, a la altura (en metros) desde la que cae la pelota antes del

rebote n-ésimo, de manera que hy =6y h, = l—hn,l para cada n > 2. La distancia total

recorrida por la pelota serd entonces la suma (que llamamos S) de la serie

hi42hy+2h3+...=h + ) 2hy,.
n=2

Se puede demostrar por induccidén que

6 n—1
h,=06- <—) para todo n € N.

10
Por tanto:
S=6 12-( — =6+12- — ) =6+12- 10 =24
(o) o) oty
= = 10
(véase el Ejemplo 3.1.5). Luego la distancia total recorrida es de 24 metros. [

Ejercicio 3.1.25. La cantidad que recicla cada aiio una planta de tratamiento de residuos
es el 90 % de lo que recicla el aiio anterior. Si recibe un tinico suministro de 50 toneladas
de residuos y el primer aiio de funcionamiento recicla 4 toneladas, ;podria reciclar todo

el suministro si nunca dejara de trabajar?
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SOLUCION. Si llamamos a, a la cantidad (en toneladas) de residuos reciclados durante

el afio n-ésimo, los datos del ejercicio se traducen en

a=4, a,= %anl para todo n > 2.
9 \"!
Se puede demostrar por induccién que a, =4 - (E) para todo n € N. Por tanto, en
vista del Ejemplo 3.1.5, la serie i a, es convergente y su suma vale
n=1
Y - i4.<2)“:@.§ (2) -2 0y
= =7 \10 9 ~\10 9 1-3% '

Asi, aunque la planta trabajara indefinidamente, a ese ritmo seria imposible reciclar 50

toneladas (pero se podria llegar a reciclar cualquier cantidad inferior a 40 toneladas). [

Ejercicio 3.1.26. Demuestra que las series siguientes divergen utilizando el criterio de

la Proposicion 3.1.15:

22 23 2 3 4 > (n+1)!—n!
)2+ —+—+... i) —+-+=-+... —_—
(i) +2+3+ (11)3+5+7+ (”Z),Z'l n
o _ 22 23 = 2"
SOLUCION. (i) La serie 2+?+?+...:Zan tiene término general a, = —. Segun
n=1 n

la Jerarquia de Infinitos (Teorema 1.3.11) tenemos n < 2", luego lim a, = « £ 0. Por la
n—so0

© AN
Proposicién 3.1.15, la serie Z — diverge.
n=1"

2 3
(i) Laserie =+ -+ =-+... = . Como

a, tiene término general a,, =
37577 n g n

+
) 2n+1

4 oo
n+1 1

Jma,=limo =127

> 1
la Proposicion 3.1.15 garantiza que la serie Z 2n—|——|— 1
n

n=1

diverge.
(ii1) EI término general de la serie es:

(n+1)!=n! (n+Dn!—n! ((n+1)—1)n! n-n
an: g = =

4n 4n 4n qn
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Segun la Jerarquia de Infinitos (Teorema 1.3.11) tenemos 4" < n!, luego 4" < n-n!y asi

— 1)!—n!
lim a,, = o= # 0. Por la Proposicién 3.1.15, la serie Z M diverge. ]
n=1 4"

n—yoo
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3.2. Series e integrales

Contenidos

= Series armonicas generalizadas.

= Criterio Integral.

Teoria

Comenzamos la leccion estudiando con detalle la convergencia de las series armoni-

cas generalizadas. Este ejemplo nos servird como introduccion al Criterio Integral.

Ejemplo 3.2.1. La serie armonica generalizada
y L
n=1 np

converge para p > 1 y diverge para 0 < p < 1. Ademads, llamando S, a la sucesion de sus

sumas parciales, tenemos

= 50 1
n stO< p <1,

Inn  sip=1.

Demostracion. {
Consideramos la funcién continua f(x) = = fijamos n > 2,n € N.
X
Llamamos A, y B, a las sumas inferior y superior (n — 1)-ésimas de f en el intervalo

[1,n]. Naturalmente, se cumple:
n1
A, g/ —dx<B, (3.4)
1 xP

(Teorema 2.1.7). Como f es decreciente, tenemos:

n

An=Ff2)+f3)+...+ f(n) = Zizsn—l

k:ka
nfll 1
B,=f()+f2)+...+f(n—1)= Zk_P:S”_n_p

k=1
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Figura 3.1: Sumas inferior (As) y superior (Bs) de la funcion f(x) = 1/x (conn =5).

(Observacion 2.1.5, véase la figura anterior), con lo que (3.4) se transforma en:
nq 1
S,,—lg/ —dx<§,——. 3.5
1 xP nP
Distinguimos ahora distintos casos en funcion de los valores de p.

=1
Entonces la integral impropia / = dx converge (Ejemplo 2.3.4) y, por tanto,
1 X

n]
la sucesion de integrales / - dx esta acotada. Por (3.5) tenemos
1 X

nq
S,,Sl—i—/ —dx paratodon > 2,
1 xP

luego la sucesion S, también estd acotada y, aplicando la Proposicién 3.1.10, deducimos

oo

1 i — .
que la serie ,;1 —p converge
n 1
Entonces / - dx = Inn (véase la prueba del Ejemplo 2.3.4) y (3.5) queda:
1 X

1
n

luego
1
Inn+-<§,<1+1Inn. (3.6)
n

1
Como lim <lnn—|— —) = oo, la primera desigualdad de (3.6) garantiza que lim S, = oo,
n—oo n n—yoo

1
asf que la serie Z — diverge. Por otro lado, dividiendo (3.6) por Inn obtenemos:
n=1"

1
<

S
nlnn — Inn

1
—+1. 3.7
Inn
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Aplicando la Regla del Sandwich (Proposicion 1.2.7) en (3.7), deducimos que

Sn
lim — =13#0.
oo Inn 7
Por tanto, S, ~ Inn.
1 n -1
O < p < 1| Entonces / —dx = (véase la prueba del Ejemplo 2.3.4) vy,
xP P
sustituyendo en (3.5), nos queda:
=r—1 1
Sp—1< " <Su——,
_p np
luego
I-r_1 1 I-p_1 I-p _
n n n p
—+—<5,<1 = 3.8
— to SSis 1+ — — (3.8)
Como
. nl=r—1 L
n1—r>I°1° 1—p e

o)

1
la primera desigualdad de (3.8) garantiza que lim S, = oo, asi que la serie Z — diverge.
n—oo e npP

Por otro lado, para determinar el orden de magnitud de §,, dividimos (3.8) por nl-r,

obteniendo: . | . g .

1_p<1—n1 p>+_ nlnpfl_p(l_nllip)' (3.9)
Como r}l_rgo " 11_p =0, podemos aplicar la Regla del Sandwich (Proposicion 1.2.7) en (3.9)
para concluir que hm N, = ﬁ # 0. Por tanto, S, ~ n' 7. 0

Ejemplo 3.2.2. La serie Z n? diverge para todo p > 0. Ademds, llamando S, a la suce-
n=1

sion de sus sumas parciales, tenemos S, ~ n? +1
Demostracion.

La divergencia se deduce inmediatamente de la Proposicién 3.1.15. Para determinar
el orden de magnitud de S,,, consideramos la funcién continua f(x) = x”. Fijamos n > 2,
n € Ny llamamos A, y B, a las sumas inferior y superior (n — 1)-ésimas de f en el
intervalo [1,n]. Entonces:
nPtl—1

n
A </xpdx:
"= p+1

< B, (3.10)
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(Teorema 2.1.7). Como ahora f es creciente, tenemos:

n—1

An=F(D)+ @)+ fn—1)= Y kP =S, —n?
k=1

By=f2)+fB3)+...+ f(n) = fkpzs,,_1
k=2

(Observacion 2.1.5, véase la figura siguiente).

Figura 3.2: Sumas inferior (Ag) y superior (Bg) de f(x) = /x (con n = 6).

Luego (3.10) se transforma en:

p+1 _ 1
R gu——— |
p+1
Por tanto:
nPtl 1 nPH 4 p Pt 1
- =<5, < — _|_nl7.
p+l p+1 p+1
Razonando como en el Ejemplo 3.2.1, concluimos que S, ~ n”*1. O

Las ideas de los ejemplos anteriores se pueden abstraer para obtener el siguiente resul-
tado, que muestra como se pueden utilizar integrales para estudiar series: convergencia,

orden de magnitud de la sucesién de sumas parciales y cdlculo aproximado de la suma.
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Teorema 3.2.3 (Criterio Integral). Sea Z a, una serie cuyo término general es
n=1

ay :f(l’l)

para cierta funcion continua f : [1,00) — R tal que f(x) > 0 para todo x € [1,) y f no

es idénticamente nula. Sean S,, y J,, las sucesiones definidas por:
n n
Sn:Zak y J,,:/l f(x)dx.
k=1

(i) Si f es decreciente, entonces:
(1) La serie Z a, converge <= la integral impropia / f(x)dx converge.
1

n=1
(2) Se cumplen las desigualdades
an+J, <SS, <a+J, para todo n € N.

Por tanto, S,, ~ J,,.

(3) Sila serie converge y f es positiva, entonces

Z a,—Sm
n=1

(ii) Si f es creciente, entonces:

< / f(x)dx  paratodo m € N.

(1) La serie Z a, diverge.
n=1
(2) Se cumplen las desigualdades
ar+J, <S8, <a,+J, para todo n € N.

Por tanto, si a, < J, entonces S, ~ J,,.

Observacion 3.2.4. Para series de la forma Z f(n), donde f : [ng,0) — R es una
n=ny

funcion (continua, no negativa y no idénticamente nula), se verifica un resultado andlogo

considerando las sucesiones

n

n
So=Y a vy = / F(x)dx,
k=ny n

0

que estan definidas para n > ny.
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Veamos algunos ejemplo ilustrando el Criterio Integral.

|
Ejemplo 3.2.5. L ] .
Jjemp a serie nz::l " converge
Demostracion. -
La serie es de la forma , siendo = . Esta funcién es continua,
¥ 7(n). siendo () = 5. Bsta func u
positiva y decreciente en [1,e0). Como la integral impropia 71 dx converge (véase
X
el Ejemplo 2.3.11), el Criterio Integral (Teorema 3.2.3(1)) garantiza que la serie converge.
O
Ejemplo 3.2.6. La serie Z nn diverge y la sucesion de sus sumas parciales
= nlnn
n
; lnk
tiene orden de magnitud In(Inn).
Demostracion. .
Esta serie es de la forma Z f(n), siendo f(x) = Ty due es continua, positiva y
- xlnx
decreciente en [2,00). Veamos que la integral impropia

< ]
[l
2 xlnx

1
/—dx:ln|lnx|+C
xInx

diverge. En efecto, la primitiva

se puede calcular mediante el cambio de variable “f = Inx” (véase el Ejemplo 2.2.5(iii)).
Aplicando ahora la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13), obtenemos:

b
b
/ xlnx dx = [ln(lnx)] , =In(Inb) —In(In2) para todo b > 2.

Como lgn In(Inx) = oo, la integral impropia / dx diverge. Por el Criterio Integral
2

xInx

(Teorema 3.2.3(i)), la serie Z

dlverge y

Sn N/ —dx—ln (Inn) —In(In2) ~ In(Inn).

xInx
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La Formula de Stirling nos dice que

vam ()

lim =1.

n—oo n!

. . ny\”n . .
En particular, las sucesiones n! y \/n (—) son del mismo orden. La demostracion de
e
la férmula queda fuera del alcance de este curso. Sin embargo, en el siguiente ejemplo

obtenemos unas estimaciones mds basicas de n! utilizando el Criterio Integral.

Ejemplo 3.2.7.

(o]
(i) La serie Z Inn diverge y la sucesion de sus sumas parciales
n=1

Sp=Y Ink=In(n!)
k=1

tiene orden de magnitud nlnn.

(ii) Se cumplen las desigualdades

n\n n\n
e(—) §n!§e<—> n para todo n € N.
e e

Demostracion.

[}

(i) La serie es de la forma Z f(n), siendo

n=1

fill,o) =R, f(x) =Inx,

que es una funcién continua, creciente y cumple f(x) > 0 para todo x € [1,0). Calculamos
n

n
ahora las integrales J,, = / fx)dx= / Inxdx en funcién de n € N. La primitiva
1 1

/lnxdx =x(Inx—1)+C

se obtiene mediante integracion por partes (véase el Ejercicio 2.2.14). Aplicando ahora la
Regla de Barrow (Teorema 2.1.13), obtenemos:

n
Jn:/l Inxdx = [x(lnx—1)}Y:n(lnn—l)—(ln1—l):nlnn—n—|—1.
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Es claro ahora' que J, ~ nlnn. Por tanto, la sucesién Inn (término general de la serie)
cumple Inn < J,. Podemos aplicar el Criterio Integral (Teorema 3.2.3(ii)) para concluir
que

S, ~J, ~nlnn.

Luego el orden de magnitud de S, es nlnn.

(i1) En este ejemplo, las desigualdades
) +Jn < 8u < f(n) +Jy
del Teorema 3.2.3(ii) nos dan:
ninn—n+1<In(n!) <Ilnn+nlnn—n+1.
Como la funcion exponencial ¢* es creciente,

_ | -
enlnn n+1 < eln(”~) =n!< elnn—l—nlnn ”_H, 3.11)

Simplificamos los extremos:

_ _ n _ _ n\”n
enlnn n+1 :enlnne Ny — (elnn) e e —=n"e n€:€<_> 7
e
_ _ n\"
elnn+nlnn n+l _ enlnn n+lelnn —e <_> 7.
e
Sustituyendo estas expresiones en (3.11) obtenemos
n\" n\"
e(—) Sn!ﬁe(—) n,
e e
como se queria demostrar. []
| . o (o .
La serie Z — es convergente (Ejemplo 3.2.1) y, utilizando matematicas mds avanza-
n
n=1
das, se puede demostrar que
i 1
2 6
—=n 6

En el dltimo ejemplo de la leccién mostramos como se pueden obtener aproximaciones

de esta suma mediante el Criterio Integral.

"Basta aplicar la propiedad (03) de la Proposicién 1.3.17 teniendo en cuenta que —n+ 1 < nlnn.
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[

Ejemplo 3.2.8. Calculamos aproximadamente la suma de la serie Z — con error abso-
n=1"
luto menor que 1073

Solucion. Fijado cualquier m € N, calculamos la integral impropia:

/ ldx— lim ldx_ Iim —l = lim l—l :l.
m X2 b—soo Jm X2 booo | X b \m b m

m

Segtn el apartado (i)(3) del Teorema 3.2.3, tenemos la siguiente cota del error absoluto

cometido al aproximar la suma de la serie mediante la suma parcial m-ésima:

i : i : 1 ara todom € N (3.12)
=) =|<—= m . .

L2 L < p

1
Elegimos m € N tal que — < 1073 (por ejemplo, m = 1000) y calculamos la suma parcial
m
m-ésima:
1000
) —5 = 1.64393456668156.

n=1

En VISta de (3.12), el nimero 1.64393456668156 es una aproximacion de la suma de la

serie Z — con error absoluto menor que 1073. U

Ejercicios

Ejercicio 3.2.9. Estudia si las series siguientes convergen y determina el orden de mag-

nitud de la sucesion de sumas parciales de las series que sean divergentes:

(] 1 oo
(i) Y — (ii) Y ne ™
n=1 " n=1
. - 1
SOLUCION. (i) La serie es Z f(n), siendo f: [1,00) — R la funcién f(x) = E, que
n=1 X

es continua y cumple f(x) > 0 para todo x € [1,0). Afirmamos que f es estrictamente

decreciente en el intervalo [e, ). En efecto, basta observar que su derivada

1
—x—Inx 1 —1nx

x2 x2
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satisface f’(x) < 0 para todo x € (e,) (ya que Inx > 1 para todo x > ¢). En particular, f

es estrictamente decreciente en el intervalo [3,00).

. e Inn | . .
Vamos a demostrar que la serie Z —— diverge utilizando el Criterio Integral (Teo-
n
n=3

rema 3.2.3(1)), es decir, comprobando que la integral impropia / de diverge. Para
30X

. . . 1
calcular la primitiva, hacemos el cambio de variable ¢t = Inx, de manera que dt = —dxy,
X

sustituyendo, nos queda

1 1? Inx)?
/ﬂdx:/tdz:—JrC: (Inx)” ¢
X 2 2

Aplicando la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13), obtenemos:

Plnx {(mx)Zr:(lnb)z (In3)2
3

. X x = > ) para todo b > 3.
Luego
b1 Inb)?>  (In3)?
tim [ gy g (RS 037
b J3 X b—soo 2 2
=1 iy
asi que la integral impropia / nx dx diverge. Por el Criterio Integral, la serie Z n
30X n

n=3
diverge y la sucesion de sus sumas parciales cumple

“ Ink " Inx (Inn)?>  (In3)?

—_— —d: — Nl 2.
Y~ s YT 5~ (Inn)

| " Ink " Ink
Por tanto, la serie Z o diverge y Z Ry Z ShAY (Inn)?.
n=1 " i1k =k
(i) La serie es Z f(n), siendo f(x) = xe~*. Esta funcién es continua, positiva y
n=1

estrictamente decreciente en el intervalo [1,00), ya que
fl(x) = e*xz(l —2x*) <0 paratodox > 1.

La integral impropia / xe ™ dx converge (véase la resolucion del Ejercicio 2.3.17). Por
1

n

el Criterio Integral (Teorema 3.2.3(i)), la serie Z ne- ? converge. [l

n=1



3.2 Series e integrales @

Ejercicio 3.2.10. Estudia si las series siguientes convergen y determina el orden de mag-

nitud de la sucesion de sumas parciales de las series que sean divergentes:

SR
(’),;4n2+1 (i) Z

Inn

SOLUCION. (i) La serie es de la forma Z f(n), donde f(x) =

n—=
cién continua, positiva y decreciente en |1, oo)

1
T , que es una fun-

Mediante el cambio de variable t = 2x, dt = 2dx, obtenemos la primitiva
_ atan(z) atan(2x)
C=——"+4C.
4x2+1 2/t2+1 2 2
Aplicando la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) y tomando limites:

(atan(2b) B atan(2)) T atan(2).

2 2 4 2

dx = lim
b—><x>/1 42+ 1 b—voo

» 1
Por tanto, la integral impropia / 42—+1dx converge y el Criterio Integral (Teore-
1 4x

1
ma 3.2.3(i)) nos garantiza que la serie Z

_1 m converge.

(ii) La serie es del tipo Z f(n),donde f:[2,00) — R es la funcién continua, positiva y

decreciente definida por la férmula f(x) = . Como la integral impropia / f(x)dx
2

xVInx
diverge (lo vimos en el Ejercicio 2.3.14), el Criterio Integral (Teorema 3.2.3(i)) nos dice

que la serie Z f(n) diverge. Ademads, la sucesién de sumas parciales
n=2

=
S —
" kg‘zk\/lnk

es del mismo orden que la sucesion de integrales
L |
Jn:/ dx =2vInn—2v1n2
2 xVInx
(el cdlculo de J,, se hace como en el Ejercicio 2.3.14). Por tanto:
Sy ~J, ~+VlInn.
Luego el orden de magnitud de S, es precisamente v/Inn. [l
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Ejercicio 3.2.11. Demuestra que la serie Z nlnn diverge y determina el orden de mag-
n=1
nitud de la sucesion de sus sumas parciales.

SOLUCION. La serie diverge porque la sucesién n1nn no converge a 0 (Proposicién 3.1.15).

Para encontrar el orden de magnitud de la sucesion S,, = Z klnk, observamos que la serie
k=1

oo

se puede escribir como Z f(n), siendo f(x) = xInx. La funcién f es continua, mayor o
n=1
igual que 0 y creciente en el intervalo [1,o0). En el Ejercicio 2.2.14(ii) vimos que

2
1
/xlnxdx = % (lnx— 5) +C.

Aplicando la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13):

n 2 1\1" 2 1 1
Jn:/l xInxdx = |:% (lnx—§)11:%<lnn—i)+z paratodonEN.

Es claro entonces que J, ~ n?Inn. Como el término general de la serie nlnn es mucho
menor que J,, el Criterio Integral (Teorema 3.2.3(i1)) nos dice que S, ~ J,, ~ n*Inn. Por

tanto, la sucesion S, tiene orden de magnitud n*Inn. O

Ejercicio 3.2.12. Demuestra que la serie Z nv/ n?+ 3 diverge y determina el orden de
n=1

magnitud de la sucesion de sus sumas parciales.

SOLUCION. La serie diverge porque la sucesién nv/n?+ 3 no converge a 0 (Proposi-

cion 3.1.15). Para encontrar el orden de magnitud de la sucesion

n
SRS

observamos que la serie es de la forma Z f(n), donde f(x) =xvx>+ 3, que es continua,
n=1
positiva y creciente en [1,0). Intentaremos usar el Criterio Integral (Teorema 3.2.3(ii)).

Vamos a calcular la primitiva / xV/x2 +3dx con el cambio de variable t = x*> + 3, de

manera que dt = 2xdx y al sustituir nos queda

3/2 3/2
/\/x2—l— dx = = /\/dt OF oo ) +C.

3
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Aplicando la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13):

n
A :/ xVx2+3dx =
1

n

(2 +3)3/2
3

2 3/2
3
= (n +3 ) —3 para todo n € N.

Observamos asi que J,, ~ n>. Como el término general de la serie cumple

nVn2+3~n?<nd~Jy,

el Criterio Integral nos dice que S, ~ J,, ~ n3. Por tanto, la sucesién S, tiene orden de
magnitud n>. [

. . 3 . . - 2 . .
Ejercicio 3.2.13. Dada la serie divergente Z ne", se consideran las sucesiones:
n=1

i 2 noo
Sy = Z ke y = / xe* dx.
k=1 1

(i) Demuestra que S, > ne' para todo n € N.
(ii) Demuestra que J,, ~ e,
(iii) Utiliza (i) y (ii) para deducir que J, < S,.
(iv) Compara las conclusiones de (iii) y del apartado (ii)(2) del Teorema 3.2.3.

SOLUCION. (i) Como todos los términos de la serie son positivos, tenemos
S, = e—|—2e4+...+ne”2 > ne' para todo n € N.

(i1) Calculamos la primitiva / xe¢* dx mediante el cambio de variable r = x2, de ma-

nera que dt = 2xdx y sustituyendo nos queda:

2

1 d er
/xexzdx:i/etdt:%-i-C:?-i—C.

Aplicando la Regla de Barrow (Teorema 2.1.13) obtenemos
nooa e e
Jp = Tdx=——-
/1 xe dr=—-—3

2
y, por tanto, J, ~ e’ .
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(iii) A partir de la desigualdad de (i) obtenemos

2

> > (0 paratodon e N.

S| =

o
Su
En vista de estas desigualglades, podemos aplicar la Regla del Sandwich (Proposicion 1.2.7)
para concluir que lim i =0, es decir, 6”2 < §,,. Por otro lado, en (ii) hemos visto que

n— Jyp,

Jp ~ e"z, luego J,, < S, (usamos aqui la propiedad (04) de la Proposicion 1.3.17). O

1

Ejercicio 3.2.14. Sea p > 1. Demuestra que
: <
(p— 1)mp~!

y oY

n=1 n=1

1

para todo m € N.
npP

. 1
SOLUCION. Basta aplicar el apartado (i)(3) del Teorema 3.2.3 a la funcién f(x) = ot
X
que es continua, positiva y decreciente en [1,0). Dado cualquier m € N, tenemos

/ —a’x:/ x Pdx=1m | xPdx=
m

1t P+l b . p—ptl P P 1
b | —p+1], boe\—p+1 —p+1 p—1 (p—1)mp=1’
ya que lim x ?*! = 0 cuando p > 1. O

X—>o0

Ejercicio 3.2.15. Estudia la convergencia de la siguiente serie en funcion del valor del

parametro p > 0:

SOLUCION. Ya hemos visto en el Ejercicio 3.2.9 que la serie diverge para p = 1. De

ahora en adelante suponemos que p # 1.

: - . Inx .
Observamos que la serie es de la forma Z f(n), siendo f(x) = —,- Esta funcidn es
x
n=2
continua y positiva en [2,0). Para estudiar su crecimiento, calculamos la derivada:

Flx) = x1xP — pxP~lInx _ 1—plnx

x2p xpt+l
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Como p >0y lim Inx = o, existe un nimero natural K > 2 tal que f’(x) < 0 para todo
xX—o0

x > K y, por tanto, f es decreciente en el intervalo [K,e). En vista del comentario que

sigue al Criterio Integral (Observacion 3.2.4), tenemos:

= Inn > Inx
Z —- converge <= — dx converge.
n:K'np K XxP

Para estudiar la convergencia de la integral impropia necesitamos calcular una primi-

tiva de f(x). Lo hacemos aplicando la férmula de integracién por partes eligiendo u = Inx
x— P+l

1 1
ydv= —pdx. De esta manera tenemos du = —dx, v = (aqui usamos que p # 1)
X

X —p+1
y al sustituir obtenemos:

/ln—xdx:/udv:uv—/vdu:
xP

x P Inx 1 x~P I 1
— x Pdx == Inx — +C
—p+1 —p+1/ —p+1( —p+1)

Para cualquier b > K, podemos aplicar la Regla de Barrow en el intervalo [b,K]:

b1 —p+1 1 b b—p+1 1
Ea’x: al (lnx— ) = (lnb— ) —A,
K xP —p+1 -pt1l)lg —p+l1 —-p+1

—p+1 1
siendo A = (an — —) (constante fija independiente de b). Es facil com-
—p+1 —-p+1
probar (usando la Regla de L'Hopital, Teorema 1.3.6) que me b "' Inb=0sip>1.
—>00
Por tanto:
b1 —A sip>1,
lim nx dx = P
b Jk XP o sip<l.
* Inx

Luego la integral impropia / —pdx converge si p > 1 y diverge si p < 1.
K X

. . Inn . . .
CONCLUSION: la serie Z — - converge si p > I ydivergesiO< p <1. 0
n=—2 "
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3.3. Otros criterios de convergencia

Contenidos

s Criterios de Comparacion.
= Criterios de la Raiz y del Cociente.
= Series alternadas y Criterio de Leibniz.

Teoria

Estudiar la convergencia de una serie mediante el Criterio Integral puede ser compli-
cado debido al célculo de las integrales involucradas. En la primera parte de esta leccion
vamos a estudiar un par de criterios que permiten decidir si una serie de términos no ne-
gativos converge o diverge, comparando asintdticamente su término general con el de otra

serie cuya convergencia o divergencia es conocida de antemano.

Definicién 3.3.1. Una sucesion a, es una O grande de la sucesion by, si existen M >0y
ng € N tales que
lan| < M|b,| para todo n > ny.

En tal caso, escribimos a, € O(by,).

Proposicion 3.3.2 (Criterio de Comparacién I). Sean Z any ) by dos series de térmi-

n=1 n=1
nos no negativos tales que

an € O(by) |

Si Z b, converge, entonces Z a, también converge.
n=1 n=1
Demostracion. Como la sucesion a, es una O grande de la sucesion by, existen M >0y
no € N tales que
a, < Mb, paratodon > ng. (3.13)

o0
Para demostrar que la serie de términos no negativos Z ay converge, s6lo hay que com-
n=1
probar que la sucesion de sus sumas parciales esta acotada (véase la Proposicion 3.1.10).
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Si llamamos

ny oo
C= imﬁ—M(an) €R
n=1

entonces para cada n > ng tenemos

(3.13) Mo

n ny
Z k—Zak-i- Z ap < Zak-l- Z Mby =
k=1

k=1 k=ng-+1 = k=ng+1
no n (*) no n (*) no o
:Zak+M Z by §Zak+M Zbk SZaH—M Zbk =C
k=1 k=no+1 k=1 k=1 k=1 k=1

donde las desigualdades (*) se satisfacen porque by > 0 para todo k € N.

Por otro lado, también se cumple Z ap <Cparatodon=1,2,...,n9, yaque a; >0
k=1

oo n
paratodoke Ny M <Z bn> > 0. Asi, Z a; < C para todo n € N. Esto demuestra que

n=1 k=1
n
la sucesion de sumas parciales Z ay. estd acotada. [
k=1
Ejemplo 3.3.3.
_ .« |senn| |senn| 1 |
(i) La serie Z’I 2 converge, porque —a €0 <—2 y Z’l ? converge.
i’l— n—=

5+cos 1 5+cos
(ii) La serie Z eosn diverge, porque — € O ( + n> Z diverge.
n

El segundo criterio de comparaciéon hace uso de los conceptos de “sucesiones del

mismo orden” y “sucesién mucho menor que otra™:

Proposicion 3.3.4 (Criterio de Comparacion II). Sean Z a,y Z b, dos series de térmi-
n=1 n=1
nos no negativos. Se cumple:

(i) Si entonces:
n n
(1) Y ax~) by
k=1 k=1

(2) Z a, converge <—> Z by, converge.

n=1 n=1

(ii) Si entonces:
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(1) Si Z by, converge, entonces Z a, también converge.
n=1 n=1

oo n n
(2) Si Z by, diverge, entonces Z ay K Z by.
n=1 k=1 k=1

Vamos a ilustrar este criterio con algunos ejemplos:

Ejemplo 3.3.5.

- 1 1 1 &1

(i) La serie Z % converge, porque # ~3 y Z'l ) converge.
n=

1 1

1
diverge, porque ———— ~ — — diverge. Ademds, la
8¢, porgue 7 y;nz 3

(ii) La serie Z \/T

sucesion de sumas parciales cumple:

n
Z ~ Z — ~Inn
k=1 Vk
(véase el E]emplo 3.2.1).

1
(iii) La serie Z

o 1
< 2 y 22; converge.
n—

— converge, porque 3 —
n=Inn

l 1 1 =1
(iv) La serie Z — diverge, porque — K — y Z — diverge. Ademads, la sucesion de
= Inn n Inn” =n

sumas par_ciales cumple:
n n
1
Inn ~ —
nn ];2 Z —
(véase el Ejemplo 3.2.1).

A continuaciéon damos un par de criterios que permiten estudiar la convergencia de

series de términos no negativos sin necesidad de compararlas con otras series.

Proposicion 3.3.6 (Criterio de la Raiz). Sea Z a, una serie de términos no negativos tal
n=1
que existe

lim {/a, = L € RU{eo}.

(i) Si L <1 entonces Z a, converge.

n=1

(ii) Si L > 1 entonces Z a, diverge.

n=1
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- 1
Ejemplo 3.3.7. (i) La serie Z ( converge.
n=1 "

+3)"
(ii) La serie i ( 2n )” diverge
= A\n+1 ge

Demostracion. Ambas series se pueden estudiar con el Criterio de la Raiz, ya que en el
apartado (i) tenemos

=0<1,
n—>oo ” n—)oo n-+ 3
mientras que en el apartado (ii) tenemos
lim {' = lim =2>1.
n—»oo n + 1 n—oon -+ 1

]

Proposicion 3.3.8 (Criterio del Cociente). Sea Z a, una serie de términos no negativos
n=1
tal que existe

lim 2% — [ e RU{eo}.

n—eo  (,

(i) Si L <1 entonces Z an converge.

n=1

(ii) Si L > 1 entonces Z a, diverge.

n=1

|
Ejemplo 3.3.9. (i) La serie Z — converge.
n!

n=1
n

. e
(ii) La serie E — diverge.
\ n!
n=

Demostracion. Ambas series se pueden analizar usando el Criterio del Cociente. En efec-

to, para la primera serie tenemos

1
|

tim DY g —0<1,

n—yoo 1 n—>oon+
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mientras que para la segunda tenemos

(n+1)"*! (n+1)"
1! - )"
P G L PR TR P <1+—> —e>1.
n—oo n n—oo n n—oo n
n! n!

]

Observacion 3.3.10. En general, en los criterios de la raiz y el cociente, si L =1 no se

puede concluir nada, como ponen de manifiesto las series
oo (o] 1

Y, Lo

n=1 n=1

Hasta ahora nos hemos centrado en estudiar la convergencia de series de términos no

S | =

negativos. En la dltima parte de la leccién vamos a analizar otro tipo de series de gran

importancia, cuyos sucesivos términos van cambiando de signo:

Definicion 3.3.11. Una serie Z an es alternada si a,a,| < 0 para todo n € N.

n=1
- > (=D e (=t : L
Por ejemplo, Z Z 21 son series alternadas. Para decidir si una se-
n R

n=1 n=1
rie alternada converge disponemos del siguiente resultado, que ademds proporciona un

método para calcular aproximadamente la suma de la serie (si ésta converge).

Proposicion 3.3.12 (Criterio de Leibniz). Sea Z a, una serie alternada tal que

n=1

lima, =0 y |ay1| <l|an| paratodon e N.

n—yoo

[e)

Entonces la serie ) a, converge. Ademds, para cada m € N, se cumple
n=1

oo m
Zan_ Zan < lam+1]
n=1

n=1

) m
y el signo de Z a, — Z ay coincide con el signo de (—1)"ay.
n=1 n=1
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Observacion 3.3.13. Si ademds |an+1| < |an| para todo n € N, entonces

Y

n=1

< lam+1] para todo m € N.

(=D)"
n
converge. Con mds esfuerzo se puede demostrar que su suma vale —In2. A contlnuacmn

Por ejemplo, usando el Criterio de Leibniz es facil ver que la serie alternada Z

indicamos cémo calcular dicha suma de forma aproximada.
(—=1)"

Ejemplo 3.3.14. La suma de la serie Z es aproximadamente —0.69364743055982

(aproximacion por defecto y con error absoluto menor que 1073).
(=1)"
n
la Proposicién 3.3.12 y la Observacién 3.3.13, asi que
_ l)n m (_ 1 )n
n m+1

y (21"

Por tanto, para calcular aproximadamente Z

. 1 . .
Demostracion. En este ejemplo a, = y |an| = —. La serie cumple los requisitos de

para todo m € N.

n—1 N n—1

con error absoluto menor que 1073,

n=1
. e D o
s6lo tenemos que calcular una suma parcial Z siendo m € N cualquier nimero tal
n

n=1

que

1
1 < 1073. Por ejemplo, m = 999 es suficiente. Calculando:
o
n=1
Como a; < 0y m =999 es impar, tenemos (—1)"a; = —a; > 0y, por tanto,

oo (_l)n B 999 (_1)!’1

n

= —0.69364743055982.

y Cy E .,
n=1 n n=1 N
o0 999 (—1)”
es decir, Z = —0.69364743055982. Luego

<] _1 n
—0.69364743055982 < Z u < —0.69264743055982.
n=1

n

Por tanto, (—0.69364743055982, —0.69264743055982) es un intervalo de longitud 103

donde se encuentra la suma de la serie. L]
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Ejercicios

Ejercicio 3.3.15. Sabiendo que la sucesion a, cumple

1

— <ap < para todon € N, (3.14)

1
ny/n
estudia si las series siguientes convergen:

i) Y an (i) Ya (i) Y Van  (iv) Z 1+
n=1 n=1 n=1 an

SOLUCION. (i) Aplicando el Criterio de Comparacién I (Proposicién 3.3.2), observamos

que la serie Z ay converge. En efecto, por la segunda desigualdad en (3.14) tenemos

S el

[}

y ademads la serie armonica generalizada Z
n
n=1

converge (Ejemplo 3.2.1).
Lo

1
(i1) Elevando al cuadrado la segunda desigualdad de (3.14), deducimos que a% <=
n

1 . . L
para todo n € N, luego a2 € O ( 3 ) Teniendo en cuenta que la serie armdnica gene-
n

1
ralizada Z 3 converge (Ejemplo 3.2.1), podemos aplicar el Criterio de Comparacién I
n=1

(Proposicion 3.3.2) para deducir que la serie Z a,% también converge.
n=1
(i11)) Tomando raices cuadradas en la primera desigualdad de (3.14), obtenemos que

1
— < /ay, paratodo n € N, luego
n
1
Z € 0(\/(1,1).

o 1
Como la serie arménica Z — diverge (Ejemplo 3.2.1), el Criterio de Comparacion I (Pro-
n

n=1
posicion 3.3.2) garantiza que la serie Z Vay diverge.

n=1
(iv) Aplicando la Regla del Sandwich (Proposicion 1.2.7) en (3.14), deducimos que

lim a, = 0. Por tanto,

n—oo 1 1
Ii =——=1+#0
nl—r>rolo 14+a, 1+0 70,
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luego la serie Z

diverge (usamos la Proposicion 3.1.15). ]
n=1 +an

Ejercicio 3.3.16. Para cada una de las siguientes series de términos no negativos, deter-
mina si converge y, en caso contrario, encuentra (si es posible) el orden de magnitud de
la sucesion de sus sumas parciales:
(i)1+1+1+1—|—... (ll)—+ 1+1+
3 5 7 21 31
7 1 1

3
\/_ 5 2\/_ 22+ (lv) 1+4—1+8—1+”'

(iii)

. 1
()Z W oy (vz)g—(nhm2

. sen?n
(vii) ’; 3 (viii) Z 1—|—21nn

. 1
SOLUCION. (1) El término general de la serie es a, = >

1
. Como a,, ~ — y la serie
n—1 n

o)

armonica Z — diverge (Ejemplo 3.2.1), podemos aplicar el Criterio de Comparacién 11
n=1"1

(Proposicion 3.3.4(1)) para deducir que Z

7 también diverge y, ademds, su sucesion
n J—
n=1

de sumas parciales verifica

Zn: NZ—Nlnn

(i1) El término general de la serie es a,, =

. Como en el apartado (i), tenemos

10n+1
1 1
ap ~ P Por tanto, la serie Z Ton+1 diverge y, ademads, su sucesion de sumas parciales
cumple
Y e~ L
— ~Inn.
= 10k+1 &k

2n—1
(V2"

ap < (\/%) . (3.15)

(1i1) En este caso, el término general de la serie es a, = Afirmamos que
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En efecto:
2n—1
n 2n—1
lim L)n lim - —,
n—yoo 2 n—oo 4

n
4
yaque2n—1~n<K <\/;> (segun la Jerarquia de Infinitos, Teorema 1.3.11). Como la

&‘

n
2
§> converge (Ejemplo 3.1.5) y se cumple la relacion (3.15), el

serie geométrica Z
n=1

2n—1

Criterio de Comparacion II (Proposicion 3.3.4(i1)) asegura que Z

1 (V2)

1 1\"
(iv) El término general de la serie es a,, = T que cumple a, ~ = (5) .Como

converge.

) 1 n
la serie geométrica Z (E) converge (Ejemplo 3.1.5), podemos utilizar el Criterio de

n=1

1
2n—1

Comparacion II (Proposicion 3.3.4(1)) para deducir que Z converge.

(v) Tenemos

—N—, aque
ntlvn 1
1
NG NIES 1
h’m¢:limuzlim\/1+——i—1:\/1+0+1:27£0.
n—voo 1 n—soo Vn n—soo n
vn+1+4++/n

o)

Como la serie armodnica generalizada Z —— diverge (Ejemplos 3.1.17 y 3.2.1), podemos
n=1 V"
aplicar el Criterio de Comparacion II (Proposicion 3.3.4(i)) para deducir que

D T

diverge y, ademds, su sucesion de sumas parciales cumple

Y b

%I
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1

(vi) Como (nlnn)2 ~ nZ(Inn)2

1 |
< ) y la serie 2'2; converge (Ejemplo 3.2.1), el
n=

1

(nlnn)?

SEEI]2 n

Criterio de Comparacion II (Proposicion 3.3.4(ii)) garantiza que Z converge.

(vii) Sabemos que —1 < seno < 1 para todo o € R, luego

2
sen“n 1
n3 €0 (n_3) '

[e]
Por tanto, como la serie Z converge, lo mismo ocurre con Z

< — para todo
n’
n €N, asi que

(aqul usamos el

Criterio de Comparacion T Proposicién 3.3.2).
1

) Bl térmi 1 de la seri le -————~
(vii1) El término general de la serie cumple 1 2mnn " Inn

. Como la serie Z — di-
n = Inn

verge (Ejemplo 3.3.5(iv)), lo mismo ocurre con Z
n=2

1
T 2nn (Criterio de Comparacion 11,

Proposicién 3.3.4(i)). Por tanto, la serie Z

1
. diverge. O
L 20mn V8

Ejercicio 3.3.17. Para cada una de las siguientes series de términos no negativos, deter-
mina si converge y, en caso contrario, encuentra (si es posible) el orden de magnitud de
la sucesion de sus sumas parciales:

2n2~|—1

W N e 1 e Inn
(l) nglm (ll) ’;\/ﬁ (lll) n;ln_3 (lV) Z

. 1 |
SOLUCION. (1) El término general cumple B . Como la serie Z — converge
n+1  n? = n
(Ejemplo 3.2.1), el Criterio de Comparacion II (Proposicion 3.3.4(1)) asegura que la serie

Z_

también converge.

n=1 n3+
(ii) En est t ! L Bn efect
1 n este caso ten€emoS ——— = ~ —. En e1eCto:
V2ni—n n
1
- 1
lim — 2 = lim /22—~ = V2 #0.
n—yoo 1 n—oo n

V21t —n



@ Series

| |
Teniendo en cuenta que Z — diverge y Z ™ Inn (Ejemplo 3.2.1), el Criterio de Com-
n=1" k=1
- 1
paracioén II (Proposicion 3.3.4(i)) nos permite concluir que la serie Z Ve diverge
n=1 n-—n
y que su sucesion de sumas parciales cumple

n
Z ~ — ~Inn.
L e Z
. ) Inn 1
(i) El término general verifica — < —, ya que Inn < n (Teorema 1.3.11). De
n n

nuevo, como la serie Z — converge, podemos usar el Criterio de Comparacion II (Pro-
n
n=1

|
posicion 3.3.4(ii)) para deducir que Z 2 converge.

n=
2n% +1
n32+ 1
: . . v 2n°+1
cién 3.3.4(i)), la serie
Z’l V3 +1

(iv) Es fécil ver que ~ n'/2. Por el el Criterio de Comparacién II (Proposi-

diverge y su sucesion de sumas parciales cumple

32,

i
B
<
S
i
S

(véase el Ejemplo 3.2.2). O

(oo}

Ejercicio 3.3.18. Sabiendo que Z a, es una serie de términos positivos convergente,
n=1
estudia si las series siguientes convergen:

o0 o0 o0 R
; ii) nz::la% (iif) ; (iv) Z Tt a

n=1

Ql,_

i an—I—Sa )

SOLUCION. (i) De la convergencia de Z an se sigue que | hm Ny = 0 (Proposicion 3.1.15)

n=1

1
y, por tanto, lim — = oo, luego la serie Z — diverge (Proposicién 3.1.15).
n—eo o= an

(i) Como lim a, = 0, existe un ng € N tal que a, < 1 para todo n > ng. Teniendo
n—oo

en cuenta que a, > 0, deducimos que a2 < a, para todo n > ng. En particular, esto im-
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plica que a2 € O(ay). La convergencia de la serie Z an 'y el Criterio de Comparacion I
n=1

(Proposicion 3.3.2) garantizan que Z aﬁ converge.
n=1
(iii) Eligiendo ny € N como en (ii), también se cumple a! < a, para todo n > ng, asi

que a? € O(ay,) y de nuevo el Criterio de Comparacién I nos asegura que Z a, converge.
n=1
. .. T |
(iv) El término general de la serie Z

converge a 1, luego dicha serie diverge

n=1 +an

(Proposicion 3.1.15).

(v) La condicién lim a, = 0 implica que af, Lapy aﬁ < ay. Aplicando el Criterio de
n—yoo

Comparacién II (Proposicion 3.3.4) deducimos que las series de términos positivos Z afl

n=1
(o]

y Z af, son convergentes. Por tanto, teniendo en cuenta que Z a, converge, concluimos

n=1 n=1

que la serie Z (an + Safl — aﬁ) también converge (aplicamos la Proposicién 3.1.7). [
n=1

Ejercicio 3.3.19. Dado p € R, se considera la serie

Z:: n+1) n+2)(n+3)'

(3.16)

(i) ;Para qué valores de p converge?
(ii) Determina el orden de magnitud de la sucesion de las sumas parciales de la serie,

en los casos en que ésta sea divergente.

SOLUCION. El término general de la serie cumple

n? n?
- D(nt2)(nt3) wd " T

Vamos a aplicar ahora el Criterio de Comparacion II (Proposicion 3.3.4(1)). En vista de

los Ejemplos 3.2.1 y 3.2.2, tenemos:

. . w1
= Si entonces 3 —p > 1 y asi la serie Z’I 3
n—=

rie (3.16) converge.

, converge. Por tanto, la se-
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1 |
= Si entonces 3 — p = 1, asi que la serie Z 3, Z — diverge y la sucesion
n n

n=1
n

de sus sumas parciales cumple Z — ~ Inn. Por tanto, la serie (3.16) diverge y la
k=1
sucesion de sus sumas parciales satisface

n kP
k;l (k+1)(k+2)(k+3)

= Si entonces tenemos dos posibilidades:

2<p<3 0 p>3.

~ Inn.

En el primer (resp. segundo) caso, el Ejemplo 3.2.1 (resp. Ejemplo 3.2.2) nos dice

1 1

p—3 p—3 _ R o
E n” " diverge y kz 1k E k3 S~ Por tanto,
la serie (3. 16) dlverge y la suceswn de sus sumas parmales satisface

que la serie Z

Aaniz

n kP

Zl k+1)(k+2)(k+3)

Ejercicio 3.3.20. Determina si las series siguientes son convergentes o divergentes:

> 3n S (2= (n+ 1) S n?
i)Y CIE (if) Z( + )zn( +1) (iii) Y 1]

n=1 : n=1 n=1
= = 2" n!
Z n—l (v) Z p
n=1 n=1
SOLUCION. (i) Como
3n+1
. (m+1)1)2 3 B
r}grolo 3" _ng§o<n+1)2—0<1,
(n1)?
oo 3n
el Criterio del Cociente 3.3.8 asegura que Z 5 converge.
nzl(n‘
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(ii) Extrayendo (n+ 1)! como factor comin en el numerador, el término general se

puede escribir asi:
(n+2)! = (n+1)!  (n+1)! (n+1)

Usamos la expresion anterior para calcular el limite

(n+2)!(n+2)

gy S 42y
1 = lim = lim ——_ =
n—ee  (, n—soo (n—l—l) (n+1) n%ooZ(n—}—l)
on

Por el Criterio del Cociente, Z an diverge.

n=1

(ii1) Como
(n+1)°
1 2
HmM_l M_o<17
n—$o0 n? n—yoo (n + 2)n2
(n+1)!
la serie Z ; converge (aplicamos una vez més el Criterio del Cociente).

@iv) Calculamos el limite de la raiz n-ésima del término general, obteniendo

lim {/ (n—1)" = lim (n—1) =0 <1.

n—oo

Por el Criterio de la Raiz (Proposicion 3.3.6), la serie Z n—1)" converge.
n=1

(v) Como
2 (4 1)! 2.2 (n+1)-n!
n+1 n,
Jim gy = i g = i =<
n" n" (1+7_1)
2" -n!

el Criterio del Cociente garantiza que la serie Z
n=1

converge. O

Ejercicio 3.3.21. Da una cota del error absoluto cometido al utilizar la suma parcial S,
para aproximar la suma de las siguientes series alternadas:
b (_1 n n+1

(i)Y, W+_)1 S80; (ii) Z
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En cada caso, determina si la aproximacion S, es por defecto o por exceso.

SOLUCION. (i) La serie cumple las hipétesis del Criterio de Leibniz (Proposicién 3.3.12

y Observacion 3.3.13) y tenemos la siguiente acotacion

o>}

1 1
V80+1 9

8

Ademais, el signo de la diferencia

. . o = (—1)"
mino de la serie, que es negativo. Por tanto, Z ( _: :
n=1Vnh

< Sg0, luego Sgo es una aproxi-

macion por exceso.

(i1) La serie cumple las hipétesis del Criterio de Leibniz (Proposicién 3.3.12 y Obser-
vacion 3.3.13) y tenemos la siguiente acotacion

o n+1 1 3
— 89| < =10~
n; MICESIE
o0 n+1
Ademas, el signo de Z — Sg es contrario al del primer término de la serie (que
0 ! )n—i—l
es positivo), luego Z < S9. Asi, Sg es una aproximacion por exceso. ]

Ejercicio 3.3.22. Da una cota del error absoluto cometido al utilizar la suma parcial S,

para aproximar la suma de las siguientes series alternadas:

n+l

(i) Z o +1 Sa; (ii) Z S20.

En cada caso, determina si la aproximacion S, es por defecto o por exceso.

Ejercicio 3.3.23. Determina dos niimeros my,m; € N tales que

L YV

y E g EU e,
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1 n
SOLUCION. La serie Z )

cumple los requisitos del Criterio de Leibniz (Proposi-

ci6on 3.3.12y Observacmn 3. 3 13) asi que
y
n=1

Por tanto, s6lo tenemos que elegir m,m; € N cumpliendo

1 1
<1072 <1073
i+ 1) = Yo i =

(- (—1) 1
— Z < para todo m € N.
= n! (m+1)!

Estas desigualdades equivalen a:
(m;+1)! > 100 y (mp+1)! > 1000.

Probando con m; = 1,2,... observamos que m| = 4 es suficiente (5! = 120). Del mismo

modo, también observamos que my = 6 nos sirve (7! = 5040). O

Ejercicio 3.3.24. Una serie Z a, se dice absolutamente convergente si la serie de
) . n=1
terminos no negativos

(o]
Z |an|
n=1

es convergente. Toda serie absolutamente convergente es convergente. El reciproco no es
(—=1)"

n

cierto: la serie Z es convergente pero no absolutamente convergente.

n=1
Estudia la convergencia y la convergencia absoluta de las series siguientes en funcion

del valor de k, que puede ser un niimero real cualquiera:

L o0
lll ; n2n

. e n(3k)"
UD U
SOLUCION. (i) Vamos a estudiar en primer lugar la convergencia absoluta. Para aplicar

n=1

el Criterio de la Raiz (Proposicion 3.3.6) a la serie de términos no negativos

=LK K
L=l
calculamos el limite
ardi k
i 0BT
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ya que 11’_r>n v/n = 1 (Ejemplo 1.3.8). Por tanto, el Criterio de la Raiz nos dice que la
n—yoo
.y K"
serie )
n=1
|

n2
precisamente Z ol luego converge (Ejemplo 3.2.1).
n=1

es convergente si |k| < 1 y divergente si |k| > 1. Para |k| = 1 la serie es

(o]
) ) k"
Como toda serie absolutamente convergente es convergente, la serie Z — converge
n
n=1

©0 n
si |k| < 1. Por otro lado, antes también hemos visto que Z — diverge si k > 1. Final-
— n
n=1 "
mente, si k < —1 entonces la serie diverge, ya que su término general — no converge a 0
n

(Proposicion 3.1.15). En efecto, para cualquier niimero par n tenemos

k}’l (_k)n
2 n2

y ademds n®> < (—k)" si —k > 1 (Teorema 1.3.11).

0 n
En resumen: la serie )  — es absolutamente convergente si k| < 1, mientras que es
n
n=1

divergente si |k| > 1.

(i1) Primero analizamos la convergencia absoluta. Para aplicar el Criterio de la Raiz

(Proposicion 3.3.6) a la serie de términos no negativos

i n(3k)"| i n(3k|)"
n=1 n+1 _n:l n+1
calculamos el limite
L3k n- 3|k
tim ¢/ TR e V3K
n—soo n+1 n—eo \Yp 41

donde hemos usado que lim /n = 1 y lim v/n+1 = 1 (este tdltimo limite se obtiene
n— oo n—soo

facilmente comprobando primero que h’_r)n In(v/n+ 1) = 0). Segtn el Criterio de la Raiz,
Nn—yo0

la serie i n(3Jk|)" converge si |k| < 1 diverge si |k| > : Por otro lado, si |k] :
\% = \Y —. , ==
Ly s 3 Y Vs 3 3

(=] k n
entonces el término general cumple nh_r>r°10 nn? =10, luego la serie nz:] % diverge.
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— n(3k)"
Por tanto, la serie Z n(3k)

n=1
converge a 0 y, por tanto, la serie diverge (Proposicion 3.1.15). En efecto, para cualquier

1 1
converge si |k| < —. Para |k| > — el término general no
S converge si k| < 5. Para [k| > 3 e

nimero natural par n se cumple

n(3k)" n
= - (3]k|)"
n+1 n+1 S

1
y ademds 11’_r>n (3|k|)" = oo si |k| > 3 Por otro lado, ya hemos visto que la serie diverge
n—oo
—1)"'n

+1

) 1 . ) 1 ) .
sik= 3 Finalmente, si k = —3 entonces el término general de la serie es , que

tampoco converge a 0, asi que en este caso la serie también diverge.

— n(3k)" 1
En resumen: la serie n(+)1 es absolutamente convergente si |k| < 3 y divergente
n=1"
1
i|k| > .
si |k| 3

(iii)) Comenzamos estudiando la convergencia absoluta. Calculamos el limite

oA lL=k" 1=k |1 —k|
lim {/ ———— = lim = .
n—yoo n2" n—es 23/n 2

Por el Criterio de la Raiz (Proposicién 3.3.6), la serie

)}

n=1

(1—k)"

n2"

[1—4|

< 1y diverge si — > 1. Observamos que

[1— K"

:n; n2n

[1—K|
2

converge si

1—k 1—k
%<1 & ke (—1,3) y |—2’>1 & k€ (—oo,—1)U(3,00).
, L. [1—k" 1 )
Por otro lado, para k = —1 6 kK = 3 el término general es o = luego la serie
n n

diverge (Ejemplo 3.2.1).
Vamos a estudiar ahora la convergencia de la serie en los casos en los que no es
absolutamente convergente.

= Naturalmente, si k < —1 entonces 1 —k > 0 y ya hemos visto antes que la serie
o (LK) 5~ (14"

n2n Z n2n

n=1

diverge.
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(1—K" _ (=D)"

= Si k = 3 entonces = , luego la serie converge (por el Criterio de
n

o ., n2t
Leibniz, Proposicion 3.3.12).
) . L (1—k)"
= Finalmente, si k > 3 entonces el término general T
n
tanto, la serie diverge (Proposicion 3.1.15). En efecto, basta tener en cuenta que

no converge a 0y, por

para cualquier nimero natural par n se cumple
(1—=k)"  ([1—=k]\" 1
n2n 2 n

1—k\" . [1—k
yademésn<<<| > |) si’ > |>1(Teorema1.3.11).

o o n
En resumen, la serie Z )

es absolutamente convergente si k € (—1,3), convergen-

n=1 "
te pero no absolutamente convergente si k = 3 y divergente si k € (—oo, —1]U (3,00). [



3.4 Series de Taylor %

3.4. Series de Taylor

Contenidos

= Polinomios de Taylor.
= Series de Taylor de funciones elementales.

Teoria

En esta tultima leccion damos una breve introduccion a las series de Taylor y a las
técnicas de aproximacion de funciones mediante las sumas parciales de dichas series (po-

linomios de Taylor).

Definicion 3.4.1. Sea f una funcion de clase €~ en un intervalo abierto I y sea xq € 1.

(i) Se llama serie de Taylor de f, centrada en el punto xo, a la serie “formal”:

() (3)
f 2(!xo) (x—x0)2+f 3(!x0)<

f(x0) + f(x0) (x —x0) +

oo f "

Z x X()) .
En la expresion anterior, a la variable x se le puede asignar cualquier valor real,
obteniendo una serie numérica.

(ii) Se llama polinomio de Taylor de f, de orden m € N centrado en el punto xy, al

polinomio By,  x,(x) definido mediante la expresion:

f(2) (x0)

2 (x—x0)2+...+

f(x0) + f'(x0) (x —x0) +

Aqui £ denota la derivada n-ésima de f, con el convenio f 0) = f
Veamos algunos ejemplos de series de Taylor de funciones elementales:

Ejemplo 3.4.2. La serie de Taylor de f(x) = €%, centrada en xo =0, es:

2 3 © _n

X
T +x+7 ,+3,+

_‘.
2 —0”'
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Demostracion. Basta observar que £ (x) = ¢ y, por tanto, " (xo) = € = 1 para todo
n=0,1,2,... [

—-y=e"X
—y=P(x) 140 -

120

100 |

80

60|

40

20

Figura 3.3: Gréficas de la funcion f(x) = ¢* y su polinomio de Taylor de orden 4 centrado en 0.

Ejemplo 3.4.3. La serie de Taylor de f(x) = senx, centrada en xy =0, es:

3 5 7

X X X >
x—§+§—ﬂ+ ;

n+1 Zn 1

n—l

Demostracion. El primer término de la serie es (%) (xy) = sen0 = 0. Calculando las su-

cesivas derivadas de f(x) = senx, obtenemos:

f(l)(x) = COSX, f(z) (x) = —senx,
f(3) (_x) = —COSX, f(4) (x) =senx = f(x),

Sustituyendo en xg = 0:

F(0) =cos0=1, f@(0) = —sen0=0,
f30)=—cos0=—1, f#(0)=sen0=0,
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Es decir, f(2)(0) = 0 para todo k € Ny

f(Zk_l)(O) _ 1 si k es impar,

—1 sikes par.

Por tanto, la serie de Taylor de f(x) = senx, centrada en xo = 0, es:

oof(n)(x) a3 (=
Y ) = Y

n

como se queria demostrar.

—y=sen(x)
—y=P(x)

Figura 3.4: Gréficas de la funcién f(x) = senx y su polinomio de Taylor de orden 5 centrado en 0.

Ejemplo 3.4.4. La serie de Taylor de f(x) = cosx, centrada en xy =0, es:

2 4 6 00 (_1)nx2n

X X X
-4 =y
TR ;) (2n)!



% Series

Demostracion. El primer término de la serie es (%) (xg) = cos0 = 1. Calculando las su-

cesivas derivadas de f(x) = cosx, obtenemos:

fW(x) = —senx, f®(x)=—cosx,
fP ) =senx,  fW(x) =cosx = f(x),
Sustituyendo en xg = 0:

FfM0)=—sen0=0, fP(0)=—cos0=—1,
f30)=sen0=0, fH(0)=cos0=1,

Es decir, f%*~1)(0) = 0 para todo k e Ny

—1 sikesimpar,

F29(0) =
1 si k es par.
Ast, la serie de Taylor de f(x) = cosx, centrada en xo = 0, es:
oo oo k, 2k
Y P00 (1 I L

k=0

X2 3

x i
oty Z

Demostracion. El primer término de la serie es f(?)(xg) = In1 = 0. Vamos a calcular

Ejemplo 3.4.5. La serie de Taylor de f(x) = In(x 1) centrada en xy = 0, es:
)C4 n+1 X

ahora las derivadas f () (x) para n € N. Comenzamos con las primeras:

1 —1
D (x) = 2) () —
F0 =5 20 =55y
2 —6
G)(x) = ) () —
P0=aryp W=y
. : . (=1 (n—1)!
Es sencillo demostrar por induccion que f () (x) = G 1) para todo n € N.
X

Sustituyendo en xo = 0, deducimos que

FU0) = (=1)"* ! (n—1)!

(n) 0 _ 1)1
y, por tanto, f n‘( ) = ( . para todo n € N. O]
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—y=cos(x)
_y:P(x)

Figura 3.5: Gréficas de la funcién f(x) = cosx y su polinomio de Taylor de orden 4 centrado en 0.

En las gréficas anteriores se observa que los polinomios de Taylor aproximan bien a

la funcién cerca del punto donde estdn centrados, es decir:
f(x) =Py yy(x) si x=x.
La siguiente proposicion permite controlar el error cometido en dicha aproximacion.

Proposicion 3.4.6 (Error del polinomio de Taylor). En las condiciones de la Defini-
cion 3.4.1, sean x € I y m € N. Si M > 0 es una constante tal que |f"" V) (1)| < M para
todo t situado entre x y xq, entonces:

|m+1

160 = P € s =0

+1)!
Veamos dos ejemplos ilustrativos:

Ejemplo 3.4.7. Cdlculo aproximado del niimero e utilizando el polinomio de Taylor de
la funcion f(x) = e*, de orden 4, centrado en xo = 0, dando una cota superior del error

absoluto cometido.
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—y=In(x+1)
_y:P(x]

Figura 3.6: Gréficas de la funcién f(x) = In(x+ 1) y su polinomio de Taylor de orden 6 centrado en 0.

Solucion. Segin hemos visto en el Ejemplo 3.4.2, dicho polinomio es
2 3 4
x° X X
P(x)=Psro(x) =14+x+ 1 + o + a
Observamos que e = f(1), asi que tenemos que calcular P(1) y dar una cota superior de
|f(1) — P(1)]. Sustituyendo x = 1, obtenemos:

1 1 1 65
P() = 1414 5o o0+ 5y = 5, =2708333...

Por otro lado, la derivada quinta de la funcién es f©) (x) = e* y cumple
/O (x)| = ¢ <3 paratodox € [0,1].

Tomando entonces M = 1 en la desigualdad de la Proposicién 3.4.6, obtenemos la si-

guiente acotacion del error:

65 1 5 1
——|=1f(1)—P(1)| < =[1-0" =—=0.008333...
e=oq| = F) =P < 5 [1-0 = 5
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Ejemplo 3.4.8. Cdlculo aproximado del niimero e utilizando el polinomio de Taylor de

la funcion f(x) = e*, centrado en xy = 0, con error absoluto menor que 1075,

Solucion. Tenemos que determinar el orden m del polinomio a utilizar. Para ello observa-

mos que, para cualquier m € N, la derivada m-ésima es f (m) (x) = €, cumple
If" (x)] = ¢* <3 paratodo x € [0,1],

y asi podemos tomar M = 1 en la desigualdad de la Proposicién 3.4.6, independientemente
del valor de m. Por tanto:

1 m+1
e_Pm,f-,O(l)‘ = |f(1) = Pn,ro(1)| < W“ —0‘ = S para todo m € N.
! -5
Probando con m = 1,2,... vemos que para m = 8 ya se cumple (m+ 1! < 107>, luego
m !
e— Pg7f70(1)| < 107, Para calcular P .0(1), recordamos (Ejemplo 3.4.2) que
8 ,n
x
Py ro(x) = Z -
= n!

y sustituimos x = 1, obteniendo la aproximacién pedida del nimero e:

5.1 109601

B ro(l) = ;ﬁ = 0300 = 27182787 ..

La pregunta que se plantea ahora es:

Dada una funcion f infinitamente derivable en un intervalo abierto I y xy € 1,
Jpara qué valores de x la serie de Taylor de f, centrada en xq, converge y

tenemos la igualdad:

> ) (xo)

|
n=0 n.

(x—xo)n ?

La respuesta a la pregunta anterior es “para todo x € R” cuando f(x) es cualquiera
de las funciones €%, senx y cosx:
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Proposicion 3.4.9. Para cada x € R se cumple:
i )n—i—l 2n—1 0 (_1)nx2n

senx = Z R cosx = Z 20!

x"
n n=1 n=0

En cambio, para la funcién In(x+ 1) no tenemos un comportamiento tan bueno:
Ejemplo 3.4.10. Para cada x € (—1,1] se cumple:

= (—1)rtHyn
o1 2 C
n=1 n
= (— 1)ty
Sin embargo, si x ¢ (—1,1] entonces la serie Z (=1)

n=1

diverge.
n

Los resultados anteriores sobre convergencia de series de Taylor se pueden utilizar

para aproximar las correspondientes funciones mediante polinomios de Taylor.

Ejemplo 3.4.11. Cdlculo aproximado de sen(%) con error absoluto menor que 107,
utilizando la serie de Taylor de la funcion f(x) = senx centrada en xo = 0y el Criterio

de Leibniz para series alternadas.

Solucion. En vista de la Proposicion 3.4.9, tenemos

" 1 2n—1
(l) B i (_1) (g) i 1)n+1 (3 17)
sen 3 —n:1 P . .

(2n—1)!
Vamos a aproximar sen(%) mediante una suma parcial

m (_1)n+l
Sim = ,E 320 1(2n— 1)1’

eligiendo un m € N adecuado. La serie alternada (3.17) cumple los requisitos del Crite-
rio de Leibniz (Proposicién 3.3.12 y Observacién 3.3.13), asi que tenemos la siguiente
acotacion del error:

1 1 1
sen 3~ Sin

S B0 (mt 1) 1) 3 2m 1 1)!

para todo m € N.
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Ahora sélo tenemos que encontrar un m € N tal que

1
<1076,
32 (o4 1)1 =

Probando con m = 1,2, ... observamos que m = 3 ya cumple la desigualdad. Luego

3 (_1>n+1
=) 32 T(2n—1)!

n=1

= 0.32719478737997

es una aproximacion de sen(%) con error absoluto menor que 10~°. Observamos que S3

es precisamente el valor que toma en x = % el polinomio

x3 XS
TR
(polinomio de Taylor de f(x) = senx, de orden 5 centrado en xp = 0). O

Ejemplo 3.4.12. Cdlculo aproximado de ln(%) con error absoluto menor que 10~°, uti-
lizando la serie de Taylor de la funcion f(x) = In(x+ 1) centrada en xo = 0 y el Criterio

de Leibniz para series alternadas.

Solucion. Segun el Ejemplo 3.4.10, tenemos

w(3)-s(3)- L allC DR MEERE

2 n = n2"

Vamos a aproximar ln(%) mediante una suma parcial

m (_1)n+1
n; n2n -’

eligiendo un m € N adecuado. Como la serie alternada (3.18) cumple los requisitos del

Sm

Criterio de Leibniz (Proposicion 3.3.12 y Observacion 3.3.13), tenemos:

3

Buscamos un m € N que cumpla

< para todo m € N.

(m + 1)2m+1

Dz < 1073, es decir, (m+ 1)2"1 > 10°.

Probando con m = 1,2, ... observamos que m = 12 ya cumple la desigualdad. Por tanto,

12 (_1)n+1

spo=y U0

> = 0.40545869196992
n=1 n
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es una aproximacién de In( %) con error absoluto menor que 107>, Nétese que Sy; es el

valor que toma en x = % el polinomio

2 .\ 3 12
x —_—— —_—— —_——
2 3 12
(polinomio de Taylor de f(x) = In(x+ 1), de orden 12 centrado en xy = 0). O

Ejercicios

Ejercicio 3.4.13. Calcula la serie de Taylor, centrada en el punto xo = 0, de las funciones

siguientes:
ef—e ™ 1
SOLUCION. Comenzamos calculando las derivadas de f:
eX —X
FR=" =), e

2 Y

Por tanto, sustituyendo en xo = 0, obtenemos

f(”) (0) = 0 sinespar,

1 sinesimpar.

Luego la serie de Taylor de la funcién f, centrada en xy = 0, es:

2n—1 X3 5

= SM0) o x _ X
,EO n! x_,;(zn—l)!_x+3!+5!+"'

Por otro lado, las sucesivas derivadas de g son:

Se puede demostrar por induccién que g(”) (x) = para todo n € N. Por tanto,

n.
(1 _x)n—H
g (0) = n! para todo n € N y la serie de Taylor de la funcién g, centrada en xo = 0, es:

= (1) (0 o
Zg ‘()x”:Zx":1+x+x2+x3+...
n=0 n: n=0
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Ejercicio 3.4.14. Calcula la serie de Taylor de la funcion f(x) = v/x+ 1, centrada en el
punto xy = 0.

SOLUCION. El primer término de la serie de Taylor pedida es f(xy) = £(0) = 1. Las
primeras derivadas de f(x) = vx+ 1 = (x4 1)'/2 son:

1 3
@ =@+ D2 = )R ) = S 1)
Estos célculos nos permiten conjeturar que, si definimos la sucesion
a) = 17
an=(2n—3)a; paran>2,

entonces
n+1
gy — ()" an
=7

Laigualdad (3.19) se puede demostrar facilmente por induccién. En efecto, si suponemos

(x+1)""*1/2  paratodon € N. (3.19)

que se cumple

_1\n+1
Fo =

y derivamos en esta expresion, obtenemos

(x+ 1)7n+1/2

_1\n+1
) = (_”+ %) EL gy 2
_ (—1)"“(?11— 1)an (e 1)~ (D +1/2 (—1)"ian+1 (e 1)~ (D172,

n n

Utilizando (3.19), obtenemos la expresion del término general de la serie de Taylor:

| n+1an
/™ (xo) A ( )2'1 (=D)"*ay,
(x—xp)'=—=x"= X' = x"
n! n! n! 2"'n!

]

Ejercicio 3.4.15. Calcula la serie de Taylor de la funcion f(x) = Inx, centrada en el

punto xy = 1.
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SOLUCION. El primer término de la serie es f(1) =In1 = 0. Para determinar la expre-

sién del término general de la serie, calculamos las sucesivas derivadas de f(x) = Inx:

(=) (n—1)!

xn

Es sencillo demostrar por induccién que ") (x) = para todo n € N.

Sustituyendo en xy = 1, obtenemos £ (1) = (—1)"*!(n—1)! para todo n € N. Por tanto,
la serie de Taylor de la funcién f(x) = Inx, centrada en el punto xy = 1, es:

£

= (—1)"* (1)1 = (—1y!

(D) (c-1'=Y

n=1 n=1

(x—1)".

n. n

Ejercicio 3.4.16. Dada la funcion f(x) = cosx+ senx, se pide:

(i) Halla su polinomio de Taylor de orden 5 centrado en xy = 0.
(ii) Calcula una aproximacion de cos (0.1)+sen (0.1) utilizando el polinomio anterior.

(iii) Da una cota superior del error absoluto de la aproximacion hallada en (ii).

SOLUCION. (i) Evaluamos la funcién y sus primeras 5 derivadas en xo = 0. Naturalmen-
te, f(0) = cosO+sen0 = 1. Calculamos las derivadas y las evaluamos en xo = 0:

f(x) = —senx+cosx = f(0)=1
f"(x) = —cosx—senx = f"(0)=—1
f(3) (x) =senx—cosx = f3(0)=—1
@ (x) =cosx+senx = fH0)=1
(x) —senx+cosx = fO0)=1

Asi que el polinomio de Taylor pedido es:

" (3) (4) (5)
Ps,f,o(X)=f(0)+f'(0)X+]%!0)x2+f 3!(0)x3+f 4!(0>x4+f 550)x5:
)C2 X3 )C4 5
S I LA

21 31 41" 50
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(i1) La aproximacién pedida es:

0.1)> (0.1)* (0.1)* (0.1)> 3775

— = = 1.094837587 ...
2! 3! + 4! * 5! 3448 09483758

P57f70(0.1) =1+0.1—- (

(iii) Una cota superior de {f(O. 1)— P57f70(0.1)} es

M

a0 1)° (3.20)

siendo M cualquier constante que cumpla
1£© ()] <M paratodor € [0,0.1]

Para determinar una tal M calculamos la derivada sexta, f(©) (t) = — cost —sent. Teniendo

en cuenta que
—1<sent<1 y —1<cost<1 paratodoreR,

deducimos que |f(©)(r)| = | — cost —sent| < 2 para todo ¢ € R. Luego podemos tomar
M = 2. Por tanto, sustituyendo en (3.20), una cota superior de la aproximacién obtenida

2
en (ii) es: 5<0'1)6 ~2.78-107°. O

Ejercicio 3.4.17. Calcula aproximadamente sen(0.15) con error absoluto menor que 1075,

utilizando un polinomio de Taylor de la funcion f(x) = senx centrado en xy = 0.

SOLUCION. En el Ejemplo 3.4.3 hemos visto que los polinomios de Taylor de f centra-
dos en xg = 0 son de la forma

k )n—i—l )
Py—1,£,0(x) = P r0(x) Z (2n—1)] x”* parak=1,2,...

Tenemos que determinar el orden del polinomio a utilizar. Las derivadas de f(x) = senx
son todas de la forma senx, cosx, —senx o —cosx. Por tanto, para cualquier m € N y
cada t € R se cumple |1 (r)| < 1. En vista de la Proposicién 3.4.6, se cumple la

siguiente desigualdad:

0.15)m+!
[5en(0.15) — P 0(0.15)] < 0.15— 0™+ — ﬁ para todo m € N.

1
(m+1)!
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15 m+1
Buscamos un m € N tal que Q

(m+1)! < 107 probando conm = 1,2. .. Esta desigualdad
m .
ya se cumple para m = 4 y, por tanto, tenemos

|sen(0.15) — P4 70(0.15)| < 107°.
Como P4 0(x) = P r,0(x), la desigualdad anterior se escribe como

|sen(0.15) — Ps ;0(0.15)] < 107°.

3
) X . . .
Por tanto, teniendo en cuenta que P; ro(x) = x — —, la aproximacién pedida es

0.15)3
P37f70(o.15):0.15—( 6)

= 0.1494375.
O
x3
Ejercicio 3.4.18. Determina para qué valores de x se puede sustituir senx por x — 3 si
el error absoluto mdximo permitido es 1073.
’ x3
SOLUCION. Escribiendo f(x) = senx, sabemos que P3 s o(x) = P4 r0(x) =x— 3

x3
senx — | x — —
6

para todo x € R (por la Proposicién 3.4.6, teniendo en cuenta que | £ (¢)] = |sens| < 1
para todo ¢t € R). Observamos que

709~ Pago(@)] < g7l

1
5]x|5<10*3 — [’<012 <= |x<V0.12.

Luego

3
senx — < G ) ‘ < 1073 para todo x tal que |x| < v/0.12 = 0.654389389... [

2
o e e . . . X,
Ejercicio 3.4.19. Determina para qué valores de x se puede sustituir cosx por 1 — — si
el error absoluto mdximo permitido es 1074,
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2
SOLUCION. Para f(x) = cosx tenemos P £ o(x) = P5 so(x) = 1 — % (Ejemplo 3.4.4) y

se cumple

x2 1 4
COSX — <1 —§>' = ‘f(x) —P37f70(x)‘ < Z]x]

para todo x € R (por la Proposicién 3.4.6, ya que | f*)(¢)| = |sent| < 1 para todo € R).

Observamos que

l 4 —4 4 3 4 3
!|x| <10 = |x] <1 5 — |)c|<\/1 5

2
3
COSX — (1 - %) ' < 10™* para todo x tal que |x| < v/ 1250 = 0.221336... O

Ejercicio 3.4.20. Dada la funcion f(x) = xe*, calcula aproximadamente f(—0.5) me-

Luego

diante un polinomio de Taylor de f centrado en xo = 0, con error absoluto menor que 10™4,

SOLUCION. Calculamos las sucesivas derivadas:
fo)=@+1)e, f'x)=@x+2)e", ) =(x+3)e",

Es sencillo comprobar que £ (x) = (x+n)e* para todo n € N. En particular, tenemos

F) (0) = n para todo n € Ny la serie de Taylor de f centrada en xy =0 es

= ¢(m) () &
y L0y
n—0 n=1

Para determinar el orden m del polinomio de Taylor que debemos utilizar, observamos

> 1
X' = X"
! n;(n—l)!

| =

S

que para cualquier m € N se cumple la acotacion:
F D = |(t+m—+1)é'| <m+1 paratodor € [—0.5,0]

(ya que €' < 1 sit <0). Por la Proposicién 3.4.6, tenemos:

m+1

10~ (0=

1
| £(=0.5) = Py, 0(—0.5)| < —(0.5)"*" " para todom € N.
’ m!

1

Para m = 6 ya se cumple —'(0.5)”“rl < 10™*. Por tanto, necesitamos el polinomio de
m

3 4 5 5
Xt x

Taylor de orden 6, es decir, P f70(x) =x+xr+ % + 3 + o + %0 Evaluando este
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polinomio en x = —0.5 obtenemos la aproximacion pedida:

(—0.5)° (—0.5)* (-0.5)° (-0.5)°

Poro(=0.5) = =05+ (=0.5) + > 42— 42 4 o =
2329
=~ = —0.30325520833...
7680

O

Ejercicio 3.4.21. Calcula aproximadamente COS(%) con error absoluto menor que 1077,
utilizando la serie de Taylor de la funcién f(x) = cosx centrada en xy = 0 y el Criterio

de Leibniz para series alternadas.

SOLUCION. La tercera férmula de la Proposicién 3.4.9 nos dice que

e (2)
COS(§>nwof‘iézg%)";;(1V§5%;57' (321)

22 12\
La sucesion 32 (2n)1 = )1 3 es monotona decreciente y converge a 0. Aplican-
n)! n)!

do el Criterio de Leibniz (Proposicion 3.3.12 y Observacion 3.3.13) a la serie alterna-
da (3.21):

m 2211

= (5) -5

n

22m+2
<
32m2(2m 4 2)]

para todo m € N.

2m+-2
Ahora buscamos un m € N tal que 2 (am 1 2)1 <1077, Por ejemplo, m = 4 nos sirve.
Asi,
4 22n
—1)"——— =0.78588726553976
nzb( ) 32n(2n)!

es una aproximacion de cos(%) con error absoluto menor que 10~7. Observamos que esta

aproximacion es el resultado de evaluar en x = % el polinomio

¥ xr oAb A8

1_5+m R

(polinomio de Taylor de f(x) = cosx, de orden 8 centrado en xo = 0). []
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