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Introduccion

El presente trabajo se enmarca dentro del estudio de las propiedades que preservan ciertas
clases de operadores entre espacios de Banach.

En general, dado un operador "grande” entre espacios de Banach, queremos encontrar objetos
matemdticos que se preserven a través del operador. Sean X, Y, y Z espacios de Banach. Nos
formulamos la siguiente pregunta:

Dado un operador T : X — Y, ;qué condiciones nos garantizan que el operador 7 fija una copid]
de un espacio Z?

Es claro que X debe tener algtn subespacio isomorfo a Z. Si X es de dimension infinita,
entonces es inmediato que para cualquier espacio de Banach Z de dimensién finita, T fija una
copia de Z si, y sdlo si, 7 (X) tiene dimensién mayor o igual que la dimensién de Z. Sin embargo,
si Z es infinito-dimensional, entonces el problema es bastante mas complicado. Entre las respuestas
a esta pregunta destacan los dos teoremas siguientes:

Teorema de Pelczynski. Sea K un espacio compacto Hausdorff, X un espacio de Banach y
T :C(K) — X un operador. Si T no es débil-compacto, entonces T fija una copia de cy.

Teorema de Rosenthal. Sea K un espacio métrico compacto no numerable, X un espacio de
Banach y T : C(K) — X un operador. Si T*(X*) es no separable, entonces T fija una copia de
C([0,1]).

Estos serén los resultados mds importantes que el lector encontraré en este trabajo.

En el primer capitulo nos equiparemos con las armas necesarias para demostrar estos teo-
remas. |Y vaya armas! Empezaremos viendo la técnica de descomposicién de Petczynski [1.1.3]
que, para que el lector se haga una idea de su simpleza y su gran utilidad, basta decir que, atn
siendo el primer teorema de este trabajo, es el resultado al que mds recurriremos para cerrar las
demostraciones. A este resultado le siguen el Criterio de Grunblum, el Principio de las Pequefias
Perturbaciones y el Principio de Seleccion de Bessaga-Petczynski, que nos permitirdn obtener su-
cesiones bdsicas cuando las necesitemos. Finalmente veremos el teorema de Bessaga-Petczynski

! Decimos que T fija una copia de Z si existe un subespacio F de X isomorfo a Z y tal que T|r es un isomorfismo.
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y el teorema de Sobczyk [[.4.9] herramientas que serdn clave para demostrar el teorema de
Petczyiiski[2.4.3]y sus consecuencias.

En el segundo capitulo, con el teorema de Petczyrski [2.4.3] como objetivo, comenzaremos
viendo el teorema de Dunford-Pettis y el teorema de Grothendieck [2.2.3] que nos permi-
tirdn caracterizar los conjuntos débil-compactos de L!(u) y M(K). Tras ver que C(K) tiene la
propiedad de Dunford-Pettis, estaremos en condiciones de demostrar el teorema de Petczynski

Durante todo el tercer capitulo nos acompafiard ese gran objeto matemético que es el conjunto
de Cantor. Después de la correspondiente presentacion, el teorema de extensién de Borsuk [3.2.1]y
el teorema de Miljutin [3.2.2] nos proporcionarén los conocimientos necesarios sobre los espacios
C(K) para poder demostrar el teorema de Rosenthal

Si quisiéramos seguir estudiando el problema que hemos planteado al principio de este intro-
ducciodn, quizds seria natural continuar estudiando el articulo de Dodos [Dod11]], donde se obtiene
un resultado andlogo al teorema de Rosenthal [3.0.1] Sin embargo, debido a la intima relacién que
existe entre los teoremas de Pefczynski [2.4.3]y Rosenthal [3.0.1] con el problema de clasificar, sal-
vo isomorfismos, los subespacios complementados de los espacios de funciones continuas, hemos
decidido dedicar un tdltimo capitulo al siguiente problema:

Problema del Subespacio Complementado. Sea K un espacio compacto Hausdorff y X un
subespacio complementado de C(K). ;Es X isomorfo a C(L) para algin compacto Hausdorff
L?

Veremos en el dltimo capitulo cémo los teoremas de Rosenthal [3.0.1] y Petczynski [2.4.3] dan
respuestas afirmativas para ciertos casos particulares y cudles son los casos que permanecen sin
demostracion.

Ademds, el lector puede encontrar en los apéndices aquellos conceptos y resultados funda-
mentales del Analisis Funcional, Topologia y Teoria de la Medida, de los que se hace uso a lo
largo del trabajo.
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Algunas propiedades de las
sucesiones basicas y el espacio
Co

Capitulo

Antes de estudiar los espacios C(K) y los teoremas de Petczynski y Rosenthal
que son los teoremas principales de este trabajo, debemos ver las propiedades principales de las
sucesiones bésicas.

En este capitulo trabajaremos las propiedades de los subespacios complementados y de las
sucesiones bdsicas, para finalmente obtener una serie de resultados del espacio cg. En esta primera
seccién aprenderemos una herramienta que serd fundamental en la teorfa de los espacios C(K),
como quedard de manifiesto en los resultados mds importantes del capitulo dos y del capitulo
tres. Este herramienta es la técnica de descomposicién de Pefczynski [I.1.3] que da condiciones
suficientes y naturales para que dos subespacios sean isomorfos. En la segunda seccién profundi-
zaremos en el concepto de base y sucesion basica. En este contexto nos apareceran varios teoremas
importantes con nombre propio, pero nuestro gran objetivo serd obtener el Principio de Seleccién
de Bessaga-Petzcyniski [1.2.15] que nos permitird extraer una subsucesién bésica de una sucesion
bajo ciertas condiciones. Finalmente, en la dltima seccién nos centraremos en el espacio cg y esta-
bleceremos un par de resultados sin los cuales no podriamos demostrar el teorema de Petczynski
el teorema de Bessaga-Petczyriskil.4.7]y el teorema de Sobczyk [I.4.9]

Fijamos a continuacién la terminologia que vamos a usar en este trabajo. Reservaremos la
palabra operador para denotar a una aplicacién lineal y continua. Como sélo tendremos interés
en los subespacios vectoriales cerrados, llamaremos subespacio a cualquier subespacio vectorial
cerrado de un espacio de Banach y subespacio lineal a los subespacios vectoriales no necesa-
riamente cerrados. Todos los espacios de Banach serdn reales. Diremos que 7 : X — Y es un
isomorfismo si T es un operador inyectivo con inversa sobre su rango 7! : T(X) — X conti-
nua. Notese que no exigimos que un isomorfismo sea suprayectivo. Diremos que dos espacios
de Banach X e Y son isomorfos si existe un isomorfismo 7' : X — Y con T(X) =Y. Escribi-
remos X ~ Y cuando X e Y sean espacios de Banach isomorfos. Si A C X es un subconjunto
de un espacio de Banach, escribiremos spanA para denotar a la clausura del espacio genera-
do por los vectores de A. Si X es un espacio de Banach, X* es el espacio dual de X, es decir,
X*={f:X —R: f es una funcion lineal y continua}. Si E es un subespacio de un espacio de Ba-
nach X, llamaremos E~ al subespacio de X* formado por los funcionales f € X* tales que f|g = 0.
Usaremos el simbolo ¢y para denotar al espacio de Banach formado por todas las sucesiones reales
(Xn);_, tales que h’rrlnx,, = 0y el simbolo cq para denotar al espacio de Banach formado por todas
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las sucesiones reales (x,);_, finitamente soportadas, es decir, tales que {n : x, # 0} es finito. Am-
bos espacios se consideran equipados con la norma || (x,);._ || = sup{|x,| : n € N}. Finalmente,
para un conjunto cualquiera A, denotaremos por |A| al cardinal de A.

1.1. Subespacios complementados

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio de Banach. Decimos que un operador P : X — X es una pro-
yeccion si se verifica P> = P. Diremos que un subespacio Y de X es un subespacio complementado
de X si existe una proyeccion P: X — X con P(X) =Y.

Si Y es un subespacio complementado de X y P : X — X es una proyeccién con P(X) =Y,
entonces de la propiedad P? = P se sigue la igualdad P(y) =y paracaday € P(X) =Y.

Una de las metas de este trabajo es obtener propiedades de los subespacios complementados
de ciertos espacios de Banach. En concreto, nos gustaria saber, dado un espacio de Banach X
y un subespacio complementado Y de X, a qué espacio puede ser isomorfo Y. En el capitulo 4
estudiaremos esta pregunta en el caso en que X = C(K) es un espacio de funciones continuas
sobre un compacto Hausdorff K. A menudo nos encontraremos una situacién en la que, ademas
de ser Y un subespacio complementado de X, también Y tiene un subespacio complementado
isomorfo a X. Bajo alguna condicién adicional, la técnica de descomposicion de Pelczyniski nos
dice que en esta situacion X e Y son isomorfos. Las siguientes definiciones estdn inspiradas en el
articulo de Petczynski [Pet60]:

Definicion 1.1.2. Sea E un espacio de Banach de sucesiones reales con la norma || - ||g, tal que si
(t)iZ1 EEy (si)i2, verificalsi| < |ti| para cadai € N, entonces (s;);_y €E y || (t:);Zy || = || (s:)i2, [l

Sea X1,X»,X3, ... una sucesion de espacios de Banach con normas || - ||1,]| - |2, .... respectivamente.
Denotaremos por (X ®X> ® X3....)g al espacio de las sucesiones (x;);_,, con x; € X; para cada
i €N, tales que (||xi||;);—, € E equipado con la norma || (x;);— || := || (||xilli);— ||[e. Cuando E

tiene dimension finita n, se define andlogamente el espacio (X; ® X, @ ... ® X, )g. Para abreviar,
denotaremos por X, X, @ ... ® X, al espacio (X1 DXy @ ... ® X, )re, donde R" se considera equi-
pado con la norma infinito. Ademds, si X = X; para cada i € N, escribiremos E(X) para denotar
al espacio (X X DX P ...)E.

El espacio (X; ©X, ® X3....)g siempre es un espacio de Banach. Como todo espacio de Banach
real £ de dimensién n es isomorfo a R”, es sencillo ver que se verifica

X10X®.. 60X~ X1 DX D ...0X,.

Andlogamente, también es sencillo ver que si X e Y son espacios de Banach isomorfos, entonces
E(X) y E(Y) también son isomorfos.

Para cada p con 1 < p < oo, el caso en que E = ¢, o denotaremos como /,,(X) = (X ®X ®...),
y el caso en que E = ¢ lo denotaremos por ¢p(X) = (X DX D...)o .

Enelcasoenque E =/, con 1 < p < e 0 E = ¢y, también se verifican las siguientes propie-
dades elementales para espacios de Banach X e Y cualesquiera:
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Sea X un espacio de Banach y P : X — X una proyeccién. Si / : X — X es la identidad en X,
entonces / — P también es una proyeccién, ya que (I —P)> =1+ P> —2P=1—P.Si Y = P(X)
y Z = (I — P)(X), entonces el operador T : X — Y @ Z, definido mediante la férmula 7' (x) =
(P(x),(I — P)(x)) para cada x € X, es un isomorfismo con 7'(X) =Y @ Z. En general, si Y es un
subespacio complementado de X, entonces existe un espacio de Banach E talque X ~ Y ¢ E.

Teorema 1.1.3 (Técnica de descomposicién de Petczynski). Sean X e Y espacios de Banach ta-
les que X es isomorfo a un subespacio complementado de Y e Y es isomorfo a un subespacio
complementado de X. Si se verifica

(a) X=X*=X®XeY~Y%,o
(b) X =co(X)oX ~{,(X)para algiin 1 < p < oo,

entonces X e Y son isomorfos.

Demostracion. SeaX ~Y ®E eY ~X @ F. Si se verifica (a), entonces
X~YRYPE=YBX

y también
Y= XPXOF=XpY~YDX.

Por tanto,
Y=YDPX=X.

Como ¢o(X) @ co(X) = co(X) y £p(X)®Lp(X) = £,(X), si se verifica (b) entonces X & X ~ X.
Por tanto, al igual que antes,

Y= XBEXPF~XPY.

Pero, ademas,
co(Y) =Y @co(Y)

0,(Y)=Y®L,Y).

Por tanto, si X = ¢o(X) entonces
X~cgX)meog(YBE)~co(Y)Pco(E) =Y ®co(Y)Dco(E) =Y Bep(X) =Y BX Y

y andlogamente si X ~ £,(X).
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1.2. Bases y sucesiones basicas

Definicion 1.2.1. Sea X un espacio de Banach. Decimos que una sucesion (e,);_, en X es

una base de X si para cada x € X existe una uinica sucesion de escalares (a,);_, verificando
N

lim Y ape, =x

N—veop—1

(e} N
Escribiremos x = Y, a,e, si x = Alll’m Y a,e,. Una condicidn necesaria para que X tenga
n=1 —°p=1
una base es que X sea separable. Ademads, es relevante el orden de los vectores. Por ejemplo, si
tomamos f, := e; +e> + ... + e, en ¢y, donde (e,);>_; son los vectores de la base canénica de ¢y,
entonces (f,):_, es una base de ¢y pero una reordenacién adecuada nos da una sucesién que no es

una base [[AKO06, p. 51, Ejemplo 3.1.2].

Definicion 1.2.2. Sea (e,)_, una sucesion en un espacio de Banach X. Si existe una sucesion
%) 00 *
(er)r_  en X" con

(i) e;(ej) =1si j=kye(ej) =0sij#k paracadak,jeN,

(ii) x=Y €(x)e, para cada x € X,
n=1

entonces diremos que (ey);_, es una base de Schauder para X y que los funcionales (e},)_, son
los funcionales biortogonales asociados a (e, ).

Ademds, llamaremos soporte de x, y lo denotaremos por supp(x) , al conjunto de enteros n
con e (x) # 0. Si |supp(x)| < oo diremos que x estd finitamente soportado.

Dada una base (e,);_; de un espacio de Banach X, podemos definir los funcionales lineales

(x) = a, para cada x € X, donde a, es tal que x = ¥ a,e,. A priori, no sabemos si eﬁ es un

n=1
funcional lineal continuo. Sin embargo, se puede probar que en todo espacio de Banach los fun-

cionales e’ son continuos y, por tanto, una sucesion (e,)°"_, es una base si, y sélo si, es una base

de Schauder [AKOG, p. 3, Teorema 1.1.3].

Sea (e,);>_, una base de Schauder en un espacio de Banach X y (e;);_, sus funcionales

biortogonales. Llamamos sumas parciales a los operadores S, : X — X, dados por So =0y
oo n

Sp(x) =Su(X ef(x)ex) = ¥ ef(x)exsin> 1.

#

€n

n=1

Definicion 1.2.3. Sea (e,);;_, una base de Schauder en un espacio de Banach X. Llamamos cons-

tante basica al niimero K = sup ||S,|| . Ademds, si K = 1, diremos que labase (e,);_, es monétona.
neN

Los operadores S, verifican S, (x) — x para cada x € X, luego sup[|S,(x)|| < e Vx € X. El
neN
Principio de Acotacién Uniforme [A.4]afirma que K := sup ||S,|| < o, es decir, la constante bésica
neN
es siempre finita.

Definicion 1.2.4. Una sucesion (e,)5_, en un espacio de Banach X se dice que es una sucesion
basica si es una base para el espacio span{e, : n € N}.
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Las sucesiones bésicas son de vital importancia en la teoria de Espacios de Banach. En esta
seccion vamos a caracterizarlas y a estudiar sus propiedades fundamentales. La siguiente proposi-
cién nos proporciona un criterio para ver si una sucesion es bésica:

Proposicion 1.2.5 (Criterio de Grunblum). Una sucesion (e,);_, de elementos no nulos de un
espacio de Banach X es una sucesion bdsica si, y solo si, existe una constante positiva K tal que

m n
Y arer|| < K'Y arexl]
k=1 k=1

para cualquier sucesion de escalares (ay),._, y enteros m,n € N con m < n.

Demostracion. Suponemos primero que (e,)5_; es una sucesion bdsica. Sea
Sy :span{e, :n € N} — span{e, :n € N} con N = 1,2, ... las sumas parciales asociadas a (e,),_,.
Para m < n se verifica

m n n n
1Y arerll = [1Sm( Y axed) | < sup IS;llll Y arell = K| Y axex|
k=1 k=1 JjeN k=1 k=1

oo

donde K es la constante bésica de (e,);_;.
Vemos el reciproco. Sea E := span{e; : k € N} y s, : E — E definida como

o n
Sn(z, arex) = Z Aiek
k=1 k=1

para cada n € Ny cada sucesién de escalares (ax),._, todos nulos excepto una cantidad finita. Para

ver que s, estd bien definida, tenemos que ver que todo elemento x € E se expresa de forma tnica

como x = Y aer con a; = 0 para todo k € N excepto una cantidad finita. Si este no fuese el
k=1

caso, existirfa una sucesién de escalares (ax),._, todos nulos excepto una cantidad finita y con al

oo

menos un escalar no nulo, tal que 0 = Y, agey. Pero si a,, es el primer escalar no nulo, entonces
k=1

m n
0 # |lamem|| = || ¥ arex|| < K|| ¥ arex|| = 0, para n suficientemente grande, obteniendo asi una
k=1 k=1

contradiccion. Por tanto, s, estd bien definida, es una funcién lineal y continua y, por hipétesis,
|lsn(x)]] < K||x|| para cada x € E. Como E es denso en span{e; : k € N}, existe un tnico operador
S :span{ey : k € N} — span{e, : k € N} con S,,|g = s, para cada m € N. Por densidad, también
serd ||S,,|| < K. Para cada x € E se verifica S,,(x) = s,,(x) — x. Vamos a ver que realmente se
verifica Sy, (x) — x si x € span{e, : k € N}. Sea € > 0. Podemos tomar y € E verificando

€
Klx =yl +lly =l <5

y mgy € N de modo que
€
ISny =l < £
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para cada m > myg. En ese caso, serd

[1Smx —x[} < [1Smx = Smy [l 4+ 1Smy = Il + Iy = xl| = 1S (x =) | + lly — ][+ 5
<Klx=yl|+|x=y|+5<5+5=¢  Vm>my.

Por tanto, como € > 0 lo podemos tomar tan pequefio como queramos, debe ser S,,x — x para
cada x € span{e; : k € N}.

Definimos S : span{e : k € N} — span{e; : k € N} como Sy =0,y ¢} : span{e; : k€ N} - R
verificando e} (x)e, = S, (x) —S,—1 (x) para cadan € Ny cada x € span{ey : k € N}. Por definicién,
cada e es un funcional lineal y continuo y, ademas,

6:;(6,")6" = Sn(em) —Sn-1 (em) = Oumem = Oumen,
donde &,,, denota la funcién & de Kronecker , que se define como

1sin=m,
Snm:

0 en el resto de casos.

Por tanto, debe ser e} (ey,) = Ouy para cada n,m € N 'y, como

3 extvles = 315000) =101 (9] = 50l .

deducimos que efectivamente (e,)_; es una sucesion basica.
O

Definicion 1.2.6. Diremos que dos bases o dos sucesiones bdsicas (x,)5_, e (yn)i_, son equi-
valentes, y escribiremos (x,)5_y ~ (Yn)y I si para cualquier sucesion de escalares (a,);,_, se
verifica que Y, apx, converge si, y solo si, Z a,y, converge.

n=1 n=1
Teorema 1.2.7. Dos bases o dos sucesiones bdsicas (xn);_;, (Yu)y_, SOn equivalentes si, y sélo
si, existe un isomorfismo T : span{x, : n € N} —span{y, :n € N} conT(x,) =y, VneN

Demostracion. Sea X =span{x, :n € N}, Y =span{y, : n € N} . Si existe un isomorfismo 7 que

verifica Tx, =y, para cada n € N entonces es claro que las sucesiones son equivalentes.
Suponemos ahora que las sucesmnes son equivalentes y tomamos la funcién lineal 7 : X — Y

definida como T'( Z AnXy) = Z any,. T estd bien definida por ser las sucesiones equivalentes y es

n=1 n=1
biyectiva por ser las sucesiones bases. Probamos que T es continua. Por el teorema de la Gréfica

Cerrada [A.3] es suficiente probar que si (u /)71 es una sucesion con u; — u en X'y Tu; — v
en Y, entonces Tu = v. Escribiendo u; = Z X (uj)x, yu= ): X (u)xy,, de la continuidad de los

funcionales biortogonales se deduce que xn(u i) = x(u) e yn(Tu i) =x5(uj) = yi(v) para cada
n € N. Por la unicidad del limite, x};(u) = y;(v) para cada n € N y, por tanto, Tu = vy T es
continua. Por analogfa, 7! también es continua y podemos concluir que 7 es un isomorfismo.

O
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oo

Corolario 1.2.8. Sean (x,)5_,, (yn)ir_, dos sucesiones bdsicas en los espacios de Banach X e Y
respectivamente. Entonces (x,)5_y ~ (Yn)y_, 8i y solo si existe una constante C > 0 tal que para
toda sucesion de escalares (ay);r_, finitamente soportada se verifica

Cil” Z anyn|| < || Zanan < ZanynH
n=1 n=1 n=1

Si C = 1, entonces las sucesiones bésicas (x,)5_,, (y);_; se dice que son isométricamente
equivalentes .

La equivalencia de sucesiones bdsicas (y de las bases) serd una herramienta muy potente para
el estudio de isomorfismos entre espacios de Banach.

Definicion 1.2.9. Sea (e,);;_, una base para un espacio de Banach X. Sea (py);;_, una sucesion
de enteros estrictamente creciente, con po =0y (a);r_, una sucesion de escalares. Una sucesion
de vectores no nulos (u,);_, en X de la forma

Pn
U, = Z ajej VneN
J=pn-1+1
se llama una sucesion base-bloque de (e,)5_; .

El siguiente lema nos dice que, como era de esperar, las sucesiones base-bloque son sucesiones
bésicas.

Lema 1.2.10. Sea (e,);_, una base de un espacio de Banach X con constante bdsica K. Sea
(ug)_, una sucesion base-bloque de (e,)

tante bdsica menor o igual que K.

n=1*

oo

Entonces (u)y_, es una sucesion bdsica con cons-

Pk
Demostracion. Por definicion, cada u; se puede expresar de la forma uy = ), aje; para
J=Pr-1+1
cada k € N. Entonces, para cualquier sucesion de escalares (bk)z’:1 y enteros m, n con m < n,

tenemos

m m Pk m Pk Pm
1Y bl =11 b Y, ajeill=11Y, Y bajell =) cjel
=1 k=1 j=pei+1 k=1 j=pi_1+1 =1

donde Ccji= ajbk sipr1+1<j<pg.
Por el criterio de Grunblum, sera:

m Pm Pn n
1Y bl = 1 Y cjefll < KIIY. cjejll = K| Y buane]|-
=1 =1 =1 =1

oo

Por tanto, de nuevo por el Criterio de Grunblum, (u);_, es una sucesion basica con constante
basica menor o igual que K.
O
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Definicion 1.2.11. Una sucesion bdsica (x,);_, en un espacio de Banach X se dice que es com-
plementada si span{x, : n € N} es un subespacio complementado de X.

Observacion 1.2.12. Sea (x,);_, una sucesion bdsica complementada e Y := Span{x, : n € N}.

Si P: X — Y es una proyeccion, entonces los funcionales biortogonales (x;,)7_, C Y* pueden

extenderse a una sucesion (u;)y_, C X* tal que u;(x,) = Oum para cada n,m € N, definiendo
u, =x,oP Vne&N. Se verifica entonces

Z u,(x)x, =P(x) VxeX.
n=l1

Reciprocamente, si tenemos una sucesion (u,)w_, C X* con u(x,) = 8y y la serie ): u(x)x,
=1

converge para cada x € X, entonces el subespacio span{xn n € N} es complementado y la funcion

P: X — span{x, : n € N}, definida como P(x) = Z u),(x)x, para cada x € X, es una proyeccion.
n=1

Definicion 1.2.13. Sean X e Y espacios de Banach. Decimos que dos sucesiones (x,)5_; C X,
(yn);r_; C Y son congruentes respecto (X,Y) si existe un isomorfismo T : X —Y con T (x,) =y,
para cada n € N. Cuando las sucesiones verifican la condicion anterior en el caso particular en
que X =Y diremos simplemente que las sucesiones son congruentes .

El siguiente teorema, demostrado por M. Krein, D. Milman y M. Rutman en 1940, nos dice
que dos sucesiones (x,)7_; C X, (yn);r_; C Y suficientemente préximas entre si son congruentes.

Teorema 1.2.14 (Principio de las Pequefias Perturbaciones, 1940). Sea (x,);_, una sucesion bdsi-
ca en un espacio de Banach X con constante bdsica K. Si (yn);r_, es una sucesion en X verificando

21(2”" —ull g,
= lall
entonces (X,)5_y,(Yn)i_, son congruentes. En particular:

(i) (ya)>_, es una sucesion bdsica con constante bdsica menor o igual que K(1+6)(1—6)~".
(ii) Si (xn);_, es una base, entonces (yn);_, también es una base, con constante bdsica menor
oigual que K(1+6)(1—6)~
(iii) Si (xn)5_, es complementada entonces (y,)5_, también.

Demostracion. Para cadan > 2y cada x € span{x, : n € N} se verifica
n
X (X)xn = Y xg () — Z Xy (x
k=1

donde (x})~_, C span{x, : n € N}* son los funcionales biortogonales de (x,) ;.
Como el rruembro de la derecha es una diferencia de sumas parciales de x, se verifica

[ ()0 | < 2K |
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y, por tanto, ||x;||||x,|| < 2K.Paran =1 es claro que ||x}||||x;|| < K. Estas desigualdades se mantie-
nen si reemplazamos cada x;, por cualquier extension a X, u, dada por el teorema de Hahn-Banach.
Para cada x € X escribimos

De la desigualdad

[[yn = x|
ZIIM IIHyn—xn||<2KIIXI|Z — = 0|lx|

=t bl

se sigue que la funcion A estd bien definida. Por tanto, A es un operador de X en X con A(x,) =y,
y norma

— X |

A< T4+ Y gl -l <142k Y =l _y g

o =t [l

Ademis, ||[A—1I]| < ¥ ||ui]l|lyn — x]| < 6 < 1, de donde se deduce que el operador A es
n=1

invertible con A~! = iO(I—A) y|A7Y| < Z II-A|"<(1-6)""

=
Los apartados (i), (ii), (iii) son consecuencia de que (x,),_; y (yn),_; son congruentes.
Como A : X — X es un isomorfismo suprayectivo con A(x,) = y,, deducimos que si (x,),_; es
una base entonces (y,),._, también lo es y, ademds, como las sumas parciales respecto de (y,),_,
son S, =Ao0S,0A~!, la constante bdsica de (y,),_, es

K =sup{||[AoS,0A7 Y| :ne N} < sup{||A||[|S.][|A7"]|:n e N} <K(1+6)(1—6)""

La propiedad (ii) es andloga a (i). Ademds, si (x,),_, es complementada y tenemos una proyeccién
P:X — span{x, : n € N}, entonces Ao PoA~! : X — Span{y, : n € N} es una proyeccién y, por
tanto, (y,);._, es complementada.

O

Como aplicacién del Principio de las Pequefias Perturbaciones obtenemos el Principio de Se-
leccion de Bessaga-Pelczyniski, que serd necesario para demostrar uno de los teoremas principales
de este trabajo, el teorema de Petczynski

Teorema 1.2.15 (Principio de Seleccién de Bessaga-Petczyniski). Sea (e,);_, una base para un
espacio de Banach X con constante basSica K y funcionales biortogonales (e},)y_,. Sea (x,);
una sucesion en X verificando

(i) in§||xn]] >0
ne
(ii) lim e,f(xn) = 0 para cada k € N.

n=1

Entonces existe una subsucesion (x,,)y_, de (x,),_, que es congruente con alguna sucesion
base-bloque (y,)5_, de (en):r_,. Ademds, para cada € > 0, es posible elegir (ny)y_, de forma que
(Xn, )5, tenga constante bdsica a lo sumo K + €.
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Demostracion. Sea o = fn{I |xq]| >0yseal<v< %. Tomamos n; = 1, ryp = 0. Existe r; € N tal
ne

que
vo

2K’
donde S, denota la suma parcial m-ésima con respecto a la base (e,);_;.
Por (ii), sabemos que lim ||S,,x,|| = 0, luego existe np > n; verificando
n—yoo

H'x’ll _Srl'x”l H <

via
||Sr1xnzH <5 K
Podemos tomar ahora r, > r; de forma que
via

Hxnz SrzxnzH <5z K

Por el mismo razonamiento de antes, como lim |[|S,,x,| = 0, existe n3 > ny verificando
n—yoo

via

||Sr2xn3 | <52 K

Repitiendo este proceso obtenemos una subsucesion (x,, )y, y una sucesién de enteros estric-
tamente creciente (r¢);_, con

k

vta
||xnk —SrkxnkH < i Vk € N.

via

||Srk lxnkH <G5 2K

Sea yy := S, X, — Sy, %n, paracada k € N. De la desigualdad

Tk—1

via
e =X Il < Wy = S ||+ 1816 [| < ==

se deduce .

via
el = ong = llyie = | > @ = == > (1= V@ > (1= v)a,

donde en la pentltima desigualdad hemos usado que la constante bdsica siempre es mayor o igual
que uno por definicién.

Por tanto, cada vector y; es no nulo y la sucesion (yx);_, es una sucesién base-bloque de
(en)s—. Por el lema[1.2.10} ()i, es una sucesion basica con constante basica menor o igual que
K.

Ademas,
o k

[k xnkH
2K —_—
/; Hka k=1 l—v

Por el Principio de las Pequefias Perturbaciones [1.2.14L (y¢)7, y (x5, )5, son congruentes
y, como son sucesiones bdsicas, son equivalentes. Como (yg);_, tiene constante bdsica menor o

8
=2v(l—-v) 2 < 5



1.3 Convergencia de series Q

igual que K, el Principio de las Pequefias Perturbaciones nos garantiza que la constante bésica de
(%n, )ro_y s menor o igual que

K(14+2v(1—=v) (1 —-2v(1—v)3)~ L

oo

Como v podemos tomarla tan pequefia como queramos, para cada € > 0, es posible elegir (1)},
de forma que (x,, ), tenga constante basica a lo sumo K + €.
O

Corolario 1.2.16. Si una sucesion débilmente nula no es convergente a cero en norma, entonces
tiene una subsucesion que es una sucesion bdsica.

Demostracion. Sea (x,),_, una sucesion débilmente nula que no converge hacia cero. Conside-
ramos X = span{x, : n € N}. Entonces X es separable. Para poder aplicar el teorema anterior,
necesitamos un espacio de Banach E con base tal que (x,),_, C E. Consideramos la aplicacién
T : X — C(Bx-) dada por (Tx)(x*) = x*(x) para cada x € X y cada x* € By, donde Bx- se consi-
dera equipado con la topologia débil*. La aplicacién T es un isomorfismo entre X y un subespacio
de C(Bx+). Como X es separable, Bx+ es un compacto métrico no numerable y, por el teorema de
Miljutin [3.2.2 que veremos en el capitulo 3, C(Bx-) es isomorfo a C([0,1]). Pero C([0,1]) es un
espacio con base [ﬂ Por tanto, C(Bx-+) es un espacio con base y X es isomorfo a un subespacio de
un espacio con base. Como (x,), _; no tiende hacia cero, podemos tomar una subsucesion (x,, );_,
con ;glg [ %, || > 0. Ademds, como la sucesién (x,, ),._, es débil-nula, podemos aplicar el teorema

anterior, obteniendo asi una subsucesién de (x,),_; que es una sucesién bdsica.
O]

1.3. Convergencia de series

Definicién 1.3.1. Sea (x,);°_, una sucesion en un espacio de Banach X. Una serie (formal) Y. x,
n=1

en X se dice incondicionalmente convergente si }. Xy, converge para cada permutacion m de N.
n=1

(e} ()
Ademds, decimos que la serie Y x, es absolutamente convergente si Y. ||x,|| converge. Toda
n=1 n=1
serie absolutamente convergente es incondicionalmente convergente y ambos conceptos coinciden

si, y s6lo si, el espacio es finito-dimensional (teorema de Dvoretsky-Rogers, [Die84, Capitulo 6]).

Lema 1.3.2. Dada una serie Y, x, en un espacio de Banach X, las siguientes afirmaciones son
n=1
equivalentes:

! Sea (gn),_; una sucesion densa en [0, 1], con ¢g; =0y ¢ = 1. Definimos la sucesion (e,)5_; C C([0,1]) como
e1 =1, e,(qn) =1, e4(qj) =0si j <ny e, extendida de forma lineal sobre [0,1]\ {g1,92,...,qs} para cada n > 1.
Entonces (e,),,_; es una base para C([0,1]). El lector puede encontrar los detalles en [AKO6, Capitulo 1].
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oo
(a) Y. x, es incondicionalmente convergente;

n=1

(b) Z X, converge para cualquier sucesion estrictamente creciente de enteros (n)y_,;

(c) La serie Z €,X, converge para cualquier eleccion de signos (&,),_,;

(d) Para Cada € > 0 existe n € N tal que si F es un subconjunto finito de {n+ 1,n+2,...}

entonces
1Y xill<e
JjEF
Demostracion. Empezamos probando (a) = (d). Vamos a demostrar el contrarreciproco. Su-

ponemos que existe € > 0 tal que para cada n podemos encontrar un subconjunto finito F, de
{n+1,n+2,...} verificando
Iy x> e

JEF,

Vamos a construir una permutacién 7 de forma que la serie Z Xz(n) DO converja. Tomamos
n=1

ny =1yA; =F,,. Definimos ny := maxA; y B| := {n; + 1,n; +2, ...,nz} \ A;. Repetimos el pro-
ceso: tomamos Ay := Fy,, n3 := maxA; y By := {na+1,ny+2,...,n3} \ A,. Iterando este proceso
obtenemos una sucesion (nx);_; y una particién de {ng + 1,mc+2,...,n1} = A UBx.

Sea m de forma que permute los elementos de {n; + I,n;< +2,...,n441} colocando los ele-

mentos de Ay antes que los de By. Afirmamos que la serie Z Xz(n) DO converge. En efecto, no es
=1

convergente porque no se cumple la condicién de Cauchy para €, yaque para cada m € N podemos
tomar ny >my

i+ Al
Y upll=1Y xll>e
J=n+1 jeF,,k

Demostramos ahora (d) = (c). Sea (&,);_, una sucesién de 31gnos Tomamos A,B C N
disjuntos tal que N=AJByA ={neN:¢g, =+1}. Vamos a ver que Z €,X, converge viendo

que se verifica la condicién de Cauchy. Sea € > 0. Por (d), existe n tal que si F' es un subconjunto
finito de {no +1,n9+2,...} entonces || ¥ x;|| < 5. Por tanto, para cada n,m > ng con m > n se
JEF

verifica

i £ €
1Y exili=I Y x+ Y (=l Y i+l X xl<5+3
Jj=n jeAN{n,....m} jeBN{n,....m} JjeAN{n,...,m} jeBN{n,...,m}

por ser AN{n,...,m}, B\{n,...,m} subconjuntos finitos de {no+ 1,n0+2,...}.
Demostramos ahora (¢) = (b). Sea (ny);>_, una sucesién estrictamente creciente de enteros.
Definimos (Sj)‘]’-":1 una sucesion de signos de forma que €; := +1 si j = n; para algiin k y €; :=

[ee]
—1 en el resto de casos. Vamos a ver que la serie ) x, converge comprobando que verifica la
k=1

=€
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condicién de Cauchy. Sea € > 0. Aplicando (c) a Z Xpya Z €,x, obtenemos N € N de forma

n=1 n=1
que para cada k,m > N con m > k se verifica
m m
Iy xill<e, 1Y gxll<e
=k j=k

Por tanto, gracias a la eleccién que hemos hecho de los signos €;, para cada k,m > N con
m > k también se verifica

m
1Y ]l = ij+ Z eixj)| || Zx/HJrII Z gixjll) < 5 (e+€) =
=k

J=nk J=nk J=nk J=nk

N»—

oo

Concluimos asi que la serie } x,, es convergente.
=1

Para demostrar () = (a) vemos que se verifica el contrarreciproco. Sea 7 una permutacion

de forma que ) xz(,) no converge. Como no se verifica la condicion de Cauchy, podemos tomar
n=1

m
€ > 0 tal que para cada M € Nexiste m >n > M con || ¥ xz(;|| > €.
j=n

Podemos tomar entonces sucesiones de enteros (N;)

j:lv(Mj);‘ozl con Ny <M <Nr <M< ...

M;
verificando || ¥, xz(; | > €. Definimos Ay = w({N1,N; +1,...,M;}). Sea K, € N tal que (k) >
J=Ni
max A para cada k > K;. Tomamos ; € N con Ny, > K. Definimos Ay = w({Np,, Ny, +1,..... My, }).
Se verifica minA; > maxA;. Repitiendo el proceso, en cada paso obtenemos un conjunto A; con

minA; > maxA; ; y verificando
1Y xil| > e.
iEAj
Tomamos (m;);_; estricamente creciente con {n; : k € N} = [J7_;A;. Obtenemos asi una serie

Z Xy, que no converge porque no verifica la condicion de Cauchy, ya que para cada m € N pode-

mos tomar j € N con ny; :=minA; >my

kj+|Aj1—1
I Y ==Y xl>e
i:kj iEAj

O

Ademds, a las equivalencias del lema anterior se le puede afiadir la condicién andloga a (b)
pero con convergencia débil:

(e}
(b’) Y. x,, converge débilmente para cualquier sucesion estrictamente creciente de enteros
k=1

(i)



@ Algunas propiedades de las sucesiones basicas y el espacio ¢

Este resultado se conoce como el teorema de Orlicz-Pettis [AKQ6, Teorema 2.4.14].

Definicion 1.3.3. Sea (x,)5_, una sucesion en un espacio de Banach X. Una serie (formal) Z Xn
n=1
en X se dice débilmente incondicionalmente Cauchy (WUC) si para cada x* € X* se verifica

Z |x* (x) | < 0.
n=1

Proposicion 1.3.4. Si Y x, es una serie incondicionalmente convergente en un espacio de Banach
n=1
X, entonces también es WUC.

Demostracion. Dada x* € X*, la serie escalar Y, x*(xy(,)) converge para cada permutacién 7 por

n=1

la continuidad de x* y por ser Z X, incondicionalmente convergente.

Un teorema cldsico de Rlemann afirma que la convergencia incondional de una serie de niime-
ros reales o complejos es equivalente al la convergencia absoluta de la serie. Por tanto, podemos

afirmar que Z |x* ()| < ooy la serie Z x, es WUC. O

n=1

Un ejemplo de serie WUC que no es incondicionalmente convergente nos lo da la serie Y. e,,

n=1

donde (en) | denota la base candnica de co. Es obvio que la serie Z e, no es incondicionalmente
n=1

convergente, ya que no es convergente. El hecho de que Z e, es WUC en ¢y se sigue de que si
ni

s = (sp)py € £1 = ¢, entonces

(=

Y Isea)l = X lsal = sl < oo

n=1 n=1

1.4. Propiedades de ¢

A lo largo de toda esta seccidn, (e,),_; denotard la base canénica del espacio ¢ y (e)),_, sus
funcionales biortogonales asociados.

Proposicion 1.4.1. Sea Y x, una serie en un espacio de Banach X. Entonces Y. x, es WUC si, y
n=1 n=1
solo si, existe un operador T : co — X con Te, = x, para cada n € N.

Demostracion. Sea

s::{iﬁnxnex:ezzw oo €]l < 1}
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Suponemos que la serie Z x, es WUC. Vemos cada elemento ): &,x,, de S como un elemento del
n=1 n=1

bidual, es decir, como la aplicacién
(Z Enxn) 1 X = R,
n=1

dada por (Y &ux,)™(x*) = x*( Y &ux,) para cada x* € X*. Por tanto, tenemos una familia de
n=1 n=1
operadores y la condicién WUC nos garantiza que

Z zénxn S

0, equivalentemente,

HMS

| (Enxn)| Z (xn)| < oo para cada x* € X*

8

sup (Y Enxn) (x| < Z |x* (xn)| < oo para cada x* € X*.
&€coo,llEI<1  n=1 n=1

Por tanto, el Principio de Acotacién Uniforme nos garantiza

sup [|(Y Euxa) ™| < oo,

Eeccon,[ENI<1  n=1

de donde se deduce que el conjunto S estd acotado en norma.
Entonces el operador T : coo — X definido como T& = Z &ux, para cada & = (&,)_, € coo

también es acotado para la norma de cg. Por densidad, T se extlende de forma dnica a un operador
T :co—X.

Para ver el reciproco, tomamos un operador 7 : ¢ — X con Te, = x,, para cada n € N. Para
cada x* € X* se verifica

¥ )l = e ()] = B 7))

n=1

que es finita por ser Y e, WUC en ¢ y ser 7%(x*) un elemento de cj .
=1

O]

Noétese que en la demostracién de la dltima implicacién no hemos usado ninguna propiedad
caracteristica del espacio cp. El mismo razonamiento realizado anteriormente demostraria que los
operadores entre espacios de Banach preservan series WUC. También sucede lo mismo con las
series absolutamente e incondicionalmente convergentes. Hay toda una teoria de operadores que
mejora las propiedades de sumabilidad de series: una buena referencia es [DJT935].

Proposicion 1.4.2. Sea Y x,, una serie WUC en un espacio de Banach X. Son equivalentes:
n=1
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(i) Y x, converge incondicionalmente,
n=1
(ii) el operador T : co — X que verifica Te, = x,, para cada n € N es compacto.

Demostracion. Suponemos primero que )Y x, es incondicionalmente convergente. Vamos a de-
n=1
mostrar que lim ||7 — TS, || = 0, donde (S,);_,
n—oo

nica (e,)_; de ¢p. Dado € > 0, por el lema existe n € N tal que si F' es un subconjunto finito
de {n+1,n+2,...} entonces || ¥ x;|| < %. En particular, para cada x* € X* con ||x*|| < I tenemos
jeF

son las sumas parciales asociadas a la base cané-

* * £
X (x) <5, Y Fsj3
{jeFx*(x;)>0} {jeFx*(x;)<0}

| m

y, por tanto,
Y )l <e
JjEF
Deducimos asi que para cada & € cqp con ||&|| < 1 se verifica
X (T=TS)(E) <e sim=ny x| <1.

Por densidad, debe ser |7 —TS,,|| < €. De esta forma, hemos demostrado que 7 es limite de
operadores de rango finito y, por tanto, 7' es compacto.

Para demostrar el reciproco, suponemos que 7" es un operador compacto. El teorema de Schau-
der[B.8] aplicado dos veces, garantiza que

T e =l — X

es un operador compacto. Vemos X y ¢g como subespacios de X ** y /., respectivamente. Entonces,
T**e, = x, para cadan € N. Como la serie }, ez, converge en la topologia débil* de /.. para cada
1

n=

permutacién 7, de la compacidad de 7** se deduce que Y T**e, = Y} x, es incondicionalmente
n=1 n=1
convergente en X **, luego también lo es en X por ser X cerrado en X**.

O

Definicion 1.4.3. Sean X e Y espacios de Banach. Se dice que un operador T : X — Y es es-
trictamente singular si no existe ningiin subespacio infinito dimensional E C X tal que T |g es un
isomorfismo sobre su rango.

Antes de demostrar el teorema de Bessaga-Petczyniski que pone de manifiesto la utili-
dad de las sucesiones bdsicas y las convergencias estudiadas, vamos a ver que co no puede tener
subespacios reflexivos de dimension infinita.

Lema 1.4.4. Sea (e,),_, la base candnica de c(. Entonces cualquier sucesion base-bloque de
(en),_, normalizada es isométricamente equivalente a (ey), ;. En general, cualquier sucesion
base-bloque de (ey), _, genera un subespacio isomorfo a cy.
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Demostracion. Sea (z,),._, una sucesién base-bloque normalizada de (e,),_,. Entonces, existe
ro =0 < r; <ry <...yunasucesion de escalares (a j);f’: | tales que

I'n

in = Z aje;.

j=rn71+]

Como ||z,|| =1, serd
sup{laj| :rp1+1<j<r}=1

para cada n € N. Por tanto,

m I

m
[ anan =|| an Z ajej|| =sup{|bnaj|:ra_1+1<j<r,, 1 <n<m}=sup{|b,|: 1 <n<m}.
n=1 n=1  j=r,_1+1

oo

para cada m € Ny escalares by, by, ..., b,,. Concluimos asi que (z,);;_, es isométricamente equiva-
lente a (e,)_, por el corolario y, ademds, span{z, : n € N} es isomorfo a co.

n=1

n=1>

(o]
entonces ( Y ) es una
uall ) =1

sucesion base-bloque normalizada de (e,,),_, y Span{u, :n € N} = span{ﬁ :n € N} es isomorfo
a cgp.

En general, si (u,), _, es una sucesién base-bloque de (e,)

O

Lema 1.4.5. Sea Y un subespacio de dimension infinita de cy. Entonces Y contiene un subespacio
isomorfo a cy.

Demostracion. Como Y es infinito-dimensional, para cada n € N existe y, € Y con |[y,|| =1y
tal que €;(y,) = 0 si 1 <k < n. En caso contrario, existirfa N € N de forma que la proyeccion
oo N
Sn( Y ane,) = Y ayeyrestringida aY seria inyectiva y, por tanto, Sy|y seria un isomorfismo entre
n=1

n=1

Y y un espacio de dimensidn finita, lo cual es absurdo. Usando ahora el Principio de Seleccion de
Bessaga-Petczynski obtenemos una subsucesion (y,, )7, congruente con (uy),._;, donde
(un),_, es una sucesion base-bloque de (e,), ;. En particular, los espacios Span{u, : n € N} y
span{yj, : k € N} son isomorfos. Pero, por el lema anterior, span{u, : n € N} es isomorfo a cg. Por
tanto, span{y,, : k € N} es un subespacio de Y isomorfo a cy.

O

Corolario 1.4.6. Sea Y un subespacio de dimension infinita de co. Entonces Y no es reflexivo

Demostracion. Por el lema anterior, existe un subespacio de Y isomorfo a cy. Teniendo en cuenta
que todo subespacio de un espacio reflexivo es reflexivo y que cg no es reflexivo, concluimos que
Y no puede ser reflexivo.

O

Teorema 1.4.7 (Bessaga-Petczyiniski, 1958). Sea T : co — X un operador. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
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(i) T es compacto,
(ii) T es débil-compacto,
(iii) T es estrictamente singular

Demostracion. La implicacion (i) = (ii) es obvia. Para ver (ii) = (iii), suponemos que T no
es estrictamente singular. Entonces existe un subespacio infinito dimensional ¥ C ¢y de forma
que Ty es un isomorfismo sobre su rango. Que 7' sea débil-compacto quiere decir que 7' (B,,)
es relativamente débil-compacto en X. Esto implica que 7' (By) es relativamente débil-compacto
en T(Y). Pero Tly : Y — T(Y) es un homeomorfismo para los topologias débiles, luego By es
relativamente débil-compacto en Y y, como es cerrado, es débil-compacto. Deducimos entonces
que Y es reflexivo. Por tanto, hemos encontrado un subespacio cerrado de dimensién infinita de cg
que es reflexivo, lo que nos da una contradiccion con el corolario anterior.

Procedemos a demostrar —(i) = —(iii). Suponemos que 7 no es compacto. Por la Proposi-

cién|1.4.2) ¥ T(e,) no converge incondicionalmente. El lema|1.3.2|nos garantiza la existencia de

n=1

un € > 0y una sucesion de conjuntos finitos y disjuntos de enteros (F,);_;, con max F, < minF,

paracadan € N, talque || Y T(ex)|| > € paracadan € N. Seax, := Y, T(ex) paracadan € N.
keF, keF,

La sucesion (x,);-_; es débilmente nula por serlo la sucesion ( Y, ex);_,. Por el corolario(1.2.16
keF,

podemos suponer que la sucesién (x,)°°_; es una sucesién bdsica con constante basica K. Para
cada & = (£,)7_, € coo, se verifica

| Zinxnll = [I7( Zén L el < [IT|jméx |&,]. (L.1)

n=1  keF,

Ademds, si S, son las sumas parciales respecto de (x,),_,, entonces

oo

|Eonl 1 [| = | EmXim | = 1| S Z 1Xn) Z X)) || < 1S —Sm—1 /]| Z Ennl| < 2K || Z |

y, como ||x,,|| > €, obtenemos la desigualdad

|&nl < *II Zénxnll

para cada m € N, luego

2K | &
i < — 1.2
mixl&l < 71 ¥ Gl (12)

paracada & = (§,)_, € Coo
De las desigualdades (I.1)) y (I.2)) se deduce que (x,)7"_, es equivalente a la base canénica de

co. Como méx F,, < min Fn+1 para cada neN, (YL e, esunasucesion base-bloque de (e, ),
kEF,

y, por el lema es isométricamente equivalente a la base candnica de ¢y Ademads, de nuevo
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por las desigualdades (I.1) y (1.2), el operador T es un isomorfismo entre span{ Y e;:n €N}y
kekF,

span{x, : n € N}. Por tanto, T no es estrictamente singular.
0

Como corolario del teorema anterior, obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 1.4.8 (Bessaga-Pelczynski). Un espacio de Banach X no contiene subespacios isomor-
fos a cg si, y solo si, toda serie WUC es incondicionalmente convergente.

Demostracion. Por un lado, si X contiene una copia de ¢y entonces tiene una serie WUC que no
(e}

es incondicionalmente convergente, ya que si (e,),_, es la base canénica de ¢y entonces Y. e, no
n=1
es incondicionalmente convergente pero es WUC. Por el otro lado, si existe una serie WUC que

no es incondicionalmente convergente, entonces el operador dado por la proposicién |1.4.2|no es
compacto. Por el teorema de Bessaga-Pelczyriski T no es estrictamente singular y, por tanto,
existe Y C ¢o un subespacio infinito-dimensional tal que T'|y es un isomorfismo. Concluimos por
el lema [1.4.5] que existe un subespacio Z C Y isomorfo a cg tal que T'|z es un isomorfismo y, por
tanto, X contiene un subespacio isomorfo a cg.

O

Teorema 1.4.9 (Sobczyk, 1941). Sea X un espacio de Banach separable. Si E es una subespacio
de X y T : E — co es un operador entonces existe un operador T : X — co tal que T|g =T y
IT|| <2||T].

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad ||7'|| = 1. El operador T debe ser de
la forma
T(x)=(fy(x)),_, paracadaxekE,

con (f)_, C E*. De la igualdad ||T|| = I se sigue || f;|| < 1 para cada n € N y, ademds, como
Tx = (f;(x)),_, € coparacadax € E, la sucesién (f,’),~_, converge a cero en la topologia débil*
de E*.

El teorema de Hahn-Banach nos garantiza la existencia de funcionales (¢,); , C X*, con
|¢|| <1y verificando ¢, |g = f,; para cada n € N. La separabilidad de X implica que (Bx-, ")
es metrizable. Sea p una métrica que metriza la topologia débil* en Bx-. Vamos a demostrar
primero que se verifica H,?l p (¢, Bx-NE*) = 0. Suponemos que el limite anterior no es cierto y

llegamos a una contradiccién. Si el limite no es cero, existe € > 0 y una subsucesion (gb,fk) de

(¢;);_, verificando

e
p (¢, Bx- ﬂEL) > ¢ paracadak € N.
Por el teorema ogle Banach-Alaoglu y la metrizabilidad de (Bx-,®*), existe ¢ € Bx- y una
subsucesion <¢,fkj>j:1 de (¢;fk)::1 tal que (b,,kj o, 0.

Como
¢*(e) =1im¢, (e)=1limf, (e)=0paracadae€kE,
Jj J J J
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tenemos que ¢* € E* (N By-. Pero de la desigualdad p (0., Bx-NE 1) > € para cada k € N se sigue
la desigualdad p((p,fk_ ,0*) > € para cada j € N, en contradiccién con <p,,kj o, o*.
J
Por tanto, lim p (¢, Bx~ (N E*) = 0. Ademds, como E* es débil*-cerrado, el conjunto Bx-(E*

es débil*-compacto. Existe entonces para cada n € N un funcional v € By:(E* de forma que
p(¢;,v;):p(¢;,Bx*ﬂEL) - -

Tomando x;; := ¢, — v, podemos definir el operador 7' en X como 7T'(x) = (x};(x)),_, para
cada x € X. El operador T verifica T (x) € ¢ para cada x € X porque x': = ¢ — v Y0 y también
verifica

T(e) = (9, (e) = v, (€));y = (4 (e));=y =T (e) para cadae € E.

Ademds, para cada x € X,

17 (x) || = sup |x;, (x)| = sup| @, (x) = v,y (x)] < sup([|§, [ + | v,y [D]x]] < 2},

luego ||T|| < 2.
O

El siguiente corolario afirma que si £ es un subespacio de un espacio de Banach separable X y
E esisomorfo a cp, entonces E es un subespacio complementado de X . Este resultado nos permitird
deducir en la proposicion[2.4.5que todo subespacio complementado X infinito-dimensional en un
espacio C(K) separable, es decir, con K un espacio métrico compacto, contiene un subespacio
complementado isomorfo a cg.

Corolario 1.4.10. Si E es un subespacio de un espacio de Banach separable X y E es isomorfo a
co entonces existe una proyeccion P de X en E.

Demostracion. Suponemos que T : E — ¢ es un isomorfismo y sea T : X — cg la extensién dada
por el teorema anterior. Entonces P = T~!T es una proyeccién de X en E.
O
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Capitulo

A lo largo de todo el capitulo, K serd un espacio compacto Hausdorff. Denotaremos por C(K)
al espacio de las funciones continuas en K que toman valores reales, dotado de la norma || || =
max,ck | f(x)|. En las dos primeras secciones trabajaremos con los espacios L' (i) y M(K) para
acabar dando una caracterizacién de sus subconjuntos débil-compactos.

Estos espacios estdn intimamente relacionados con los espacios C(K), como demuestra el
teorema de representacion de Riesz. En la seccién 3 veremos que C(K) tiene la propiedad de
Dunford-Pettis. Finalmente, en la dltima seccién obtendremos uno de los resultados principales
que perseguimos en este trabajo, el teorema de Petczyriski[2.4.3] del que obtendremos como con-
secuencia que todo subespacio complementado de un espacio C(K) contiene una copia de cy.

2.1. Elespacio L' (1)

A lo largo de esta seccion (Q,X, i) denotard un espacio de probabilidad. El objetivo de esta
seccion es introducir el concepto de familia equi-integrable en L' (1) para finalmente caracterizar
los conjuntos débil-compactos de L' (1) mediante la equi-integrabilidad.

Lema 2.1.1. Sea (f,)7_, C L'(1) una sucesion de funciones con norma uno'y con soportes dis-
Jjuntos. Entonces (fy);_, es una sucesion bdsica complementada, isométricamente equivalente a
la base candnica de {.

Demostracion. Para cualquier sucesién de escalares (o), y cualquier n € N, se verifica

I  aifilli= [ 1Y oifitdu = [ Y lasildn =Y lail [ |fildu =Y el
i=1 Q = Q= i=1 Q i=1

Por tanto, por el Criterio de Grunblum y el corolario [1.2.8 (f,),_, es una sucesién basica
isométricamente equivalente a la base candnica de ¢; y sélo tenemos que comprobar que es com-
plementada.

Definimos

hy(®) = signo(fu(®)) = { \?ZEZ%\ si |fu(@)] >0

0 si fu(@) =0.
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Entonces u; := h, € L™(u) = L' (u)* verifica u}(fn) = [o fuhndit = Sy para cada n,m € N.
Ademas, como

Yl =X | [ mal < ¥ [ = [ i< [ w17

paracada f € L' (u), laserie ¥ u®(f)f, es convergente para cada f € L!(u) y, por la observacién

n=1

1.2.12} span{f; : n € N} es un subespacio complementado de L! ().
[

Definicion 2.1.2. Un subconjunto acotado F C L'(u) se dice equi-integrable si para cada € > 0
existe 8 > 0 tal que sup | |f|du < € para cada subconjunto E € ¥ con W(E) < 4.
feFJ/E

Si F C L'(u) es un subconjunto acotado, entonces la condicién de equi-integrabilidad es
equivalente a que el siguiente limite sea nulo

hm sup/mdu 0.
—>0f€

Veremos mads adelante, con el teorema de Dunford-Pettis que el concepto de conjunto equi-
integrable caracteriza a los subconjuntos débil-compactos de L'(u). En términos de conjuntos
equi-integrables también se puede obtener una mejora del teorema de la convergencia dominada:

Teorema 2.1.3 (Teorema de convergencia de Vitali). Si (f,)5_; C L'(1) es una sucesion equi-
integrable que converge en U-ctp a f, entonces f es integrable y || f, — f||1 — O.

Otra caracterizacion elemental de los conjuntos equi-integrables es la siguiente.

Lema 2.1.4. Sea F un subconjunto acotado de L' (11). Son equivalentes:
(1) F es equi-integrable
(2) lim sup / |fldu =0
M=eo pe
{Ir1>m}

Lema 2.1.5. Sea (h,)>_, una sucesion acotada en L'(1) que converge en u-ctp a 0. Entonces
existe una subsucesion (hy, )y, de (hy)5_, y una sucesion de conjuntos medibles disjuntos (Ar)7_,
tal que

thk - hnkXAkul —0

Demostracion. Sea hy, :=hy y Fi = {® € Q: |h, (®)| > 1}. Como h,, es integrable, existe
8; > 0 tal que para cada conjunto medible E, j1(E) < §; implica [; |h, | < . Gracias a la conver-
gencia a cero en [-ctp podemos tomar n, > n; tal que p(|hy,| > %) < 8. Definimos el conjunto
F={wecQ:|h, (o) > 21—2} Existe 6, > 0 tal que para cada conjunto medible E, u(E) < & im-
plica [g |hy,| < % para i = 1,2. Repitiendo el proceso indefinidamente obtenemos una subsucesion
(hn )y de (hy);—; y una sucesion de conjuntos medibles (F);_; verificando :
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(D) p1(|n| > 5) < &1,
Q) F={weQ:|h, (o) > %},
(3) U(E) < & implica [ |hy,,| < % parai=1,2,... k.
En particular,
1

1 C
”hnk _hnkkaul = /Q ’hnk _hnk%Fk|d” = /F]: ‘h”lk’dnu' < ?”(Fk) < 2k

para cada k € N.

Definimos la sucesién de conjuntos disjuntos medibles (A j);": | como

Aj::Fj\UkaaracadajEN.

k>j
Para cada k € N tenemos
[ it = [l < ¥ [l < ¥ s = 500
A ng A 1 = = r Tk — = 2j—1 2k—1
donde en la tdltima desigualdad hemos usado que, como (i (Fj) < 0;—1 debidoa (1) y (2),si j >k
entonces
1
/F. i | ldu < 51
por (3).
Por tanto,

1
||hnkXFk _hnk%Aknl < 2k—1"
Concluimos asi que

1 1
Hh”k _hnkXAkHl < Hh”k _hnk%FkHl + thkXFk - hnkXAkHl < ? + F

y, por tanto, ||h,, — hy, Xa, |1 — 0.

El siguiente lema es mas fuerte que el lema[2.1.5|por el teorema de convergencia de Vitali.

Lema 2.1.6 (Lema de la subsucesién descompuesta). Sea (f,)5_, una sucesion acotada en L' ().
Existe una subsucesion (g,)5_, de (f,)r_, y una sucesion de conjuntos medibles disjuntos (A, )5,
tal que si B, = Q\ A, entonces (g,Xp, ), es equi-integrable. Asi, cada g, se puede escribir
COMO gn = &nXa, + 8nXB, donde (8,Xa,),_, es una sucesion de funciones con soporte disjunto y

(8nXB, ),y €S una sucesion equi-integrable.
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Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad || f,||; < 1 para cada n € N. Dividi-
mos la demostracién en dos pasos. En el paso 1 vamos a encontrar una subsucesion (f,, )5, y
una sucesién de conjuntos medibles (Fy);., tal que si E; = Q\ F; entonces (f, X£,)5 es equi-
integrable y Slgr; S, Xr, =0 u—ctp. En el paso 2 tendremos que disociar los conjuntos F; para

obtener la sucesién de conjuntos medibles disjuntos (A,);_; definitiva.
Para cada eleccién de k € N, la desigualdad de Chebyshev nos garantiza que se verifica

1
0<u(|ful >k) < Z para cadan € N.

Por tanto, como (u(|f,| > k)),_, es una sucesién acotada para cada k, tenemos que existe una
subsucesion ( f”)w de (fu)ny tal que (u(|f}] > 1))1 converge. De nuevo, podemos tomar
una subsucesion ( fz) de (f})"_, tal que (u(|fZ| >2)),_, converge. Iterando el proceso ob-
tenemos en cada paso una subsucesion (f¥)™_ de (fF-1)" tal que (u(|f¥| > k))"_, converge.
Imitando el proceso diagonal de Cantor, tomamos ahora la sucesién (f;/),_,, que es una subsuce-
sién de (f,),._, y verifica que la sucesién (u(|f;| > k)),_, converge para cada k € N. Podemos
suponer sin pérdida de generalidad que la propia sucesion (u(|f,| > k)),_, converge para cada
ke N.

Sea o el limite de (u(|f,| > k)),_,. Para cada n € N tenemos,

oo

k
| 1l =0de= Y wlsil > 0.

L2 k=1

1> [ [fldu= /u!fnr>r ~

k=

Por tanto, las sumas parciales de Z oy estan uniformemente acotadas:
k=1

N N
Y o Z 1| Sl > k) —hmZu |l > k) < 1.
k=1 k=1

Para alcanzar nuestro objetivo vamos a necesitar controlar la velocidad de convergencia de la
sucesion (((|f,| > k))o_,. Para ello, tomamos n; tal que p(|f, | > k) < o4 +2"2 parak=1,2. A
continuacién tomamos ny > ny verificando (| f,| > k) < o +2"* parak = 1,2, ...,2°. Repitiendo
el proceso, en cada paso tomamos n; > ng_; verficando

w(|fn] > k) < o +27% paracadak = 1,2,...,2°. (2.1
Pasa cada s € N definimos

={weQ:|fy(0)] <2°}
F={wecQ:|f,(0)>2).

o fng © |
Z Hl ;27 7

Se verifica

Mx

=Y
I
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donde en la primera desigualdad hemos usado la desigualdad de Chebyshev. En particular, por el
lema de Borel-Cantelli, para casi todo @ € €, hay a lo sumo una cantidad finita de conjuntos Fj
con @ € Fy. Por tanto, (f,, Xr, )5, converge hacia cero en u—ctp.

A continuacién vamos a probar que (fy, X£, )., €s equi-integrable. Para simplificar, denotamos
hy = fu, XE, paracada s € N.

Es suficiente probar que

sup / |hs|du == 0.
* {2}

En el caso s < r, se sigue de la definicién de E; que |hy| < 2° en p-ctp, luego

[ Inddu=o.
{lhs|>27}

Por otro lado, si s > r, entonces

nddi < [ (= r)du+ (g > 20,
{lhs|>2"} {|hs|>27}

De (2.1) obtenemos
ru(lhg| >2") < rapr + 127 < ropr+27.

Ademas,

(!hsl—r)du:/o w(|hs| —r > t)dt =
{Ih|>2}

o ok
Z/ W(lhs| = r> 1)di <
k=17k=1

Y u(lhgl—r>k—1)=
k=1

Y il > r0) = Y u(lh] > ) <
k=0 k=r

2S

Z (Otk + 2725) <
k=r

o +277,
k=r
donde en la pendltima desigualdad hemos usado (2.7)).

Concluimos asi que para cualquier s se verifica

/{h oy |hsldp <2-27" 4 rogr+ Z a 20,
s k=r



@ El teorema de Pelczynski

ya que como Z o <ly(a ]) _, €s una sucesion decreciente, debe ser ropr — 0|} Del lema|2.1.4

se deduce la equ1 integrabilidad de (hy),., y concluimos asi el paso 1. Procedemos a demostrar el
paso 2. De la definicién de Ay, se sigue que h’m ( fn, —hs) =0 p—ctp. Aplicando el lema a

la sucesién A} = f, — hs obtenemos una subsuceswn (h );O y una sucesién de conjuntos medi-
bles disjuntos (A,)"_, tal que hm |5, x8,|| = 0, donde B, = Q\A Claramente podemos asumir

que A, C F;,. Entonces el conJunto {n; xs,}72, es equi-integrable y, por tanto, {h,, +h{ x5, }2
es también equi-integrable. Si escribimos g, = f,, , entonces la subsucesién (g.);_; cumple las
condiciones del enunciado, ya que g, xp, = hs, + I X, O

La equivalencia principal (i) <= (ii) del siguiente teorema se debe a Dunford y a Pettis. Las
equivalencias con (iii) y (iv) se deben a Kadec y Petczyriski.

Teorema 2.1.7 (Dunford-Pettis). Sea F un subconjunto acotado de L' (1). Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
(i) F es relativamente débil-compacto
(ii) F es equi-integrable
(iii) F no contiene una sucesion bdsica equivalente a la base candnica de {;
(iv) F no contiene una sucesion bdsica complementada equivalente a la base candnica de ¢y
(v) Para cada sucesion (A,);._, de conjuntos medibles y disjuntos, se verifica

lim sup |f|du 0

Demostracion. Vamos a hacer la prueba demostrando que se verifican las siguientes implicacio-
nes:
(ii) = (i) = (iii) = (iv) = (ii) <= (v)

(if) = (i) | Vamos a ver que ?w*, la clausura débil* de F en el bidual de L'(u), estd contenida en

L' (w).
Para cada M € (0, ), consideramos los conjuntos

Fu =2 pzmy - f € F}

FU={fxypomy : f € F}.
Como F C FM .FM y f s Fm son relativamente débil*-compactos por ser acotados,
deducimos que FY cm® | T’

'En caso contrario, existirfa € > 0 y una subsucesién (0t; ) =1 de (aor);e; tal que ayrj > rﬁ Pero como (ocj);;l
¥
es una sucesién decreciente, entonces 1 > Y. oy > 2" oy > —8 para cada j € N, lo cual es absurdo.
k=1
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Ademids, si f € Fyy entonces || f|l2 < || f]l < M. Por tanto,
Fu C MBLZ([J)‘

Como L?(u) es reflexivo, su bola unidad cerrada es débil-compacta. Asi, MB;(,, es débil-
compacto y, por tanto, Fy es relativamente débil-compacto en L?(u) para cada M > 0.
Como la inclusién i : L?(u) — L' (i) es norma-norma continua, también es débil-débil con-
tinua y, consecuentemente, Fy = i(Fy) es un conjunto relativamente débil-compacto en
L'(u) para cada M > 0. Por tanto,

Fun L'(u) para cada M > 0.
Por otro lado, si f € FM, entonces || f||; < &(M), donde (M) := sup Jiig=my | f1dp. Obte-
feF

nemos asi FM C S(M)BLI(“) ¥, como By () C By« con Byiy,- débil*-cerrado,

En resumen, podemos expresar cada funcién f € ?w* como f = ¢ + v, donde ¢ € L' (u)
y v € &M)Bp ()=~ Se deduce de la expresion anterior que para cada M > 0 se verifi-

ca d(f,L'(u)) < €(M). La equi-integrabilidad de F implica que A}[l’m (M) = 0, luego
—>00
d(f,L'(n)) =0y f €Ll (p).
(i) = (iii) | Esinmediato ya que la base canénica de ¢; no tiene subsucesiones débil-convergentes.
(iif) = (iv) | Es inmediato, ya que claramente —(iv) implica —(iii).

(iv) = (ii) | Suponemos que falla (ii). Entonces existird una sucesion (f,);-_, en F y algtin 6 > 0 tal que

[ lan=s.
{Iful>n}

Podemos suponer, por el lema de la subsucesién descompuesta[2.1.6] que podemos expresar
cada funcién f,, como

para cada n € N se verifica

fn = fn%An +fn%B,,7

donde (A,);”_, es una sucesién de conjuntos disjuntos de X, B, = Q\ A, ¥ (fuXs, )y
es equi-integrable. Como F es acotada, de la desigualdad de Chebyshev se deduce que

w(lful > n) =0, luego
lim [ lflau=o.

By {1fal>n}

Por tanto, existe ng € N de forma que para cada n > ng se verifica

1
|fn’d.u < 55
BuN{|fal>n}
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De la positividad de u se siguen las desigualdades

w= [z [ iplau= [ Iplan- [ lplduzs-36=18
A An{Ifu|>n} {ful>n} B ({1 ful>n}

(2.2)
para cada n > ny.
Suprimiendo los ng primeros términos de la sucesién, podemos suponer que se verifica
a, > %5 para cadan € N.
Por el lema la sucesion (a, ' fuxa,)>_; €s una sucesién bésica complementada en
L'(u) isométricamente equivalente a la base canénica de £1. Como p(A,) — 0y la sucesién
{fixB, }r, es equi-integrable, obtenemos

lim sup / | fmldu = 0.
% meN
A?lmBﬂl

Por tanto, existe una subsucesién (ny);_; C N verificando

1
/ | fnldpt < 127k5
Ankan

paracadam € Ny cada k € N.
Podemos suponer sin pérdida de generalidad que se verifica

1
[ 1l < 32778
Antm
paracadam € Nycadan € N.

Vamos a demostrar que(f,,),_, es una sucesion bdsica complementada equivalente a la base
canonica de £;.Sea (h,);>_, en L*(u) definida como

fu(o) i1, 0,
hn (@) = signo(fu(®)) %, (®) = { Of"(w)XAn(w) s;|j: Ez; |:>o

para cada n € N. Se verifica

. | a; fihadp sin#k,
—1 _ -1 -1 _ ) AnB
[ fimdn = [ a adn+ [ i = {0 |
Q AnNAc AnN\B “ A{ fildp =1 sin=k
2.3)
Definimos los operadores T : L' (1) — ¢; y R : £; — L'(1) como

oo

Tf= </thnd,u> para cada f € L' (1)

n=1



2.2 El espacio M(K) @

R(&) = i E.a, ' f, paracada& € (.

n=1

Se verifica

TRe; — e, = T(a,:lfk) —ep = (akl/ fk/’lnd[.i> —ep = <akl/ fkhndu>
Q n=1 A, N Bk

donde en la dltima igualdad hemos usado (2.3)), teniendo en cuenta la igualdad
a;l / Sehidu = 0 por ser A (B = 0.

Ay Bk
Por tanto,

=3

n=1

ITRex —ex]| < a' \/ fehdpt| < a;! / fildu <a'y S27"8 < -
¢ n; ANB ¢ ,,; An By ¢ ,,;4 2

para cada k € N. Esta dltima desigualdad demuestr que |[TR-1I|| < % y, por tanto, TR es
invertible. En particular, T es suprayectiva y R es inyectiva. Sea U : £; — ¢} lainversa de TR.
RUT es una proyeccién en el rango de R, ya que es continua, (RUT)(RUT ) =R(UTR)UT =
RUT y T,U son suprayectivas. Por tanto, R es un isomorfismo de ¢; en un subespacio
complementado de L' (1t). Por definicién de R, concluimos que (f;,)>_; C F es una sucesion
basica complementada equivalente a la base candnica de /1 . Hemos demostrado asi que si
no se verifica la condicion (i) entonces (iv) tampoco.

En la implicacién anterior, hemos obtenido a partir de —(ii). Como contradice
(v), la implicacion (v) = (ii) ya estd demostrada.

Es consecuencia de que si (A4,);_; es una sucesién de conjuntos medibles disjuntos, enton-
ces (A,) — Oy, por la equi-integrabilidad, serd

lim sup [ |f|du =0.
n—e e FJA,

2.2. El espacio M(K)

Llamamos M (K) al espacio vectorial formado por todas las medidas de Borel signadas, regu-
lares y finitas en K, dotado de la norma ||u|| = |u|(K).

ZPara un operador S : ] — /1 se verifica que ||S|| = max{||S(e,)| : n € N} yaque [|S( ¥ anen)|| = || ¥ anS(en)| <
1 1

n= n=

Z] lan|||S(en)| < Z] |an| méx{||S(e,)| : n € N} < méx{||S(en)| : n € N} para cada Z] aney € By,
n= n=

n=
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El teorema de Riesz afirma que C(K)* es isométricamente isomorfo al espacio M(K). La
dualidad esta dada por

<f,u >:/deu.

En esta seccién vamos a caracterizar los conjuntos relativamente débil-compactos de M (K)
mediante el concepto de conjunto uniformemente regular. Esta caracterizacién vendra dada por el
teorema de Grothendieck 2.2.3]

Definicion 2.2.1. Un subconjunto A de M(K) se dice que es uniformemente regular si para cada
abierto U C K y cada € > 0, existe un subconjunto compacto H C U tal que |u|(U \ H) < € para
cada pu € A.

Observacion 2.2.2. Por tanto, A es uniformemente regular si, y sélo si, para cada abierto U en
Ky cada € > 0 existe H C U compacto con sup,c 4 |1|(U\ H) < €.

Ademds, si H C K es compacto, entonces V. = K \ H es abierto. Por tanto,si A es uniforme-
mente regular, para cada € > 0 existe C compacto contenido en'V con sup,c 4 lu|(V\C) < €. Si
U =K \C, entonces U es abierto y verifica sup, ¢ 4 |U|(V\C) =sup,c 4 [u|(U\H) < &.

Por tanto, podemos afirmar que A es uniformemente regular si, y sélo si, para cada compacto
H de Ky cada € > 0 existe un abierto U en K con H C U y tal que sup,,c 4 |1|(U\ H) < €.

Teorema 2.2.3 (Grothendieck, 1953). Sea A un subconjunto acotado de M(K). Son equivalentes:

(i) A es relativamente débil-compacto,
(ii) A es uniformemente regular,
(iii) para cada sucesion (B,);_, de subconjuntos de Borel disjuntos en K y cada sucesion de
medidas (W), en A, lim |u,|(B,) =0,
n—soo
(iv) para cada sucesion (Uy,);_, de subconjuntos abiertos disjuntos de K y cada sucesion de
medidas (U,)5_, en A lim u,(U,) =0,
n—soo
(iv)’ para cada sucesion (Uy,)5_, de subconjuntos abiertos disjuntos de K y cada sucesion de

medidas (U,)5_, en A, lim |u,|(U,) = 0.
n—soo
Demostracion. Vamos a demostrar
(iii) = (iv) = (iv)' = (ii) = (i) = (iii).

(iii) = (iv) | Es inmediato teniendo en cuenta que cualquier conjunto abierto es un conjunto de Borel y
que se verifican las desigualdades

0 < [t (Un)| < [t (Un) = 0.

oo

(iv) = (iv)"| Suponemos que falla (iv)’. Existira entonces una sucesién de abiertos disjuntos (U,)_, en

K y una sucesién de medidas regulares signadas (u,);;_, en A de forma que (|u,|(Un))5r,
no converge hacia cero. Para cada n € N, escribimos u, = (1, — i, como la diferencia de su

parte positiva y negativa. La variacién total de la medida u, es |u,| = w, + i, y podemos



2.2 El espacio M(K) @

(iv) = (ii)

(i) = (i)

oo

suponer sin pérdida de generalidad que la sucesién (1, (U,)):_, no tiende hacia cero. Ade-
més, tomando una subsucesién, podemos suponer que existe 8 > 0 tal que i, (U,) > & >0
para cadan € N.
El teorema de descomposicion de Hahn nos permite tomar conjuntos de Borel B, C U,
verficando

Wi(By) =, (U,)>8 VneN.

Por la regularidad de las medidas, para cada n € N podemos tomar un abierto O, con
B, C O, CU,y t(0y) > %. Por tanto, la sucesién de abiertos (0,)>_, es disjunta pero
(1n(On));_, no tiende hacia cero, contradiciendo (iv).

n=1
Suponemos que A no es uniformemente regular. Sea U C K abierto y § > 0 tal que

sup |1|(U\H) > &
neA

para cada conjunto compacto H C U.

Sea Hy = 0. Tomamos U; € A verificando |y |(U \ Hp) > 8. Por la regularidad de la medida
Ui, existe un compacto F; C U \ Hp con |u;|(F;) > 8. Usando la propiedad de separacion
T4 obtenemos la existencia de un conjunto abierto V| con

Fy CV, CVi; CU\Hy.

Sea H; :=V;. Como H es compacto, existe i, € A verificando |(|(U \ Hy) > 6. Por la
regularidad de la medida u,, existe un compacto F» C U \ H; con |uz|(F2) > 6. Usando la
propiedad de separacién 74 obtenemos la existencia de un conjunto abierto V, con

F,CV,CV, CU\H,.

Para el siguiente paso tomamos H, := V; |JV5. Repitiendo el proceso indefinidamente ob-
tenemos una sucesién de subconjuntos abiertos disjuntos (V,);r_; de K y una sucesién de
medidas (u,);_, C A verificando |u,|(V,) > 0 para cada n € N. Hemos demostrado as{
=(ii) = —(iv)'.

Para ver que A es relativamente débil-compacto en M (K) es suficiente probar, por el teore-
ma de Eberlein-Smulian, que para cada sucesién (U,),_; C ‘A, el conjunto {1, : n € N} es
relativamente débil-compacto.

Definimos

oo

1
M= Z ?|“n|-

Como A esta acotado, la medida p estd bien definida, es positiva y finita. Ademads, cada
medida p, es absolutamente continua respecto de . Por el teorema de Radon-Nykodym,
para cada n € N existe una tnica funcién f, € L' (u) verificando du, = f,du, es decir, tal
que U,(A) = [, fdu para cada conjunto de Borel A C K. Ademas, ||u,|| = [ | fu|du.

Esta identificacion nos da una isometria de L'(u) en el subespacio de M (K) formado por
las medidas que son absolutamente continuas respecto de (.
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(i) = (i)

Como la isometria lleva cada f, a U,, para ver que {i, : n € N} es relativamente débil-
compacto es suficiente comprobar que {f, : n € N} es relativamente débil-compacto en

L' (w).
Por el teorema de Dunford-Pettis [2.1.7] es suficiente demostrar que {f, : n € N} es equi-

oo

integrable. Suponemos que no lo es. Existird entonces una sucesién de abiertos (U, )5, en
Kye>0talque u(U,) <27"ysup [y |fildu > €.
keN

(=)

Sea V, := Ug>, Ur para cada n € N. La sucesién (V,)>_, es una sucesién decreciente de

abiertos verificando !

MUAES WIUAES 3T

n
k>n k>n 2

sup [ |fildu > e.
k JVa

Por la regularidad uniforme de .4, para cada n € N existe un conjunto compacto E, C V,,
para el cual

E
Va\En) = d —.
sup [l (Vi \ En) sgp/Vn\En [fildu < o
De la desigualdad p(E,) < pt(V,) < 5 se deduce que

H(ﬂEn) =0.

n>1

Por tanto, |t |(,> E») = 0 para cada k € N. Como {1, : n € N} es uniformemente regular
Y Ny>1Ex €s compacto, por la observacién existe un abierto W con (> E, CW'y

€
sup el (W) = sup [ |felap < 5.
k Kk Jw
Por compacidad, existe N € N tal que (), <,<yE, CW'y

S
swp [ |fildu < 5.
k YNi<n<n En

Por tanto, para cada k € N se verifica

N e ¥ ¢
fldus [ Apdan+ Y [ ke <S4 Y 55 <e
/VNH i i< En 1 ,,; Vi\Ey i 2 n; 242

en contradicci6n con sup [y, | |fildp > €.
k

Sea (B,);;_, una sucesion arbitraria de conjuntos de Borel disjuntos en K y (,);_, una
sucesion arbitraria de medidas en A. Sea

|
= A Hanl-
¥ il
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El mismo razonamiento que hemos hecho al principio de la implicacién anterior nos da
en este caso una sucesién de funciones g, € L'(u) de forma que du, = g,du. Al igual
que antes, si A es relativamente débil-compacto en M (K) entonces la sucesion (g,)5_; es
relativamente débil-compacta en L' (i) y, en consecuencia, equi-integrable por el teorema
de Dunford-Pettis Por tanto, como pt(B,) — 0 entonces

bl (B2) = [ Jgalda 0.

2.3. La propiedad de Dunford-Pettis

Definicion 2.3.1. Sean X e Y espacios de Banach. Un operador T : X — Y se dice que es comple-
tamente continuo o que es un operador Dunford-Pettis si T (W) es un subconjunto de Y compacto
en norma para cada conjunto W C X débilmente compacto.

Es obvio que un operador compacto siempre es Dunford-Pettis. Ademads, si X es reflexivo
entonces un operador 7 : X — Y es compacto si, y sélo si, es Dunford-Pettis, por ser la bola
unidad de X débil-compacta.

Proposicion 2.3.2. Sean X e Y espacios de Banach. Un operador T : X — Y es Dunford-Pettis si
y solo si T es débil-norma sucesionalmente continuo, es decir, para cada sucesion ()cn)jf:1 cX

débil-convergente a x, la sucesion (Tx,)5_, converge a Tx en norma.

Demostracion. Por la linealidad de las topologias, T es débil-norma sucesionalmente continuo si,
y s6lo si, T'x, — 0 en norma para cada sucesién (x,);_; débil-nula.

Suponemos que T es Dunford-Pettis y sea (x,):"_; débil-nula. Como W := {x, : n € N} {0}
es débil-compacto y T es Dunford-Pettis, T (W) es compacto en norma. Si (Tx,);,_; no tuviese
limite cero en norma, como es una sucesién contenida en un compacto, existiria una subsucesién
(Txy, )y, convergente en norma a algiin y € ¥ con y # 0. Pero como 7' es débil-débil continua y
(Xn ) es débil-nula, obtenemos una contradiccién ya que deberfa ser y = 0. Por tanto, si T es
Dunford-Pettis entonces es sucesionalmente débil-norma continuo.

Demostramos el reciproco. Sea T débil-norma sucesionalmente continuo. Sea W un conjunto
débil-compacto de X e (y,);_, una sucesién en 7 (W ). Podemos tomar una sucesion (x,)5_, en W
de forma que Tx, =y, para cada n € N. Por el teorema de Eberlein-Smulian, (x,);>_, tiene una
subsucesién (x,, )7, débil-convergente a algiin x € W. Deducimos asi que (y,, ), converge en
norma a T'x. Por tanto, hemos demostrado que 7' (W) es sucesionalmente compacto en norma y, en
consecuencia, T (W) es compacto. Concluimos asi que 7' es Dunford-Pettis.

O

Definicién 2.3.3. Un espacio de Banach X se dice que tiene la propiedad de Dunford-Pettis (o,
mds brevemente, X tiene la propiedad (DP)) si todo operador T débil-compacto de X en un
espacio de Banach Y es Dunford-Pettis.
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El espacio ¢y tiene la propiedad (DP) porque para cada espacio de Banach Y, si 7 :co — Y es
débil-compacto, entonces T es compacto por el teorema de Bessaga-Petczynski y, por tanto,
es Dunford-Pettis. Por otro lado, ningiin espacio de Banach X infinito-dimensional y reflexivo
puede tener la propiedad (DP) porque el operador identidad 7 : X — X es débil-compacto pero no
es un operador de Dunford-Pettis, ya que la bola unidad cerrada de X no es compacta.

El objetivo de esta seccion es demostrar que C(K) tiene la propiedad (DP) para cualquier com-
pacto Hausdorff K. Para ello, vamos a demostrar que C(K) estd en las condiciones del siguiente
teorema, que nos da una caracterizacion de la propiedad (DP).

Teorema 2.3.4. Sea X un espacio de Banach. Entonces X tiene la propiedad (DP) siy solo si para
cada sucesion (x,);_, en X convergiendo débilmente a cero 'y para cada sucesion (x;)5_, en X*
convergiendo débilmente a cero se verifica x;;(x,) — 0.

Demostracion. Suponemos primero que X no tiene la propiedad (DP). Sea Y un espacio de Ba-
nach y T : X — Y un operador débil-compacto tal que T no es Dunford-Pettis. Entonces, por la
proposicién existe (x,);_; en X débil-nula verificando ||Tx,|| > 6 > 0 para cadan € Ny
para algtin § > 0.

El teorema de Hahn-Banach nos permite tomar una sucesion (y;)r_; C Y* tal que y;(7T'x,) =
|ITx,|| y ||y;]| = 1 para cada n € N. Por el teorema de Gantmacher, T* es débil-compacto, luego
T*(By~) es relativamente débil-compacto en X*. Por el teorema de Eberlein-Smulian, podemos
suponer que la sucesion (T*y;);_; converge débilmente a algiin x* € X*. Entonces (7*y; —x*)_,
converge débilmente a cero. Si fuese (7*y) —x*)(x,) — O, entonces, como x*(x,) — 0, seria
(T*y%)(x,) = ||Tx,|| — 0, en contradiccién con || Tx,|| > & > 0 para cada n € N. Por tanto, hemos
encontrado una sucesion (7*y; —x*)>_, convergiendo débilmente a cero en X* y una sucesion
(x);_, en X débil-nula tales que (7*y; —x*)(x,) no converge a cero.

Vemos el reciproco. Sea (x,)7_; una sucesion en X débil-convergente a cero y (x)." ; C X*
débil-convergente a cero. Consideramos el operador

T:X —cy, Tx=(x;(x))),

n=1-

El operador adjunto 7* de T satisface T*e; = x; para cada k € N, donde (ex),_, denota la base
canénica de /. De las igualdades anteriores deducimos que 7*(By, ) estd contenida en la envoltura
convexa cerrada de {£x;; : n € N} y como (x;;);7_, es débil-nula, el teorema de Krein-Smulian[B.10|
nos garantiza que 7" es débil-compacto. El teorema de Gantmacher nos garantiza que 7 también
es débil-compacto. Por hipdtesis, se sigue que T es Dunford-Pettis y, de nuevo por la proposicién
debe ser || Tx,|| — 0. Concluimos asi que efectivamente la sucesioén (x};(x,));_; converge a

cero, ya que para cada n € N se verifica

[ )| < miix

X3 (n)| = 1T |-
O

Teorema 2.3.5 (Dunford-Pettis). Si K es un espacio compacto Hausdorff entonces C(K) tiene la
propiedad (DP).
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Demostracion. Sea (f,);_, una sucesion débil-nula en C(K) y (U,);_, una sucesién débil-nula
en M(K). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que ambas sucesiones estdn en la bola
unidad de sus correspondientes espacios. Definimos la medida

=1
V= L gkl

Cada 1, es absolutamente continua con respecto a V. Por el teorema de Radon-Nikodym, para cada
n € N existe una funcién g, € L' (v) tal que dit, = g,dV y ||t || = [« |gn|dV. Esta identificacién nos
da una isometrfa de L' (v) en el subespacio de M (K) formado por las medidas regulares signadas
en K que son absolutamente continuas con respecto a V. Esta isometria lleva cada g, a u,. Por
tanto, la sucesién (g,);_, es débil-nula por serlo la sucesién (u,);_,. El conjunto {g, : n € N}
serd entonces relativamente débil-compacto en L!(Vv) y, en consecuencia, equi-integrable por el

teorema 2. 1.7

Sea M > 0. Por el teorema de la convergencia dominada, tenemos que

lim fugndv = 0.

n—roo
lgn| <M

Por tanto,

limsup [ f,g,dv < sup lgnldv.
M

n—oo n Jlign|>

El término de la derecha tiende a cero cuando M tiende a infinito por ser la sucesion (g,)5_,
equi-integrable. Concluimos asi que se verifica

tim [ fudpty = lim [ frgudv =0,

n—yoo

O]

Corolario 2.3.6. Si T : C(K) — C(K) es un operador débil-compacto entonces T? es un operador
compacto.

Demostracion. Como C(K) tiene la propiedad (DP), T lleva conjuntos relativamente débil-compactos
a conjuntos relativamente compactos y, por tanto, como T (B¢ k)) es relativamente débil-compacto,
TZ(BC( k)) es relativamente compacto. O

2.4. El teorema de Pelczynski

Definicion 2.4.1. Sean X, Y, Z espacios de Banachy T : X — Y un operador. Decimos que T fija
una copia de Z si existe un subespacio F de X isomorfo a Z y tal que T |p es un isomorfismo.

Recordamos la primera pregunta que planteamos en la introduccién de este trabajo:
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Cuestion 2.4.2. ;Bajo qué condiciones podemos garantizar que un operador T : X — 'Y fija una
copia de un espacio Z?

Si X = C(K) con K un espacio compacto Hausdorff, el teorema de Petczyriski nos dice
que es suficiente exigir que 7" no sea débil-compacto para que T fije un copia de cy. En el siguiente
capitulo veremos el teorema de Rosenthal que afirma que si K es ademds metrizable y
T*(Y*) es no separable, entonces T fija una copia de C([0, 1]).

Teorema 2.4.3 (Teorema de Pelczyfiski). Sea K un espacio compacto Hausdorff, X un espacio de
Banachy T : C(K) — X un operador. Si T no es débil-compacto, entonces T fija una copia de c.

Demostracion. Suponemos que T : C(K) — X no es débil-compacto. Por el teorema de Gant-
macher el operador adjunto 7* : X* — M(K) tampoco es débil-compacto y, por tanto, el
conjunto 7*(Bx-+) no es débil-compacto. El teorema de Grothendieck nos garantiza la exis-
tencia de un 6 > 0, una sucesion de abiertos disjuntos (U,);_; en K y una sucesion (x;)>_, en By+
tal que v, := T*x;, verifica v,,(U,) > 6 para todo n € N.

Para cada n € N, tomamos un subconjunto compacto F, en U, tal que |v,|(U,\ F,,) < g. Por el
lema de Urysohn, para cada n € N podemos escoger f, € C(K) con0 < f, <1, f,=0en K\ U,
yfi=1lenkF,.

Sea S : ¢o — C(K) el embebimiento isométrico dado por la férmula Se, = f, para cadan € N,
donde (e,);;_, denota la base canénica de c.

Vemos a continuacién que el operador 7'S : ¢cg — X no es compacto.

Como (e,);_, es débilmente nula, si 7S fuese compacto, entonces seria Dunford-Pettis y, por
tanto, r}g{}o || TSey ||= 0. Sin embargo,

o)
Xo(TSen) =x5(T f) = (T (fu) = /K Fud vy = /U dv,+ /U (fu= Va2 5= [V |(U\F) = 5.

luego

)
| TSe,|| > ||x ||| T Sen|| > x, (T Seyn) > 5 para cadaneN

y ||TSe,|| no tiende hacia cero. Por tanto, 7'S no es compacto y, por el teorema de Bessaga-
Petczynski, TS tampoco es estrictamente singular. Sea ¥ un subespacio de dimensién infinita
de cp tal que TS|y es un isomorfismo. Por el lema existe Z subespacio de Y isomorfo a cg.
Ademis, TS|z debe ser un isomorfismo. Como S es un embebimiento isométrico, E = S(Z) es un
subespacio de C(K) isomorfo a ¢y tal que T|g es un isomorfismo.

O

Para obtener el corolario que nos interesa del teorema de Pelczynski, necesitamos primero el
siguiente resultado.

Teorema 2.4.4. Si K es un espacio compacto Hausdorff entonces C(K) es separable si, y sdlo si,
K es metrizable.
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Demostracion. Si C(K) es separable, entonces (B (k)-, @*) es un compacto metrizable. Pero la
funcién f: K — Be(k)- dada por f(k)(x*) = x*(k) es un homeomorfismo sobre su imagen por ser
una funcién continua e inyectiva entre dos compactos. Por tanto, K es homeomorfo a un subcon-
junto de un espacio metrizable, luego K es metrizable.
Suponemos ahora que K es un espacio compacto metrizable y d es una distancia en K. Enton-
ces K es separable y podemos tomar una sucesion (s,),_, densa en K. Las funciones d, : K — R
definidas como d,(k) = d(sn,k) para cada k € K y cada n € N son continuas. Sea A el dlgebra
generada por {1,d, : n € N}. Por el teorema de Stone-Weierstrass, A es un dlgebra densa en C(K).
Pero el conjunto formado por los elementos de la forma };_; a idyds g .dy con aj € Q,
ci,j € NU{0}, n € N es un conjunto numerable y denso en A, luego C(K) es separable.
O

Teorema 2.4.5. Sea K un espacio compacto (métrico). Si X es un subespacio infinito-dimensional
complementado en C(K) entonces X contiene un subespacio (complementado) isomorfo a c.

Demostracion. Vemos primero que cualquier proyeccién P : Z — Z con Z un espacio de Banach
es débil-compacta (resp. compacta) si, y solo si, P(Z) es reflexivo (resp. de dimensién finita).
En efecto, si P es débil-compacta (resp. compacta), entonces Bp(z)y = P(Bp(z)) es débil-compacta
(resp. compacta). Pero P(Z) es reflexivo (resp. de dimensién finita) si, y s6lo si, Bp(z) es débil-
compacta (resp. compacta).

Suponemos ahora que P(Z) es reflexivo (resp. de dimension finita). Entonces Bp(z) es débil-
compacta (resp. compacta). Como P(Bz) C ||P||Bpz), P es débil-compacta (resp. compacta).

Por el corolario en el caso Z = C(K), una proyeccién es débil-compacta si, y sélo si, es
compacta. Por tanto, si X es un subespacio infinito-dimensional complementado en C(K), enton-
ces cualquier proyeccion P: C(K) — C(K) con P(C(K)) = X no es débil-compacta. El teorema de
Petczyniski [2.4.3|nos garantiza que X tiene un subespacio isomorfo a ¢o. Ademds, si el compacto
K es metrizable, entonces el teorema nos garantiza que C(K) es separable, luego podemos
aplicar el corolario[I.4.10} obteniendo asi que cualquier subespacio de X isomorfo a ¢y es comple-
mentado en X.

O






El teorema de Rosenthal

Capitulo

El objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente teorema de Rosenthal:

Teorema 3.0.1 (Rosenthal, 1972). Sea X un espacio de Banach, K un espacio métrico compacto
no numerable y T : C(K) — X un operador con T*(X*) no separable. Entonces T fija una copia
de C([0,1]).

Como consecuencia de este teorema obtendremos el siguiente resultado, que resuelve parcial-
mente y de forma afirmativa el Problema del Subespacio Complementado que estudiaremos en el
siguiente capitulo:

Teorema 3.0.2. Si K es un espacio métrico compacto y X es un subespacio complementado de
C(K) con dual X* no separable, entonces X es isomorfo a C(K). En particular, K es no numerable
yX ~C(K)=C(A).

Para demostrar estos resultados necesitaremos dos resultados fundamentales de los espacios
C(K): el teorema de Miljutin [3.2.2]y el teorema de extensién de Borsuk [3.2.1]

Tanto en estos teoremas como en el teorema de Rosenthal, el conjunto de Cantor juega un papel
importantisimo. Es por ello que dedicamos una primera seccién a este conjunto y sus propiedades.

3.1. El conjunto de Cantor

Llamaremos conjunto de Cantor, y 1o denotaremos con la letra A, al espacio topolégico {0, 1}N
con la topologia producto, donde {0, 1} se considera equipado con la topologia discreta.
Destacamos las propiedades mas inmediatas del conjunto de Cantor:

1. Como {0, 1} es un espacio compacto Hausdorff, el conjunto de Cantor A también es Haus-
dorff y compacto por el teorema de Tychonoff.
2. La funcién h : A — [0,1] que asocia a cada elemento (1,),_; € A el nimero Y}, % es un
n=1
homeomorfismo entre A y un subconjunto cerrado del intervalo [0, 1]. Por tanto,

A es homeomorfo a un subconjunto cerrado del intervalo [0, 1].
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3. Ademds, el intervalo [0,1] también es imagen continua de A. La aplicacién de A en [0, 1]

que asocia a cada elemento (7,),_; € A el nimero ), % s continua y suprayectiva, pero no
n=1
es inyectiva.

4. La funcién d : A x A — R dada por

) oo - In—1,
d((l")n:] ’ (trll)n:l) = Z ‘ on

es una distancia en A que genera la topologia producto.

En los siguientes apartados veremos al conjunto de Cantor A como un espacio métrico con la
distancia d definida en el punto anterior.

Teorema 3.1.1. A es homeomorfo al espacio producto de los conjuntos de Cantor AV,

Demostracién. Consideramos & : N — N x N una aplicacién biyectiva. Las funciones f : AN — A
y g : A — AY definidas como

fUay,a0.2)5+)5(0.1),802.2)5 )5 ) = (da(1), Qa(2)s )

g(al,az,a3, ) = ((Cla—l(l’l),aa—l(l72), )7 (aa71(271),aa71(2_’2), )7 )

verifican fog = 1Ay go f = 1,n. Ademds, como A estd equipada con la topologia producto, f
es continua si, y sélo si, m, o f es continua para cada n € N, donde 7, : A — {0,1} denota la
proyeccién n-ésima. Sea a/(n) = (m,r) y pm : AN — A la proyeccién m-ésima de AN, Entonces

Tty Of((a(l,l)aa(l,Q)y“')a (a(Z,l)aa(Z.,Z)w")?“') = nn(aa(])aaoc(Z)a"') = Qo(n) = A(m,r) =
T (@m,1), Am2)s ) = T 0 Pm((A(1,1),8(12)5 )5 (@(2,1),8(2,2) 5+ )5 +++) -

Por tanto, m, o f = @, o p,, Y, como 7., Py, son funciones continuas para cualquier r,m € N, con-
cluimos que f es una funcién continua y biyectiva. Como A y AN son compactos, f es un homeo-
morfismo.

O

Nétese que, en la demostracién anterior, podemos sustitur A por cualquier compacto KN con
K un compacto Hausdorff. Es inmediato comprobar con un razonamiento andlogo que se verifica
el siguiente teorema mas general:

Teorema 3.1.2. Un compacto Hausdorff K es homeomorfo a la potencia numerable de un com-
pacto si, y sélo si, es homeomorfo a KN.

Corolario 3.1.3. [0, 1]N es imagen continua de A.
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Demostracion. Seah:A — [0, 1] la aplicacion continua sobreyectiva de la propiedad g:A—AY
el homeomorfismo del teorema anterior y p,, : AN — A la proyeccién m-ésima. Entonces la funcién
k:A—[0,1]N dada por

k((al,ag,...)) = (hplg(al,ag,...),hpgg(al,az,...),...)

es claramente continua y ademas es suprayectiva, por serlo /1, g y las proyeccions py,.
O

El siguiente teorema nos da dos propiedades topélogicas muy importantes del conjunto [0, 1]V,
también llamado cubo de Hilbert, y del conjunto de Cantor A.

Teorema 3.1.4. (i) Si K es un espacio métrico compacto entonces K es homeomorfo a un sub-
conjunto cerrado del cubo de Hilbert [0, 1]%,

(ii) Si K es un espacio métrico compacto no numerable entonces el conjunto de Cantor A es
homeomorfo a un subconjunto cerrado de K.

Demostracion. Demostramos primero (i). Como K es un espacio métrico compacto, podemos
tomar una sucesion (s,),_;, de forma que {s, : n € N} es denso en K. Ademds, podemos elegir
una métrica p en K de forma que induzca la topologia de K y tome valores entre 0 y 1. Sea
6 : K — [0,1]" 1a funcién dada por la férmula 6 (x) = (p(x,s,))", para cada x € K. La funci6n 0
es continua por serlo cada proyeccién x — p(x,s,) con n € N. Por la densidad de {s, : n € N} en
K, si x # y son elementos distintos de K entonces existe s, con 2p(x,s,) < p(x,y). Deducimos que
p(x,s,) < p(x,y) —p(x,8,) < p(y,52), luego B(x) # 0(y) y O es inyectiva. Como K es compacto,
6 lleva cerrados a compactos y, como [0, 1]N es Hausdorff, los compactos de [0, 1] son cerrados.
Por tanto, 6 es un homeomorfismo entre K y 6(K), que es un conjunto cerrado del cubo de Hilbert.

Demostramos ahora (ii). Sea E el conjunto de los puntos de K con entornos numerables. Vamos
a ver que K \ E tiene al menos un punto. Si fuese E = K, entonces considerando U, un entorno
abierto numerable de x para cada x € K, {U, : x € E = K} serfa un cubrimiento por abiertos de
K del que no se puede extraer ninglin subrecubrimiento finito, ya que cualquier unién finita de
abiertos de la forma U, es numerable. Por tanto, E # K. Seay € E \ K y d una distancia que induce
la topologia de K y que sélo toma valores entre 0 y 1. Como K es no numerable, existe § > 0 de
forma que {x: d(x,y) > 8} es no numerable. Por tanto, K’ = K\ B(y, §) es un compacto (por ser
cerrado dentro de un compacto) no numerable, donde B(y,§) denota la bola abierta de centro y
y radio 8. Como también es metrizable, el mismo razonamiento de antes nos dice que existe un
punto x € K’ sin entornos numerables en K’, luego tampoco tendra entornos numerables en K.

Por tanto, hemos demostrado que dado un compacto no numerable y metrizable, podemos
tomar dos puntos distintos x,y € K de forma que todo entorno de x y todo entorno de y es no
numerable. Dado € > 0, deducimos que podemos tomar dos compactos Ky, K; en K, no numera-
bles, disjuntos y con didmetro a lo sumo & (basta tomar Ky = B[x,€'] y K; = B[y,€'] con € >0
suficientemente pequeiio, donde Bz, r] denota la bola cerrada de centro z y radio r para cada z € K
y cada r > 0).

Fijados los compactos Ky y K| no numerables, disjuntos y con didmetro a lo sumo % podemos
obtener compactos Ko o,Ko1 C Ko y Ki,0,Ki,1 C K; no numerables, disjuntos y con didmetro a
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lo sumo ;. Repitiendo este proceso, para cada t = (t1,t2,...,1,) € {0,1}" tenemos un compacto
Ki, 1».... 1, N0 numerable de didmetro a lo sumo 2,1 para el cual obtenemos dos compactos disjuntos
no numerables K, 1, 1. 0¥ Ky, 1,,....1,,1 contenidos en €l y de didmetro a lo sumo 2n+1 Si definimos
la aplicacién o : A — K que a cada punto (t,,):f:l le asocia el tnico punto de (,_; Ky, 4, ﬂ,
entonces, por construccion, o es inyectiva. Ademds, ¢ es una funcion continua: siz,t’ € Ay nes

el menor natural tal que #,,| # tn 1> entonces & (1),0(t") € K, ot Y, POT tanto,

2d(t,1).

o) o) < 5 <2 X kil

O]

Es importante resaltar la idea de la demostracién de (ii). Realmente lo que hemos demostrado
es lo siguiente:

Observacion 3.1.5. Si K es un espacio métrico compacto y tenemos una familia de compactos no
vacios K!' en K coni € {1,2,...,2"}, n=0,1,2,... verificando:
(i) K5 c K Ky C K
(i) K,K7,...,K5, son disjuntos dos a dos,
(ii) diam(K!") H—°°> 0,
Entonces el conjunto

o N
o= UkK"
n=0i=1
es homeomorfo al conjunto de Cantor.
Ademds, como los conjuntos K;’ N Q2 son subconjuntos cerrados y abiertos en Q, las funciones
2n
Xkrna son continuas en Q. El conjunto span{¢ = ):, CjXkrNQ:Cj € R,n € N} es una subdlgebra
]_
de C(Q) que contiene las constantes y sepam puntos de Q. El teorema de Stone-Weierstrass nos

garantiza que se verifica C(Q) = span{¢ = Z CjiXkInQ :Cj € R,n € N}

Esta construccién y el teorema de Miljutin@] consituyen los primeros pasos para demostrar
el teorema de Rosenthal. En efecto, para ver que el operador T del teorema de Rosenthal fija una
copia de C([0, 1]), lo que tendremos que hacer es construir un subespacio de C(K) isomorfo a C(A)
de forma que T sea un isomorfismo sobre él. La herramienta para obtener un subespacio isomorfo
a C(A) nos la da la observacién anterior, ya que basta con construir una familia de compactos K"
en K en las condiciones anteriores y usar la isometria del teorema de extensién de Borsuk [3.2.1]

El siguiente resultado, junto con la técnica de descomposicion de Petzcyiiski, nos permitird
obtener el teorema[3.0.21

"M, Ky,,....+, €s no vacio por ser interseccion de una sucesion decreciente de compactos y s6lo consta de un punto
porque diam(K;, ... 4,) — 0.
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Teorema 3.1.6. C(A) es isomorfo a co(C(A)).

Demostracion. Tomamos A, = {(sx);_; € A:sp =0sik <n,s, =1} C A para cada n € N. Los
conjuntos A, son abiertos, cerrados, disjuntos y homeomorfos a A. Por tanto, ya, € C(A) para cada
n € Ny, por ser los conjuntos A, disjuntos, tenemos que span{xa, : n € N} es isométrico a co. El
corolario del teorema de Sobczyk nos garantiza que este subespacio es complementado en
C(A). Esto nos permite expresar C(A) como C(A) ~ E @ co ~ E®coBR ~C(A) BR, donde hemos
usado que cp ~ cp & R. Ademds, C(A,) ~ C(A) para cada n € N por ser A, y A homeomorfos.

Consideramos ahora el espacio de Banach (R&®C(A1) ©C(A2) &C(A3) & ...)¢,- Del hecho de
que RBC(A;) = C(A1) =C(A) y que C(A,) =~ C(A) para cada n € N, se sigue que el espacio
(REC(A])BC(A2) BC(A3) B ...)¢, es isomorfo a co(C(A)).

Sea F:C(A) = (R&C(A) ®C(A2) C(A3) D ...), el operador dado por

F(f) = (f(o)vf’Al _f<0)af‘A2 —f(()),)

paracada f € C(A), donde 0 = (0,0,0,...) € A. Vamos a ver que F estd bien definido. Sea f € C(A).
De la continuidad de f en 0y del hecho de que (A,),_, es una familia de conjuntos cuyo didmetro
tiende hacia cero y tales que d(A,,0) === 0, se sigue que sup, . A, [f(x) = f(0)] 272, 0. Por tanto,

lim || f|a, — f(0)|l« = 0 y F esta bien definido. El operador F es continuo, ya que ||[F(f)|o =
n—yoo

sup{|f(0)[, f1a, = F(O)lleo} < sup{||flee,2[|fll} = 2|/l para cada f € C(A). Ademds, F es
invertible con inversa F~! : (R®C(A;) ®C(A2) ®C(A3) D ...)e, — C(A) dada por

F'(nfifo,)(x) =

fa(x)+r six€ A, paraalginn € N,
r six=0,

ya que A = (U, A,)U{0}. Como ||[F~1(r, f1, fo,....)|| = max{|r|,|fu(x) +7r| :n € N;x €A} <
| fulleo + 17| < 20(7, f1, fos )|l co» deducimos que ||F~L|| <2y F es un isomorfismo entre C(A) y
(REC(A)) B C(A2) BC(A3) B ...)¢,- Concluimos asi que

C(A) =~ (REC(A1) BC(A2) BC(A3) B ...)¢, = c0(C(A)),

como querfamos demostrar.

3.2. Propiedades fundamentales de los espacios C(K)

Comenzamos enunciando el teorema de extension de Borsuk, que nos serd de gran utilidad
para demostrar el teorema de Rosenthal.

Teorema 3.2.1 (Borsuk, 1933). Sea K un espacio métrico compacto y sea E un subconjunto
cerrado de K. Entonces existe un operador T : C(E) — C(K) tal que (T f)|g = f para cada f €
C(E), ||T|| =1y T1=1. En particular, el operador T es una isometria'y C(E) es isométrico a un
subespacio complementado de C(K).
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Demostracion. Sea U = K \ E. Para definir el operador T tenemos que construir una extension de
f a K para cada f € C(E). Esta extension vendra dada por una particion de la unidad adecuada.
Consideramos el cubrimiento de U formado por los conjuntos V, = {s € U : d(s,u) < %d (u,E)}
para cada u € U. Como U es paracompacto por ser metrizable, existe una particién de la unidad
subordinada al cubrimiento (V,),cy, es decir, una familia de funciones continuas (¢;) jc; en U tal
que

" 0<¢;<1,

» {scU:¢(s) >0}cs es un cubrimiento localmente finito de U,

= Y ¢j(s)=1paracadase U,

j€l

= Para cada j € J existe u; € U tal que {s: ¢;(s) >0} CV,,.

Gracias a la compacidad de E, podemos tomar v; € E cond(u;j,E) =d(u;,v;) paracada j € J.
Podemos definir el operador T del enunciado como sigue:

f(s) siseE,
T =93 ¥ 0;(9)f(v)) siseU,
jeJ

para cada f € C(K). Vemos que T f es una funcién continua en K. Como U es abierto, es claro
que Tf es continua en U. Seat € E y € > 0. Podemos tomar 6 > 0 de modo que para cada
s € E se verifica |f(s) — f(t)| < € si d(s,t) <46.Seas € K cond(s,t) < 6. Sis € E, entonces
|Tf(s)—Tf(t)|=]|f(s)— f(t)| < €. Paracadas € U se verifica

ITf(s)=TFE) =1 Y, &) f0v))=fOI=1 Y, 9;(s)(f(v))—f(1))] <
0j(s)>0 0;(s)>0

Si ¢;(s) > O entonces s € V,,; y

d(s,u5) < 5wy, E) < 3d(uy,1) < 5(d{uy.5) +d(s.1),

luego d(s,u;) < d(s,t) <0yd(u;,E)=d(u;,v;) <28.De las desigualdades anteriores se sigue
d(t,vj) <d(t,s)+d(s,uj)+d(uj,v;) <48.

Por tanto, |Tf(s) —Tf(t)| < €y T f es una funcién continua. Ademas, por la definicién de 7, se
verificaTl =1y ||T| = 1.
El operador T es una isometria porque
[Fllee = T H)Elleo <UTSlleo < NT N[ fllee = | f|loe para cada f € C(E).

Ademas, si consideramos el operador P : C(K) — C(K) dado por Pf = T(f|g) para cada
f € C(K), entonces

P*f =P(T(flg)) = T(T(fl&)le) = T(fle) = Pf
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y P(C(K)) =T(C(E)). Por tanto, C(E) es isométrico a un subespacio complementado de C(K).
O

El siguiente teorema caracteriza, salvo isomorfismos, los espacios C(K) con K un espacio
métrico compacto no numerable.

Teorema 3.2.2 (Miljutin, 1952). Sea K un espacio métrico compacto no numerable. Entonces
C(K) es isomorfo a C([0,1]).

Este teorema fue obtenido por Miljutin en su tesis en 1952, pero no fue publicado hasta 1966.
Miljutin no consider6 el resultado lo suficientemente importante como para publicarlo en una
revista y después de su tesis comenz6 a trabajar en otros campos. Fue Petczynski quien, en una
visita a Moscu, descubrid el resultado en la tesis de Miljutin e incité a Miljutin a escribirlo en un
articulo que finalmente se publicé en 1966.

Esbozo de la demostracion. El teorema[3.1.4]y el teorema de extensién de Borsuk nos garantizan
que si K es un espacio métrico compacto no numerable entonces C(A) es isomorfo a un subespacio
complementado de C(K) y C(K) es isomorfo a un subespacio complementado de C([0, 1]V). La
parte técnica de la demostracién y que no incluimos en este trabajo es el hecho de que C([0, 1]")
es isomorfo a un subespacio complementado de C(A). Una vez demostrado esto, por el teorema de
descomposicién de Petczynski y el teorema obtenemos que C([0,1]Y) y C(A) son isomorfos
y, por tanto, C(K) y C(A) también son isomorfos por el mismo motivo. Finalmente, en el caso
particular en que K = [0, 1], también obtenemos que C([0, 1]) y C(A) son isomorfos y, por tanto, se
verifica el teorema de Miljutin; C(K) y C([0, 1]) son isomorfos si K es un espacio métrico compacto
no numerable. El lector que quiera ver una demostracién detallada del teorema de Miljutin puede
encontrarla en [AKOQ6, Teorema 4.4.8].

O

3.3. Teorema de Rosenthal

El objetivo de esta seccién es demostrar el teorema de Rosenthal [3.0.1] Para ello necesitaremos
varios lemas auxiliares. Por el teorema de Miljutin[3.2.2] C([0, 1]) y C(A) son isomorfos. Por tanto,
para demostrar el teorema de Rosenthal, es suficiente ver que el operador T del enunciado fija una
copia de C(A). Tenemos la ventaja de que sabemos cémo construir subconjuntos homeomorfos
al conjunto de Cantor dentro de cualquier espacio métrico compacto no numerable (Observacién
[3.1.5). La idea de esta construccién es la que usamos en el primer lema auxiliar.

Lema 3.3.1. Sea Q un espacio compacto Hausdorff, | una medida de probabilidad regular y
de Borel en Q, 0 una funcion medible Borel en Q con valores reales y con |0| = 1, S una o-
subdlgebra de los conjuntos de Borel de Q tal que [l|s es puramente no-atomica 'y € > 0. En-
tonces existen conjuntos F' € Sy subconjuntos compactos K!' de Q, verificando las siguientes
propiedades para cada i € {1,2,3,....2"} yn=0,1,2,... :

(i) K'NK} =F'NF'=0sii#7,
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(”) Ktn = Kgltll UK;:'JFI y Fin = F;t} UF2’§'+1’
(ii) Ki CF, 1
(iv) 55 <u(K!) <p(F") < 4,
(v) 0|xo es continua.
1

Antes de probar el lema, demostramos el siguiente sublema que nos va permitir construir los
conjuntos F", K. En el sublema y en la demostracién del lema anterior escribiremos |E| para
denotar a u(E).

Sublema 3.3.2. Sea E € S,0<1<1y0< 8 < 1. Existen subconjuntos F,K de E con F € Sy
K compacto tal que:

(a) |[E\F|<T|E[,

(b) |H\K| < 6|H|paracada H €S conH CF,

(c) O|k es continua.

Demostracion. Por el teorema de Lusin, podemos tomar K un subconjunto compacto contenido
en E con
(1-18)|E| < |K]|

y tal que 6| es continua. Ahora, por el teorema de Radon-Nikodym, existe una funcién S-medible
k soportada en E, con valores en [0, 1] y tal que

/kdu = \SﬂK\ paracadaS € S.
s

A la funcidén k se le llama la esperanza condicionada de yx respecto a la o-dlgebra S. Sea
F={t:k(t) > 1—3}. Vamos a ver que F verifica (b). Sea H € S con H C F. Entonces

HO\KI = [ kd > (1 §)|H].
H
luego
8|H| > |H| ~ |H(K| = |H\K|.

Sélo falta comprobar que se verifica (a):
(1-e8)lel < 1K1 = [ kdu | ki < (1= 8)(E| = |FI) + 1P| = IE] + 6(F| ).

luego
[E\F| =|E[—|F| < 7|E].

/

Demostracion lema3.3.1) Sea € > 0 de forma qu 1—e<(1-€)[T7o(1 = 557)-

2J+1

2 El producto [T5-o(1— 2‘%) converge y tiene limite no nulo porque la serie ¥ [ — 2‘%| es convergente y
11— 2/‘% # 0 para cada j > 0 si € < 1. Por tanto, tomando &’ < 1 suficientemente préximo a cero, se verifica | — € <
N\ TT° 4
(1 =& T7=o(1 = 557)-
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Dividimos la demostracién en dos pasos. En el primer paso vamos a ver que el sublema nos
permite construir una familia de conjuntos Fl" € S y compactos I%l” €Qparacadal <i<2"y
n=20,1,2,... de forma que:

@) K”ﬂK”—Fi"ﬂI;.? Osiil, R
(115) Kn+l UKnlfl C Kln yFn+l UFl’i+l C F}n,
(iii") Kfill UK C £
A 1 / A
(iv’) |[H\K!' < Z 5e7|H| para cada H € S con H C F/",
n
V) 35 I (1= 557) < |7 < 5,

J=
(Vi) B¢y g es continua.

Sea 1, y 0, definidos como lf”T W =0y KO Q=F. 20 Suponemos K” y I:"l.” definidos
verificando (i’), (iv’) y (V') para cada 1 < i <2". Fijamos i. Como [t|s es puramente no-atémica,
existen E;, E subconjuntos disjuntos de £ en S con |E| | = |Ey| = ‘F—;' Por el sublema, podemos
tomar para cada j = 1,2 subconjuntos F; y K; de E; tal que F; € S, K; es compacto, 0|k, es
continua,

[Ej\ Fj| < Turi1|Ej

|H\K;| < 8,+1|H| paracada H € S con H C F;.

Definimos 13“2":11 =F, F2”i+1 =Fy I%gltll = Kf NK; ,AI%Z.HA = 12," NK>.
De esta forma quedan definidos todos los conjuntos F" y K}'. Por construccion, se verifica (i’),
(i1”), (iii’) y (vi’) trivialmente. Vemos que se verifica (iv’) y (v’). Por un lado tenemos

F n+1 8/
Fj| > (1= t41)|Ej| = ( ‘ il ( 2k+l>’
donde hemos usado que Fl.” verifica (V') yque 1 — 7,41 > 1— lf"i;nlﬂ =1- 2,‘%
Por el otro lado, .
Fy < gy = El < ]
Jh=1 2 = ontl’

Por tanto, se verifica (v’).
Finalmente, sea H € S un subconjunto de F;. Entonces, de la igualdad

H\ (K;(\K!") = (H\K;)| J(H\K}")
se sigue que

/ n+1 !
£
H\ (KK < !H\K|+\H\K”|<5n+1\H|+sz+1|H\ Z})WIH!,

y, por tanto, también se verifica (iv’).
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Pasamos al segundo paso, que es definir los conjuntos F* y K’ cumpliendo las propiedades
del enunciado. Definimos

o N o 2N

0 o 0 a
K=kK'=NUK'yF=FR=\U#"
n=0i=1 n=0i=1
Sea K' = KNK"y FI' = F(\F" para cada i = 1,2,...,2" y n € {0,1,2,...}. K es compacto
por ser interseccion de compactos y, por tanto, los conjuntos K" también son compactos. Por
construccion, se verifica (i) y (ii). Vemos que se verifica (iii). Para cada m > 0, sea

on+m . __ on—+m
K= U K7
(i—1)2mt1<j<iom

rn+m o, fn+m
Frm = U £,
(i—1)2m41<j<iom

De (iii’) se sigue que K™ C F"*"™ para cada m > 0. Por la propiedad (ii’), tenemos que

Kln — ﬂ I?lghthrl C m I_‘;‘}ner — En

m=0 m=0

y, por tanto, se verifica (iii).
Como F/' C F", tenemos |F"| < 2% Por tanto, sélo nos queda demostrar que se verifica e <

n

|K?*|. Vamos a calcular primero una cota inferior para |F}"|. Como |F"| = lim Z |F ;’+m| y hay
m—soo .

frnt+m — g
FpncE

2™ conjuntos F i”*’" en estas condiciones, de (v’) se sigue que

1 ntm e 1 = g
n . m =
712 Jin 2 g L0 = 57m) = e [0 =350

Sea G € S con G C F/". Entonces

G\K!|=1im Y (B G \Ry ]

frntm — f
FpncE

Pero, por (iv’), cada sumando estd acotado superiormente por

n—+m 8/ i
n+m
L 5 G0V

Como G es precisamente la unién disjunta de los conjuntos G F Jf“’m, obtenemos la desigualdad

G\K/| < 1im Y = 16| = ¢/G]
= 2k+1 - ’
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En particular, para G = F" obtenemos |F"\ K!'| < '|F"|, luego

oo /

1 €
ki = (1 =elF = (=205, [0 =550 2

1—¢
on

donde en la primera desigualdad hemos usado que K" C F/" y en la tltima hemos usado la eleccién
que hicimos para €’. Por tanto, se verifica (iv) y la prueba estd completa.
O

Para aplicar el lema [3.3.1] en la demostracién del teorema de Rosenthal, necesitaremos una
o-dlgebra S y una medida u de forma que pt|s sea un espacio de medida puramente no-atémico.
El siguiente lema nos garantiza la existencia de la ¢-dlgebra y medida anteriores a partir de la
existencia de un subespacio Z de C(Q)* isométrico a L! , donde por L' denotamos al espacio
L'(m) con m 1a medida de Lebesgue en el intervalo unidad [0, 1].

Recordamos al lector que, para cada medida v € M (Q) positiva, el espacio L' (V) se identifica

con el subespacio de M () formado por las medidas de la forma us(A) = / fdv para cada
A
conjunto medible A, con f € L' (v). Andlogamente, si @ € L' (i) con u € M(Q) positiva, entonces
OL'(u) denota al espacio de las medidas v € M(Q) de la forma v(A) = / 0 fdu para cada
A

conjunto medible A, con f € L' (u).

Por tanto, a veces veremos a los elementos de L' (v) como elementos de M (K). Asf, el lector
puede encontrar en algiin momento del texto una expresion del tipo f(g), donde f: K - Ry
g : K — R son funciones en K. A priori, esta expresion no tiene ningtin sentido. Sin embargo, ante
una situacién de este tipo, la funcién f estard denotando a un elemento de un espacio L'(V) vy,
por tanto, denotard a su vez a una medida de M(K), que identificamos con C(K)*. En resumen, la

expresion f(g) estard denotando al valor f(g) = / gfdv, donde g € C(K). El lector puede que se
K

encuentre con esta situacion a lo largo de la demostracién del teorema de Rosenthal y de los lemas
previos.

Lema 3.3.3. Sea Q un espacio compacto Hausdorff. Identificamos C(Q)* con M(Q). Sea Z un
subespacio de C(Q)* isométrico a L'. Entonces existe una medida de probabilidad, regular y de
Borel 1 en Q, una funcion medible Borel 6 con |6| =1 y una o-dlgebra S de subconjuntos de
Borel de Q, tal que (Q,S, L|s) es un espacio de medida puramente no-atémico y Z = OL' (u|s).

Demostracion. Sea T : L' — C(Q)* una isometrfa en su imagen, con Z = T(L!). Afirmamos que
existe una medida positiva finita de Borel v tal que Z C L!(v). En efecto, como L' es separable,
podemos tomar una sucesioén (f,),_, densa en la bola unidad de L1 Como T es una isometria,

(T f»),,—, también es densa en la bola unidad de Z. Definiendo v = Z |Tf ™ obtenemos una medida
n=1

positiva finita de Borel regular en Q de forma que T'f, € L'(v) paracadan € N, ya que T f, < v.
Teniendo en cuenta ahora la completitud de L'(v), concluimos que Z = span{Tf, : n € N} C

L'(v).
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Sea EI' = [’;,1,2%,) para cada i € {1,2,...,2"}, n =0,1,2,... y sea S = Q. Podemos tomar
inductivamente conjuntos de Borel S} y funciones v-integrables y medlbles Borel f{* verificando
las siguientes condiciones para cadai € {1,2,...,2"},n=0,1,2,...:
() SINSE=0sii#d,

(11) Sn Sn+11 USnJrl,

(i) ff =+

(iv) f{" estd soportada en S7,

(v) f{" es un representante de Ty en L'(v).

Como T es una isometria, se verifica

1
laT ey + 6T 2y (v) = lal 55 +|b\ = lallIT 2epllr vy + 16T e |1 ()

para cada a,b € R sii # i'. De aqui se deduce que
|aT ger + 0T x| = |al|T e |+ 16| 2ey |

en v-ctp. Deducimos de esta dltima igualdad que Txgr y T XE! tienen representantes con soporte
disjunto. En general, si f,g son dos funciones en L!(v) verificando |f + g| = |f —g| = | f] + |gl,
entonces [ y g tiene representantes con soporte disjunto. En efecto, en caso contrario existiria
€ > 0, un conjunto de Borel A con V(A) >0y a,be {l,—1} tal que af > €y bg > € en A.
Tendriamos entonces

af +bg = laf|+|bg| = |af —bg| = |(af —€) — (bg — )|
<laf —¢|+|bg—€| =af +bg—2¢

en v-ctp de A y, como V(A) > 0, llegamos a una contradiccion.

Por tanto, T xg» y T Xk tienen representantes con soportes disjuntos si i # i’. Esta afirmacién
nos permite construir las funciones fi" y los conjuntos S? en las condiciones anteriores.

Para cada n € N, definimos A, la familia de todas las uniones finitas posibles de conjuntos S7
coni=1,2,..,2"y A:=,_; A,. Sea S la o-dlgebra de conjuntos de Borel generada por Ay
sea 1 la medida en Q dada por du = | fl0 |dv. Definimos it como la medida signada que verifica
di = fYdv. Por tanto, it = [[i|. Sea 6 la funcién dada por la férmula

1 si f2(1)=0
o) =4 o
" { |§§Er§\ sifI(0) #0

Por construccion, como
27! 27!
— n __ n
=) fi=)Y fixs
j=1 j=1
para cada conjunto de Borel S se verifica

/Sf[’dv— ”dv—/ f”dv— (S()SH)-
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Vemos a continuacién que la medida pt|s es puramente no-atémica. Sea i |s(U) > 0. Entonces
2/1

0<ulsw)= [ flav=1 [ Ifiav G
i=1 i

para cualquier n € N. Por ser T una isometria y por (v), debe ser

(3.2)

n n n 1
[ diav< [ igidv =1l = el = 5
uns: s

paracadan € Nycadai=1,2,...,2".
Por tanto, de (3.1) y (3.2) se deduce que para n € N suficientemente grande deben existir

i1,ip € {1,2,...,2"} distintos tales que |fi'ldvy / | f*|dVv son positivos. Por tanto,
uns: uns;

i

2’1
0<ulsWSH= [ Aflav< [ Apglave [ iglav< ¥ [ ilav=pls(),
Uns: uns;, uns;, =Juns;

1

de donde se deduce que U|s es puramente no-atémica.
Definimos 1} la medida dada por i/ (S) = u(S?(NS) paracada S € S. Sea

B=span{yg :i€{1,2,..2"},n=0,1,2,..}.
Se verifica

TB=span{f!:i€{1,2,..2"},n=0,1,2,..} =span{f{xsr :i € {1,2,..2"},n=0,1,2,..} =
span{Oxs|f7|:i€{1,2,..2"},n=0,1,2,..} C OL! (u|s).

Por tanto, como B es denso en L', tenemos Z = TL' C OL'(u|s). Vemos ahora el reciproco,
es decir, OL' (u|s) c Z=TL".
Ya hemos visto que se verifica

Z=span{Txgr:i€{1,2,..2"},n=0,1,2,..} =span{p; :i € {1,2,..2"},n=0,1,2,...}.

Por tanto, queremos demostrar que OL!(u|s) C span{a’ :i € {1,2,..2"},n =0,1,2,...}. Al ser
A un dlgebra de conjuntos que genera S, para cada S € S y cada € > 0 podemos tomar A € A de
forma que (A \S)+u(S\A) < €. Por tanto,

OL'(u|s) =span{@ys:Sc S} =span{Oya: A c A}.
De la igualdad dir} = xsrdft = 0 xspd L, se sigue que
span{0ya : A € A} Cspan{u;:ie€{1,2,..2"},n=0,1,2,...}.

Por tanto, podemos concluir que L' (u|s) ¢ Z=TL'.
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Decimos que un conjunto A es denso en si mismo si no tiene puntos aislados.

Para seguir avanzando en nuestro camino hacia el teorema de Rosenthal, necesitamos ver un
lema clésico de la teoria de espacio de Banach; el lema de Helly. La demostracién que hacemos
aqui estd basada en el lema 2.21 de [BSOO].

Lema 3.3.4 (Lema de Helly). Sea X un espacio de Banach y xi,x5,...,x, € X*. Fijamos b =
(b1,...,by) € R"y a > 0. Son equivalentes:
(i) Para cada € > 0, existe x¢ € X tal que x}(x¢) = b; para cada i = 1,2,...,n y, ademds,
[[xell < o+,
(ii) Para cada A = (Aq,...,A,) € R" se verifica | Y1 Aibi| < a|| X1, Aix}||.

Demostracion. Si se verifica (i), entonces para cada A = (4y,...,4,) € R" y cada € > 0, existe x¢
con ||xg|]| < o+ € tal que

| Y Aabil = | Y A (xe) | < I Y Aol e | < (e +€)[1 Y A -
i=1 i=1 i=1 i=1

Como la desigualdad anterior es cierta para cada € > 0, debe ser | Y| 4;b;| < a|| X1, Aix}||.

Demostramos ahora la implicacién contraria. Definimos el operador M : X — R" dado por
M(x) = (x7(x),...,x;(x)) para cada x € X. Suponemos que no se verifica (i). Entonces existe £ > 0
de forma que b ¢ M(B(0, +€)). Como M(B(0,a + €)) es un conjunto convexo no vacio, la
versién geométrica del teorema de Hahn-Banach [A.2 nos garantiza la existencia de un elemento
A =(M1,...,A;) € R" verificando

Ie-1=

)yibl' Z Z A,,')C;F (x)
i=1

para cada x € B(0, & + €). Deducimos que

| Y Aibil > sup [} A (x)] = (a+e)]| ) A |
i=1 i=1

xeB(0,a+¢€) =1
y, por tanto, no se verifica (ii). O

Para cada n € N, denotamos por ¢, al espacio de dimensién finita R"” dotado de la norma
(X1 ey Xn)[|o = max{|x;| : i=1,2,...,n}.

Lema 3.3.5. Sea X un espacio de Banach separable y (f,),._, una sucesion en X* isométricamente
equivalente a la base usual de (', de modo que {f, :n=1,2,...} es denso en si mismo en la
topologia débil*. Entonces existe un subespacio U de X* , isométrico y débil*-isomorfo a C(A)*,
tal que

sup |u(x)| < sup|f,(x)| para cada x € X.
ueBy n

Demostracion. Sea D = {fi, fa,....}, K = et y d una métrica para Bx+ que induce la topologia
débil*. Tomamos K? = K. Sean > 0. Suponemos que hemos fijado K7, ..., K3, C K, disjuntos y de
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forma que cada K" sea compacto, con interior no vacio en K y con didmetro a lo sumo 217 Vamos
a construir a partir de ellos los conjuntos K1”+1 ,Kg“ yeens ;,ﬂ con las mismas propiedades. Toma-
mos F, 1| un subconjunto finito ﬁ-denso en la esfera de K;M , es decir, de forma que para cada
x € £5,.; con [[x]| = 1 existe f € F, 41 con || f —x[|w < zn—lﬂ Ademds, tomamos F,; | conteniendo
a los vectores de la base candnica de E‘;l -

Como D es denso en si mismo, para cadai = 1,2,...,2" podemos tomar dj;_,,d5; € D elemen-
tos distintos en el interior de K'. Como los elementos d}' coni=1,2,..., 2"*1 son isométricamente

equivalentes a la base candnica de één a =G )*,paracada f € F,; C S ¢, tenemos

2n+1 2n+1 2n+1

Y af(0)| <Y lal = || ) adf
k=1 k=1 k=1

para cualesquiera aj, s, ...,dyi+1 € R. Ellema de Helly nos garantiza que existe x € X con [|x|| <
1+ 2"% y dj(x}) = f(j) para cada j = 1,2,...,2"1L

Abhora, para cada i y cada j = 2i — 1,2i, tomamos K;‘H un entorno compacto en K;' de d7, de
didmetro a lo sumo ﬁ, y contenido en

ﬂ {ker k() —di ()] < 2nl+1}’
feF1
que es un conjunto abierto relativo en K7’ (es una interseccion finita de abiertos) y no vacio, ya que
d;z S Fn+1 .

Vamos a ver que los conjuntos Kgltll y KE‘I.H son disjuntos. Suponemos que existe un elemento
k en ambos conjuntos. De las desigualdades [k(x}) —d3;_; (x})] < 2% y [k(x}) —d5;(xp)] < 2,% se
sigue |f(2i) — f(2i — 1) = |d5;(x}) —dg;_ (x})] < 5+ para cada f € Fy 1. Pero, en particular, para
f € Fuy1 el vector 2i-ésimo de la base canénica de £3, ., tendriamos 1 = | f(2i) — f(2i—1)| < 5 lo
que nos lleva a una contradiccién. Por tanto, los conjuntos K;‘itl] y K;‘lfrl son disjuntos. Finalizamos
asf la definicién de los conjuntos K7 coni € {1,2,...,2"} yn=0,1,2,..., de manera que K", Ky
son disjuntos si i # i’ y cada K!" es un conjunto compacto con interior no vacio y con didmetro a
lo sumo % Definimos

o N
o=k
n=0i=1
Por construccién de los conjuntos K}' y la observacion [3.1.5] el conjunto © es homeomorfo al
conjunto de Cantor. Sean > 0y cy,...,cpn escalares tales que
2"
9= cixxne
j=1
tiene norma 1 en C(€2). Podemos elegir f € F, con |f(j) —c;| < 5 paracada j = 1,2,...,2". Fijado
J,sike K;?ﬂQ entonces
1

K65 = £ < 55
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Por tanto, si definimos 7 : X — C(Q) como (Tx)(®) = w(x) para cada ® € Q y cada x € X,
tenemos que T es un operador bien definido y, ademas, se verifica

1
on—1 :

La misma funcién ¢ la podemos expresar también como

1Txf = ¢l <

2"1
0= ixxrne
=1

con m > n tan grande como queramos, tomando los c’j de forma adecuada. Deducimos entonces
que, fijada ¢, podemos tomar f € F,, de forma que

1
77~ 0l < 5

2n
para cada m suficientemente grande. Como las funciones de la forma ¢ = ) ¢; Xkrna son densas
j=1

en C(Q), concluimos que 7 tiene rango denso en C(Q) y, ademds, como cada x7 verifica [|x7[|e <
1+ 2,,,% podemos garantizar que 7' (Bx) = Be(q)-
Vamos a ver a partir de esta tltima igualdad que 7* es una isometria. Sea u € C(Q)*. Tenemos:

1T ()|l = sup [T*(u)(x)| = sup [u(Tx)[ = sup |u(x)]=I[|ul,

x€Bx x€Bx XEBC(Q>

donde en la pentltima igualdad hemos usado que T'(Bx) = B¢(q)- Sea U = T*(C(Q)*). Hemos de-
mostrado que U es isométrico y débil*-isomorfo a C(Q)*. Como Q es homeomorfo a A, podemos
concluir que U es isométrico y débil*-isomorfo a C(A)*. Ademds, para cada x € X, tenemos

sup |u(x)| = sup |u(x)| = sup [T(u)(x)|= sup |u(Tx)[=[Tx]e=
ueBy MGBT*(C(Q)*) uEBC(Q)* ,lLGBC(Q)*
= sup |Tx(@)| = sup [@(x)| < sup|f(x)| = sup |fu(x)],
we weQ feK n

donde en la dltima desigualdad hemos usado que Q C K y la tltima igualdad es consecuencia de

K=D" = {f1, /2 }w . Por tanto, U verifica las condiciones del enunciado.
O

Antes de ver el siguiente lema, hacemos una pequefia observacion. Sea K un espacio métrico

compacto y (Uy),_, una sucesién en M (K). Denotamos por V{l, : n = 1,2,...} a la medida

=y, 2%% La medida p depende del orden de la sucesién (f,), ;. Sin embargo, para

cada v € M(K), la medida 37‘1 no depende del orden, ya que si ¢ es una permutacién en N y

’ o 1 Mol / / . dv dv (o
= A= nton I ser rifica ¢¥ = ¥ (vi mo un
u =1 2 T o) entonces, por ser ' K L'y U < U, se verifica di = d (vista como una

igualdad entre medidas). Esta observacién nos va a permitir trabajar con las medidas de la forma

ZT‘: con i = V{Uy:a < B}y P un ordinal numerable.
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Lema 3.3.6. Sea K un espacio métrico compacto y L un subconjunto convexo, simétrico, no se-
parable de C(K)*. Entonces existe 8 > 0 verificando la siguiente afirmacion:

Para cada € > 0 existe una familia no numerable {ly}qcr contenida en L'y una familia de
medidas de Borel { Ly} qcr mutuamente singulares tales que para cada o € T se verifica

o — Lol < &y [[Uer]| = 8.

Demostracion. Denotamos por I' = @, el conjunto de todos los ordinales numerables con el orden
usual. Para cada u € C(K)* existe A € L de forma que A — % # 0. En caso contrario existiria

u € C(K)* de forma que A = % para cada A € L, luego por el teorema de Radon-Nikodym seria
L C L'(|u])y, por tanto, L serfa separabl Sea Ag € L con Ay # 0y vp = 0. Suponemos definidos

Aa Y Vo para todo o < 8 con 8 un ordinal numerable no nulo. Definimos vg = V{44 : &t < B}.
Por la observacién inicial, podemos tomar Ag € L de forma que

dAg

A’f
HB dvg

o

De esta forma podemos definir A, y Vo para todo a € I'. Por construccion se verifica

Ay K Vg Yy VgL Vgsia<f. (3.3)

Debe existir asi un subconjunto I'y C I" no numerable y 6 > 0 tal que

di
Hlﬁ_d\/ﬁH >20y ||Ag|| > 6 paracada B €T.
B

Sea € >0.Paracadav € C(K)* y cada o €T, la familia {% B>o,B e Fl} es un conjunto

no numerable de medidas en el espacio separable L'(|v|), luego tiene un punto de acumulacién.
Deducimos por tanto que existen B, 3, € I'y con a < By < B, tal que

dA dA
ﬁl _ ﬁZ < 28,
dv dv
i fuese |28 — U5l > o d btendri
ya que si fuese ‘  Oar ‘ > 2¢ para cada o < ) < B2 < @y, entonces obtendriamos una

coleccién no numerable de bolas disjuntas en L' (|v|).
Esta afirmacion nos va a permitir construir por induccién una familia de medidas [, € L'y
medidas p, € C(K)* verificando las siguientes condiciones para cada y € I":

@ pyll =8,
(i) luy =l <e,
(iii) py L g siB#7,

3Si u es medida de Borel regular y positiva sobre un espacio métrico compacto entonces L! (i) separable.
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(iv) Existe 7(y) € ' con ply < Iy < Vy(y).

Sea f3 el primer elemento de I’y y Ip = Ag, = po. Sea 7(0) el ordinal sucesor de fo. Fijamos
N > 0 un ordinal numerable y suponemos /y, 1, definidas para cada y < 7 verificando (1),(ii),(iii)
y (iv). Sea o un ordinal numerable con 7(y) < a para cada ¥y < 7. Por la observacién hecha
anteriormente, podemos tomar 31, B, € I'y verificando ¢ < B; < B y

dA dA
B TR e
dvye dvg
. Ag, —2 . .
Definimos I, = dl > By Un =1y — %. La medida /;; estd en L por ser L un conjunto convexo y

simétrico. Uy es la parte singular de I, respecto de V4. Sea 7(1) el sucesor de 3. Por (3.3) y la
definicién de Iy y pn, se verifica y < Iy < Vo) ¥

dly

. 1 dhg,
n dVB2

=2l

gl > > 8.

Por definicion, ty L Vo y, ademds, por definicion de o también se verifica 1y < Vo para cada

Y < n. Deducimos que se verifica ty L ty. Asi, g y g también verifican (1),(ii),(iii),(iv) y, por
tanto, las familias {/y }oer ¥ { Mo }aer estdn bien definidas y verifican la condicién del enunciado.
O

Finalmente, vamos a ver un dltimo resultado topoldgico antes de demostrar el teorema de
Rosenthal.

Lema 3.3.7. Cualquier subconjunto no numerable de un espacio métrico separable tiene un sub-
conjunto numerable denso en si mismo

Demostracion. Inspiramos nuestra prueba en la demostracion del teorema de Cantor-Bendixson
[Kec95, Teorema 6.4]. Como cualquier subconjunto no numerable de un espacio métrico separable
es también un espacio métrico separable, basta demostrar que todo espacio métrico separable no
numerable tiene un subconjunto numerable denso en si mismo. Sea X un espacio métrico separable
no numerable. Definimos

P ={x € X : todo entorno de x es no numerable}.

Vamos a demostrar que X \ P es numerable. Como X es un espacio métrico separable, podemos
tomar una base numerable de abiertos de X {U, },en. Entonces, X \ P es la unién de los abiertos
U, que son numerables. Por tanto, X \ P es un abierto numerable por ser unién numerable de
abiertos numerables. De la no numerabilidad de X se deduce que P es un cerrado no numerable.
Como todo subconjunto de un espacio métrico separable es separable, podemos tomar A C P un

4si 4y < o son medidas no negativas y v; denota la parte singular de una medida v respecto de y; parai= 1,2,
entonces ||vi|| > [|v2l.
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subconjunto numerable denso en P. Vamos a demostrar que A es denso en si mismo, es decir, A
no tiene puntos aislados. Sea x € A y U un entorno abierto de x en X. Como x € P, de la definicién
de P se sigue que U es no numerable y U (P es un entorno no numerabe de x en P. En particular,
existe ve (UNP)\ {x} y V un entorno abierto de ven P con V C (UNP) \ {x}. De la densidad
de A en P se deduce que A(\V # 0y, como x ¢ V, podemos concluir que AU # {x} y x no es
un punto aislado de A. Por tanto, A es un conjunto numerable denso en si mismo, como queriamos
demostrar.

O

Demostracion del teorema de Rosenthal. Sea L = T*(Bx-). L es un conjunto convexo, simétrico,
acotado y no separable de C(K)*. Por el lema existe & > 0 tal que, para cada € > 0, existe
una familia no numerable de medidas {ly } e contenida en L y una familia de medidas de Borel
{Ha } aer singulares dos a dos tales que

|t — lo]| < €y ||| > & paracada a €T (3.4)

Vamos a fijar € > 0 cumpliendo
0<e(l-2¢)' <. (3.5)

Bajo estas condiciones, la familia {ﬁ o0 € I'} es isométricamente equivalente a la base usual
o

de ¢'(T') (por ser singulares dos a dos). Ademds, como {ﬁ :a € I'} es un subconjunto no
numerable de B k), siendo B k- metrizable y separable en la topologia débil*, el lema anterior
nos garantiza la existencia de una sucesion f,, = m con a4, 0p,... € I', de forma que (f;,),_; es
débil*-densa en si misma.

La sucesion (f,);_; es isométricamente equivalente a la base usual de ¢!. Por el lema

existe un subespacio U de C(K)* , isométrico y débil*-isomorfo a C(A)*, tal que

sup |u(x)| < sup|fn(x)| para cada x € C(K). (3.6)

ueBy

Sea Z un subespacio de U isométrico a L!. Por el lema[3.3.3] existe una medida de probabilidad,
regular y de Borel i en K, una funcién medible Borel 6 con |6| = 1 y una o-dlgebra S de sub-
conjuntos de Borel de K, tal que (K,S,t|s) es un espacio de medida puramente no-atémico y
Z=0L'(us).
Por el lema|3.3.1 podemos tomar conjuntos F;" en S y subconjuntos compactos K;' de K para
cadaie {1,2,3,....,2"} yn=0,1,2,... verificando:
() K'NK)} =F'NF'=0sii#7,
(i) K7 = K5 UKLy B = LU,
(i) Kj' C F",
(iv) 5 <p(K?) < p(F) < 5,
(v) 6| k0 ©s continua.
SeaQ=K)yA= span{ yx» :i € {1,2,3,...,2"},n=0,1,2,...} en C(Q). El teorema de exten-
sion de Borsuk nos garantiza la existencia de un operador E : C(Q) — C(K) con (Ef)|a = f
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para cada f € C(Q). Tomamos Y = E(0A). Como 0A es isométrico a C(A) y E es una isometria,
tenemos que Y es isométrico a C(A) y, en particular, por el teorema de Miljutin, Y es isomorfo
a C([0,1]). Como Y es un subespacio de C(K), solo nos falta probar que 7’|y es un isomorfismo.
Nuestro objetivo ahora es ver que se verifica ||¢|| < (8(1 —2€) —¢€)7!||T¢| para cada ¢ €Y,
de donde se sigue que efectivamente T'|y es inyectiva y tiene inversa continua, luego T'|y es un
isomorfismo.

Sea ¢ = Z cixkr 0, con ||¢]|cc = 1. Tomamos ¢ = E¢. Sea i tal que |¢;| =1y f = XF") €

Bri(us)- Entonces

K
’/ 9f<pdu‘2'/ 9f<pdu‘—/ !9f<p|du=“( ’n)—/ |foldu
K K? FINK? W(F")  Jrmke
n ny __ n ny _ n l-¢ 1
S BKD) () —n(Kp) _ 2p(KY) — (R S 2% —o g,

K(E?) u(Ey

Por tanto, como || f| 11 () = 1, tenemos que en general se verifica

lplle=1< (1-2¢)7"

fEBeLl (uls

|foroan] =027 s o)

f€Bz

n
Luego, como E es una isometria y las funciones de la forma Y c;xx»6 son densas en 6A,
i=1
tenemos l
|l < (1—2€)"! sup |f(¢)| paracada ¢ €Y.

f€Bz

Como Bz C By, de la definicién de las funciones f,, y de se deduce que

R bl

191 < (1 —2€)~" sup [u(9)| < (1—2€) " sup|f(¢)] < (1—2¢)" " sup

ucBy n acl’

3.7

paracada @ €Y.
Para cada ¢ €Y con ||¢]|. =1y a €T, de (3.4) se deduce que

‘/dezua g‘/j{qmza e

Por tanto, despejando ||« || en (3.7) y usando (3.4) obtenemos
| 9dua
K

S—e(1-2e)" ' <(1—2¢) 'sup

aell

8 < |l uall < (1—26)" sup
acl’

+e).

< (1—2¢) '(sup / odl,
K

acl’

Iz

Por tanto,
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y de (3.5) se sigue

1—2¢)7!
( ) sup

7Waer 2(5(1—28)—8)_lsup

ael

@]l =1

[ ot [ oata].
K K
Deducimos, por la definicion de las medidas /, € L =T*(Bx- ), que para cualquier ¢ €Y se verifica
9]l < (8(1=2¢) &) sup| | ddla| = (8(1—2€) )" suplla(9)|
ael acl

<(8(1-28)—eg)"" sup [I(§)|=(5(1-2¢)—&)"" sup |x*(T¢)|
1eL=T*(By~) xX*EByx

= (8(1—2¢)—&)7'[|T9ll,

como queriamos demostrar
O

Para obtener el corolario principal del teorema de Rosenthal, necesitamos ver primero el teo-
rema de inyectividad débil de Petczyniski. Vemos a continuacién una generalizacion del teorema
[3.1.4(ii), debido a Kuratowski en el caso no numerable y a Petczynski en el caso numerable

Lema 3.3.8. Sean M y L espacios métricos compactos y T : M — L una aplicacion continua
sobreyectiva. Si L es no numerable, entonces existe Q C M homeomorfo a A tal que T|q es un
homeomorfismo de Q en T(Q). Si L es numerable, entonces existe Q C M homeomorfo a L tal que
T|q es un homeomorfismo de Q en T(Q).

Demostracion. Demostramos solo el caso en que L es no numerable, que es el caso que necesita-
mos para obtener el teorema [3.0.2] Como L es un compacto métrico, L es separable. Razonando
igual que en la demostracién del lema|[3.3.7] obtenemos que el conjunto

P ={x € L: todo entorno de x es no numerable }

es un subconjunto cerrado de L no numerable. En particular, P también es un espacio métrico com-
pacto no numerable. Como 7~ !(P) es un subconjunto compacto de M, no es restrictivo suponer
que P = L o, equivalentemente, todo abierto de L es no numerable.

Consideramos ahora el conjunto

F ={C C M : C es un subconjunto cerrado en M con 7(C) = L}

con el orden C; < (; si, y s6lo si, C; C Cy. F es un conjunto parcialmente ordenado no vacio, ya
que M € F.
Vamos a ver que toda cadena en JF tiene una cota superior. Sea 7' una cadena en F. Definimos

K=[\C

CeT



@ El teorema de Rosenthal

K es un compacto no vacio por ser intersecciéon de compactos no vacios decrecientes. Ademds, si
I € L, entonces T~ ({/}) es un compacto en M que interseca a todo conjunto C de T. Deducimos
entonces que K7~ ({I}) = Neer(CN T~ ({1})) es no vacio, luego existe x € K tal que 7(x) = I.
Por tanto, T(K) = L y efectivamente K es una cota superior de la cadena F.

El lema de Zorn nos garantiza que existe un elemento maximal en /. Sea K un elemento
maximal de F. Por definicion, 7(K) = L y para cada subconjunto cerrado C C K, se verifica
7(C) # L. Podemos suponer sin pérdida de generalidad M = K. La condicién 7(C) # L para cada
cerrado C C M es equivalente a que 7(U) contenga un abierto no vacio de L para cada abierto no
vacio U en M.

Ya estamos en condicién de construir el subconjunto  C M homeomorfo a A. Sea Ag y A
abiertos disjuntos no vacios de L, de modo que Ag(A; = 0. Los conjuntos T~'(Ag) y 7' (A})
son abiertos disjuntos. Sea Vy C T*I(Ao) yVi C ‘L'*I(Al) abiertos no vacios con diametro me-
nor o igual que 1. Tomamos Uy C 7(Vy) y U; C t(V1) abiertos no vacios. Notese que existen los
abiertos Uy y U; porque la imagen de todo abierto no vacio contiene un abierto no vacio. Re-
petimos el proceso. Tomamos abiertos disjuntos no vacios Ag,Ao,1 C Uy y A1,0,A1,1 C U tales
que A;0NA;1 = 0 para i € {0,1}. Para cada i, j € {0,1} tomamos V; ; C 7~!(A; ;) un abierto no
vacfo con didmetro menor o igual que 1. Finalmente, tomamos U; ; C 7(V; ;) abiertos no vacios
para cada i, j € {0, 1}. Repitiendo este proceso, en cada paso encontramos abiertos disjuntos no
vacios Aj, iy....in.0,Airir,..in1 C Uiy iy, tales que A; i, i 0NAiiy,...i,,1 = 0, abiertos no vacios
Vivizsinj C T_I(Ail,iz,...,in,j) con didmetro menor o igual que ﬁ Y Ui ig,.inj € T(Viyinsoosin,j)
abiertos no vacios para cada iy, 2, ..., in, j € {0,1}.

Como V; i, i i C Vi in,...in Paracada iy, is, ..., i,, j € {0,1}, de la observaci(’)nse deduce
que el conjunto

Q-

n

U v
=15€{0,1}

es homeomorfo al conjunto de Cantor A.

Vamos a ver que T|q es inyectiva. Sea x,y € Q con x # y. Existe n € Ny 51,52 € {0,1}" tal
que x € Vy,, y € Vi, y Vi, NV, = 0. Pero, por construccion, T(Vy, ) 7(Vs,) = 0, luego 7(x) # 7(y)
y T|g es inyectiva. Por tanto, como Q y () son compactos y T|q es continua e inyectiva, T|q es
un homeomorfismo de Q en 7(Q).

O

Teorema 3.3.9 (Teorema de inyectividad débil de Pelczynski). Sea K un espacio métrico com-
pacto infinito y X un espacio de Banach separable con Y C X un subespacio isomorfo a C(K).
Entonces existe un subespacio Z C Y isomorfo a C(K) y complementado en X.

Demostracion. Sea T : C(K) — Y un isomorfismo suprayectivo y consideramos i : ¥ — X la in-
clusién candnica. Vemos al espacio métrico compacto K como un subconjunto de C(K)*, identifi-
cando cada elemento k € K con la funcién k : C(K) — R que lleva cada funcién f € C(K) a f(k).
Esta identificacién nos da un embebimiento de K en C(K)* con la topologia débil*, ya que es una
biyeccién continua entre dos compactos. Sea M = [((iT)*)~'(K)]NpBx: y T: M — K la funcién
T = (iT)*|m, donde p es suficientemente grande para garantizar la suprayectividad de 7. Como
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M es un espacio compacto metrizable (por serlo pBx+) y T es sobreyectiva, podemos aplicar el
lema [3.3.8] obteniendo asi un conjunto Q C M homeomorfo a A si K es no numerable y homeo-
morfo a K si K es numerable tal que T|o es un homeomorfismo. En cualquier caso, se verifica
C(Q) ~C(K).Sea Q' =1(Q)y B :C(Q) — C(Q) el operador definido como ff = fot~! para
cada f € C(Q). Como 7|q es un homeomorfismo entre Q y 7(Q), el operador 3 es una isometria
suprayectiva. Ademds, el teorema de extension de Borsuk [3.2.1| nos garantiza que existe una iso-
metria E : C(Q') — C(K) de modo que E(f)|or = f para cada f € C(Q'). SeaRg : X — C(Q) el
operador dado por R (x)(®) = @(x) para cada x € X y cada @ € Q.

El subespacio Z = TE(C(')) estd contenido en Y. Ademds, Z es isomorfo a C(Q') por ser T
y E isomorfismos. Por tanto, Z ~ C(Q') ~ C(Q) ~ C(K). Vamos a ver que Z es complementado
en X. Para ello, consideramos la siguiente composicion:

@) Sew)y Ly Lx 2 e b @),

Afirmamos que esta composicién es la identidad, de donde podremos deducir que Z es un subes-
pacio complementado de X. Sea o’ € @', 77! (0') = w y f € C(€'). Entonces

(BRQITE)(f)(e) = Ro((iTE)(f))(@) = @(TE(f)) = (((T)") "' (o)) ((TE(f))
(7))~ (@) (T)E(f) = (Ef)(0') = f().

Por tanto, (BRqiTE) es la identidad. En particular, BRq es suprayectiva. Sea P: X — X, P =
iITEBRq. Laimagen de P es P(X) =iTEBRq(X) =iTE(C(Q)) =TE(C(Q')) =Zy, ademds,

P> = iTEBRGITEBRo = iTE(BRGITE)BRq = iTEPRg = P.

Por tanto, P es una proyeccién y Z es efectivamente un subespacio complementado de X.
O

El teorema anterior sigue siendo vdlido si K es un espacio compacto Hausdorff finito, ya que
todo subespacio de dimensién finita de un espacio de Banach es complementado.

Demostramos a continuacién uno de los resultados mds importantes que vamos a ver en es-
te trabajo y que supone una motivacion para el problema que vamos a estudiar en el siguiente
capitulo:

Demostracion del teorema[3.0.21 Sea P: C(K) — C(K) una proyeccién con P(C(K)) = X. El es-
pacio P*(C(K)*) es no separable por ser isomorfo a X*. El teorema de Rosenthal afirma que existe
un subespacio Y de C(K), isomorfo a C(K), de forma que P|y es un isomorfismo. En particular, X
es un subespacio complementado de C(K) que contiene un subespacio U = P(Y') isomorfo a C(K).
El teorema de inyectividad débil de Pelczyriski nos garantiza que, como X es separable, existe un
subespacio de U complementado en X e isomorfo a C(K). Como ¢(C(K)) =~ co(C(A)) = C(A) =~
C(K), de la técnica de descomposicion de Petczyriski se sigue que X y C(K) son isomorfos.

O
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Para un espacio de Banach X, denotamos por B(X) el dlgebra de Banach formado por todos
los operadores T : X — X. Como aplicacion del teorema de Rosenthal obtenemos el siguiente
resultado:

Proposicién 3.3.10. El inico ideal bilatero mdximal del dlgebra de Banach B(C([0,1])) es el
conjunto de todos los operadores T : C([0,1]) — C(]0, 1]) tales que T* tiene rango separable.

Demostracion. Denotamos por X*(C([0,1])) el conjunto de los operadores de B(C([0,1])) tales
que su adjunto tiene rango separable. Es inmediato ver que X*(C(]0,1])) es un ideal bilatero en
B(C([0,1])),yaquesiA,Be X*(C([0,1])), T € B(C([0,1])) y ¢ € R, entonces es claro que A* + B*,
(AT)*, (TA)* y cA* tienen rango separable. Vemos a continuacién que es un ideal maximal. Sea
I un ideal tal que X*(C(]0,1])) €1 C B(C([0,1])). Entonces existe T € I tal que T* tiene rango
no separable. Por el teorema de Rosenthal existe un subespacio E C C([0,1]) isomorfo a
C(]0,1]) tal que T | es un isomorfismo. Por el teorema de inyectividad débil de Petczynski
existe Z C T(E) isomorfo a C([0,1]) y complementado en C([0,1]). Sea ¥ = (T|g)~!(Z). Como
T|g es un isomorfismo, Y es isomorfo a C(]0, 1]). Sea P : C([0, 1]) — Z una proyeccién sobre Z y
S:C(]0,1]) — Y un isomorfismo en Y. El operador T|y : ¥ — Z es un isomorfismo suprayectivo.
Entonces, la composicién T |y S tiene rango T |yS(C([0,1])) = T'|y(Y) = Z y es invertible. Conside-
ramos V = (T|yS)~'P. Entonces V € B(C([0,1])). Ademds, VTS = (T|yS)~'PTS = Legoy) €1,
luego I = B(C([0, 1]) y podemos concluir que X*(C([0, 1])) es el dnico ideal maximal.

O

El lector puede encontrar més resultados sobre ideales de dlgebras de operadores en [Brol2].
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A lo largo de este capitulo estudiaremos el siguiente problema:

Problema 4.0.1 (Problema del Subespacio Complementado). Sea K un espacio compacto Haus-
dorff y X un subespacio complementado de C(K). ;Es X isomorfo a C(L) para algiin compacto
Hausdorff L?

Llamaremos a este problema el Problema del Subespacio Complementado, al igual que hace
Rosenthal en [Ros03]. Sin embargo, es conveniente resaltar que, segtin la fuente, se llama Proble-
ma del Subespacio Complementado al siguiente problema:

Sea X un espacio de Banach tal que todo subespacio es complementado. ;(Es X isomorfo a un
espacio de Hilbert?

Este problema fue resuelto de forma afirmativa por Lindenstrauss y Tzafriri en 1971. El lector
puede encontrar la demostracion en [AKO6].

El estudio que vamos a hacer del Problema del Subespacio Complementado lo vamos a dividir
en tres casos. El primero de ellos serd el caso en que K es un espacio métrico compacto numerable.
En términos del espacio C(K), este caso equivale a que el espacio C(K) sea separable con dual
separable. El caso en que C(K) es separable pero su dual es no separable es equivalente a que el
compacto K sea metrizable no numerable. Este serd el segundo caso que estudiaremos. Finalmente,
acabaremos con el caso en que C(K) es no separable.

El Problema del Subespacio Complementado sélo esta resuelto para ciertos casos particulares.
El objetivo de este capitulo es recopilar ideas y herramientas existentes que permiten demostrar
resultados relacionados con este problema.

4.1. Caso 1: K compacto métrico numerable

Uno de los hechos mds importantes de este caso es que tenemos los espacio C(K) clasificados
salvo isomorfismos. Denotamos por @ al menor ordinal numerable y por @; al menor ordinal
no numerable, donde cada ordinal o se considera equipado con la topologia del orden. Vamos a
definir el indice de Cantor-Bendixson de un compacto K y el indice de Szlenk de un espacio de
Banach separable.
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Definicion 4.1.1. Sea K un compacto metrizable. Para cada W C K, denotamos por W' al con-
junto de los puntos de acumulacion de W en K. Definimos K©©) = K, K(®+1) = (k(@))’ y g(B) —
Na<p K% para cada ordinal & y cada ordinal limite B. Si K # 0, llamamos indice de Cantor-
Bendixson al ordinal

Ca(K) = sup{0 < o < oy : K\ £ 0}.

El indice de Cantor-Bendixson tiene las siguientes propiedades:

= K es numerable si, y sélo si, Ca(K) < @
= Si a es el menor ordinal y verificando K7) = K(**1), entonces K(*) =0y o« = Ca(K) + 1 0
K@ es perfecto.

Debe saber el lector que la definicion de indice de Cantor-Bendixson dada anteriormente, aun-
que coincide con la definicién que da Rosenthal en [Ros03]], no es la tradicional, ya que usualmente
se define como Ca(K) + 1.

Definicion 4.1.2. Sea € > 0 y X un espacio de Banach separable. Para cada K C X* débil*-
compacto, definimos:

» 5¢(K) como el conjunto de los funcionales x* € K tales que existe una sucesion (xj)._, en

K con x; Yy v ||x; —x*|| > € para cadan € N,
a)*
= de(K) =6:(K) ,
» Ko, para cada 0 < o0 < @1, como Koe = K, Koy1e = de(Kae) y Kg e = Na<p Kae si B
es un ordinal limite,
» Be(K) =sup{a < @ : Ko e # 0},
= B(K) = supg.q Pe(K),
» Sz(X) = B(Bx+), que llamaremos indice de Szlenk de X.

El indice de Szlenk tiene la siguiente propiedad:

= Si X es un espacio de Banach separable, entonces Sz(X) < o, si, y s6lo si, X* es separable
en norma.

La siguiente proposicién fue demostrada por Miljutin en [Mil66] .

Proposicion 4.1.3. Sea K un espacio métrico compacto numerable. Entonces K es homeomorfo
a exactamente uno de los ordinales (0% + 1)n, para algiin 1 < o0 < @, y algiin entero n € N.
Ademds, & = Ca(K) y n = |K®)|.

Por tanto, todo espacio C(K) con K un espacio métrico compacto numerable es isométrico
aC((w*+ 1)n) para algin o < w; y n € N. Sin embargo, la clasificacién por isomorfismos se
reduce considerablemente gracias al siguiente resultado de Bessaga y Petczyniski que demuestran
en [BP60b]:

Teorema 4.1.4. Sea K un espacio métrico compacto numerable infinito. Entonces C(K) es iso-
morfo a C(0®" + 1) para algiin ordinal o numerable. Ademds, si 0 < o < B < @), entonces
C(@® +1) no es isomorfo a C(a)wﬁ +1).
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La ultima propiedad del enunciado se puede demostrar usando las siguientes propiedades del
indice de Szlenk:

Proposicion 4.1.5. Sean X e Y espacios de Banach separables. Para cada pareja K, L de subcon-
juntos de X* débil*-compactos separables en norma, se verifica:

» Si L C K entonces B(L) < B(K).
» SiT:X —Y esunisomorfismo suprayectivo, entonces B(T*K) = B(K).

En particular, si X e Y son espacios de Banach separables isomorfos, entonces Sz(X) = Sz(Y).
Por tanto, para probar que si 0 < a < B < @ entonces C(@®” + 1) no es isomorfo a C(w“’ﬁ +1),

es suficiente ver que Sz(C(@®* +1)) # Sz(C ((D"’ﬁ + 1)). Realmente lo que se demuestra es el
siguiente resultado:

Teorema 4.1.6. Sea 0 < o < @;. Entonces Sz(C(0®" +1)) = @®*!.

El lector puede encontrar una demostracion de la parte del teorema que afirma que C(K)
es isomorfo a C(w®” 4 1) en [Ros03]. La demostracién se obtiene combinando el teorema de
extension de Borsuk y la técnica de descomposicién de Pelczyriski, teniendo en cuenta las
siguientes propiedades:

(i) C(K) es isomorfo a co(C(K)),
(if) SiK = 0%+ 1 con o un ordinal limite o @ = 1 y n € N, entonces C(K) es isomorfo a C(K").

Por tanto, el Problema del Subespacio Complementado en el caso en que K es un compacto
métrico numerable se reduce al siguiente problema:

Problema 4.1.7. Sea a un ordinal numerable. ;Todo subespacio complementado de C(w“’a +1)
es isomorfo a C( 0 + 1) para algiin ordinal B numerable?

De los resultados desarrollados en el segundo capitulo se sigue que el caso & = O tiene una
respuesta afirmativa. En efecto, en ese caso C(0®” 4+ 1) = C(w+ 1) es isomorfo a ¢q. Por tanto, es
suficiente ver que todo subespacio complementado de c( es isomorfo a ¢ o tiene dimension finita.
Sea X un subespacio complementado de dimensién infinita de cy. De la proposicién[2.4.5]se sigue
que X tiene un subespacio complementado isomorfo a cy. Pero, como cy(cg) es isomorfo a ¢y, la
técnica de descomposicién de Petczyniski nos garantiza que X es isomorfo a cy.

El caso C(@® + 1) también tiene una respuesta afirmativa y es una consecuencia del siguiente
teorema de Benyamini demostrado en [Ben78|:

Teorema 4.1.8. Sea K un espacio métrico compacto 'y X un subespacio complementado de dimen-
sion infinita de C(K). Entonces X es isomorfo a co o X tiene un subespacio isomorfo a C(w® +1).

Como consecuencia, un razonamiento andlogo al de la demostracién del corolario [3.0.2] nos
proporciona el siguiente resultado:

Corolario 4.1.9. Si X es un subespacio complementado de dimension infinita en C(0® 4 1) en-
tonces X es isomorfo a co 0 a C(0® 4 1).
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Ademds, para C(w® + 1) tambien tenemos un teorema de Alspach, andlogo al teorema de
Petczyriski[2.4.3]y al teorema de Rosenthal [3.0.1] dando condiciones suficientes y necesarias para
que un operador T : C(K) — X fije una copia de C(w® + 1). Para un operador T : X — Y con X
e Y espacios de Banach separables, se define B¢(7) = B¢(T*(By-)) para cada € > 0. Llamamos
indice de Szlenk del operador 7" a

Sz(T) = sup e(T) = B(T" (By+)).
e>0
Teorema 4.1.10 (Alspach). Sea K un espacio métrico compacto, X un espacio de Banach 'y
T :C(K) — X un operador. Son equivalentes:
» S7(T) > 0?,
» B:(T) > w para cada € > 0,
» T fija una copia de C(0® +1).

El Problema del Subespacio Complementado esté abierto para cada compacto K = 0®“ + 1
con > 2. En particular, no se conoce la respuesta a la siguiente pregunta:

Problema 4.1.11. Sea X un subespacio complementado de C(0® +1). Si Sz(X) = 0% (X es
isomorfo a C(0®+1)2 Si Sz(X) = ©3, ;X es isomorfo a C(0® +1)?

4.2. Caso 2: K compacto métrico no numerable

En este caso, el teorema de Miljutin nos garantiza que C(K) es isomorfo a C([0, 1]). Ademds,
por el corolario [3.0.2] sabemos que todo subespacio complementado con dual no separable es
isomorfo a C([0, 1]).

Por tanto, para completar el estudio del Problema del Subespacio Complementado, falta dar
respuesta a la siguiente pregunta:

Cuestion 4.2.1. Sea X un subespacio complementado de C([0,1]) con X* separable. ;X es iso-
morfo a C(K) para algiin compacto Hausdorff K ?

Como X* es separable, si la pregunta anterior tuviese una respuesta afirmativa entonces X seria
isomorfo a C(@®” + 1) para algtin ordinal o < ;.

Parece 16gico pensar que, si no hemos conseguido dar respuesta al caso 1, tampoco lo vamos a
conseguir en este caso. Por tanto, vamos a plantearnos demostrar la equivalencia entre la cuestién
|.2.T]y el Problema del Subespacio Complementado en el caso 1.

Suponemos primero que X es un subespacio complementado de C(K) con K un espacio métri-
co compacto numerable. El teorema [3.1.4 nos garantiza que K es homeomorfo a un subconjunto
cerrado del cubo de Hilbert [0, 1], Del teorema de extensién de Borsuk se deduce que C(K)
es isométrico a un subespacio complementado de C([0, 1]%). Por tanto, X es isomorfo a un subes-
pacio complementado de C([0,1]) =~ C([0, 1]"Y). Concluimos asf que, si la cuestién tiene una
respuesta afirmativa, entonces el Problema del Subespacio Complementado en el caso en que K es
un espacio métrico compacto numerable también se resuelve de forma afirmativa.
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El reciproco es un problema abierto, es decir, dado un espacio de Banach X complementado
en C(K), con K un espacio métrico compacto no numerable y X* separable, no se conoce si X es
isomorfo a un subespacio complementado de un espacio C(L) con L un espacio métrico compacto
numerable. Nos vamos a centrar en el problema de encontrar un espacio métrico compacto nume-
rable L de modo que X es isomorfo a un subespacio de C(L) (no necesariamente complementado).

Si encontrasemos un conjunto débil*-compacto numerable L C Bx+ y € > 0 verificando:

sup |x*(x)| > €||x||. para cada x € By

x*eL
entonces habriamos terminado. Si L verifica la propiedad anterior, se dice que L norma X. En la
demostracién del teorema de Rosenthal [3.0.1] se demuestra implicitamente que todo subconjunto
convexo simétrico acotado no separable de C([0, 1])* norma un subespacio isomorfo a C([0, 1]). Si
encontramos un conjunto débil*-compacto numerable L C By+ que norma X, entonces el operador
T :X — C(L), dado por T (x)(x*) = x*(x) para cada x* € Ly cada x € X, es un isomorfismo de X
en un subespacio de C(L), ya que

| T (x)]|eo = sup [x*(x)| > €||x|| para cada x € X.
x*eL

Sin embargo, no se conoce ninguna forma de construir tal conjunto L. Nétese que, si la respuesta
al problema fuese afirmativa, entonces X serfa isomorfo a C(K) para algin espacio métrico
compacto numerable K. Ademds, K es homeomorfo a un subconjunto de By- que norma X. Por
tanto, si la respuesta al problema [{.2.1] fuese afirmativa, existirfa un espacio métrico compacto
numerable L en Bx+ que norma X.

Por otro lado, si L norma X, entonces podemos definir una norma equivalente en X mediante
la férmula

|x| := sup |x" (x)].
x*€eL

Claramente, L C By~ ). Si L fuese débil*-compacto, entonces para cada x € X existe x* €
LU(—L) tal que x*(x) = |x|. Es decir, el conjunto L|J(—L) es una fronterd'|de (X,|-|).

Por tanto, la existencia de un conjunto débil*-compacto numerable que norma el espacio im-
plica, después de un renormamiento, la existencia de una frontera numerable débil*-compacta.

En general, un espacio de Banach separable es isomorfo a un espacio con frontera numerable
si, y s6lo si, es isomérficamente poliedral} Ademds, si X es un espacio de Banach con X* isomor-
fo a ¢!, entonces X es isomérficamente poliedral y, por tanto, tras un renormamiento, tiene una
frontera numerable.

Un resultado obtenido por Lewis y Stegall nos da una clasificacién de los espacios duales de
los subespacios complementados de un espacio de C(K) con K un espacio métrico compacto:

'Dado un espacio de Banach (X, || - ||), se dice que un conjunto L C By« es una frontera de X si para cada x € X
existe x* € L con x*(x) = ||x]|.

2Un espacio de Banach X es poliedral si para cada subespacio de dimensién finita ¥ C X, la bola By tiene una
cantidad finita de puntos extremos. X es isomdrficamente poliedral si es isomorfo a un espacio poliedral.
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Teorema 4.2.2. Si C(K) es separable y X es un subespacio complementado infinito-dimensional
de C(K), entonces X* es isomorfo a ¢, 0 C([0,1])*.

Por tanto, si X es un subespacio complementado infinito-dimensional de C(K) con K un es-
pacio métrico compacto y X* es separable, entonces X* ~ ¢ y X es isomoérficamente poliedral.
Deducimos entonces que el problema de encontrar un conjunto numerable débil*-compacto que
norme X es equivalente a encontrar una norma equivalente en X de modo que, con la nueva norma,
X tiene una frontera numerable débil*-compacta.

Concluimos asf la seccidn planteando el siguiente problema abierto:

Problema 4.2.3. Sea X isomorfo a un subespacio complementado de C(K) con K un espacio
métrico compacto. Si X* es separable, ;existe un conjunto L C By« débil*-compacto y numerable
que norme X ?;X es isomorfo a un espacio con frontera numerable débil*-compacta?

4.3. Caso 3: K compacto Hausdorff no metrizable

Si nos fijamos en los dos casos que hemos resuelto del Problema del Subespacio Complemen-
tado, en ambos hemos hecho un razonamiento parecido:

1. Primero encontramos condiciones para que un operador 7 : C(K) — C(K) fije una copia
de C(L); el teorema de Petczyriski nos garantiza que 7 fija una copia de ¢ si 7 no
es débil-compacto y el teorema de Rosenthal nos garantiza que 7 fija una copia de
C([0,1]) si T* tiene rango no separable.

2. A continuacién aplicamos el punto 1 al caso en que T = P es una proyeccion. De esta forma
obtenemos que todo espacio complementado X de C(K) que cumpla ciertas propiedades
contiene un subespacio isomorfo a C(L).

3. Finalmente, el teorema de inyectividad débil de Petczynski|3.3.9|nos garantiza que, ademds,
X contiene un subespacio complementado isomorfo a C(L).

4. Como en los dos casos resueltos es C(K) = C(L) y se verifica c¢o(C(K)) ~ C(K), la técnica
de descomposicién de Petczyiiski nos permite concluir que el subespacio complementado
X es isomorfo a C(K).

Siendo realistas, los Unicos casos que hemos resuelto han sido los casos cg, que es el caso
infinito-dimensional més sencillo, y el caso C(]0,1]) cuando el subespacio complementado X es
"suficientemente grande".

Supongamos que, en el caso general C(K) con K compacto no metrizable, también tenemos
un resultado para el punto 1 que nos garantice que un subespacio complementado X de C(K) con
cierta propiedad contiene un subespacio isomorfo a C(K). Para poder aplicar el paso 3, necesita-
mos saber si podemos encontrar un subespacio complementado de X que sea isomorfo a C(K). En
general, no podemos extender el teorema de inyectividad débil de Petczynski al caso en que
K no es metrizable. Un ejemplo lo da el espacio (., que es isométrico al espacio C(BN), donde
BN es la compactificacién de Stone-Cech de N (el lector puede encontrar la definicién y propie-
dades de BN en [Her13])). El espacio . no tiene subespacios complementados isomorfos a ¢g. Sin
embargo, el subespacio {f € C(BN) : f[gny = 0} es isomorfo a cy.
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Pero, atin suponiendo que pudiesemos encontrar un subespacio complementado de X isomorfo
aC(K), todavia no habriamos acabado. En efecto, para poder aplicar el paso 4 primero necesitamos
ver que co(C(K)) ~ C(K). Para cualquier espacio de Banach X, se verifica co(X) ~ co(X) @ co(X).
Por tanto, si ¢o(C(K)) y C(K) son isomorfos, entonces C(K) ~ C(K) @& C(K). Pero, jes cierto que
para cualquier compacto Hausdorff infinito K se verifica C(K) ~ C(K) & C(K)?

En general, Banach plante6 en [Hah33] el siguiente problema:

Problema 4.3.1 (Banach, 1932). ;Todo espacio de Banach infinito-dimensional X verifica X ~
X®X?

No apareci6 una respuesta a esta pregunta hasta 1960 en [BP60a] y [Sem60]]. Nosotros estamos
interesados en el siguiente resultado que se encuentra en el articulo de Semadeni:

Teorema 4.3.2. El espacio C(w; + 1) no es isomorfo a C(w; +1) &C(w; +1).

Demostracion. Para un espacio de Banach X, definimos
S1(X) ={F € X™ : F es débil*-sucesionalmente continuo}

= {F € X**: F'({0}) es débil*-sucesionalmente cerrado}.

S1(X) es un subespacio de X** que contiene a X. Ademds, es sencillo ver que si X e Y son espacios
de Banach isomorfos, entonces S; (X) y S1(Y) también son isomorfos (basta ver que si 7 : X — Y es
un isomorfismo suprayectivo, entonces 7** : X** — Y** también es un isomorfismo suprayectivo
que ademds verifica 7(S1(X)) = S1(Y)). Por tanto, si X e Y son isomorfos, entonces los espacios
cociente S1(X)/X y S1(Y)/Y también son isomorfos]

Vamos a probar primero que S;(C(®; +1))/C(w; + 1) es un espacio de dimensién uno. Ve-
mos que el espacio S;(C(w; +1))/C(w; + 1) tiene al menos dimension uno comprobando que
el elemento 1o, € C(0; + 1) = le(@; + 1) [l definido como 14, (f) = f(®;) para cada f €
Clan+1)*=41(w +1),estaen S;(C(w; + 1)), pero no pertenece a C(w; + 1).

Sea (fu)y_y C 150 ({0}) C 41 (@ +1). Como f, (1) =0y {et: fu(cr) #0} C @) es numerable,
existe un ordinal 3, < @ tal que {c : f,(ct) # 0} C B, para cada n € N. Por tanto, si (f,),_; es
débil*-convergente a f € ¢(w; + 1), entonces f(y) = ’}grolo fu(7y) =0 para cada y > sup f3,. Como

sup B, es numerable, f € 1,'({0}) y 1o, € S1(C(@; +1)).

Vemos ahora que cada funcién de S;(C(@; + 1)) es continua en [0,®;). Sea F € lo(®; + 1)
tal que Fljg o) no es continua. Entonces existe una sucesién creciente (&)1 C [0,1), con
h’gn o, =: o, tal que h’an(an) =L # F (). Para cada n € N tomamos f, € ¢;(o; + 1) la funcién

dada por f,(0y,) =1y f,(B) =05i B # a,. Lasucesion (f;,),._, es débil*-convergente a la funcién

3Si T : X — Y es un isomorfismo suprayectivo, entonces el operador T** induce un isomorfismo suprayectivo
0:851(X)/X — S1(Y)/Y mediante la férmula Q(x™* +X) = T**(x™*) + Y.

4Si K es un compacto Hausdorff disperso, es decir, tal que todo cerrado no vacfo de K tiene un punto aislado,
entonces C(K)* es isométrico a ¢; (K) [FHH' 11, Teorema 14.24].
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f definida como f(a) =1y f(B) =0si f # a. Sin embargo,
i F (f,) = im F (@) = L # F(@) = F(f).

Por tanto, F no es débil*-sucesionalmente continua 'y F ¢ S; (C(w; + 1)). Hemos probado asi que
toda funcion de Sy (C(w; + 1)) es continua en [0, ;).

Vemos ahora que si F' € {(; + 1) es continua en [0, @ ), entonces existe ~ lim  F(a).
a<mp, 6—0;

En caso contrario seria

liminf F(o)=:L< limsup F(o)=:J.
a<mp, 06— o<W, O0— 0
Por tanto, podemos tomar una sucesién estricamente creciente (o,),_, C [0,®;) de modo que
|F(0tn) —L| < Ly |F(0n+1)—J| < % paracadan € N. En ese caso, & = sup , € [0, @;) por ser
o numerable y, sin embargo, F no es continua en o, ya que limF (o) # h’mF (Qon+1)-
n

Sea ahora F € S1(C(@; + 1)). Como F||g 4, €s continua, existe hm F(a). Definimos
! a<mp,00—

GeEluw(w+1)comoG(w;))= lim F(a)yG(a)=F(a)sia# o). Deladefinicion de G

a<m;,0— o

se sigueque Ge€C(w;+ 1)y
F=G+ (F(m)—G(m))lg,-

Queda asi demostrado que S;(C(w; +1))/C(w; + 1) tiene dimensién uno. Por las observacio-
nes hechas al principio de la demostracion, si C(w; + 1) y C(@; + 1) & C(w; + 1) son isomorfos,
entonces S| (C(w; +1)@C(w;+1))/(C(w; +1) ®C(; + 1)) tiene dimensién uno también. Sin
embargo, un razonamiento andlogo al anterior demuestra que las funciones

Liw 0 L(0,01) € (C(@1 +1) ©C(@1 + 1)) = loo(@) + 1) © Loy + 1)

dadaspOrl(a)l 0)(@1,0) =1, 14, 0)(a, ﬁ)ZOSi (&, B) # (©1,0), 1(0,0,)(0,01) =1y 1(9,0) (e, B) =
0si (a,B) # (0, ) verifican 14, o), 1(0,0,) € S1(C(®; +1) ©C (@ +1)). Ademds, como se ve-
rifica al (g, o) +b1(0,0) ¢ C(@1 +1) ®C(@ + 1) para cada a,b € R no nulos, deducimos que
los vectores 1(q, gy +C(01 +1)©C(w1 +1) y 1(g,p,) +C(@ + 1) ©C(@; + 1) son linealmente
independientes en S;(C(@; + 1) ®C(w; +1))/(C(ew; + 1) ®C(; + 1)), lo que demuestra que
SiClo+1)@C(w +1))/(C(w +1)®C(w; + 1)) tiene como minimo dimensién 2. Podemos
concluir que S1(C(w;+1))/C(w1+1) y Si(C(w1+1)BC(w;+1))/(C(w1+1)BC(w; +1)) no
son isomorfos y, por tanto, los espacios C(@; + 1) y C(®; + 1) & C(c; + 1) no son isomorfos.

0

En relacién con el problema [lef], Szarek demostré en [Sza86l la existencia de un espacio
de Banach no isomorfo a X & X para ningtin espacio de Banach X. Ademads, Gowers y Maurey
construyeron en [GM97]] un espacio de Banach X no isomorfo a X & X pero que si es isomorfo a
XOXPX.

Volviendo al Problema del Subespacio Complementado, si se espera encontrar una respuesta
afirmativa, hace falta generalizar la técnica de descomposicién de Petczynski a casos en los X no
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sea isomorfo a X @ X o, en su defecto, buscar un razonamiento distinto a los que hemos hecho
hasta ahora.

Entre los resultados que hemos desarrollado en este trabajo, s6lo el teorema de Petczyniski
nos aporta algin tipo de informacion sobre los subespacios de C(K) cuando el compacto
K es no metrizable. Sin embargo, de este teorema s6lo deducimos que todo subespacio comple-
mentado de dimensién infinita de C(K) contiene un subespacio isomorfo a cg, pero ni siquiera
podemos garantizar que contenga un subespacio complementado isomorfo a cg, ya que la com-
plementabilidad la deduciamos en el corolario [2.4.5| usando la metrizabilidad de K. Ademds, ya
hemos visto que este resultado no se extiende a los compactos no metrizables, ya que /.. es isomé-
trico a C(BN), contiene subespacios complementados de dimensién infinita (feo & foo B loo), pero
no contiene subespacios complementados isomorfos a cg.

En el caso en que K es un compacto metrizable hemos conseguido hacer una clasificacién
salvo isomorfismos de los espacios C(K) y reducir el problema a los espacios C(0®“ +1) y C(A)
con & < @j.

Tanto el conjunto de Cantor A como los ordinales ®®“ + 1 tienen la propiedad de ser com-
pactos totalmente desconectados, es decir, los tinicos subconjuntos conexos son el vacio y los
conjuntos unipuntuales. Por tanto, es natural formular la siguiente pregunta:

Cuestion 4.3.3. Sea K un compacto Hausdorff no metrizable. ;C(K) es isomorfo a C(L) para
algiin compacto L totalmente desconectado?

Aunque la respuesta a la pregunta anterior es negativa, Ditor demuestra en [Dit70] el siguiente
resultado:

Proposicion 4.3.4. Todo subespacio complementado de un espacio C(K) con K un compacto
Hausdorff es isomorfo a un subespacio complementado de un espacio C(L) con L un compacto
Hausdorff totalmente desconectado.

Gracias a este resultado podemos restringir el Problema del Subespacio Complementado al
estudio de los espacios C(K) con K un compacto Hausdorff totalmente desconectado.

Ademas, un compacto Hausdorff K es totalmente desconectado si, y sélo si, todo punto de K
tiene una base de entornos formada por conjuntos abiertos y cerrados en K. Si K es un compacto
Hausdorff totalmente desconectado, del teorema de Stone-Weierstrass se sigue que la familia de
las funciones simples .)El ajxu;,conUyj,...,U, abiertos y cerrados disjuntos de K es densa en C(K).

j=
Cualquier compacto infinito totalmente desconectado K verifica C(K) ~ C(K) ® R.

Koszmider dié una respuesta negativa a la pregunta 4.3.3] En concreto, Koszmider constru-
ye en [Kos04] un compacto Hausdorff infinito K tal que C(K) es indescomponible, es decir, si
C(K) =A®B con A y B espacios de Banach, entonces A o B tiene dimension finita. Ademas,
C(K) no es isomorfo a C(K) @ R. Por tanto, C(K) no es isomorfo a C(L) si L es un compacto
totalmente desconectado. Ademads, como cg = ¢y @ ¢, tenemos que C(K) no tiene ningtin subes-
pacio complementado isomorfo a ¢g. Por tanto, el espacio C(K) responde de forma negativa a la
pregunta[4.3.3]y nos da otro ejemplo de espacio que contiene subespacios isomorfos a ¢y pero no
contiene subespacios complementados isomorfos a cp.



@ El Problema del Subespacio Complementado

Por tanto, la familia de todos los compactos no metrizables es demasiado grande para po-
der aplicarle las herramientas desarrolladas en este trabajo. En [AK10], el lector puede encontrar
problemas abiertos, andlogos a los aqui mencionados, para ciertas subfamilias de compactos.

Finalmente, vamos a ver que, a diferencia de lo que nos sucedia cuando intentabamos reducir
el caso 2 al caso 1, en este caso tenemos el siguiente resultado que nos permite reducir el caso en
que el subespacio complementado es separable al caso 2:

Teorema 4.3.5. Si X es un subespacio complementado separable de un espacio C(K) con K un
compacto Hausdorff, entonces X es isomorfo a un subespacio complementado de C([0,1]).

La prueba que vamos a dar se basa en el siguiente resultado de Albiac y Kalton, cuya demos-
tracion se puede consultar en [[AK06, Teorema 4.2.5]:

Teorema 4.3.6. Sea A un algebra de Banach conmutativa con un elemento neutro e, de modo que
lle|| = 1. Entonces A es isométricamente isomorfa a un dlgebra C(K) con K un espacio compacto
Hausdorff si, y solo si,

|a* — b?|| < ||a®* +b*|| para cada a, b € A.

De este resultado se deduce que, si (Q,Z, i) es un espacio de medida o-finito, entonces L™ (1)
es isométrico a un espacio C(K). Andlogamente, /., o cualquier subdlgebra con la funcién idénti-
camente uno de un espacio C(K) es isométrica a un espacio C(L).

Demostracion del teoremal4d.3.5] Sea X un subespacio complementado separable de C(K) con K
un espacio compacto Hausdorff. Consideramos .4 la menor subélgebra de Banach de C(K) que
contiene a X. Si P es un polinomio real en n variables, entonces, gracias al producto en C(K),
podemos considerar la evaluacién P(x,...,x,) € C(K) con x,...,x, € X. Claramente debe ser

A :={P(xy,...,x,) :n € N, P es un polinomio en n variables, xi,...,x, € X} C A.

Ademds, como A es un 4lgebra, es inmediato comprobar que A también es un dlgebra.
Por tanto,

A={P(x1,...,x,) : n € N, P es un polinomio en n variables, xj, ...,x, € X }.

Vamos a ver que, como X es separable, .4 también lo es. Sea D C X un subconjunto numerable
y denso en X. El conjunto

A

D={P(xy,...,x,) :n € N, P es un polinomio en n variables con coeficientes racionales, xi,...,x, € D}

es un subconjunto de A numerable y denso en A. La densidad de D en A se sigue de la densidad
de D en Ay de la densidad de A en A.

Por tanto, A es un algebra de Banach conmutativa separable. Ademads, la funcion 1 estd en A.
Al ser A C C(K), se verifica ||a> — b?|| < ||a® + b?|| para cada a, b € A.



4.3 Caso 3: K compacto Hausdorff no metrizable @

El teorema4.3.6|nos garantiza que A es isométricamente isomorfo a un espacio C(L) con L un
compacto Hausdorff. De la separabilidad de .A deducimos que L es un espacio métrico compacto.
Por tanto, basta comprobar que X es un subespacio complementado en A, pero como X C
A C C(K), de 1a complementabilidad de X en C(K) se deduce la complementabilidad de X en A,
ya que si P: C(K) — C(K) es una proyeccion con P(C(K)) = X, entonces P|4 también es una
proyeccién en X.
Asi, X es un subespacio complementado de A, siendo .4 isométrico a C(L). Deducimos que
X es isométrico a un subespacio complementado de C(L) y, como todo espacio C(L) es isomor-
fo a un subespacio complementado de C([0, 1]), concluimos que X es isomorfo a un subespacio
complementado de C([0, 1]).
O

El teorema [4.3.5] nos permite obtener la siguiente generalizacién del teorema de Rosenthal

.02

Teorema 4.3.7. Sea K un espacio compacto Hausdorff y X un subespacio complementado sepa-
rable de C(K). Si X* es no separable, entonces X es isomorfo a C(|0, 1]).

En particular, si X es un subespacio complementado separable de /., 0 L*(tt), donde (Q, X, 1)
es un espacio de medida o-finito, con X* no separable, entonces X es isomorfo a C([0, 1]).

Por tanto, el Problema del Subespacio Complementado en su versién general se reduce al
problema.2.1]y al siguiente problema:

Problema 4.3.8. Sea K un espacio compacto Hausdorff y X un subespacio complementado de
C(K). Si X es no separable, ;X es isomorfo a C(L) para algiin compacto Hausdorff L?
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Analisis Funcional y Topologia

En este capitulo recopilamos, sin demostracién, los resultados fundamentales del Analisis Fun-
cional que usamos en este trabajo:

= El teorema de Hahn-Banach,
= El teorema de la gréfica cerrada,
= El teorema de la acotacién uniforme.

El teorema de Hahn-Banach tiene distintas versiones. La forma que usaremos principalmente
en este trabajo es la siguiente version andlitica:

Teorema A.1 (Teorema de Hahn-Banach, version analitica). Sea y* un funcional lineal y continuo
en un subespacio Y de un espacio normado X. Entonces existe x* € X* tal que ||x*|| = ||y*|| v

Xy =y~

Como corolario inmediato se deduce que para cada x € X se verifica |[x|| = sup,.cp , [x*(x)| =
U, X" (1)

Para demostrar el teorema de Helly [3.3.4] también haremos uso de la siguiente version geo-
métrica del teorema de Hahn-Banach:

Teorema A.2 (Teorema de Hahn-Banach, versién geométrica en dimension finita). Si K C R" es
un conjunto convexo no vacio y x € R"\ K, entonces Ky x = (x1,...,X,) pueden separarse, es decir,
n n
existe A = (A1,...,Ay) € R" tal que Y. Aix; < Y, Ajy; para cada 'y = (yy,...,yn) € K.
i=1 =1

i= j

1

Teorema A.3 (Teorema de la grafica cerrada, Banach, 1932). Sean X e Y espacios de Banachy T
una aplicacion lineal de X en Y. Son equivalentes:

(i) T es continua,
(ii) T tiene grdfica cerrada.

Sean X e Y espacios de Banach. El teorema de la grifica cerrada nos permitird ver la continui-
dad de una aplicacion lineal 7 : X — Y tnicamente comprobando que, para cada sucesion (x,);_,
en X con x = limx, e y =1imTx,, se verifica Tx = y.

El teorema de la acotacion uniforme es otro de los resultados cldsicos del Andlisis Funcional
y se puede obtener como una aplicacién del Teorema de Categoria de Baire:



@ Analisis Funcional y Topologia

Teorema A.4 (Teorema de la acotacion uniforme). Sea {Ay }oecs una familia de operadores de un
espacio de Banach X en un espacio normado Y. Si {||Aax| }aer estd acotada para cada x € X
entonces sup{||Aq|| }acr es finito.

A continuacidén, enunciamos el lema de Urysohn, de cardcter topoldgico:

Lema A.5 (Lema de Urysohn). Un espacio topoldgico X es normal si, y solo si, para cada par
de subconjuntos disjuntos y cerrados A, B de X existe una funcion continua f : X — [0, 1] tal que

fla=0yflg=1

Recordamos que un espacio normal es un espacio en el que cada pareja de cerrados disjuntos
tienen entornos abiertos disjuntos. Todo espacio compacto Hausdorff es normal.

Definicion A.6. Un refinamiento de un recubrimiento de un espacio topoldgico es un nuevo recu-
brimiento del mismo espacio de modo que cada conjunto del nuevo recubrimiento es un subcon-
junto de algiin conjunto del recubrimiento original.

Un recubrimiento se dice localmente finito si todo punto del espacio tiene un entorno que
interseca solo un niimero finito de abiertos del recubrimiento.

Un espacio paracompacto es un espacio topologico en que todo recubrimiento por abiertos
admite un refinamiento localmente finito.

Una particién de la unidad de un espacio topologico X es un conjunto F de funciones con-
tinuas de X en [0,1] de modo que para cada x € X existe un entorno V de x tal que todas salvo
un conjunto finito de funciones de F son idénticamente nulas en 'V y la suma de las funciones no
nulas es idénticamente I en'V.

Los espacios métricos y los espacios compactos son paracompactos. Los espacios Hausdorff
y paracompactos admiten particiones de la unidad subordinadas a cualquier recubrimiento por
abiertos, es decir, para cada recubrimiento (Ugy)qes por abiertos de X, existe una particién de la
unidad F de X tal que para cada f € F, el soporte de f estd en algin abierto Uy,.

Las particiones de la unidad se usan para extender propiedades locales a todo el espacio. En
particular, nos permitirdn demostrar el teorema de Borsuk[3.2.1]



Topologia débil y debil*

Damos primero una definicion breve, en términos de convergencia de redes, de las topologias
débil y débil*.

Definicion B.1. Sea X un espacio normado. Llamamos topologia débil de X a la topologia mds
gruesa sobre X que hace que cada funcion x* € X* sea continua. En términos de convergencia,
decimos que una red (xq)acp en X converge débilmente a x € X, y escribimos xq O x si para
cada x* € X* se verifica x* (xq ) — x*(x).

Sea j: X — X** el embebimiento dado por j(x)(x*) = x*(x) para cada x € X y x* € X*.
Llamamos topologia débil* de X* a la topologia mas gruesa sobre X* que hace que todos los
funcionales de j(X) C X** sean continuos. En términos de convergencia, decimos que una red

1o o* .
(x5)acp en X* es débil*-convergente a x* € X*, y lo de notamos por xj, — x*, si para cada
x € X se verifica xj(x) — x* (x).

Las topologia débil y débil* tienen las siguientes propiedades:

Si la topologia débil de un espacio normado X es metrizable entonces X es de dimensién
finita.

Una aplicacion lineal f: X — R es continua para la topologia de la norma de X si, y sélo si,
es continua para la topologia débil de X.

Una aplicacion lineal T : X — Y es débil-débil continua si, y sélo si, y*o T € X* para cada
yrerr.

Una aplicacién lineal 7 : X — Y es débil-débil continua si, y sélo si, es norma-norma con-
tinua.

SiT : X — Y es una aplicacién lineal norma-norma continua entonces su operador adjunto
T* :Y* — X* es débil*-débil* continuo.

SiR:Y* — X* es una aplicacion lineal débil*-débil* continuo entonces existe una aplicacion
lineal T : X — Y norma-norma continua tal que 7* = R.

Todo operador débil*-débil* continuo es también norma-norma continuo.

Teorema B.2 (Teorema de Eberlein-Smulian). Sea X un espacio de Banach. Un conjunto A C X
es débil-compacto si, y solo si, es sucesionalmente débil-compacto, es decir, si toda sucesion en A
tiene una subsucesion débil-convergente a algiin punto de A.



@ Topologia débil y débil*

Teorema B.3 (Teorema de Banach-Alaoglu). Si X es un espacio lineal normado entonces By =
{x* € X* 1 ||x*|| < 1} es débil*-compacto.

Teorema B.4 (Teorema de Goldstine). Sea X un espacio normado. Entonces Bx es débil*-denso
en By.

Proposicion B.5. Sea X un espacio de Banach. Entonces la bola unidad By es débil-compacta si,
v solo si, X es reflexivo.

Proposicion B.6. Sea X un espacio de Banach. Un subconjunto A C X es relativamente débil-
compacto si, y solo si, es acotado y, considerando X C X**, la clausura débil* de A en X** estd
en X.

Proposicion B.7. Sea X un espacio de Banach separable. Entonces Bx- es metrizable en la topo-
logia débil*.

Sea T : X — Y un operador entre espacios de Banach. Decimos que T es compacto si T lle-
va conjuntos acotados en norma a conjuntos relativamente compactos. Andlogamente, decimos
que T es débil-compacto si lleva conjuntos acotados en norma a conjuntos relativamente débil-
compactos. Equivalentemente, T es compacto (resp. débil-compacto) si, y sélo si, T (By) es rela-
tivamente compacto (resp. relativamente débil-compacto).

Teorema B.8 (Teorema de Schauder). Sean X, Y espacios de Banach y T : X — Y un operador.
Entonces T es un operador compacto si, y solo si, T* es un operador compacto.

Teorema B.9 (Teorema de Gantmacher). Sean X, Y espacios de Banachy T : X — Y un operador.
Entonces:

1. T es débil-compacto si, y sdlo si, el rango de T**(X**) C Y.
2. T es débil-compacto si, y solo si, su adjunto T* : Y* — X* es débil*-débil continuo.
3. T es débil-compacto si, y solo si, el operador adjunto T* es débil-compacto.

Teorema B.10 (Teorema de Krein-Smulian). La envoltura convexa cerrada de un conjunto rela-
tivamente débil-compacto en un espacio de Banach es un conjunto débil-compacto.



Teoria de la Medida

0
9
T
-
0
Q
<

Recogemos en este apéndice los conceptos y resultados fundamentales de la Teoria de la Me-
dida de los que haremos uso a lo largo del trabajo. Este apéndice estd basado en [Rud88] y en
[Coh80].

Definicion C.1. Se llama medida signada a una funcion u : M — R|J{=£eo}, definida en una
o-dlgebra M, que verifica:
= u(0)=0,
» U es G-aditiva, es decir, para cualquier coleccion (A;);-; numerable de elementos disjuntos
de M se verifica

= U s6lo toma uno de los valores o0 0 —oo,

Para evitar casos triviales, siempre supondremos que existe A € M con [L(A) < oo

Llamamos espacio de medida a una terna (Q, M, 1), donde M es una c-dlgebra sobre Q'y
U es una medida signada sobre la ¢-dlgebra M.

Diremos que U es una medida positiva si i es una medida signada con valores en [0, 4.

Ademds, decimos que una medida signada L en Q es finita si L(Q) < oo. Si U es una medida
finita en Qy A € M, decimos que A es un atomo si L(A) # 0y, si B € M verifica B C A, entonces
w(B) =0 0 u(B) = u(A). Decimos que | es puramente no-atémica si no existen dtomos en €
para [L.

Si W es una medida positiva finita en un espacio Q, definimos L' (i) como el espacio formado
por todas las funciones reales f en Q para las que se verifica

[ 11 <

Consideraremos el espacio L' (1) equipado con la norma || ||, = / |fldu para cada f € L' ().
Q

Con esta norma, L'(1) es un espacio de Banach. A los elementos de L' (1) los llamaremos fun-
ciones integrables Lebesgue respecto de |1 o simplemente funciones integrables respecto de |L.



@ Teoria de la Medida

Se denomina medida de Borel en Q a foda medida signada | definida sobre la o-dlgebra
de todos los conjuntos de Borel de un espacio compacto Hausdorff Q. Un conjunto de Borel E
es regular exteriormente si W(E) = inf{u (V) : E CV, V abierto} y se dice regular interiormente
si W(E) = sup{u(K) : K C E, K compacto}. Si todo conjunto medible de Q es a la vez regular
exterior e interiormente, se dice que |l es regular .

Se dice que un conjunto E de un espacio de medida (Q, M, 1) tiene medida o-finita si es una
unién numerable de conjuntos E; con W(E;) < 0.

Sea W una medida signada, finita, definida en la 6-dlgebra M. Definimos la variacén total
de 1 como la funcion |u| : M — RJ{=£eo} dada por la formula

\u|(E) =sup Y |u(E;)| para cada E € M,
i=1

donde el supremo anterior se toma sobre todas las particiones {E;} C M de E. La variacion total
es una medida positiva y finita en M.

Teorema C.2 (Teorema de Representacion de Riesz). Si K es un espacio topoldgico compacto
Hausdorff, entonces C(K)* es isométricamente isomorfo al espacio M(K) de las medidas de
Borel signadas, regulares y finitas en K con la norma ||it|| = |it|(K). La dualidad estd dada por

< fiUu>= /deu.

Si K es metrizable entonces toda medida de Borel es regular y, por tanto, M(K) coincide con el
espacio de las medidas de Borel signadas finitas.

Teorema C.3 (Teorema de Lusin). Sea U una medida positiva regular en una c-dlgebra M de un
espacio de Hausdorff compacto K, de forma que M contiene a los conjuntos de Borel de K. Sea
f una funcion real medible en K y A C K tal que [L(A) < oo. Entonces, para cada € > 0, existe un
compacto C C A de modo que

U(A\C) <€

y flc es continua.

Definicion C.4. Sea [l y v dos medidas signadas en una c-dlgebra M. Si 1 es positiva, decimos
que W estd concentrada en E € M si W(E€) = 0. En general, decimos que |l estd concentrada en
E € M si |u|(E€) =0.

Decimos que L y v son singulares si existe E € M tal que [ estd concentrada en E y v estd
concentrada en E€. En ese caso, escribiremos |1 1V para denotar que L y V son singulares.

Si U es positiva, decimos que v es absolutamente continua respecto de L, y lo denotaremos
por vV < U, si para cada A € M con L(A) = 0 se verifica v(A) = 0.

Definimos la variacion positiva de |1 y la variacion negativa de |1 respectivamente como

ut(A) =sup{u(B): B M,BC A}

1 (A) =sup{—u(B):Be M,BC A} para cada A € M.
Se verifica i =p* —p~ y|ul=p"+u".
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Teorema C.5 (Teorema de Radon-Nikodym). Sea y una medida positiva o-finita sobre una c-
dlgebra M en un conjunto X, y sea A una medida signada finita en M. Si A es absolutamente
continua respecto de |1, entonces existe una inica funcion h € L' (i) verificando

:/hdu
E

Definicién C.6. En la situacion del teorema de Radon-Nikodym, a la funcion h la llamamos deri-
vada de Radon-Nikodym de A con respecto de |, y la denotamos como Zﬁ
En general, si v es una medida positiva 6-finita y f € L'(v), escribiremos dy = fdv para

representar a la medida

para cada conjunto E € M.

u(A) = /depara cada A € M.
A

Teorema C.7 (Teorema de descomposicion de Lebesgue). Sea U una medida positiva o-finita
sobre una c-dlgebra M en un conjunto X, y sea A una medida signada finita en M. Entonces
existe un tinico par de medidas A, y A en M tales que

A :)La+k.v7 Afa < U, As J_‘LL

Esta descomposicién nos permite definir la derivada de Radon-Nikodym en el caso general en
que A no es necesariamente absolutamente continua respecto de u, simplemente tomando 4 d“
dla

. Ademds, también llamaremos ¢ du a la médida v dada por la férmula

/ —2du paracada A € M.

Teorema C.8 (Teorema de descomposicion de Hahn). Sea u una medida signada finita sobre una
o-dlgebra M de un conjunto X. Entonces existen conjuntos Ay B en M de modo que A|JB = X,
ANB =0, y tales que las variaciones positiva y negativa L y L~ de U verifican

ut(E)= ,u(AﬂE) yu (E)= —,u(BﬂE) para cada E € M.
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