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Introduccion

El origen de la Teoria de Integracion se remonta a mas de 2000 afios, cuando los
griegos intentaban resolver el problema del drea ideando el procedimiento que llamaron
método de exhaucion. Desde sus origenes, la Teoria de la Integracién ha constituido
una de las ramas més destacadas de las matematicas y sus aplicaciones en otros campos
son multiples y de enorme importancia. Nuestro trabajo se enmarca dentro de lo que se
conoce como Integracion Vectorial, que podemos definir, sucintamente, como el estudio
de técnicas de integracion de funciones f : Q — X, donde € es un espacio de medida
y X es un espacio vectorial topoldgico, en general un espacio de Banach. Desde los
trabajos iniciales de G. Birkhoff, S. Bochner, N. Dunford y B.J.Pettis en los afios 30
(véase [16]), un gran nimero de mateméticos ha puesto toda su energia en el desarrollo
de técnicas de integracion vectorial como medio para estudiar propiedades topoldgicas
y geométricas de los espacios de Banach. Nuestro objetivo en este trabajo se centra,
basicamente, en las integrales de McShane y Henstock-Kurzweil, tanto para funciones
reales como para funciones vectoriales, relaciondndolas con la integral de Lebesgue (en
el caso de funciones reales) y con las integrales de Bochner y Pettis (en el caso de
funciones vectoriales). La integral de Henstock-Kurzweil debe su existencia a una ligera
modificacion de la clésica definicion de la integral de Riemann y fue iniciada alrededor
de 1960 por Jaroslav Kurzweil y, de manera independiente, por Ralph Henstock. Un
aspecto muy interesante en relacion a dicha integral es que, para funciones reales de una
variable real, ella no necesita de la Teoria de Medida para su existencia. Ademads, esta
integral resuelve el problema de las primitivas propuesto por Newton-Leibniz (Teorema
1.1.2), es decir, la validez del Teorema Fundamental del Célculo en toda su generalidad
y contiene en su interior a la integral de Lebesgue (Teorema 1.4.6). Sin embargo, una
ingeniosa modificacion de la definicion de la integral de Henstock-Kurzweil, ideada por
Edward J. Mcshane, da origen a una nueva integral que, a la postre, resulta ser equivalente
a la integral de Lebesgue para funciones reales de una variable real (Teorema 2.2.2).
Lo interesante de esta version modificada de la integral de Henstock-Kurzweil es que
la integral de Lebesgue puede ser pensada como limite de sumas de Riemann. Estas
nuevas nociones, relativamente nuevas, de integrales tipo-Riemann, es decir, las integrales
de Henstock-Kurzweil y McShane también juegan unos papeles muy importantes en
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la Integraciéon Vectorial. Las investigaciones comenzaron alrededor de 1990 por el
trabajo de R. A. Gordon y desde entonces una especial atencion se ha prestado a este
campo. Uno de los problemas cruciales es la comparacion de estos nuevos conceptos
de integrales tipo-Riemann con las integrales mds analizadas y de mayor impacto en
la teoria de espacios de Banach hasta hoy en dia, es decir, las integrales de Bochner y
Pettis. Con estas cuatro integrales puestas a nuestra disposicion, se pueden hacer muchas
cuestiones interesantes. Sin embargo, la situacion se complica por el hecho de que ciertas
restricciones naturales que se pueden poner en el espacio de Banach X y las funciones
f:[0,1] = X cambian las respuestas. En efecto, consideremos, en primer lugar, la
situacion en la que no imponemos ninguna restriccion ni en el espacio de Banach X ni en
la funcién f: [0, 1] — X. En este contexto:

= Si f es Bochner integrable, entonces, es McShane integrable (Teorema 3.5.7).
= Si f es McShane integrable, entonces, es Pettis integrable (Teorema 4.2.2).

Ademas, ninguno de los reciprocos de las implicaciones anteriores es cierta (ver la
Proposicion 3.7.6 y la Seccidn 4.5). Ahora si afiadimos la condicion que f es fuertemente
medible (Definicion 3.4.1), entonces, las integrales de McShane y Pettis coinciden
(Teoremas 3.5.7 y 4.3.2). Sin embargo, durante mucho tiempo la unica condiciéon
suficiente para obtener la coincidencia entre las integrales de McShane y Pettis es exigir
que X sea un espacio de Banach separable y no imponer ninguna restriccion adicional
sobre la funcién f (Teorema 4.3.4). Nosotros, en esta memoria, damos prioridad a este
elegante resultado: f es McShane integrable si, y solamente si, es Henstock-Kurzweil
integrable y Pettis integrable (Teorema 4.4.3). Lo interesante del resultado anterior es que
si f es Pettis integrable y Henstock-Kurzweil integrable, entonces, es McShane. Ahora
detallaremos brevemente cémo hemos organizado el contenido de este trabajo.

En el primer capitulo, hemos empezado demostrando el Teorema Fundamental del
Célculo que nos ha servido como una motivaciéon para introducir la integral de
Henstock-Kurzweil. Después, hemos presentado algunas propiedades bdsicas de la
integral de Henstock-Kurzweil. Luego, hemos demostrado el lema de Saks-Henstock que
es de capital importancia en la teoria. El resto del capitulo se centra en la prueba de
los siguientes interesantes resultados: la integral de Henstock-Kurzweil es una extension
propia de la integral de Lebesgue; la clase de las funciones Henstock-Kurzweil integrables
como sus valores absolutos es idéntica a la de las funciones Lebesgue integrables; una
condicién suficiente para que una funcién sea Henstock-Kurzweil integrable sobre [0, 1]
es que sea Lebesgue integrable sobre cualquier subconjunto medible de [0, 1].

Respecto al segundo capitulo, hemos introducido la integral de McShane y algunas de sus
propiedades bdasicas. También, hemos probado la inclusion de la clase de las funciones
McShane integrables en la de las funciones Henstock-Kurzweil integrables. Sin embargo,
el resultado méas importante de este capitulo es la equivalencia de la integral de Lebesgue
y la de McShane. Ademas, en este capitulo hemos analizado una condicion suficiente para



que una funcién sea McShane integrable: que tenga la propiedad S* M. Dicha condicién
es muy importante, ya que, caracteriza a las funciones reales de una variable real que
son McShane integrables. Finalmente, hemos acabado este capitulo demostrando que una
funcion es McShane integrable sobre [0, 1] si, y solamente si, es McShane integrable sobre
cualquier subconjunto medible de [0, 1].

En cuanto al tercer capitulo, en primer lugar, hemos empezado introduciendo algunos
resultados elementales de las funciones simples y la integral de funciones simples.
A continuacion, hemos presentado la construccion de la integral de Bochner que, en
realidad, es una extension de la integral de Lebesgue a funciones que toman valores en
un espacio Banach arbitrario, como el limite de integrales de funciones simples. Luego,
hemos demostrado algunas propiedades bdsicas de la integral de Bochner. Después,
hemos introducido las nociones de una funcién débilmente medible o fuertemente
medible y hemos probado algunos resultados importantes sobre estos conceptos (el
teorema de Pettis y algunas de sus consecuencias). Inmediatamente después, hemos
iniciado nuestro andlisis sobre la relacion existente entre la integral de McShane y la de
Bochner. En efecto, hemos probado que toda funcién Bochner integrable es McShane
integrable. Sin embargo, el reciproco no es cierto en general. Esto dltimo lo hemos
demostrado en la ultima seccion de este capitulo. Ademds, hemos caracterizado a las
funciones Bochner integrables mediante funciones que tienen la propiedad S* M. Esta
forma de caracterizar a las funciones Bochner integrables resulta ser muy interesante, ya
que, nos ha permitido deducir, facilmente, la equivalencia de la integral de Lebesgue y la
de Bochner para funciones reales de una variable real.

En lo que concierne al ultimo capitulo, hemos introducido al lector sobre la integral
de Pettis y hemos probado algunas de sus propiedades basicas. Justo después, hemos
empezado a investigar sobre la relacion que existe entre la integral de Pettis y las dos
integrales tipo-Riemann que hemos introducido en esta memoria, es decir, las integrales
McShane y Henstock-Kurzweil. En primer lugar, hemos probado que toda funcién
McShane integrable es Pettis integrable y ambas integrales coinciden sobre el intervalo de
integracion considerado. No obstante, el reciproco no es verdadero en general. De hecho,
hemos redactado la dltima seccién de este capitulo para convencer al lector de esto tltimo,
pero sin entrar mucho en detalles técnicos. El resto de este capitulo, esta dedicado a las
pruebas de unos resultados muy elegantes sobre la relacién que existe entre las integrales
de Pettis, McShane y Henstock-Kurzweil por una parte y, por otra parte, sobre las integral
de McShane y Henstock-Kurzweil. En concreto, hemos probado:

= Una funcién f : [0,1] :— X es McShane integrable si, y solamente si, es Pettis
integrable y Henstock-Kurzweil integrable.

= Una funcién f : [0,1] :— X es McShane integrable si, y solamente si, es
Henstock-Kurzweil integrable sobre cualquier subconjunto medible de [0, 1].
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Para terminar, seflalamos que este trabajo se sitia en la frontera entre dos grandes ramas
de las matemadticas, el Andlisis Funcional y la Teoria de Integracion. Por esta razon,
hemos confeccionado un apéndice que contiene una serie de definiciones y resultados
complementarios utilizados en el resto de la memoria, desglosado en una serie de
apartados. La mayoria son sobradamente conocidos y nos limitamos a dar el enunciado
y una referencia bibliografica. Sin embargo, se incluye la demostracién de otros menos
difundidos o para los que no hemos podido dar una referencia concreta.

Ademds, a lo largo de esta memoria, hemos trabajado con funciones f: 1= [0,1] — X,
donde X es un espacio de Banach (en algunos casos X = R), pero todos los resultados
que se obtienen se pueden generalizar sin ninguna dificultad a funciones f: I — X, donde
I C R", n > 1, es un intervalo compacto n-dimensional y X es un espacio de Banach
(en algunos casos, X = R”", n > 1). Sin embargo, hemos decidido limitarnos al caso de
funciones definidas en [0, 1] y que toman valores en un espacio de Banach X y fijar n = 1
cuando X = R” solamente para una mejor claridad de la exposicion.

Asimismo, en cuanto a las numerosas referencias empleadas, destacamos [12],
[13] y [14] para las integrales de Henstock-Kurzweil, McShane y Pettis y, [19] y [24] en
lo que se refiere a la integral de Bochner. No obstante, a lo largo de la memoria indicamos
con precision la fuente de cada resultado y proporcionamos al inicio de cada capitulo las
referencias elementales relativas al mismo.

Finalmente, subrayamos que el presente trabajo no es una mera recopilacion del
material de los articulos y libros citados anteriormente o el resto de los que aparecen
en la bibliografia y exponerlos juntos de forma coherente y conexa para dar una base
tedrica solida con la que poder abordar otros articulos mas avanzados: [5] y [13]. Por
el contrario, hemos completado los conocimientos adquiridos en los articulos y libros
mencionados en la bibliografia (destacamos los Teoremas A.1.1, 3.4.6, 3.5.2 y 4.4.2).
En algunos casos, hemos conseguido demostraciones alternativas mas elementales o
transparentes, como pueden ser las Proposiciones 3.7.6 y 4.1.3. En otros casos, hemos
corregido algunas de las demostraciones originales (destacamos la Proposicion 3.7.3).



Notacion

A lo largo de este trabajo utilizamos la siguiente notacion basica:

= ] representa el intervalo compacto [0, 1].
= SiJ=a,b]o (a,b), entonces, denotemos por ¢(J) = |a — b|. Ademas, si el conjunto
A C R, entonces, u*(A) es la medida exterior de Lebesgue del conjunto A, es decir,

1 (A)= { Z ((I4) : (In)n>1 es una sucesion de intervalos abiertos y AC [ J In}.
n=1

n=1

Asimismo, si A C R es un conjunto medible, entonces, designamos por

a la medida de Lebesgue de A.

= SiA CR, denotamos por int(A) al interior de A y cl(A) a su clausura.

= Siun conjunto £ C I, entonces, designamos por X a la funcién caracteristica de E.

= X es un espacio de Banach con norma ||.||. El dual de X lo representamos por X *
y B(X) = {x € X : ||x|| < 1} designa la bola unidad en el espacio de Banach X.
Ademads, denotamos por ||.||, a la norma de X*.

= Dado un funcional x* € X*, su valor en un x € X lo denotamos por x*(x).

= El simbolo £;(]0,1]) sera utilizado para representar el conjunto de todas las
funciones Lebesgue integrables sobre /. También, definimos

fT=mdx(f,0) y f =-—min(f,0).






La integral de
Henstock-Kurzweil

Capitulo

En este capitulo hemos desarrollado brevemente la integral de Henstock-Kurzweil.
En primer lugar, hemos abordado el problema de la validez del Teorema Fundamental
del Calculo en toda su generalidad que nos ha servido como una motivacion para
introducir la integral de Henstock-Kurzweil. Luego, hemos presentado las propiedades
basicas de la integral de Henstock-Kurzweil que utilizaremos a lo largo de esta memoria.
Después, hemos demostrado el lema de Saks-Henstock que es de especial importancia
en la teoria como afirma Gordon en su libro [15], pag. 144: “un lema simple, pero
potente que se utiliza con frecuencia en la teoria de la integral de Henstock-Kurzweil”.
A continuacion, hemos probado que la integral de Henstock-Kurzweil es una extension
propia de la integral de Lebesgue. Aun mds, hemos demostrado que la clase de las
funciones Henstock-Kurzweil integrables como sus valores absolutos es idéntica a la de
las funciones Lebesgue integrables y las dos integrales coinciden sobre los elementos
de dichas clases. Finalmente, hemos probado que una funcién es Lebesgue integrable
sobre [ si, y sélo si, es Henstock-Kurzweil integrable sobre cada subconjunto medible de /.

Estas son las referencias elementales que hemos consultado a la hora de redactar
este capitulo: [1], [2], [3], [4], [11], [15], [18], [22], [24], [25], [26] y [27].

1.1. El Teorema Fundamental del Calculo

El objetivo principal de esta seccidn es demostrar el Teorema Fundamental del
Calculo en toda su generalidad que nos sirve como una motivacion para presentar la
integral de Henstock-Kurzweil. Ademds, hemos aprovechado la situacién para introducir,
paulatinamente, la integral de Henstock-Kurzweil a partir de la integral de Riemann con la
intencion de convencer al lector de que la definicion de la integral de Henstock-Kurzweil
es una ligera modificacion de la cldsica definicion de la integral de Riemann. Pero, tiene
un efecto muy profundo, dando lugar a una integral més general que la de Lebesgue.
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Para empezar, supongamos que f : I — R es una funcién que tiene derivada f’
sobre I. Entonces, la conclusion deseada del Teorema Fundamental del Calculo es

£ =10-r0.

Sin embargo, Vito Volterra (1860-1940) construyé un ejemplo de funcién que tiene una
derivada acotada sobre I, pero no es Riemann integrable (ver [3] en la seccion 1.18 y
ejercicio 5 : 5.5), es decir, el Teorema Fundamental del Célculo no se cumple en toda
generalidad para la integral de Riemann. Mds aun, al igual que la integral de Riemann,
la integral de Lebesgue tampoco es capaz de integrar a todas las derivadas (ver [27] en
el capitulo 4, ejemplo 4.1). Ahora veamos como podriamos mejorar la definicién de la
integral de Riemann para conseguir la validez del Teorema Fundamental del Célculo sin
ningin requerimiento adicional sobre f’. El siguiente razonamiento, aunque no es una
demostracidn, indica algunos de los trucos que se podrian ensayar, asi como algunas de
las dificultades que se encuentran. Empezamos, por supuesto, suponiendo que

P={0=xp<x1<...<xp_1 <xp=1}

es una particion del intervalo /. Primeramente, observemos que si pudi€ésemos elegir en
cada subintervalo [x;_1,x;] un punto #;_; de tal forma que el término f’(¢;_1)(x; — x;_1)
esté tan cerca como queramos de f(x;) — f(x;—1), entonces, la suma de Riemann

J(t0)(x1 —x0) + f/(11) (2 —x1) + -+ f (tn—1) (X0 — X0—1)

nos proveeria una buena aproximacion del valor de la integral de f sobre el intervalo I,
yaque, f'(to)(x1 —x0) + f'(t1)(x2 —x1) +- -+ f'(ta—1) (x5 — x,—1 ) estaria tan cerca como
queramos de [£(x1) — f(xo)] + [f(x2) = Fx1)] + -+ [f () — f(xt] = £(1) = £(0).
Por consiguiente, se cumpliria el Teorema Fundamental del Calculo. Luego, la primera
cuestion que nos podriamos plantear es si esa eleccion de puntos intermedios es siempre
posible. El siguiente lema muestra que, en cierto sentido, este es el caso.

Lema 1.1.1 (Definicién alternativa de Derivada). Sea f : I — R una funcion derivable en
un puntot € I 'y sea € > 0. Entonces, existe un 6(t) > 0 tal que si u,v € I satisfacen

t—0(t)<u<t<v<r+0(t), (1.1)

se cumple que
[fO) = fu) = f1 () v —u)| < e(v—u).

Demostracion. Puesto que, por definicion,
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entonces, para cada € > 0, existe un 6(¢) > 0 tal que, para todo x € I,

fx) - f()

0<|x—t]<6(t) = o —f(t)] <e,
o de forma equivalente, para todo x € I,
=t < () = |f(x) = f(1) = f() (x—1)| < elx—1]. (1.2)

Ahora sean u,v elementos de I que verifiquen la condicién (1.1). Entonces, tenemos que
lu—t|=t—u, |[v—t| =v—ty teniendo en cuenta (1.2), resulta que

f0) = f Q) = 1) v —u)| = |f () = f(O) + f(t) = f () = f1 () (v =1 +1 —u)]
SIfO) = f@O) = F1 @)=l +1f () = f(t) = £ (1) (u—1)|

<glv—t|t+elu—tl=€elv—rt)+e(t—u)=¢e(v—u)
que es lo que queriamos probar. 0

Asi pues, si pudiésemos particionar el intervalo / de tal manera que #;_ sea elemento
de [x;_1,x;] y los subintervalos [x;_1,x;] satisfacen la conclusion del Lema 1.1.1, entonces,

i (tim1) (xi = xi—1) = [£(1) ‘

ii{ (tim1) (xi = xi—1) = [f(xl-)—f(Xil)]H

| N

} FOeit) = (1) (xi = xi—1))|

| AN

X — Xj— 1 <eEe.

para cada € > 0. Por esta razén, podemos concluir que
Z (ti1)(xi—x;i—1) — [f(1) = £(0)]| <& paratodo & > 0. (1.3)

Ahora consideremos la integrabilidad en el sentido de Riemann de la funcién f” sobre 1.
Recordemos que una funcion g : I — R es Riemann integrable sobre [ si, y sélo si, existe
un nimero real A € R con la siguiente propiedad: para cada € > 0, existe una constante
8 > 0 tal que |[g(to) (x1 —x0) +g(t1) (X2 +x1) + -+ + g(tn—1) (X0 — Xp—1)] —A| < € para
cualquier particiéon P = {0 =xp < x; < ... < x, = 1} del intervalo I siempre que

méx{xi—xi_l = 1,27...,11} <0 y ti1 € [xi_l,xl-]. (1.4)
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Notemos que cuando estudiamos la integral de Riemann, elegimos una particion del
intervalo considerado en funcién de la longitud de su subintervalo mds grande. Esta
condicién no tiene en cuenta ninguna propiedad de la funcién que se estd integrando.
En cambio, el Lema 1.1.1, el ingrediente principal de la demostracién del Teorema
Fundamental del Cdlculo, asigna un 6(¢) > 0 a cada punto ¢ del intervalo considerado
donde la funcién es derivable dependiendo del comportamiento local de dicha funcién.
Por ejemplo, si la funcién es, suficientemente, suave cerca de un punto ¢, entonces,
esperariamos que el &(¢) asociado fuera grande y si oscila de una manera violenta es
de esperar que O(¢) sea pequeno. Este simple cambio de variar el valor de §(¢) de un
punto a otro es la idea clave de la integral de Henstock-Kurzweil. En efecto, supongamos
que reescribimos la condicién (1.4) de la siguiente manera:

LE—0<xi_1 <t;<x;<ti+9. (1.5)

Observemos que, aunque no podamos garantizar la existencia de una constante § > 0
que cumpla (1.5) y la conclusién del Lema 1.1.1, puesto que f’(r) existe para todo ¢
perteneciente a I, entonces, podemos encontrar un d(z) > 0 que satisfaga la conclusién
del Lema 1.1.1. Por lo tanto, si reemplazamos la constante o de (1.5) por d(;), es decir,

ti—06(t;) <xi1 <t; <x; <t;+0(t;), (1.6)

entonces, la desigualdad dada en (1.3) demuestra que la suma de Riemann de cualquier
particion del intervalo I y eleccion de puntos que satisfacen (1.6) nos proporciona una
muy buena estimacién al valor deseado de la integral de ' que es f(1) — f(0). Como
consecuencia, cambiando la constante & en la definicion de la integral de Riemann por una
funcion positiva 6 : I — (0, 4-o0), se obtiene una “nueva integral” que posee el privilegio de
la validez del Teorema Fundamental del Célculo en toda su generalidad y que llamaremos
la integral de Henstock-Kurzweil. A continuacion damos la definicién de dicha integral
que fue construida, de manera independiente, por los matematicos Jaroslav Kurzweil
(nacido el 7 de Mayo en Praga en el afio 1926) y el inglés, Ralph Henstock (1923-2007).

= Un intervalo etiquetado es un par (7,J), donde T € R recibe el nombre de etiqueta
asociada a J y J C R es un intervalo compacto.

» Decimos que dos intervalos compactos J, L C R no se solapan si int(J) Nint (L) = 0.

» Una coleccién finita {(7;,1;) : j =1,2,...,p} de intervalos etiquetados que no se
solapan dos a dos se llama K-sistemaen/sil; Cly 1T €l;,paracada j=1,2,...,p.

» Un K-sistema {(7;,/;) : j=1,2,...,p} enI se llama K-particién del intervalo [ si

I =

J

;.

p
=1
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Si 6 : 1 — (0,+-o0) es una funcion, entonces, la nueva funcién y: I — O definida mediante

y(t) = (1 =8(1),1+6(1))

se llama calibre. Ademds, un intervalo etiquetado (7,J/) se dice subordinado a 7y si
J C y(t). Asimismo, un K-sistema {(7;,/;) : j = 1,2,...,p} en I se dice subordinado
a y si cada uno los intervalos etiquetados (7j,/;), j = 1,2,...,p estd subordinado a
y. Andlogamente, una K-particion {(z;,/;) : j = 1,2,...,p} del intervalo I se dice
subordinada a y si cada uno los intervalos etiquetados (7;,/;), j = 1,2,...,p estd
subordinado a Y. Ahora supongamos f : [ — X una funcién. Entonces, la suma de
Riemann de f asociada a la particiéon P = {(t;,;) : i = 1,2,...,n} se define como

f(P) = if(r»u(m.

Definicion 1.1.1. Una funcion f : I — X es Henstock-Kurzweil integrable sobre I si, y
solamente si, existe un A € X de manera que: para cada € > 0, existe un calibre y: 1 — O
tal que si P es una K-particion de I subordinada a 7, entonces,

I (P)-All <e.
Si X =R, usamos la funcion valor absoluto |.| de R en lugar de la norma ||.|| de X.

El elemento A de la definicidn anterior, si existe, es un tnico y se llama la integral de
Henstock-Kurzweil de f el cual serd representado por uno de los dos siguientes simbolos:

A:(HK)/If 0 A:(HK)/Olf.

Ademads, denotaremos por H/C([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : I — X que
son Henstock-Kurzweil integrables sobre /. Asimismo, en general, si E es un subconjunto
medible de /, entonces, decimos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre E si, y
solamente si, f - ¥r es Henstock-Kurweil integrable sobre / y escribimos

(HEK) [ = (HEK) [ £-2e

Para que la definicion 1.1.1 tenga sentido, s6lo, queda un asunto que necesitamos abordar:
tenemos que probar que, para cada calibre ¥ sobre /, existe al menos una K-particion de /
subordinada a 7. Esto es, precisamente, lo que viene a decirnos el siguiente lema.

Lema 1.1.2 (Cousin). Supongamos que y:1 — O es un calibre. Entonces, existe una
K-particion ‘P del intervalo I subordinada a 7.
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Demostracion. Consideremos el conjunto E C I dado mediante
E = {t € I : existe una K-particién del intervalo [0,] subordinada a y}.

Evidentemente, E # 0, ya que sit € y(0) N1, entonces, {(0,[0,])} es una K-particién del
intervalo [0,¢] subordinada a y. Ademds, como E C I, entonces, es acotado superiormente.
Luego, sea o = sup(E). Afirmamos que o € E. En efecto, seat € E tal que t € y(a) y
t < o.. Entonces, existe una K-particion P del intervalo [0,7] subordinada a y. Por lo tanto,
el conjunto de pares ordenados P U {(c,[t,])} es una K-particion del intervalo [0, a]
subordinada a v, es decir, & € E. Puesto que a € I, entonces, podemos distinguir dos
casos: @ =1 o o < 1. Nosotros afirmamos que @ = 1, o sea, no puede darse el caso o < 1.
En efecto, por reduccién al absurdo, supongamos que o < 1 yseaw € y(a)N(«, 1). Dado
que @ € E, entonces, existe una K-particion P del intervalo [0, o] subordinada a yy, por
consiguiente, P’ = PU{([et, [0, w])} serfa una K-particién de [0, w] subordinada a y. Asi
que, w € E con o < w, lo cual es una contradicciéon. Luego, @ = 1 y, como consecuencia,
existe una K-particion del intervalo I subordinada a y. Esto termina la prueba. ]

El Lema 1.1.2 fue descubierto por P. Cousin (1867-1933) y publicado en 1895 en
Acta Matematica para el caso de un intervalo 2-dimensional en el plano (véase [4]).
Nosotros, en este trabajo, hemos seguido la prueba de Charles Swartz que encontramos
en el libro [26]. Para otras pruebas, el lector puede consultar los textos: [2], [22].

Tal y como lo hemos mencionado justo arriba, si f es Henstock-Kurzweil integrable sobre
I, entonces, su integral es Unica. En efecto, supongamos que A; y A, son dos elementos
de X que satisfacen la definicién 1.1.1. Entonces, para cada € > 0, existe un calibre
7 :1— O tal que ||[A; — f(P1)|| < € para cualquier K-particién P; de I subordinada a
%1. Similarmente, existe un calibre p : I — O tal que ||f(P2) —Az|| < € para cualquier
K-particiéon P, de I subordinada a 9». Ahora sea y: 1 — O el calibre definido por
Y(t) = n(t) N y(t) y, por el Lema 1.1.2, sea P una K-particion de I subordinada a 7.
Observemos que P estd subordinada tanto a ¥; asi como a ¥, . Por consiguiente,

A1 = Azl < |4 = fF(POII+ 1/ (P2) —Az| < 2e.

Puesto que € > 0 es arbitrario, entonces, se concluye que A| = A».

Ademas, por el razonamiento que hemos hecho al principio del capitulo, podemos
probar de manera rigurosa el Teorema Fundamental del Célculo en toda su generalidad.

Teorema 1.1.2 (El Teorema Fundamental del Célculo Infinitesimal). Supongamos que
f € HK([0,1],R) y f'(¢) existe para cada t € I. Entonces, f' € HK([0,1],R) y

(HE) [ ' = £(1) = 1(0)
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Demostracion. Fijemos un € > 0. Ademds, para cada r € I, sea el §(¢) > 0 dado por el
Lema 1.1.1 y definimos el calibre y(¢) = (t — 0(¢),t + 6(¢)). Sea P una K-particién del
intervalo I subordinada a y. Por la desigualdad dada en (1.3), f/ € HK([0,1],R) y

(HE) [ f' = 1(1) = 1(0)
La prueba es completa. 0

Una consecuencia inmediata del Teorema Fundamental del Célculo para la integral
de Henstock-Kurzweil es que nos permite probar, sin mucha dificultad, la existencia de
funciones que son Henstock-Kurzweil integrables, pero no son ni Riemann integrables ni
Lebesgue integrables. A continuacién ofrecemos un ejemplo.

Ejemplo 1.1.1. Sea f : I — R la funcion definida mediante

t?cos(m/t?) si0<t <1,
foy =L eostmr) s
0 sit=0.

Entonces, f' es Henstock-Kurzweil integrable sobre el intervalo I, pero no es ni Riemann
integrable ni Lebesgue integrable sobre dicho intervalo.

Demostracion. Empezamos observando, en primer lugar, que f’ viene dada por

F(e) = 2tcos(m/t?) +2m/tsin(m/t?) si0<t <1,
o sit=0

que no es acotada sobre /'y, por lo tanto, no es Riemann integrable sobre /. Ahora veamos
que f’ tampoco es Lebesgue integrable sobre I. Observemos que si a,b € R tales que

O<a<b<l,

entonces, f’ es continua en [a,b]. Luego, es Riemann integrable sobre [a,b] y

/f bzcosb——a cos—: /f

Abhora si ponemos a, = +/2/(4n+1)y b, =1/ V/2n, entonces, claramente,
bn 1
(L) f/=f(bn)—f(an)=2— paracadan > 1.
n

dn

Ademas, [ay,b,] N [am, by es el conjunto vacio o un conjunto unitario si n # m, ya que,
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= Sin > m, entonces, n > m+ 1. Por esta razén, resulta que

V2/(An+1) < \/2/4n < \/2/4(m+1) < \/2/(4m+1) < \/2/4m.

= De manera similar, si n < m, entonces, n+ 1 < m. Luego, deducimos que

V2/(Am+1) < \/2/4m < \/2/4(n+1) < \/2/(4n+1) < \/2/4n.

Por esto, si f’ fuese Lebesgue integrable sobre I, entonces, las siguientes desigualdades:

CYIECYNES MGy IS MG AVES R e V7

serfan validas para todo n € N, de donde se deduce que la serie }',~_; 1 /2n es convergente.
Esta contradiccion establece que f’ no puede ser Lebesgue integrable sobre I. Sin
embargo, por el Teorema 1.1.2, f’ si que es Henstock-Kurzweil integral sobre 'y

(HE) [ £ = 7(1) = 1(0) = -1.

]

Lo importante del Teorema 1.1.2 es que cualquier derivada es Henstock-Kurzweil
integrable. La version del Teorema Fundamental del Célculo para la integral de Riemann o
la de Lebesgue requiere la suposicion de que la derivada es Riemann integrable, Lebesgue
integrable, respectivamente (consultar [27] en secciones 2.5 y 4.8).

1.2. Propiedades basicas

En esta seccion presentamos las propiedades elementales de la integral de
Henstock-Kurzweil que vamos a utilizar en este trabajo. Empezamos, en primer
lugar, probando el Criterio de Cauchy que nos permite garantizar la existencia de la
integral de Henstock-Kurzweil de una funcién sin necesidad de pasar por la definicion.
Luego, vemos que el conjunto H/([0, 1],X) es un espacio vectorial sobre R y la integral
de Henstock-Kurzweil es un funcional lineal sobre H/C([0, 1], X ). También, demostramos
la monotonia de la integral de Henstock-Kurzweil con respecto al integrando y algunas
de sus propiedades como funcién de conjuntos.

Antes de probar el Criterio de Cauchy para la integral de Henstock-Kurzweil es
conveniente recordar las siguientes nociones: base de filtro, convergencia de base de filtro
y base de filtro de Cauchy, ya que, van a ser unos ingredientes esenciales en la prueba.
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Recordemos que si (S,d) es un espacio métrico, entonces, una familia B de subconjuntos
de S se llama base de filtro sobre S si, y solo si, cumple las siguientes dos propiedades:

= Si By,B; € B, entonces, existe un By € B tal que B3 C B| N B;.

Asimismo, decimos que una base de filtro B sobre S converge hacia x € S si, y solamente
si, para todo entorno N(x) de x, existe un F € B tal que F C N(x). También, dicho base
de filtro se 1lama de Cauchy si, y solamente si, para cada € > 0, existe un F € B tal que

FxF C{(u,v)eSxS:d(u,v) <e}.
Ya poseemos las definiciones necesarias para demostrar el Criterio de Cauchy.

Proposicion 1.2.1 (Criterio de Cauchy). Una funcion f : I — X es Henstock-Kurzweil
integrable sobre I si, y solamente si, para cada € > 0, existe un calibre 'y : I — tal que

Lf(P1)—f(P)]| <&
para cualquier par de K-particiones Py y P> del intervalo I subordinadas a 7.

Demostracion. Supongamos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre /. Entonces,
para cada € > 0, existe un calibre y: I — O de manera que

Hf(P)—<HK)/IfH <t

para cualquier K-particiéon P de I subordinada a Y. Por consiguiente, si P; y P, son dos
K-particiones de I subordinadas a 7, entonces, se cumplen las siguientes desigualdades:

Py~ 7P < || P ) [ 1]+ rPo) ) [ 1] <
Reciprocamente, supongamos que, para todo € > 0, existe un calibre y: I — O tal que

1f(P1) = f(P2)]| <&

para cualquier par de K-particiones P; y P, de I subordinadas a y. Ahora definimos
S(y) ={f(P) : P es una K-particién de I subordinada a y} C X

y denotemos por B la coleccion de todos los S(7). Entonces, observemos que:
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= Porel Lema 1.1.2, sabemos que, para cada calibre y sobre /, existe una K-particién
P de I subordinada a 7y, por lo tanto, S(y) # 0. Ademads, dado que todo elemento
de B es de la forma S(y) para algin calibre y sobre I, entonces, @ ¢ B.

= Sean S(71),S(72) € B. Entonces, ¥, y > son dos calibres sobre [ y, por lo tanto, la
funcién ¥ : I — O definida por ¥ (1) = 1 (t) N »(¢) también es un calibre sobre 1.
Mas aun, cualquier K-particién del intervalo I subordinada a Y estd subordinada
tanto a y; asi como a 9. De esto se sigue, S(Y) C S(71)NS(p).

Por consiguiente, B es una base de filtro sobre X. Pero, por nuestra hipdtesis, sabemos
que, para cada € > 0, existe un S(y) € B con la siguiente propiedad:
S(y) xS(y) C{(u,v) eX xX : ||u—v|| < €}.

Luego, la base de filtro B es de Cauchy sobre X. Como X es un espacio de Banach,
entonces, por el Teorema A.1.1, la base de filtro B converge hacia algtin punto A € X. Por
esta razon, para cada € > 0, existe un S(y) € B tal que S(y) C B(A, €). Evidentemente,
esto es otra manera de frasear la Definicion 1.1.1. Esto concluye la prueba. ]

La siguiente proposicion viene a decirnos que HA ([0, 1],X) es un espacio vectorial
sobre R y la integral de Henstock-Kurzweil es un funcional lineal sobre HA([0, 1], X).

Proposicion 1.2.2. Supongamos que f,g € HK([0,1],X). Entonces, para todo o, € R,
of + Bg también es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

(HK) [(af +Bg) = a(HK) [ f+B(HK) [ s
Demostracion. Fijemos € > 0. Ademds, sea Y : I — O un calibre sobre / tal que
£

\<m

Hf(??p ~(HK) [ 1

para cualquier K-particién Py de I subordinada a Y. Andlogamente, sea ¥, : I — O un
calibre sobre I de manera que si P, es una K-particion de / subordinada a ¥,, entonces,
€

’ g(Pg)—(HK)/Ig’ SETIERTR

Ahora sea el calibre y: I — O dado por y(t) = y;(t) N %(t) y, por el Lema 1.1.2, sea P
una K-particion de I subordinada a y. Entonces, P estd subordinada a ¥y asi como a 7,.
Ademis, observemos que (af + g)(P) = af(P)+ Bg(P). Por consiguiente,

s+ (P (k) [ £ BerK) o) < o7y - i) [ 1]

+\B!HS(g,7’)—(HK)/IgH.
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Por esto dltimo y teniendo en cuenta que

|afe |Ble

o 201 +]al) 201+ 1B

1P)=(60 [ 1]+ 9|sts 7= w0 | < 5

entonces, podemos concluir que

Puesto que € > 0y P eran arbitrarios, se sigue que o.f + g € HK([0,1],X) y

(@s-+9)(P) - alK) [ 1+HEK) )| <e.

(HK) [(af +Be) = (HK) [ 7+BUHK) [ &
Esto completa la prueba. [

A continuacién probamos la monotonia de la integral de Henstock-Kurzweil con
respecto al integrando. Para ello, empezamos con el caso mds sencillo.

Proposicion 1.2.3. Supongamos f € HK([0,1],R) y f > 0 sobre I. Entonces,

(HK)/IfZO.

Demostracion. Fijemos un € > 0. Puesto que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre /,
entonces, por definicion, existe un calibre ¥ : I — O de manera que

<€

17 -
para cualquier K-particién P de I subordinada a y. Ademds, como f > 0, entonces,
0<f(P) < £+(HK)/If
para cada € > 0. Esto nos permite concluir que

(HE) [ £ >0

y la prueba es completa. ]

Corolario 1.2.1. Supongamos que f,g € HIC(]0,1],R) y f < g sobre I. Entonces,

(HK) [ £ < (HK) [
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Demostracion. Por la proposicion 1.2.2, sabemos que g — f es Henstock-Kurzweil
integrable sobre I. Ademdas, como g — f > 0 sobre I, entonces, la conclusion deseada
se sigue de las Proposiciones 1.2.3y 1.2.2. [

Una primera aplicacion del Criterio de Cauchy es el siguiente resultado.

Proposicion 1.2.4. Supongamos que f € HK([0,1],X) y sea J C I un intervalo compacto.
Entonces, f-x; € HK([0,1],X), es decir, f es Henstock-Kurzweil integrable sobre J.

Demostracion. Fijemos un € > 0. Puesto que f € HK([0,1],X), por el Criterio de
Cauchy, Proposicion 1.2.1, existe un calibre y: I — O de manera que

IF(P)—f(P)ll <e

siempre que Py P’ sean dos K-particiones del intervalo I subordinadas a . Consideremos
el calibre y; = }/’ ;¥ supongamos Py, P> dos K-particiones del intervalo J subordinadas a
77. Es claro que ¢I(1\ J) es unién de uno (si un extremo de J es 0 o 1) o dos subintervalos
disjuntos compactos L, H de tal modo que L,J, H no se solapany suuniénes /. En Ly H
podemos encontrar, por el Lema 1.1.2, K-particiones Py y Py subordinadas a y‘ LYYy
respectivamente. Ahora construimos dos K-particiones de / subordinadas a y como sigue:

P=PLUPUPy P =PLUP,UPs.
Es evidente que (f - x/)(P) = (f - 2)(P") = f(P1) — f(P2) = f(P) — f(P"). Luego,
N(f - 2)(P) = (f - 2) (POl = [Ilf(P) = fF(P)]| < &.
Esto termina la prueba. O

Terminamos esta seccion presentando y demostrando la propiedad aditiva de la
integral de Henstock-Kurzweil respecto al intervalo de integracion.

Proposicion 1.2.5. Sean f : I — X una funcion Henstock-Kurzweil integrable sobre I y ¢
un elemento del intervalo (0,1). Ademds, denotemos por J; = [0,c| y J» = [c, 1]. Entonces,
f es Henstock-Kurzweil integrable sobre los intervalos J1,J, C 1y

(HK) [ = (K) | +0K) | 7.

Ji

Demostracion. La proposicion anterior asegura la integrabilidad de f sobre Jy,Jo C 1.
Abhora fijemos € > 0. Como f € HK([0,1],X), existe un calibre y: I — O tal que

Hf(P) - (uK) | fH <e (1.7)
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para cualquier K-particién P de I subordinada a y. Ademads, la integrabilidad de f sobre
Ji, parai = 1,2, implica la existencia de un calibre 7; sobre J; de manera que

1Py~ (HK) [ 1

i

‘<e (1.8)

siempre que P; sea una K-particién de J; subordinada a 7. Evidentemente, para cada
i=1,2,lafuncién ¥, : I — O definida por ¥/ (r) = y(¢) N %() es un calibre sobre J;. Por lo
tanto, para cada i = 1,2, por el Lema 1.1.2, existe una K-particion P; de J; subordinada a
7/. Observemos que P = P; U P, es una K-particién de I subordinada a ¥/ y

f(P)=f(P1)+ f(Pa2).

Asimismo, teniendo en cuenta las desigualdades dadas en (1.7) y (1.8), deducimos que

(k) [ k) [ 7o) [ 1

<\ 7= |+ |0 - a0 | 7]

La validez de esta desigualdad para todo € > 0 nos da la identidad buscada. [

+Hf(7’1)—(HK)/JZf

< 3€.

1.3. Ellema de Saks-Henstock

Esta seccidn esta dedicada a la demostracion de un lema fundamental para cualquier
teoria de integracion de tipo-Riemann que conocemos, cominmente, como el lema de
Saks-Henstock. Dicho lema, en cuestidn, establece que las sumas de Riemann no sélo
aproximan la integral sobre el intervalo /, sino también sobre uniones de subintervalos de
I. Ademas, terminamos la seccidon probando que la integral indefinida de la integral de
Henstock-Kurzweil es una funcion continua utilizando el lema de Saks-Henstock.

Lema 1.3.1 (Saks-Henstock). Supongamos que f : 1 — X una funcion Henstock-Kurzweil
integrable sobre I. Fijemos un € > 0y sea y: I — O un calibre de tal manera que

Hf(P)—(HK)/IfH <e

siempre que P sea una K-particion de I subordinada a 7. Entonces, para cualquier
K-sistema S = {(s;,J;) :i=1,2...,k} en el intervalo I subordinado a 7, tenemos

7

k

Y ()~ ) | 1) H <e.

i=1
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Demostracion. Supongamos que S = {(s;,J;) : i = 1,2,...,k} es un K-sistema en [
subordinado a 7y. Evidentemente, si UleJi = I, entonces, el resultado se sigue de la
proposicion 1.2.5. Por lo tanto, supongamos que Uf-‘zlji ; I. En este caso, existen
intervalos compactos K7, ..., K, que no se solapan entre si de manera que

k m
Cl(I\UJ,‘) = UK]'.
i=1 j=1
Una aplicaciéon de la proposicion 1.2.4 nos garantiza que f es Henstock-Kurzweil

integrable sobre K paracada j=1,2,...,m. Fijemosunn >0y, paracada j=1,2,...,m,
sea ¥j : K; — O un calibre sobre K; de manera que

<= (1.9

reg-eo [ A<

para cada K-particién P; de K; subordinada a ¥;. Puesto que, paracada j =1,2,...,m, y
y ¥, son dos calibres sobre K, entonces, la funcion Y :K ; — O definida mediante

Y (1) =y(t)Ny(t)
también es un calibre sobre K;. Por consiguiente, en virtud del Lema 1.1.2, existe una

K-particion P; de K; subordinada a Y. Por lo tanto, claramente, P = SU(P;U---UPy,)
es una K-particion de I subordinada a y que tiene la siguiente propiedad:

F(P) = £(S)+ Y. £(P). (1.10)
=1

Ademas, una aplicacion de la Proposici(’)n 1.2.5 nos revela que

(HK) /f HK/f+Z HK/f (1.11)

Luego, por (1.10), (1.11), el hecho de que f € H/C([0,1],X) y (1.9), tenemos

\ fl (f(»)u(f,-) -Gk | f) H - H (f(P) - j_if(Pj))
—((HK)/If—in)/K_f)H
st( — (HK) /fH (HK)/K,f‘
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Puesto que 11 > 0 era arbitrario, entonces, podemos concluir que

' é (f(sz-)u(Ji) ~ (HK) /Jf) H <e.

La prueba es completa. [

Si X = R, entonces, tenemos la siguiente version del Lema de Saks-Henstock.

Corolario 1.3.1 (Saks-Henstock). Sea f : I — R una funcion Henstock-Kurzweil
integrable sobre 1. Entonces, para cada € > 0, existe un calibre y: I — O tal que

k
)3
i=1

para cualquier K-sistema S = {(s;,J;) : i =1,2,...,k} de I subordinado a .

<?2¢€

Flsut) — (HE) |

J:

Demostracion. Supongamos que f es Henstock-Kurzweil sobre I y fijemos un € > 0.
Entonces, existe un calibre y: I — O de manera que

<E&

P~ 01K | 1

para cualquier K-particion de / subordinada a y. Ahora fijemos cualquier K-sistema
S= {(S,',Ji) = 1,2...,](}

del intervalo I subordinada a 7. Entonces, por el Lema 1.3.1, tenemos

y (f(sz-)u(fi) - (1K) [ f) ‘ <e.

i=1 Ji

Ahora definimos un conjunto §; C S de la siguiente manera:

S = {<s,-,Jl~> € S fls)n) -~ (HK) [ 1> o}.

Por consiguiente, tomando S, = S\ Sy, resulta que

- X (st x| ) <2e.

Esto termina la prueba. 0
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Como primera aplicacién del Lema de Saks-Henstock ofrecemos una prueba de la
continuidad de la integral indefinida de una funcién Henstock-Kurzweil integrable.

Definicion 1.3.1. Dada una funcion f : 1 — X Henstock-Kurzweil integrable sobre I,
definimos su integral indefinida como la funcion F : I — X dada mediante F(0) =0y

F(r) = (HK) /O[f para cada t € (0,1].

Observemos, por las Proposiciones 1.2.4 y 1.2.5, que si f: I — R es una funcién
Henstock-Kurzweil integrable sobre I, entonces, su integral indefinida satisface:

b
F(b)—F(a) = (HK)/ f donde 0<a<b<l.
a
Corolario 1.3.2. Supongamos que f : I — X es una funcion Henstock-Kurzweil integrable

sobre I. Entonces, su integral indefinida es continua.

Demostracion. Sea € > (. Para demostrar que F es continua sobre /, tomamos un nimero
arbitrario ¢ perteneciente a I. Puesto que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre I,
entonces, por definicion, existe un calibre 7 : I — O de manera que

Hf(P)—(HK)/IfH <e

para cualquiera K-particion P de / subordinada a y. Observemos que el conjunto

e £
N(t)=y(®)N <’— o' 1+Hf(t)!|)

es un entorno del punto 7. Ademds, si s € N(¢) Nint(I), entonces, cada uno de los
K-sistemas {(z,[s,¢]} o {(¢,[t,s]} en I estd subordinado a y y, por consiguiente, por el
Lema de Saks-Henstock, Lema 1.3.1, tenemos

‘Sso

Hf(t)(’_s)_(HK)/stf f(f)(s—f)—(HK)/zsfHSa

En cualquiera de los dos casos, se concluye que

1E(s) = F@)|| = [[(F(s) = F (1)) = f(t)(s —1) + f () (s 1)
<|f@)(s—2) = (F(s) = F)I +IF DI - ls 2|
QI

<eg+e ————<e+e=2¢

L+HI[f@I

para cada € > 0y ¢ elemento arbitrario de /. De esto se sigue que F es continuaen /. [J
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1.4. Relacion con la integral de Lebesgue

Uno de los objetivos principales de esta seccion es demostrar que toda funcién
Lebesgue integrable es, también, Henstock-Kurzweil integrable y, ademds, ambas
integrales coinciden sobre el intervalo de integracion. Mdas aun, hemos demostrado
que una funcién es Lebesgue integrable si, y solamente, tanto ella como su valor
absoluto son Henstock-Kurzweil integrables. También, hemos probado que una funcién
es Lebesgue integrable sobre [ si, y solamente si, es Henstock-Kurzweil sobre cualquier
subconjunto medible de /. Pero, antes de nada, necesitamos demostrar un resultado que en
muchos libros de texto (ver [1] o [25]) se conoce como el Primer Teorema Fundamental
del Cdlculo. Este resultado nos permite probar que toda funcién Henstock-Kurzweil
integrable es Lebesgue medible. Es en este resultado, es decir, el Teorema Fundamental
del Calculo, donde el lema de Saks-Henstock encuentra su mds importante aplicacion.
Ademas, utilizaremos la nocién de Cubrimiento de Vitali para su demostracion. Por esta
razon, empezamos definiendo lo que entendemos por un cubrimiento de Vitali.

Definicion 1.4.1 (Cubrimiento de Vitali). Sean E C 1y 'V una coleccion de subintervalos
cerrados no-degenerados de R. Diremos que V es un cubrimiento de Vitali de E si, y
solamente si, para cadat € E 'y € > 0, existe un intervalo J € V tal que: t € J y u(J) < €.

Teorema 1.4.2 (El Primer Teorema Fundamental del Calculo Infinitesimal). Supongamos
que [ : I — R es una funcion Henstock-Kurzweil integrable sobre I. Si

t
F(t):/f paracadatel y F(0)=0,
0

entonces, F es derivable en casi todo punto de 1 y F'(t) = f(t) en casi todo t € I.

Demostracion. Consideremos el conjunto N; C I dado mediante
Ny ={t € I:1aderivadade F por la derecha no existe o existe pero no es igual a f(¢)}.

La idea de la prueba es demostrar que N; es un conjunto nulo. Ademds, como el mismo
razonamiento se puede repetir para el conjunto N; C I que contiene los elementos ¢ € [ tal
que la derivada de F por la izquierda no existe o existe pero no es igual a (), entonces,
concluimos que existe un conjunto N C I de medida nula de manera que F'(¢) = f(),
para cadat € I\ N, que es lo que queremos probar. Pero, antes de nada, es conveniente
realizar la siguiente observacion: sit € I'\ Ny, entonces, la derivada de F por la derecha
es f(t). Luego, para cada € > 0, existe un 2 > 0 tal que si x € (¢, +h) N1, entonces,

|[F(x) = F(t) = f(t)(x—1)| < &(x—1).
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Por consiguiente, si t € N, entonces, existe un & > 0 tal que para cada i > 0 existe un y},
que pertenece al intervalo (¢,7+h) N1 con la siguiente propiedad:

IF(y,) —F(t) = f(6) (v}, — 1) > &0}, —1). (1.12)

Abhora bien, para cada n € N, definimos un conjunto N,, C N, de la siguiente manera:
1
NnZ{IENd:&‘,Z—}. (1.13)
n

Seat € Ny, entonces, existe un & > 0 tal que para cada & > 0 existe un y), que pertenece al
intervalo (¢,£+h) NI y que satisface la desigualdad (1.12). Ademads, como & > 0, entonces
existe un nimero ng € N tal que 1/ny < &y, por lo tanto, ¢ € E,,. Luego, N; C U;—; Ny.
De esto ultimo y el hecho de que N,, C Ny, para todo n € N, se sigue que

Ng=J Na. (1.14)

n=1

Fijemosunn € Ny sea € > 0. Como f es Henstock-Kurzweil integrable sobre /, entonces,
existe un calibre y: I — O definido por y(¢) = (t — 6(¢),t+ 6(t)) con &(r) > 0 tal que

E
P) = (HK) [ f] < iz 1,

para cualquier K-particion P del intervalo / subordinada a y. Ahora definimos una
coleccion V de intervalos cerrados no-degenerados de R de la siguiente manera:

V={[t,y)]:t EN,yO<h<8(1)}.

Afirmamos que )V es un cubrimiento de Vitali de N,. En efecto, seat € N, y n > 0. Por
(1.14), se sigue que t € N;. Luego, existe un & > 0 tal que para todo & > 0 existe un
¥}, que pertenece al intervalo (z,7+h) NIy que satisface la desigualdad dada en (1.12).
En particular, si 2 € (0,0(¢)) y h <, entonces, u([t,y,]) < u((t,t+h)) =h <n.En
resumen, hemos probado que si t € N, y 1 > 0, entonces, existe un intervalo cerrado
no-degenerado J = [r,y}] € Vtalque t € J y u(J) < n. Por tanto, V es un cubrimiento de
Vitali de N,. Por consiguiente, por el Corolario A.2.1, sabemos que existe una coleccién
finita {[t,x;] : k= 1,2,...,m} de intervalos disjuntos en V tal que

paracadan > 1. (1.15)

=

W (Na) < ) (e —1) + iz

1

1
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Observemos que cada intervalo etiquetado (f, [, xx]) estd subordinado a y y, ademds,

|F (x) — F (1) — f (1) ok — 1) | > &, (xx — 1¢). (1.16)

Ahora estamos en condiciones de invocar el lema de Saks-Henstock. En efecto, puesto
que la coleccién { (#, [tx,xx]) : k = 1,2,...,m} de intervalos etiquetados es un K-sistema
en / subordinada a ¥, entonces, por (1.16), (1.13) y el Corolario 1.3.1, resulta que

Z X — 1) < Z \F xi) = F () = f () (o — 1) |
k—1

<n Z |F (xi) = F(tx) — f (1) (o — 1)
i=1
2¢e £
=M T g

Por consiguiente, esto ultimo y (1.15) nos permiten escribir la siguiente desigualdad:
% €
1 (Ny) < a1 Para cadan > 1.

Ademds, por (1.14) y el hecho de que pt* es numerablemente subaditiva, resulta que
u(Nd>=u(U1Nn)gz ~E i st
n= =1 n=1 n=1

Por un razonamiento similar se prueba que el conjunto N; C I que contiene los elementos
de I en los cuales la derivada de F por la izquierda no existe o existe pero no es igual
a f(t) cumple que u*(N;) < €/2. Por consiguiente, si denotamos por N = NyUN; C I,
entonces, (N) < eyt eI\N = F'(t) existe y F'(t) = f(t). La prueba es completa. [

Por el Corolario 1.3.2 y el Teorema 1.4.2, tenemos es el siguiente resultado.
Teorema 1.4.3. Supongamos que f € HK([0,1],R). Entonces, f es medible sobre I.

Demostracion. La integral indefinida F de f es continua sobre / por el Corolario 1.3.2.
Por consiguiente, es medible sobre /. Ahora extendemos F de forma continua al intervalo
[0,2] definiendo F(t) = F(1) para todo ¢ € [1,2]. Elegimos una sucesién (8,), en (0,1)
que converja hacia 0. Entonces, para cada n € N, la funcién f;, : I — R definida mediante

1) = F(z+5§i —F(t)

es continua en [0,2] y, en consecuencia, medible sobre [0,2]. Por lo tanto, (f,), es
una sucesion de funciones medibles sobre 1. Pero, por el Teorema 1.4.2, dicha sucesion
converge puntualmente hacia f en casi todo punto sobre el intervalo /. De esto se sigue
que f es medible sobre /. La prueba es completa. 0
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Antes de probar que la integral de Henstock-Kurzweil es, realmente, una extension
propia de la integral de Lebesgue, hay que advertir que, a diferencia de lo que ocurre
con las integrales de Riemann y de Lebesgue, la siguiente desigualdad no es vélida, en
general, para la integral de Henstock-Kurzweil:

K [ 1] < @) [ 171

La razén de esta deficiencia se encuentra en el hecho de que la integral de
Henstock-Kurzweil no es una integral absoluta, o sea, el hecho de que f € HK([0,1],R)
no implica que | f| € HK([0,1],R). He aqui un ejemplo.

Ejemplo 1.4.1. Sea f : I — R la funcion definida mediante

) = t?cos(m/t?) si0<t<I,
10 sit=0.

Entonces, ' es Henstock-Kurzweil integrable sobre I, pero | f'| no lo es sobre I.

Demostracion. En el Ejemplo 1.1.1, hemos probado que f' es Henstock-Kurzweil
integrable sobre I, asi que solo falta por ver que no es el caso para |f’|. Procediendo
por reduccion al absurdo, supongamos que | f’| es Henstock-Kurzweil integrable sobre 1.
Entonces, por la proposicién 1.2.4, tanto f’ como |f’| son integrables sobre cada uno de
los términos de la sucesion ([ay,,by]), donde a, = 1/v/n+1y b, = 1/+/n. Se sigue del
Primer Teorema Fundamental del Célculo para la integral de Henstock-Kurzweil que

(HK) /abnf’ = f(bn) — f(ay) = (—nl)” para cadan > 1.

Ademids, puesto que f* < |f’|, entonces, por el Corolario 1.2.1, concluimos que

b, by, 1
(HK)/ |f'| > (HK)/ f= - para cadan > 1. (1.17)
a an

n

Claramente, los términos de la sucesion ([an,by]), no se solapan. Luego, una aplicacion
de las Proposiciones 1.2.5 y 1.2.3, nos permite justificar la siguiente desigualdad:

n by
(HK)/|f’y > Z(HK)/ #'| paracadan> 1. (1.18)
I k=1 ax
Finalmente, las desigualdades dadas en (1.18) y (1.17) nos permiten concluir que
n
1
HK / I'>Y — paracadan>1.
(HK) | 17| = k;l . P >

Por consiguiente, la serie Y, ; 1/n es convergente. Esta contradiccién establece que | f|
no es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y la prueba es completa. [
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Si f,|f| € HK([0,1],R), entonces, —|f| € HK([O,1],R) por la Proposicion 1.2.2. Por
consiguiente, de las desigualdades —|f| < f < |f| y del Corolario 1.2.1, se sigue

~(HK) [ \f = (1K) [ =111 < (=) [ 1< @) [ 111
La igualdad anterior es debido a la Proposicion 1.2.2. Por esta razén, tenemos:

Corolario 1.4.1. Si f,|f| : I — R son Henstock-Kurzweil integrables sobre I, entonces

1) [ 1] < ) [ 11

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 1.4.4. Una funcion f : I — R se dice que es absolutamente HK-integrable
sobre [ si, y solamente si, f y | f| son Henstock-Kurzweil integrables sobre 1.

Denotaremos por Lxk([0,1]) el conjunto de todas las funciones f : I — R que son
absolutamente Henstock-Kurzweil integrables. En la prueba de nuestro siguiente teorema,
que es el resultado mas importante de esta seccion, usaremos la nocidén de funciones
semicontinuas y el teorema de Vitali-Carathéodory, Teorema A.2.8. Por este motivo, a
continuacion, recordamos al lector el concepto de funciones semicontinuas.

Definicion 1.4.5. Sea f : I — R una funcion. Se dice que f es semicontinua superiormente
en ty € I si, y sélo si, para cada € > 0, existe un entorno N(to) de ty tal que

f(t) < f(to) + € paratodot € N(ty) NI

De manera similar, decimos que f es semicontinua inferiormente en ty € I si, y solamente
si, para cada € > 0, existe un entorno N(ty) de ty tal que

f(to) —€ < f(t) paratodot € N(ty) N 1.

La funcién f se dice que es semicontinua superiormente (respectivamente,
semicontinua inferiormente) sobre [/, si ella es semicontinua superiormente
(respectivamente, semicontinua inferiormente) en todos los puntos de /.

Teorema 1.4.6. Si f € L£,([0,1]), entonces, f € HK([0,1],R) y, ademds, se cumple

L [ =K |7,
en particular, £1([0,1]) C HK([0,1],R).
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Demostracion. Supongamos que f € £;([0,1]) y fijemos un € > 0. Por el teorema de
Vitali-Carathéodory, Teorema A.2.8, existe una funcién u > f semicontinua inferiormente
y otra funcién v < f semicontinua superiormente de manera que u,v € £1([0,1]) y

(L)/I(u—v)<8.

Sea #p un elemento arbitrario de /. Puesto que u se semicontinua inferiormente en f, existe
un entorno N (fo) de 7y tal que u(tg) — € < u(z) para todo t € Nj(fp) NI. Similarmente,
como v es semicontinua superiormente en #y, resulta que existe un entorno N (o) de #g
de manera que que v(z) < v(f9) + € para todo ¢ € N»(tp) N 1. Por lo tanto, si tomamos
N(to) = Ny (to) N Na(to), entonces, se cumple que u(tg) —€ < u(t) y v(t) < v(tp) + € para
todo r € N(#p) N 1. Como N(tp) es un entorno de 7y, entonces, existe un 6(zy) > 0 tal que
(to—6(t0),t0+ 0 (to) C N(to). Por consiguiente, sit € (fo— 6(ty),to+ 6(tp)) N1, entonces,
tendriamos que u(fp) —€ < u(t) y v(t) < v(to) + €. De esto se sigue que

v(t) —e <v(ty) < fty) <u(ty) <u(t)+e, (1.19)
para todo ¢ € (1o — 0(tp),t0+ 6(t9)) N1, yaque, v < f < u. Denotemos mediante
Y(to) = (to — 8(t0), 20+ 6(t0))-
Por consiguiente, para cada € > 0, teniendo en cuenta que (1.19), resulta que
v(t) < f(to) <u(t) paratodor € y(tg)NI. (1.20)
Observemos que Y es un calibre sobre /. Ahora, por el Lema 1.1.2, sea
P={(t,[xi—1,x]:i=1,2,...,n}

una K-particién de I subordinada a y. Entonces, para cada i = 1,2,...n, poniendo 7y = t;
en (1.20), resulta que v(¢) < f(#;) < u(t) para todo t € y(tp) N 1. De esto se sigue que

(L) /:lvsfm)(xi—xi_l) <L) / "

i—1

Por un lado, de esto ultimo, tenemos que

w [vs jzlfm)(xi—xi_o <) f[u

Por otro lado, dado que v < f < u, entonces,

W [v=w [r<@ [u
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y, €n consecuencia,
‘f(P)—(L)/If g(L)/I(u—v)<e

para todo € > 0 y toda K-particién P de I subordinada a 7, entonces, f € HI([0,1],R) y

W [ 1=K 7.

Finalmente, observemos que si f € £1([0,1]), entonces, |f| € £1([0,1]) y se sigue de la
primera parte que |f| € H/C([0, 1],IR). Por esta razén,

£1([0,1]) € HK(]0,1],R).

El siguiente resultado es fundamental para establecer que £;([0,1] = Luk ([0, 1]).

Teorema 1.4.7. Sea f € HI([0,1],R).

(1) Si f es acotada sobre I, entonces, f € L1([0,1]).
(11) Si f es no-negativa sobre I, entonces, f € L1([0,1]).

Demostracion. (1) Supongamos que f € HK([0,1],R) y es acotada. Puesto que f es
medible sobre / por el Teorema 1.4.3, entonces, evidentemente, f es Lebesgue integrable
sobre /. Para probar (I1), supongamos que f € H/(]0,1],R) y es no-negativa sobre 1. Por
supuesto, si f es acotada, entonces, por (1), f es Lebesgue integrable sobre /. Supongamos
que f es no acotada y sea F' : [ — R la integral indefinida de f, es decir, F(0) =0y

F(t) = (HK) /Otf parat €1,

Afirmamos que F es creciente sobre /. En efecto, sean 0 < x < y < 1. Entonces, por la
Proposicion 1.2.4, f es Henstock-Kurzweil integrable sobre [x,y]. Ademds,

F(3) = Fx) = (HK) [ £>0

por la proposicion 1.2.3. La afirmacion ha sido demostrada. Observemos que por ser F
creciente sobre /, entonces, es Riemann integrable sobre /. Asimismo, por el Teorema
1.4.2, sabemos que F'(t) = f(t) > 0 en casi todo ¢ € I. Ahora extendemos F de forma
continua al intervalo [0,2] poniendo F(t) = F(1) para todo ¢ € [1,2] y definimos

F,(t)=n(F(t+1/n)—F(t)) paratodo r€l.
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Entonces, (F,), es una sucesion de funciones no-negativas Riemann integrables (en
particular, Lebesgue integrables) sobre /'y 1im F;,(t) = F'(r) = f(¢)) en casi todo 7 € I.
n—yoo

Por consiguiente, una aplicaciéon del Lema de Fatou nos revela que

(L)/If:(L)/OlF’:(L) ' lim F, < liminf (n (L)/()IF(-+1/n)—n(L)/()1F>

0 n—ee n—oo

= liminf {n((L) /1;:'/"1? _ (L)/O1 F)}

— liminf {n((L)/lHl/nF—(L)/OI/nF)] < F(1)~F(0) = (HK)/If<-|—oo,

n—yoo

yaque, f € HK(]0,1],R). Luego, f € £1(]0, 1]). Observemos que el “cambio de variable”
aplicado en el paso anterior queda justificado por el hecho de que, al ser F creciente, cada
una de las integrales que aparecen en dichas desigualdaes son Riemann integrables. [

Teorema 1.4.8. Si f € Lyk([0,1]), entonces, f € L1([0,1]). Por consiguiente,

Lax(0.1) = £1(0.1) v (HE) [1=) [ 1

para cualquier f € Luk([0,1]).

Demostracion. Supongamos que f € Luk([0,1]). Como |f| € HI(]0,1],X) y |f] >0,
el Teorema 1.4.7 nos garantiza que |f| € £1([0,1]). Ademas, por la Proposicién 1.2.2,
tenemos que |f| — f € HK(]0,1],X). Asimismo, dado que |f| — f > 0, entonces, una
nueva aplicacion del Teorema 1.4.7 nos revela que | f| — f € £1(]0, 1]) y, en consecuencia,
fF=1f1=(fl—=f) € £1(]0,1]) porque L£;(]0, 1]) es un espacio vectorial sobre R. Luego,

Un llamado al Teorema 1.4.6 termina la prueba. ]

Del Teorema 1.4.8 y del Ejemplo 1.1.1 se sigue que £;([0,1]) estd estrictamente
contenido en HK ([0, 1], R). En este sentido, lo mejor que podemos afirmar es:

Proposicion 1.4.9. Supongamos que f : I — R una funcion. Entonces, f € L1([0,1]) si,
y solamente si, - xg € HK(]0,1],R) para cualquier conjunto E C I medible.

Demostracion. La primera implicacion se sigue de la Proposicion A.2.2 y el Teorema
1.4.6. Reciprocamente, supongamos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre
cualquier conjunto £ C I medible. Observemos que f es medible sobre / por el Teorema
1.4.3. Por estarazén, el conjunto E = {t €I : f(t) >0} es medible. Puesto que /- xg = f ™,
entonces, f 1 es Henstock-Lurzweil integrable sobre I y el Teorema 1.4.6 nos indica que es
Lebesgue integrable sobre /. Un argumento similar nos dice que también f~ es Lebesgue
integrable sobre I. Por consiguiente, f = f™ — f~ es Lebesgue integrable sobre 1. ]
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Capitulo

La integral de Henstock-Kurzweil, como lo hemos visto en el capitulo anterior, se
construy6 de modo muy similar a la integral de Riemann. Existe otra manera de considerar
sumas de Riemann, muy similar a la definiciéon de la integral de Henstock-Kurzweil,
que da origen a una nueva integral que, a la postre, resulta ser equivalente a la integral
de Lebesgue. Este enfoque fue ideado por Edward J. McShane (1904-1989) y se conoce
como la integral de McShane. El objetivo de este capitulo es, precisamente, introducir
la integral de McShane y probar que la clase de las funciones Lebesgue integrables y
la de la funciones McShane integrables son iguales con idénticas integrales. El capitulo
tiene tres secciones. En la primera seccion, hemos dado la definicién de la integral de
McShane y algunas de sus propiedades. También, hemos probado que la clase de las
funciones McShane integrables estd incluida en la de las funciones Henstock-Kurzweil
integrables y dicha inclusién es estricta. La segunda seccion estd dedicada a la prueba de
la equivalencia de la integral de Lebesgue y la de McShane. En la tercera seccion, hemos
analizado una condicion suficiente para que una funcion sea McShane integrable y hemos
probado que, en el caso de las funciones reales de una variable real, dicha condicién
resulta ser equivalente a que la funcién sea McShane integrable. Esto nos ha permitido
dar una caracterizacién de la integral de McShane para funciones reales de una variable
real. Finalmente, para acabar la seccion, hemos demostrado que toda funcién McShane
integrable sobre / es McShane integrable sobre cualquier subconjunto medible de /.

Para elaborar este capitulo, nos hemos basado en estos libros: [24], [26] y [27].

2.1. Algunas observaciones previas

Recordemos que un intervalo etiquetado es un par (7,J), donde a T € R se le llama
etiqueta asociada a J y J C R es un intervalo compacto. Ademds, decimos que dos
intervalos compactos J,L C R no se solapan si int(J) Nint (L) = 0.
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» Una coleccioén finita {(7;,1;) : j = 1,2,...p} de intervalos etiquetados que no se
solapan dos a dos se llama M-sistemaen/sil; C 1y t; €l paracada j=1,2,...,p.
» Un M-sistema {(7;,1;): j=1,2,...p} en I se llama M-particién del intervalo [ si

p
Ur=1
j=1

De nuevo, recordemos que si 6 : I — (0,4o0) es una funcién positiva, entonces, la
nueva funcién y: I — O definida mediante y(¢) = (t — 6(¢),t + 8(¢)) se llama calibre.
Ademds, un intervalo etiquetado (7,J) se dice subordinado a ¥ si J C (7). También, un
M-sistema {(7;,/;) : j=1,2,...p} en se dice subordinado a ¥ si cada uno de intervalos
etiquetados (7;,/;),j = 1,2,...,p estd subordinado a y. Asimismo, de manera andloga,
una M-particién {(7;,1;) : j =1,2,...p} del intervalo I se dice subordinada a 7 si cada
uno de los intervalos etiquetados (7j,/;),j = 1,2,..., p estd subordinado a y. Ahora sea
f :1— X una funcién. La suma de Riemann de f asociada a la particién P se define como

f(P) = if(n)uui)-

Definicion 2.1.1. Una funcion f : 1 — X es McShane integrable sobre I, si, y solamente
si, existe un A perteneciente a X con la siguiente propiedad: para cada € > 0, existe un
calibre y: I — O tal que si P es una M-particion de I subordinada a 7y, entonces,

I/ (P)—All <e.
Si X =R, usamos la funcion valor absoluto |.| de R en lugar de la norma ||.|| de X.

El elemento A de la definicién anterior, si existe, es Unico y se llama la integral de
McShane de f el cual serd denotado por el simbolo

A:(M)/If.

Designemos por M ([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : 1 — X que son
McShane integrables sobre I. En general, si E es un subconjunto medible de 7, decimos
que f es McShane integrable sobre E si, y sOlo si, f - xg es McShane integrable sobre /'y

1) [ 1= 1) [ -z

por definicion. Los argumentos que hemos utilizado para demostrar que la integral de
Henstock-Kurzweil estd bien definida se pueden usar para mostrar que la integral de
McShane también estd bien definida. A continuacién vamos a citar algunas propiedades
de la integral de McShane que vamos a utilizar en este trabajo. Las demostraciones, por
ser muy similares a las de la integral de Henstock-Kurzweil, serdn omitidas.
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Lema 2.1.1 (Cousin). Supongamos que vy :1 — O es un calibre. Entonces, existe una
M-particion P del intervalo I subordinada a 7.

Proposicion 2.1.2 (Criterio de Cauchy). Una funcion f: 1 — X es McShane integrable
sobre [ si, y solamente si, para cada € > 0, existe un calibre y: 1 — O tal que

Lf(P)—f(P)ll <e
para cualquier par de M-particiones Py y ‘P, del intervalo I subordinadas a 7.

Proposicion 2.1.3. Supongamos que f,g : 1 — X son McShane integrables sobre I.
Entonces, para todo o, 3 € R, a.f + Bg también es McShane integrable sobre I y

(1) [(@f+Bg) = avr) [ 7+B0) [

Proposicion 2.1.4. Supongamos que f : I — X es McShane integrable sobre [ 'y sea J C I
un intervalo compacto. Entonces, [ es McShane integrable sobre J.

Proposicion 2.1.5. Supongamos que f : I — X es una funcion McShane integrable sobre
Iy ¢ es un elemento del intervalo (0,1). Ademds, denotemos por J, = [0,c| y J» = [c, 1].
Entonces, f es McShane integrable sobre los intervalos J1,J, C 1y

) [ £=on) [ +0) | 1

Ji

Lema 2.1.2 (Saks-Henstock). Supongamos que f : 1 — X es una funcion McShane
integrable sobre 1. Fijemos un € > 0y sea y: 1 — O un calibre de tal manera que

lrmy-on [ 1] <e

siempre que P sea una M-particion de I subordinada a 7. Entonces, para cualquier
M-sistema S = {(s;,J;) : i =1,2...,k} en intervalo I subordinado a 7y, tenemos

k

¥ (s - on | 1) H <e.

i=1

Corolario 2.1.1. Supongamos que f,g € M([0,1],R)y f < g en el intervalo I. Entonces,

) [ £< ) [ &
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Corolario 2.1.2 (Saks-Henstock). Supongamos que f : I — R es una funcion McShane
integrable sobre 1. Entonces, para cada € > 0, existe un calibre y: 1 — O tal que

k

Y| st — ) [

i=1 Ji

< 2¢

para cualquier M-sistema S = {(s;,J;) :i=1,2,...,k} en I subordinado a .

En comparacién con una M-particién, una K-particién impone una mayor restriccion
asumiendo que la etiqueta pertenezca a cada subintervalo de la particion. Por esta razon,
cualquier K-particion del intervalo / es también una M-particion del mismo intervalo. De
las definiciones 1.1.1 y 2.1.1 se sigue el siguiente resultado.

Proposicion 2.1.6. M([0,1],X) C HI([0,1],X), es decir, si una funcion f: 1 — X es

McShane integrable sobre I, entonces, es Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

(HK) [ 1= 0n) [ 1.

Demostracion. Supongamos que f es McShane integrable. Entonces, para todo € > 0,
existe un calibre Yy — O tal que si P es una M-particién de / subordinada a ¥, entonces,

Hf(P)—(M)/IfH e

Ahora, por el Lema 1.1.2, sea P = {(#;,I;) : i = 1,2,...,n} una K-particién de I
subordinada a 7. Puesto que cualquier K-particion del intervalo I es una M-particion del
mismo intervalo, entonces, P es una M-particion de / subordinada a ¥y, en consecuencia,

Hf(P)—(M)/IfH <e

Dado que la desigualdad anterior se cumple para cualquier K-particién P de [ y para todo
€ > 0, entonces, concluimos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre /'y

(1K) [ 1= ) [ 1.
[

La inclusion M([0,1],X) C H/([0,1],X) dada en la proposicion 2.1.6 es estricta
incluso en el caso de funciones reales de una variable real. Esto de verd de una manera
mas clara cuando hayamos probado la equivalencia de la integral de McShane y la de
Lebesgue que es, precisamente, el objetivo de la siguiente seccion.
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2.2. La equivalencia de Lebesgue-McShane

Lo que haremos en esta seccion es demostrar que las integrales de McShane y
Lebesgue son, en realidad, equivalentes con integrales idénticas. Pero, antes de nada,
necesitamos probar que la integral de McShane es una integral absoluta, es decir, si
una funcién es McShane integrable, entonces, su valor absoluto también lo es. Como
ya vimos, esta propiedad de la integral de McShane no es valida para la integral de
Henstock-Kurzweil. El siguiente resultado es clave para lograr nuestro objetivo.

Lema 2.2.1. Supongamos f € M([0,1],R). Dado € > 0, sea y: I — O un calibre sobre
I tal que para cualquier M-particion ‘P de I subordinada a 7, se cumple que

)= [1] <3

Entonces, si Py = {(t;,5;) : i =1,2,....,m} y Po = {(sj,J;) : j = 1,2,...,n} son dos
M-particiones del intervalo [ subordinadas a v, resulta que

uMs

i Flsplund;) <

Demostracion. Claramente, los intervalos no-degenerados de la siguiente coleccion
C={nJ;j:1<i<m,1<j<n}

forman una M-particion de /. Usando estos intervalos, podemos formar dos M-particiones
‘P1y P, del intervalo I subordinada a y como sigue:

» Si f(#;) > f(s;), entonces, pongamos t;; =t; y sij = §;.
» Si f(#;) < f(s;), entonces, pongamos #;; = s; y 8;j = t,.
Observemos que f(t;;) — f(sij) = | f(t;) — f(s;)|. Ahora si definimos

P = {(lij,liﬁlj) LNl e C} y P= {(S,'j,],'ﬂ[j) LN e C},

entonces, podemos observar que
m n
Z Z { (1) — Slj)}.u(liﬂjj)

Puesto que P; y P> son dos M-particiones de / subordinadas a ¥, resulta que

m n

=Y Y 1f(@) = f(s)lrEnd)).

i=1j=1

|f(P1)—

P~ £PI < |10~ o) [ 1] | 00) [ £~ 5(Po) <

La demostracion es completa. 0
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Teorema 2.2.1. Si f € M([0,1],R), entonces, |f| € M([0,1],R).
Demostracion. Sea € > 0. Como f € M([0,1],R), existe un calibre y: I — O tal que

£
< —

I 2

)=o) |

para cualquier M-particién P de I subordinada a y. Probamos ahora que |f| satisface el
Criterio de Cauchy para la integral de McShane, la Proposicion 2.1.2. En efecto, sean

Pr=A{(6):1<i<m} y Pr={(s;Jj): 1<j<n}

dos M-particiones de I subordinadas a 7. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer, y
asf lo haremos, que la coleccién C = {[;NJ i1 <i<m, 1< ;< n} contiene, solamente,
intervalos no-degenerados, ya que, si hubiese algtn intervalo degenerado en C lo podemos
eliminar de la coleccién. Usando estos intervalos, formemos dos nuevas M-particiones de
I subordinadas a Y de la siguiente manera:

Pr={(tilind;):1<i<m,1<j<n}yPs={(s;,;inNJ;):1<i<m,1<j<n}

Observemos que, en realidad, P{ y P5 son dos M-particiones de I subordinadas a y'y

m

AP =Y Y If@)|umng;) Z (&) |1 (l) = |f1(Py),

i=1j=1

S

[f1(P2) = ZZ ()| (fin ;) Z (s)u(T;) = 1£1(P2).

Por esto ultimo y el Lema 2.2.1, tenemos

1P~ 11(P)| = 1116P1) - 1P| - Zz{v 1= 1) butang)
<Y Y |If @)= s]>|‘ L) < Y Y 1) — f(s)) (@)
i=1j=1 i=1j=1
< E.
Esto nos dice que | f| es McShane integrable sobre / y termina la prueba. O]

Ya tenemos los argumentos necesarios para probar que M ([0, 1],R) = £;([0, 1]).

Teorema 2.2.2 (McShane-Lebesgue). Supongamos que f : 1 — R es una funcion
cualquiera. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:
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1) f e M([0,1],R).
(1) f € L1([0,1]).
Ademds, para cada funcion f € M([0,1],R) = £,([0,1]),

o) [ =) [ 1.

Demostracion. (1) = (11) Supongamos que f € M([0,1],R). Entonces, por el Teorema
2.2.1. |f| € M([0,1],R). Como M([0,1],R) C HK([0,1],R) por la Proposicién 2.1.6,
entonces, f,|f| € HI(]0,1],R). Luego, f € Luk([0,1]) = L([0,1]) por el Teorema 1.4.8.
(11) = (1) Supongamos que f € £([0,1]) y sea € > 0. Puesto que f = f — f~, podemos
asumir, y asi lo haremos que f > 0. Por consiguiente, por la absoluta continuidad de la
integral de Lebesgue, el Teorema A.2.9, sabemos que existe un 6 > 0 tal que

(L)/f< €

A

para todo conjunto A C I medible con p(A) < 6. Ademds, sean & = min(€,d) y
E,={tel:(n—1)a < f(t) <na} n>1.

Observemos que si E = | J;,_; E,, entonces:

» FEC I, yaque E, CIparacadan € N.
» Ahoraseat € I. Como f(t)/o € [0,0), entonces, existe un n € N tal que

f()

n—1<—=<n,
o

es decir, (n— 1) < f(t) < not. Por lo tanto, I C E.

El razonamiento anterior pruebaque I = E =J,_ E,. Ademds, E, NE,, =0 sin# m. En
efecto, supongamos que n < m. Entonces, n — 1 <n <m—1 < m. Puesto o > 0, entonces
(n—1a <no < (m—1)a <ma. Luego, [(n—1)a,no) N[(m—1)a,ma) =0y, pues,

0=f" ([((n—Do,no)N[(m—1)at,mat)) = E,NEp.

Por un razonamiento similar se prueba que E, N E,, = @ para el caso m < n. También,
como f € L£1(]0,1]), en particular medible sobre I, entonces, (E,), C I es una sucesion
de conjuntos medibles disjuntos dos a dos cuya unién es /. Luego, para cada n € N, como
u es una medida regular, entonces, existe un abierto G, de [ tal que E,, C G, y

w(Gp\E,) < o/n2" paracadan > 1.
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Con esta informacién podemos definir un calibre ¥ sobre I del modo siguiente: puesto que
cadat € [ pertenece a un unico E,, entonces, sea ¥ : I — O un calibre sobre I de modo que
y(t) NI C G,. La condicién anterior sobre el calibre ¥ se puede conseguir, ya que, cada
G, es abiertoen / y E, C G,. La prueba estard completa una vez que verifiquemos que

'f(P) - f‘ <e

para cualquier M-particion P de I subordinada a . Por el Lema 2.1.1, sea
P = {(l‘,‘,],') i=1,2,... ,m}

una M-particion del intervalo / subordinada a y. Para cada i =1,2,...,m, sea n; el Gnico
numero natural tal que #; € E,,.. Empezamos, en primer lugar, observando que

bfr=ywr

Ademds, notemos que cada /; se puede expresar como unién de I; NE,, y I; \ E,,. Asi pues,

m

WIOMOE Y| f‘

i=1 i=1

f

1

‘f(P) ()

Por consiguiente, esto ultimo nos permite concluir que

‘ /f i / ti)_f|+,~_§{(L)/1,~\En,.|f(ti)_f|' 2.1)

Ahora vamos a estimar cada una de las integrales que se encuentra a la derecha de
la desigualdad anterior. Observemos que si t;,¢ € ;N E,, C E,, entonces, f(t;)y f(t)
pertenecen al intervalo [(n; — 1), n;0). Luego, | f(#;) — f(¢)| < &, y como consecuencia,

Z/ f|<azum15n,)
i=1

i=1

Ademds, teniendo en cuenta que (Ii NEy)N(I;NE,;) = 0 para todo i # j, tenemos

i(L)/ImEW! (t:) — f|<aZuIﬂEn, —au<UlﬂE )

i=1



2.2 La equivalencia de Lebesgue-McShane @

Dado que, por definicion, o < g, entonces, podemos concluir que

Zaq&wlﬂm—ﬂ<e. 2.2)
i=1 it Won;

Ahora vamos a estimar la segunda integral del lado derecho de la desigualdad dada en
(2.1). Empezamos observando que como estamos asumiendo que f > 0, entonces,

i L) / fl< i / —|—i(L) f. (2.3)

i—1 L\En, \E i=1 L\En,

Luego, de nuevo, nuestra tarea consiste a estimar cada una de las integrales del lado
derecho de la desigualdad anterior. Por un lado, como t; € E,;, C G, y I; C ¥(t;) C Gy,
entonces, f(#;) € [(ni—1)ot,n;a) y I;\ E,, C Gy, \ Ey,. Por consiguiente,

m m m oo
Y (L) f6) <a) mip(\Ey) <o) nip(Gu \En) < ) nit(Gy\ En).

i=1 I\En; i=1 =1 n—1

De esto ultimo y el hecho de que p(G, \ E,) < o/n2" se sigue

ddd > o
;mAW )< ¥ 3 =c 2.4)

Finalmente, denotemos por A = (J/Z (I; \ Ep;). Ademas, observemos que, como E,, C Gy,
y I C y(t;) € G,,, entonces, deducimos que [; \ E,, C Gy, \ Ep, y, por lo tanto,

(oo}

(Gn; \ En,) < Z

1 n=1

Ms

f 1\ En) <

De esto tltimo y del hecho de que (G, \ E,) < a/n2" se sigue que (t(A) < a. Dado que,
o < J, entonces, [1(A) < 8 y por la eleccion de 6, tenemos que (L) [, f < €. Por tanto lo,

m

Y (L) f(t) dt :/Af< €. (2.5)

i=1 [i\Enl-

La igualdad anterior es debido a la Proposicion A.2.5, ya que, i((%;\ En,) N(I;NEy;)) =0
si i # j. Reuniendo las estimaciones dadas en (2.4) y (2.5), entonces, por (2.3), se tiene

121 / En,. — f] < 2e. (2.6)
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Finalmente, por las desigualdad dadas en (2.2), (2.6) y (2.1), se sigue que

‘f(P)—(L) / f‘ <3e

probandose, de este modo, que f es McShane integrable sobre / y, ademads,

) [r=w [

Esto finaliza la demostracion. ]

Observemos, por el Ejemplo 1.1.1, que existe una funcién Henstock-Kurzweil
integrable sobre I, pero no es Lebesgue integrable sobre el mismo intervalo. De esto se
sigue que la inclusién £ ([0, 1]) = M([0,1],R) C HI(]0,1],R) es estricta.

2.3. Mas propiedades sobre la integral de McShane

En este secciéon hemos analizado una condicién suficiente para que una funcién sea
McShane integrable: que tenga la propiedad S* M. Ademads, hemos probado que, en el
caso de las funciones reales de una variable real, dicha condicién es equivalente a que la
funcion sea McShane integrable. Finalmente, hemos terminado la seccién probando que
toda funcién McShane integrable sobre [ es, también, McShane integrable sobre cualquier
subconjunto medible de /. Ahora definimos lo que entendemos por la propiedad S* M.

Definicion 2.3.1. Una funcion f : I — X tiene la propiedad S* M si, y solamente si, para
todo € > 0, existe un calibre y: 1 — O de manera que

Y X @) = flspllumng;) <

1j=1

M:

~.

siempre que Py = {(t;,;) : i =1,2,...,m} y Po = {(s;,J;) : j = 1,2,...,n} sean dos
M-particiones de I subordinadas a 7.

Proposicion 2.3.2. Si f : I — X tiene la propiedad S* M, entonces, f € M([0,1],X).

Demostracion. Vamos a usar el Criterio de Cauchy para probar que f € M([0,1],X).
Puesto que f tiene la propiedad S* M, entonces, existe un calibre ¥ sobre I tal que

Y X ) = fspllumng;) <

1j=1

M:

~.
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siPr={(t,l;):i=1,2,....,m}yPr={(s,J;) : j=1,2,...,n} son dos M-particiones de
I subordinadas a y. Supongamos que es el caso, es de01r, 771 ={(t;,;)):i=1,2,....m} y
Py ={(sj,Jj) : j=1,2,...,n} son dos M-particiones de / subordinadas a 7. Puesto que,
paracadai=1,2,....m, I; =Uj((iNJ;) y {IiNJ;: j=1,2,...,n} es una coleccion
finita de subconjuntos medibles de I tal que w((Z;NJ; ) (I; ﬂJl)) 0 si j # [, entonces,

n
Z (L,NJ;)
por la Proposicion A.2.1. De manera similar, para cada j = 1,2,...,n, tenemos
m
= Z w(LnJj).
Por lo tanto, estas dos igualdades y la propiedad $* M de f nos permiten concluir que

I[f(P1) = f(P)|| =

_.
~
I
—_
I
—_
~
I
—

N
I
—_
~.
I
—_

<Y X 17— Fspllunting;) <

Se sigue de la Proposicion 2.1.2 que f € M([0,1],X). Esto finaliza la demostracién. [

Corolario 2.3.1. Supongamos f : I — X tiene la propiedad S* M. Entonces, la funcion
|| fI| : I — R es McShane integrable sobre I.

Demostracion. De nuevo, vamos a usar el Criterio de Cauchy, Proposiciéon 2.1.2, para
probar que || f|| es McShane integrable sobre /. Dado f tiene la propiedad S* M, entonces,
existe un calibre y : I — O sobre I de manera que

T M:

m
Z (@) = fsp)ll(ln ;) <
siPr={(t;,5):i=1,2,...,m}y Po={(s;,Jj) : j =1,2,...,n} son dos M-particiones

de I subordinadas a 7. Supongamos que es el caso, o sea, Py = {(t;, ;) :i=1,2,...,m} y
Py ={(s},J;): j=1,2,...,n} son dos M-particiones de / subordinadas a . Puesto que

@) =11l < 1 (@) = £ Gs)l]
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para cada (i,7) € {(i,j) : 1 <i<m,1 < j<n}, entonces, podemos concluir que

n

Ly i

i=1

F @I = f Gspll|mlin ;) ZZ, | (e0) = f(sp)llw(TinJj) <

Esto demuestra que la funcién ¢ — ||f(¢)|| tiene la propiedad S* M. Luego, es McShane
integrable sobre [ por la Proposicion 2.3.2. La prueba es completa. [

Del Lema 2.2.1 y de la Proposicién 2.3.2, tenemos la siguiente caracterizacion de la
integral de McShane para funciones reales de variable real.

Teorema 2.3.3. Supongamos que f : 1 — R es una funcion cualquiera. Entonces, f es
McShane integrable sobre I si, y solamente si, tiene la propiedad S* M.

Finalizamos la seccion presentando una generalizacion de la Proposicion 2.1.4 que
viene a decirnos que para que una funcion sea McShane integrable sobre cualquier
subconjunto medible de / es suficiente que sea McShane integrable sobre /.

Teorema 2.3.4. Supongamos que f : 1 — X es McShane integrable sobre I. Entonces, f
es McShane integrable sobre cualquier conjunto E C I medible.

Demostracion. Fijemos un € > 0 y E un subconjunto medible de /. Puesto que f es
McShane integrable sobre /, entonces, existe un calibre y: I — O de manera que

Hf(P) 1) 1

para cualquier M-particién P de [ subordinada a y. Ademds, como E es un subconjunto
medible de /, entonces, por la regularidad de la medida de Lebesgue, para cada k € N,
podemos encontrar un conjuntos C, C I compacto y otro A; € O([0,1]) tal que

CkCECA y nA\G) < (2.7)

€
k2K
Empezamos, en primer lugar, definiendo un calibre ¥ : I — O de la siguiente manera:

Yoy { O € E k= 1< If0)]] <k
v\ Cesit E, k—1<||f(t)]| <k

para algin k € N tal que k — 1 < || f(¢)|| < k. El calibre ¥ se puede conseguir, ya que, la
interseccion de dos abiertos sigue siendo un abierto. Vamos a usar el Criterio de Cauchy,
Proposicién 2.1.2, para probar que f es McShane integrable sobre E. Para ello, sean

Plz{(li,ll')ZiZI,z,...,m} y PZZ{(SJ,J). 12 }
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dos M-particiones de I subordinadas a 7. Como lo hemos hecho en otra ocasion, usemos
los intervalos de C = {[;NJ;: 1 <i<m,1 < j <n}, suponiendo que son no-degenerados
para formar las dos siguientes M-particiones de I subordinadas a Y/

P =

{@,iNJ;):1<i<m1<j<n}yPy={(s;,inJ;): 1 <i<m,1<j<n}
Como, paracadai=1,2,...,m,L;=}_,

_ Iiﬂij{liﬂ.]j:j: 1,2
finita de subconjuntos medibles de I con u((; NJx) N (;NJ}))

n
Z (L;NJ;)

por la Proposicion A.2.1. Como consecuencia de esto ultimo, resulta que

.,n} es una coleccion
=0 si k # [, entonces,

n

fleyu(n) =Y feuding;).

=

Por consiguiente, de la definicién de P{ y de esto ultimo, tenemos

£(P)) =ig BN = Y F@ulh) = £(Py).

=1
Por un razonamiento similar se demuestra que f(P5)

= f(P2) y, por lo tanto,
| f-xe(P) = f-xe(P)|| = ||f - xe(P1) — - xe(P3)||

=Y Y (f-xe)w)umnJy) ZfoE sj)1
i=1j=1 i=1j=1

Iﬂ]j)

Z Z FlsHumnd;)||.
1
Ahora bien, empezamos, en primer lugar, observando que

m n
ZZ pu(LNJ;)
==

(2.8)

zn: w(nJ)) ii w(nJ;)

=1
LeE g

m n
Z Z u(;nJ;)
i=1 j=1 i=1 j=1
iEE i€E
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@

Esta observacion y la cadena de igualdades dada (2.8) nos permiten escribir

|| xe(P) = £ xe(Py)|| =

S ,_Zi j_Zl {f(ti)‘u(limjj)_(M)/Iiﬂjjf}H
tlEESJEE
+ Z Z {(M) f_f(sj)//l(ltm]/)}H
i=1 j=1 LitVj
tieESjEE
A S swmen)||+| £ 8 semmns) ‘
iek g T

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del lado derecho de la desigualdad anterior.
Para empezar, por el Lema de Saks-Henstock, Lema 2.1.2, tenemos que

<e 'y

<eE.

y ¥ {f(ti)u(liﬂfj) ~om) | m'f}

Ademas, para cada k € N, sea o = {(i,j) :; € E,s; € E,k— 1 < ||f(#;)|| < k}. Si, para
algin k € N, (i, j) € o, como las particiones P{ y P} estdn subordinadas a ¥/, entonces

= [;NJ; CY(6) = AN y(n).
n ;0T C Y (s) = v(sj) \Ce = ¥(s;) NC.
Por consiguiente, [;NJ; C Ay y I;NJ; € C;. Luego, ;NJ; CANC, = Ay \ Cy. Asi pues,

iNJ; CANC; =Ar\Cr.
De esto dltimo, se deduce que U; jeq, LiNJj © Ak \ Ck y, por consiguiente,

€
#(UG jeading)) < A\ Cr) <
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por (2.7). Como consecuencia de esto y teniendo en cuenta la definicién oy, tenemos

WA ES W IOTMIIARSS MBI PIAA
i=1 =1 i=1 j=1 (i,j)€0;
LEeE ¢ LE€E 5 ¢F
S Z Hf )llxund;) < Y, Z u(finJj)
6

k=1 j)eo,

gk HMs

o £
ku (Ui jeo dinJg;) Z ok =€ por (2.8).

~
I
_

La peniiltima igualdad es debido a que (I;NJ;) N (I, NJy) es el conjunto vacio o, quizés,
un conjunto unitario para todo (i, j) # (p,q). En resumen, hemos probado que

3

n

ZZ u(L;NJ;)

i=1 ]:
LeE g ﬁf

Por un razonamiento similar se demuestra que

Combinando las cuatro estimaciones anteriores concluimos que

£ xe(P1) — - xe(P2)]| < 4

para cada € > 0y para cualquier par de M-particiones P; y P, de I subordinadas a y'. Por
el criterion de Cauchy, Proposicion 2.1.2, la funcién f - yr es McShane integrable sobre
1. Por consiguiente, f es McShane integrable sobre E' y

My [ £=n) [ £

Puesto que E era un subconjunto medible arbitrario de /, entonces, concluimos que f es

McShane integrable sobre cualquier subconjunto medible de /. Esto termina la prueba.
]






La integral de Bochner y la
integral de McShane

Capitulo

En este capitulo hemos introducido la integral de Bochner que, en realidad, es una
extension de la integral de Lebesgue a funciones que toman valores en un espacio de
Banach arbitrario, como el limite de integrales de funciones simples. Dicha integral fue
ideado por S. Bochner (1899-1982). En la primera seccion hemos analizado algunos
resultados elementales de las funciones simples y la integral de funciones simples que
vamos a necesitar en las secciones posteriores. La segunda seccion estd dedicada a
la construccion de la integral de Bochner, mientras que, en la tercera secciéon hemos
presentado algunas propiedades basicas de la integral de Bochner. En la cuarta seccion
hemos introducido las nociones de una funcién fuertemente medible o débilmente
medible y, ademds, algunos resultados importantes sobre estos conceptos. En la quinta
seccion hemos empezado nuestra andlisis sobre la relacion que existe entre la integral de
Bochner y la de McShane. En efecto, en primer lugar, hemos probado que toda funcién
simple es McShane integrable y su integral coincide con la de Bochner. En segundo lugar,
hemos demostrado que toda funcién Bochner integrable es McShane integrable. Ademas,
hemos caracterizado a las funciones Bochner integrables mediante funciones que tienen la
propiedad S* M. Esto nos ha permitido deducir, facilmente, la equivalencia de la integral
de Bochner y la de McShane y, en particular, la equivalencia de la integral de Bochner
y la de Lebesgue, para funciones reales de una variable real. En la sexta seccion hemos
dado otras condiciones suficientes mas convenientes para que una funcion sea Bochner
integrable. Mientras que, en la dltima seccion hemos analizado algunas propiedades
interesantes de la integral de Mcshane y hemos presentado un ejemplo de funcién que
es McShane integrable, pero no Bochner integrable. De esto se sigue que la integral de
McShane es una extension propia de la integral de Bochner y, de esta manera, hemos
culminado nuestro andlisis sobre la relacion entre la integral de McShane y la de Bochner.

Estos son los textos que hemos utilizado para escribir este capitulo: [2], [6], [9],
[14], [17], [19], [24] y [28]. De entre ellos, destacamos el libro [24] y el articulo [14].
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3.1. Funciones simples e integral de funciones simples

En esta seccion se dan unas propiedades fundamentales que satisfacen las funciones
simples y la integral de una funcién simple que van a aparecer, frecuentemente, en
este capitulo. La mayoria de estas propiedades parecen obvias cuando se interpretan
geométricamente. Por esta razon, las demostraciones de estas propiedades no aparecen
como teoremas o proposiciones. En cuanto a las funciones simples, la primera propiedad
establece que la clase de las funciones simples ¢ : I — X es un espacio vectorial sobre
R, mientras que la segunda viene a decirnos que la norma de una funcién simple sigue
siendo una funcién simple (en este caso X = R). En lo que respecta la integral de una
funcion simple, hemos presentado la propiedad de linealidad, la propiedad de monotonia
con respecto al integrando y otras de sus propiedades como funcién de conjuntos.
Finalmente, hemos introducido una seminorma en la clase de las funciones simples.

Recordemos que una particion medible de I es una coleccién finita {Ey,...,E,} de
subconjuntos medibles incluidos en I que son disjuntos dos a dos y tales que

[=E/U---UE,.

Definicion 3.1.1. Una funcion ¢ : I — X se llama funcion simple si, y solamente si, se
puede escribir en la siguiente forma

qD :xlel —|—...+xann7
donde {E\,...,E,} es una particion medible de I y xy,. .. ,x, son elementos de X.

Denotaremos por S([0, 1],X) el conjunto de todas las funciones simples ¢ : I — X. Es
una tarea sencilla establecer que S([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R. En efecto,
sean @, ¢ € S([0,1],X) que tienen las siguientes representaciones:

0=y xixe, y 0= yixe,
i=1 =

donde {Ey,...,E,} y {F1,...,Fy} son particiones medibles de I y los correspondientes x;
son elementos distintos entre si de X, asi también como los y;. Luego, evidentemente, el
conjunto {E;NF;:1<i<n,1 < j<m} esunaparticién medible de /. Asi pues,? €I si, y
solamente si, r € E;NFj para algtn (i, j) € {(i,j) : 1 <i<n,1< j<m}.Por consiguiente,

EXEDY

i=1j

(xi +yj)xXEnF; € S((0,1],X). 3.1
1

m
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El hecho de que o - ¢ € §(]0,1],X) para cualquier @ € R se comprueba mds facilmente.
Esto prueba que S([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R. Igualmente, por un
razonamiento similar al que acabamos de hacer, si @, ¢ € S([0, 1], R), entonces,

o-yv=Y Y (xi-y))xenr, € S([0,1],R). (3.2)
i=1j=1

Asimismo, si ¢ es una funcidn simple que tiene la siguiente representacion

O =Xx1XE, + -+ XuXE,>

donde {E,...,E,} es una particién medible de I y xi,...,x, € X. Entonces,

Il = letllxe, 4+ bl xE, (3.3)

también es una funcion simple (en este caso X = R). A continuacion introducimos la
integral de funciones simples y algunas de sus propiedades que usaremos en este capitulo.

Definicion 3.1.2. Supongamos que ¢ : I — X es una funcion simple que viene dada por
n
Q= Z Xk XEj
k=1

donde {E\,...,E,} es una particion medible de I y xi,...,x, son elementos de X.
Entonces, su integral sobre I se define como:

/‘P = ika(Ek)-
I k=1

Ademds, si E C I es medible, entonces, O 1= Q- Xp = Y. Xk XE,nE €S también una
funcion simple y definimos la integral de ¢ sobre E como:

[0 fo-

Es un ejercicio sencillo establecer que la integral que acabamos de definir para
funciones simples estd bien definida. En efecto, supongamos que ¢ € S([0,1],X) tiene
dos representaciones, digamos, ® = x| Yg, +-- -+ X, XE, Y ¥ = Y1 XF, + - +YmXF, donde
{E1,...,E,} y {F1,...,Fy,} son dos particiones medibles de I y los correspondientes
x; son elementos distintos entre si de X, asi como los y;. Ademds, podemos suponer
y, asi lo haremos, que los x; y y; no son nulos, ya que, en caso contrario podemos
eliminarlos de las sumas anteriores. Sin pérdida de generalidad, supongamos que la
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coleccion {E;NF;: 1 <i<n,1 <j<m} no contiene el conjunto vacio porque, de no
ser asi, podemos quitarlo de la coleccion. Ahora observemos que si ¢ € E; N E; para algin
(i,7) €{(i,j): 1 <i<n,1 < j<m}, entonces, x; = ®(t) = y(t) = y;. También, notemos
que E; = UTZI(E,-HFJ-) yFi=UL(EinF;)paracadal <i<ny 1l < j<m. Ademis,
como {E;NFj:1<i<n,1 < j<m} esuna particién medible de /, se sigue que

/zq):i_ilx"“(E") Z;xiu< <EmF,~>) =Y Y wu(ENF)

i=1j=1
(iL:_JI(EiﬂFj)) = j:iyju(Fj) _ /11,,,

Asimismo, no es una tarea dificil ver que la integral de funciones simples que acabamos
de definir es una aplicacion lineal [ : S([0,1],X) — X. En efecto, puesto que S([0, 1],X)
es un espacio vectorial sobre R, resulta que ® + v, a® € S([0,1],X) paratodo o € Ry

/IcI>+/Iw= ixiﬂ(Ei)‘l’j_iYJ“( sz (U (Ei ij)) + iyjﬂ(O(EiﬂFj>)

j=1 =1 i=1

:Zix,',u(EiﬂFj)-i—ZZyj[.L(EiﬂFj):ii x,+yj EﬂFj)

1j=1 i=1j=1 i=1j=1

yaque,P+y=3)" IZJ 1(x,—i—yj)xEmF por (3.1). El hecho de que

/o@:a/tb
1 1

es mucho muy fécil de comprobar. Igualmente, si A,B C I son conjuntos medibles y
disjuntos, entonces, Yaup = X4 + X y de la linealidad de la integral se sigue que

//4UB¢:A¢+/19¢' (3.4)

En el caso especial en que X = R, es evidente que si @ > 0, entonces,

n
/cp =Y xiug, > 0. (3.5)
! i=1

Como consecuencia de esto dltimo y la linealidad de la integral, si y < &, entonces,

lwgz@ (3.6)
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De (3.4) y (3.5), se deduce que si A C B C I son conjuntos medibles y @ > 0, entonces

A¢g4@ (3.7)

Ahora bien, supongamos E C I es un conjunto medible. Entonces,
Pp =P g = X1 XENE, T T XuXENE,-

De esto ultimo y de la definicion 3.1.2, concluimos que

/Ecp\:H/IcpE < Ylbslu(EnE) = @l 69

Vamos a terminar esta seccion con un resultado que nos permite definir una seminorma
sobre el espacio vectorial S([0, 1],X).

Y i (ENEg)
k=1

Proposicion 3.1.3. La aplicacion ||.||1 : S([0,1],X) — [0,0) definida mediante

ol = (ol

1

satisface las siguientes propiedades:

(a) ||@||1 > 0 para todo ¢ € S([0,1],X),

(b) llaelli = |a|-||@||i para todo ¢ € S([0,1],X) y ¢ € R,
(c) llo+olli <llelli +I|¢[|1 para todo ¢,¢ € S([0,1],X).

Demostracion. Dado que ||@|| > 0 para todo f € S([0,1],X), ||o|l1 > 0 por (3.5).
Ademis, por el hecho de que S([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R y (3.3), tenemos

ool = |- ||

es una funcién simple. Puesto que el operador | es lineal sobre S([0, 1], X), entonces

leeolli = [llagll = [ lal-ligll = o [ lloll =l lIglh:

Finalmente, supongamos que @, ¢ € S([0,1],X). Observemos que ||@+ || < ||o||+||9]|-
Luego, de (3.6) y la linealidad de [ sobre S([0,1],X) se sigue que

<ol = [llo+oll < [Alel+liolb= [lioll+ [l16] = liglh-+1l61]:
[

Observemos que la aplicacién ||.||; no es una norma sobre S([0, 1],X). Por ejemplo,
si @ =x- ¥, conx €X yt el tal que ||x|| # 0. Entonces, ||@[|; = x-p({t}) =0, sin
embargo @ # 0. Luego, ||.||1 es una seminorma que llamamos L-seminorma '.

"Esta terminologia aparece en el libro [24]
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3.2. Construccion de la integral de Bochner

En la definicién 3.1.2, hemos definido la integral de una manera muy natural para
funciones simples. En esta secciéon vamos a extender dicha definicién a una clase mas
amplia de funciones que llamaremos funciones Bochner integrables. En primer lugar,
hemos empezado definiendo lo que entendemos por dos sucesiones equivalentes y una
sucesion de L-Cauchy en el espacio (S([0,1],X),]|.||1). Luego, hemos probado que el
limite de la integral de cualquier sucesion de L-Cauchy en (S([0,1],X),[|.||1) es un
elemento de X. Después, hemos demostrado que si dos sucesiones en (S([0,1],||.]|1)
son equivalentes, entonces, los limites de sus integrales son iguales y si dos sucesiones
en (S([0,1],|]-]]1) convergen puntualmente hacia alguna funcién, resulta que son
equivalentes. Esto nos ha permitido definir, sin ninguna ambigiiedad, la integral de
Bochner. Ahora pasamos a definir estos nuevos conceptos que acabamos de mencionar.

Definicion 3.2.1. Una sucesion (¢,), C S([0,1],X) se llama L-cero si, y solamente si,
tim lgulls = .

Ademds, dos sucesiones (Qp)n, (0n)n C S([0,1],X) se llaman equivalentes si, y solamente
si, su diferencia (@, — ¢p)n es L-cero. Asimismo, una sucesion (¢,), C S([0,1],X) se
llama de L-Cauchy si, y solamente si, para todo € > 0, existe un N € N tal que

||®n — Oml||1 < € para todo m,n > N.

Lema 3.2.1. Sea (¢,), C S([0,1],X) una sucesion de L-Cauchy. Entonces, existe una
subsucesion (@, )k de (¢n)n que converge puntualmente en casi todo punto a una funcion
f 1 — X. Ademds, para todo € > 0, existe un conjunto E C I medible con W(E) < € de
manera que (Qy, )x converge uniformemente sobre I \ E.

Demostracion. Puesto que (¢,), € S([0,1],X) es una sucesion de L-Cauchy, entonces
para cada k € N existe un n; de manera que si n,m > ny, entonces

1
@0 — |1 < 5%k

Notemos que podemos suponer, y asi lo haremos, que la sucesion (ny ), es estrictamente
creciente. Por consiguiente, si fijamos k € N y tomamos m > k, entonces ny,n,, > n; y

1
|| @n, = Ol < 22k

Nuestra tarea, en primer lugar, consiste en demostrar que la serie

gk

(q)”i+1 (t) — P (t))

i=1



3.2 Construccion de la integral de Bochner @

converge absolutamente en casi todo ¢ € I hacia algin elemento de X y que dicha
convergencia es uniforme salvo en un subconjunto de / de medida arbitrariamente
pequena. Para ello, para cada k € N, definimos el siguiente conjunto

M= {1 131100 (0= 00112 5 b = 19000 = @011 (1/2,).

Obviamente, M es un subconjunto medible de 7, ya que, ||y, — @5, || : I — R es una
funcioén simple y, como consecuencia, es medible Lebesgue sobre /. Por consiguiente,

1 1 1
ﬁ'u(Mk):/Mk?S/Mqu)”kH_q)”kHS/IHq)nkH_q)”kH§||(p”k+l_(p”k”1<ﬁ'

Por lo tanto, esta cadena de desigualdades nos permite concluir que
1
u(My) < 2 para cadak > 1. (3.9)

Ahora fijemos un k € N y definimos el siguiente conjunto
Ne = M;. (3.10)
i=k

Entonces, Ny es subconjunto medible de I por ser una unién numerable de subconjuntos
medibles de 1. Ademads, t & Ny si, y s6lo si, t ¢ M; para cada i > k y, como consecuencia,

1 1
|| @y, (1) — @, (2)]] < > < 5

paracadai > k. Luego, laserie ).~ , (q),,l. () =y, (t)) es absolutamente y uniformemente
convergente para todo ¢ ¢ N, con k arbitrario. Ademas, de (3.10) y (3.9) se sigue que

o)

o 1 1
HNG) < ) (M) < Y 55 = 5 (3.11)
i=k i=k

para cada k € N. Ahora fijemos un € > 0.

= De (3.11), resulta que existe un ko € N tal que u(Ny) < € si k > k.
= Pero, también, sabemos que la serie ¥'7°; (@y,,, (f) — @y,(f)) es absolutamente y
uniformemente convergente para todo t ¢ Nj con k arbitrario.
Luego, en particular, i(Ny,) < € y la serie Y2, (@n,, (t) — @,(1)) es absolutamente y
uniformemente convergente para todo ¢ € Ny,. De esto se sigue que la serie

8

(%iﬂ (t) — On; (t))

=1
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es absolutamente y uniformemente convergente para todo t € I\ Ny, y U(Ng,) < €.
Esto termina la primera parte de la prueba. Tomando N = N, vamos a probar que la
subsucesion (@, ) converge uniformemente hacia la funcion f : I — X definida mediante

f@)=ou(t Z Pniy (1) = ni (1))
en I\ N. Para ello, empezamos observando que, para cada ¢ € I, tenemos
k—1
(Pnk(t) = On, (t) + Z((pni+] (t) - (pni(t))7 k> 27
i=1

ya que, la suma del lado derecho de la igualdad anterior es una suma telescépica. Luego,

176 0 011 = | (00,0 # X900 <pn,(>))—(qonl<t>+k21<<pn,.ﬂ(r>—<pn,.<t>>)H

i=1

Y Guns (1) — \<Z||<pn,ﬂ ol
i=k

Ademds, puesto que la serie Y'7° | (@n,,, (f) — @, (1)) es absolutamente y uniformemente
convergente para todo ¢ € I\ N, entonces, para cada € > 0, existe un ko € N tal que

k> ko= Z||(Pni+1(t)_q)ni(t>|| <é&

i=k

para todo t € I\ N. Por consiguiente, || f(¢) — ¢y, (t)|| < € paratodo t € I\ N siempre que
k > ko. La prueba es completa. ]

Lema 3.2.2. Sean (¢,)n, (9n)n € S([0,1],X) dos sucesiones de L-Cauchy, entonces:
(a) Existe el limite h;m JionenX.
n—>o0
(b) Si (@n)ny (0n)n equivalentes, entonces Iim Jion= lgn J; On-
n—roo n—oo

(c) Si (®n)ny (@n)n convergen en casi todo punto hacia una funcion f : I — X, entonces
son equivalentes y, por lo tanto, por (b) tenemos

Jim [ on = tim [
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Demostracion. (a) Como (¢,), C S([0,1],X), entones, para cada n,m € N, tenemos

|f= o =] S

Por esto dltimo y el hecho de que (¢,), es una sucesion L-Cauchy, concluimos que
( I (pn)n es una sucesion de Cauchy en X. Por consiguiente, existe el limite lim [, ¢,,
n—soo

o) | < [ 192 0nll = 1102~ 0.

ya que, X es un espacio de Banach y, en particular, es completo.
(b) Fijemos un € > 0. Entonces, por el hecho de que (¢,), y (¢,), son equivalentes y el
apartado (a), existe un N € N tal que si n > N, resulta que

1o =dulli = [ llou—gll <.

Jon=1im [ o, J6u—tim [,

Estas tres estimaciones nos permiten deducir que

tin [ 9~ lim [0, “(gggo/lwn—/]¢N)+(/le—/l¢N)
+(/]¢N—}}g§°/l¢n) ‘

1fm/(Pn—/<PN +H/<PN—/¢N

n—oo I

+||im [ 9= [on]| <3e.

Dado que la desigualdad anterior es cierta para todo € > 0, entonces, concluimos que

ey

lim [ ¢, = lim / ()

n—oo n—soo

(c) Para cada n > 1, sea y, = @, — ¢,. Entonces, por hipoétesis, ll;rn Y, (t) = 0 en casi
n—oo

todo ¢ € I. Puesto que S([0, 1],X) es un espacio vectorial sobre R, resulta que

(W) € S([0,1],X).

Ademds, observemos que (), es una sucesion de L-Cauchy, ya que,

W0 — Wl 1 < 1| @n — Ol |1 + 1100 — G| |1
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para todo n,m € N y que tanto (¢, ), como (¢, ), son sucesiones de L-Cauchy. Por lo
tanto, sélo falta por probar que H_r)n ||wx|[1 = 0. Para ello, fijemos un € > 0. Entonces,
n—soo

por ser (), una sucesién de L-Cauchy, existe un N € N de manera que
n,m>N=||W, — yull1 <e.

Por el Lema 3.2.1, existe un conjunto medible E C I y una subsucesion ()i de

(Wn)n que converge uniformemente en I \ E tal que (E) < €. Evidentemente, puesto

que lim y,(t) = 0 en casi todo ¢ € I, resulta que (Y, ); converge uniformemente
n—oo

haciaOen I\ E y u(E) < €. Luego, existe un kg € N de manera que
k>ko=ng>nm, >N y |[ly,(t)]| <& paratodotcl\E.

Por consiguiente, si k > kg, resulta que

vl = [l = [ vl [ v

A B AN} B G AL N By AN )

< (11w, — Wiy I + 1T\ E)) + (Hllfnk = Wi |1 +S;1€153||Wnko(t)|!u(E))

<e(3+sullva, 0]).

tel

Como & > 0 era arbitrario, entonces, kh’m || Wi, ||1 = 0. Luego, de nuevo, existe un ky
—o0

tal que ng, = Ny ||y |1 < €. Porlo tanto, si n > N, entonces

Wall1 < ||Wn_Wnk0||1+||Wnko||l <2¢

para todo € > 0. De esto se sigue que 11’_r>n ||wn||l1 =0y la prueba es completa.
O
El apartado (a) del lema 3.2.2 nos permite asignar a cada sucesién (¢,), € S([0,1],X)
de L-Cauchy un x(y, ) € X definido por x(, ) = h’_r)n J; ©. Mds aun, por el apartado (b),

dicho elemento de X es tnico para todas las sucesiones de L-Cauchy que son equivalentes.
Esto nos permite presentar los siguientes conceptos.

Definicion 3.2.2. Supongamos que [ : 1 — X es una funcion cualquiera. Decimos que
una sucesion (@), € S([0,1],X) de L-Cauchy determina f si, y solamente si,

lim ¢, (z) = f (1)

n—soo
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en casi todo t € I, con respecto a la norma ||.||, es decir

1im [|gu(1) — £(0)]| =0

en casi todo t € I. Ademds, decimos que f es Bochner integrable si, y solo si, existe una
sucesion (@), € S([0,1],X) de L-Cauchy que determina f y su integral viene dada por

A= i o
Denotaremos por B([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : I — X que son

Bochner integrables sobre 1. Ademads, por el Lema 3.2.2, si f € B([0, 1],X), entonces, el
elemento A de la definicion anterior es Unico y serd representado por el simbolo

A:(B)/If.

Asimismo, en general, si £ C [ es un conjunto medible, decimos que f es Bochner
integrable sobre E si, y solamente si, f - Yg es Bochner integrable sobre I y, escribimos,

®) [ 1=®) [ 110

En nuestra presentacion de la integral de Bochner, hemos seguido los libros [19] y [24].
Sin embargo, la integral de Bochner puede encontrarse en muchos libros clasicos de
Analisis Funcional e Integracion Vectorial como, por ejemplo, [6] o [28]. A continuacién
presentamos algunas propiedades bdsicas de la integral de Bochner.

3.3. Algunas propiedades elementales

En esta secciéon hemos probado unas propiedades bésicas de la integral de Bochner
que vamos a utilizar en secciones posteriores de este trabajo. En primer lugar, hemos
demostrado que el conjunto B([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R y la integral
de Bochner es un funcional lineal sobre él. Ademas, hemos probado que la integral de
Bochner es una integral absoluta, es decir, la norma de una funcién Bochner integrable
sigue siendo Bochner integrable. En segundo lugar, hemos definido una seminorma sobre
el conjunto B([0,1],X) y hemos demostrado que el espacio (S([0,1],X),]|.||1) es denso
en (B([0,1],X),]].||1) y este dltimo es un espacio completo. También, hemos probado la
monotonia de la integral de Bochner con respecto al integrando. En tercer lugar, hemos
deducido una definicidn alternativa de la integral de Bochner que es la que suele aparecer
en la mayoria de los libros clédsicos sobre Andlisis Functional e Integracion Vectorial.
Finalmente, hemos acabado la seccion con algunas propiedades elementales de la integral
de Bochner que necesitaremos en lo que queda de esta memoria.
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Proposicion 3.3.1. El conjunto B([0,1],X) es un espacio vectorial sobre R y la integral
de Bochner es una aplicacion lineal sobre B([0,1],X).

Demostracion. Sean f,g € B([0,11,X) y (@n)n,(¢n)n C S(]0,1],X) dos sucesiones
cualquieras que determinan f'y g, respectivamente. Sean o, 3 € R. Notemos que

(@ + Bn) (1) — (of +Bg)(0)[| < el - [|@n(t) = f ()] + Bl - [|@n(r) —g(1)]]
para cada n € Ny para todo ¢ € I. Ademads, por la Proposicion 3.1.3, tenemos
(0t @n — BOn) — (00@m—BOm)|[1 < || |[@n— @ml[1 + B [[¢n — O]l

para cada n,m € N. Por consiguiente, lim ||(a@, + B¢,)(¢) — (af + Bg)(t)|| = 0 en casi
n—>o0

todor €7y Tim_ (@@, —Bow) — (ot — Bém)ll1 = 0. ya que. (@) y (§)y determinan

/'y g, respectivamente. Esto prueba que (a@, + B¢,), C S([0,1],X) determina . f + Bg.
Esto dltimo nos permite concluir que af + Bg € B([0,1],X) y, por definicién,

lim [ (g, —Bo,) = (B) /I(af+ﬁg)-

n—oo Jr1

Asimismo, por la linealidad de la integral sobre los elementos de S([0, 1],X), resulta que

/I(a(Pn+ﬁ¢n):/Ia¢n+/lﬁ¢n:a/[¢n+ﬁ/l¢na n>1.

También, puesto que 11’_r>n [ion=(B)[;fy lf_r)n J; 9. = (B) J; 8. entonces
n—oo n—oo

(B) [(as+Be) = lim [(ap,+Bo) —alim [ fiBlim [g,=a(B) [f+B®) [
La prueba es completa. [

Lema 3.3.1. Supongamos f € B([0,1],X) y (¢)n C S([0,1],X) es una sucesion que
determina f, entonces, ||f|| : I — R es Bochner integrable sobre 1y (||@,|]), C S([0,1],R)
es una sucesion que determina || f||. Ademds, en este caso, tenemos

@) f1s11=tin [l = tin ol > ||) [ 1] <@ [

Demostracion. Observemos que, para cada n € N, ||@,]| : I — R es una funcién simple

por (3.3). Ademads, para cada n,m € N, ‘H(pn - (pmH‘ <||@n — @m|| y por (3.6), tenemos

i =tio]| = [0~ l1gull[ < [110: = @nll=ll0u=gulli. 312
1
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Como (¢,), es una sucesioén de L-Cauchy, entonces, dado € > 0, existe un N € N tal que
n,m >N = ||, — Q|1 < €.

Por consiguiente, teniendo en cuenta (3.12), concluimos que

n,mzN:»HHwnn—nmmH <e.
1

Esto demuestra que (||@,]|), € S([0,1],R) es una sucesion de L-Cauchy. Ademas, como

'II%II—IIfII'SII%—fII

paracadan € Ny que h’_r)n ||@n(2) — f(2)|| = 0 en casi todo ¢ € I, entonces
n—roo

Tim [|@a ()] = |1/ ()|

en casi todo ¢ € I. Por lo tanto, (||¢@,||)» € S([0,1],R) determina || f|| y, por definicién,

®) [ 11711 = lim [l1gu]l = lim g1

Ademas, para cada n € N, por (3.8), tenemos que

| [or] < [itou

Asimismo, puesto que lim [; @, € X y lim [, ||@,|| € R, por el Lema 3.2.2, resulta que
n—oo n—oo

pu— {; < {; pu—
[0 [1]| <1 f o] < i [0 = @) f111
ya que, la norma ||.|| es una aplicacion continua. Esto acaba la prueba. O

Observemos que si f € B([0,1],X), entonces, existe una sucesioén (¢,), C S([0,1],X)
de L-Cauchy que determina f. Ademds, por el Lema 3.3.1, (||@,||)» € S(]0,1],R) es una
sucesion de L-Cauchy que determina ||f]||. Luego, por el Lema 3.2.2, lim ||@,||; existe y

n—yoo

no depende de la eleccion de la sucesion (¢, ),. Asi pues, la seminorma ||.||; definida en
la Proposicién 3.1.3 sobre S([0, 1], X) la podemos extender al conjunto 5([0,1],X).



Q La integral de Bochner y la integral de McShane

Proposicion 3.3.2. La aplicacion ||.||; : B([0,1],X) — [0, ) definida mediante

Uil = ®) [ 11£11 = i Il

donde (¢,), C S([0,1],X) es cualquier sucesion de L-Cauchy que determina f, satisface
las siguientes propiedades:

(a) ||f]l1 = 0 para todo f € B(]0,1],X),
(b) ||ocf]|1 = |al|-||f]|1 para todo f € B([0,1],X) y o € R,
(c) [If+gll < |Iflli +|gllt para todo f,g € B([0,1],X).

Demostracion. Supongamos que (¢,), € S([0,1],X) es una sucesién que determina f.
Entonces, para cada n € N, ||¢@,||; > 0 por la Proposicién 3.1.3. Por lo tanto,

=1f >
11l = lim [lgalli >0
y es finito por el Lema 3.2.2. De nuevo, por la Proposicién 3.1.3, sabemos que

[loc@all1 = [ot] - [[@all (3.13)

para cada n € Ny o € R. Ademads, como f € B([0,1],X), entonces, o.f € B([0,1],X)
por la Proposicién 3.3.1. Asimismo, observemos que como (¢, ), determina f, entonces
(0¢,), determina o f y, por consiguiente, por el Lema 3.3.1, resulta que

Ul = (&) 1111 = Yim Lol v llecflls = (B) [llecfl] = lim [lagli G.14)
Las igualdades dadas en (3.14) y (3.13) nos permiten concluir que
oI Z(B)/Haﬂl = lim |[e@,[[1 = |of - lim [[@a|[1 = !06|~(B)/Hf|| = loe|-[1f]1-
I n—soo n—soo I

Ahora supongamos que (@, )n, (¢n)n € S(]0,1],X) son dos sucesiones que determinan
fy g, respectivamente. Notemos, por la Proposicién 3.3.1, que f + g € B([0,1],X).
Asimismo, evidentemente, (¢, + ¢, ), determina f + g. Luego, por el Lema 3.3.1, tenemos

U +elli = (B) [(/+8) = lim 19+ dull1.

También, observemos que los tres limites 1im ||@,||1, im ||@,||; y lim ||@, + ¢n||1 son
n—oo n—oo n—oo

finitos por Lema 3.2.2. Asi pues, teniendo en cuenta la Proposicion 3.1.3, resulta que
U+l = [ 117+ gll = 1m [1gn =+ galli < Lim (llgull1-+1164111)

= 1im [gally+ 1im ligall = [I1£11+ [ gl = 117111+ gl

Esto acaba la prueba. [



3.3 Algunas propiedades elementales @

Lema 3.3.2. Sea f € By (¢,), € S([0,1],X) es una sucesion que determina f, entonces,
tim |1, — f1]1 = 0.

Demostracion. Puesto que (¢,), € S([0,1],X) es una sucesién de L-Cauchy, entonces
para cada € > 0 existe un ndmero natural N de manera que

n,m >N = ||fu— fulli <€ (3.15)
Abhora fijemos n > N y sea ¢y, := f, — fm € S([0,1],X), m > 1. Dado que

|lgm — gkllr = || fm — fil]:

para todo m, k € N, entonces, (¢,)m C S([0,1],X) es una sucesién de L-Cauchy. Ademas,
como 1lim ¢y, (1) = fu(t) — f(¢) en casi todo 7 € I, entonces (¢, ), determina f, — f y, por
m—sco

lo tanto, f, — f € B([0,1],X). Por consiguiente, teniendo en cuenta que n > N, tenemos
U= £l = 1im [[ul]1 = lim |1y~ full1 < €
por (3.15). Por consiguiente, 1im || f, — f||1 = 0. Esto finaliza la prueba. ]
n—roo

Corolario 3.3.1. Supongamos que f € B([0,1],X). Entonces, para cada € > 0, existe una
funcion @ : I — X perteneciente a S([0,1],X) tal que

If —olh <e.
Luego, el espacio S([0,1],X) es denso en B([0,1],X) con respecto a la seminorma ||.||;.

Demostracion. Como f € B([0, 1],X), entonces, existe una sucesioén (¢,), C S([0,1],X)
de L-Cauchy que determina f. Se sigue del Lema 3.3.2 que existe un N € N tal que

If —enlli <e.
Por lo tanto, podemos tomar @ := @y. [
A continuacién probamos que (B([0,1],X),||.||1) es un espacio completo.
Proposicion 3.3.3. El espacio (B([0,1],X),||.||1) es completo.

Demostracion. Sea (fy), una sucesion en (B, ||.||1). Entonces, para cada n elemento de
N, por el corolario 3.3.1, existe una funcién ¢, € S([0,1],X) C B([0,1],X) tal que

1
Hﬁ—%h<; (3.16)
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Observemos que, para cada n,m € N, @, — fu, fu — fm, fn — ®m € B([0,1],X) por la
Proposicion 3.3.1. Luego, por la Proposicion 3.3.2 y la desigualdad anterior, tenemos

@0 — @1 = |[(@n — fo) + (fuo = fin) + (fin — @) 1
<@n— fullt + 1 = fnllt + || fn — Ol 1

1 1
<=-+—+ an _mel-
nom
para cada n,m € N. Puesto que (f,,), es una sucesion de L-Cauchy, entonces,
Jim {19 — @ul[1 =0.

De esto se sigue que (¢,), € S([0,1],X) es una sucesion de L-Cauchy. Por consiguiente,
por el Lema 3.2.1, (¢,), contiene una subsucesion (¢,, ) que converge puntualmente en
casi todo punto a una funcién f : I — X. Ademads, notemos que existe un N € N tal que

Tim [[@n — ol = 0.
Luego, dado que, para cada k,s € N, tenemos || @y, — @n,| |1 < || @, — ON||1 + || O8N — On,] |1,

entonces, lim ||@,, — @, ||1 = 0. Por lo tanto, (¢, )r € S([0,1],X) es una sucesion de
§—>00

)

L-Cauchy. Asi pues, (¢, )« determina f'y, luego, f € B([0,1],X). Observemos que

1
o= 1l < o= Ol 1l e = Flly < 1 = fll

para cada k € N. La primera desigualdad es debido a la Proposicion 3.3.2, mientras que

la segunda a (3.16). ademds, como (¢y, )« es una sucesién de L-Cauchy que determina f,

entonces, por el lema 3.3.2, concluimos que klim ||@n, — 1|1 = 0. Como consecuencia,
—>00

1{ — =0.

lim [, — £l

Asimismo, puesto que (f;), es una sucesién de L-Cauchy, deducimos que
lim [|f — fI[1 =0,
n—soo

yaque, ||fn— fllt < ||fu — fuellt + 1|, — fI|1 para cada n,k € N. Esto termina la prueba.
]

Proposicion 3.3.4. Una funcion f : 1 — X pertenece a B([0,1],X) si, y solamente si,
existe una sucesion (@,), € S([0,1],X) tal que h;m Qu(t) = f(t) encasitodot €1y
n—yoo

1m (|, — £l = 0.
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Demostracion. Supongamos que f € B([0,1],X) y (@n), € S([0,1],X) una sucesién que
determina f. Entonces, H_r)n ¢, (t) = f(t) en casi todo t € I y, por el Lema 3.3.2, tenemos
Nn—o0

lim [l — £l =0.

Reciprocamente, supongamos que f : I — X es una funcién y que existe una sucesion

(on)n € S([0,1],X) tal que h;m Qu(t) = f(t) encasitodot €'y h;m llon — fll1 = 0.
n—roo n—oo

Para probar que f € B([0,1],X), s6lo queda por demostrar que la sucesion (¢,), es de

L-Cauchy. Para ello, notemos que, para cada n,m € N, ¢, — f y f — ¢, pertenecen a
B([0,1],X) por la Proposicién 3.3.1. Ademds, por la Proposicion 3.3.2, tenemos

@0 = Pmll1 < V[@n = Il +[1f = @l l1 = @0 = fll1 +[|@m = £l

para cada n,m € N. Por consiguiente, puesto que lim ||, — f||; = 0, entonces,
n—oo

lim {|@y — @n|[1 =0

n,m—soo
y la prueba es completa. ]

Observemos que, en realidad, la Proposicién 3.3.4 nos da una definicién alternativa
de la integral de Bochner que es equivalente a la Definicion 3.2.2. De hecho, dicha
definicion alternativa es la que suele aparecer en la mayoria de los libros clasicos de
Andlisis Funcional e Integracion Vectorial (consultar [6] o [28]).

Proposicion 3.3.5. Sea f: 1 — X tal que f(t) =0 en casi todo t € I. Entonces,

reB0.11X) v (8) [r=0

Demostracion. Sea M = {t € I : f(t) # 0}. Tomamos xo € X y definimos ¢, = xo - Xum,
para cada n € N. Evidentemente, 1im ¢, () = f(¢) en casi todo ¢ € I. Ademas, la sucesion
n—oo

(¢n)n de funciones simples es de L-Cauchy, ya que, para cada n,m € N, tenemos
190 — @m|[1 =0.
Por consiguiente, (B) [, f = li_r>n J; 90 =x0- (M) = 0. La prueba es completa. O
n—oo

Corolario 3.3.2. Supongamos que f : 1 — X Bochner integrable y g : I — X es tal que
f(t) =g(t) en casi todo t € I, entonces, g es Bochner integrable sobre I y

®) [1=® [
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Demostracion. De las proposiciones 3.3.5 y 3.3.1 se sigue que g — f € B([0,1],X) y
®) [(—1)=0. (3.17)

Ademas, por la Proposicion 3.3.1, resulta que g = (g — f) + f es Bochner integrable sobre
I. Luego, una nueva aplicacion de la Proposicion 3.3.1 y (3.17) nos permiten concluir que

®) [¢=®) [c-n+®) [r=®) [r
Esto termina la demostracion. [l

Proposicion 3.3.6. Supongamos que E C I es un conjunto medible y f € B([0,1],X).
Entonces, f- xg € B([0,1],X), es decir, f es Bochner integrable sobre E y

r}glgo/I%'XEZ(B)/]f'%E:/Efa

donde (@), es cualquier sucesion de L-Cauchy que determina f.

Demostracion. Sea (¢,), es una sucesion en S([0, 1],X) que determina f. Entonces,
Jm (@, - 2e)(1) = f(1) - xE (1)

en casi todo? €1y [|(@n-XE) = (@ XE)||1 = || (@0 — @) - X£|11 = | XE] - [| @0 — Pl |1, para
todo n,m € N. De esto se sigue que (¢, - x£)n C S(]0,1],X) es una sucesion de L-Cauchy

que converge puntualmente en casi todo punto hacia f - yg. Por consiguiente, (¢, - Xg)n
determina f - yg. Por tanto, f - xr es Bochner integrable sobre I y, por definicion,

lim [ gu-1e= (B) [ 2= (8) |
n—oo J1 1 E
Esto acaba la prueba. [

Proposicion 3.3.7. Supongamos que X =Ry f, g son Bochner integrables sobre I tal que
f < g sobre I. Entonces, la siguiente desigualdad es vdlida:

®) [1<® [s

Demostracion. Observemos que g — f > 0 sobre I. Ademds, puesto que f, g € B([0, 1],X),
por la Proposicion 3.3.1, tenemos g — f € B([0,1],X) y

®) [(e=1)=®) [s=B) 7.

Ademds, por la Proposicién 3.3.2, ||g — f||1 > 0. Por consiguiente,

le= 1l =®) [ls=11=®) [c==®) [s-®) [r=0

Esto nos da la desigualdad deseada y la prueba es completa. [
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3.4. Funciones medibles

En esta secciéon hemos introducido las definiciones de una funcién fuertemente
medible o débilmente medible y algunos resultados sobre estas nociones que volveran
a aparecer en secciones posteriores. El primero de estos resultados viene a decirnos que
el conjunto de todas las funciones fuertemente medibles es un espacio vectorial sobre
R, mientras que el segundo establece que la norma de una funcién fuertemente medible
sigue siendo una funcion fuertemente medible. El resto de los resultados esta dedicado a
la demostracion del teorema de Pettis y algunas de sus consecuencias.

Definicion 3.4.1. Una funcion f : I — X se dice que es fuertemente medible sobre I si, y
solo si, existe una sucesion (@), de elementos de S(]0,1],X) con la siguiente propiedad:

1im [|gu(1) — £(0)]] =0
encasitodot e l.

Hecho 3.4.1. Claramente, cualquier elemento de S([0,1],X) es fuertemente medible
sobre 1. Ahora supongamos que X = R. Entonces, cada ¢ € S([0,1],X) es medible
Lebesgue, ya que, la funcion caracteristica de un conjunto medible es medible Lebesgue
y el espacio de las funciones f : I — R medibles Lebesgue es un espacio vectorial sobre
R. En realidad, para funciones reales de variable real, la nocion de funcion fuertemente
medible es equivalente a la cldsica definicion de una funcion medible Lebesgue. En efecto,
si f es fuertemente medible sobre I, entonces, existe una sucesion (@), C S([0,1],X) de
funciones simples que converge puntualmente hacia f en casi todo punto. Pero, en este
caso, cada uno de los términos de la sucesion (@), es medible Lebesgue. Por esta razon,
f es medible Lebesgue. Reciprocamente, si [ es medible Lebesgue sobre I, pues, es un
hecho bien conocido que existe una sucesion de funciones simples que aproximan f. Por
consiguiente, f es fuertemente medible sobre 1. Para mds detalles sobre esta equivalencia
recomendamos al lector consultar [2], Corolario 7.2.3 y Teorema 7.2.10 .

Proposicion 3.4.2. El conjunto de todas las funciones f : 1 — X fuertemente medibles
sobre I es un espacio vectorial sobre el cuerpo de los niimeros reales.

Demostracion. Supongamos que f,g : I — X son dos funciones fuertemente medibles
sobre /. Entonces, existen dos sucesiones (¢ )n, (¢n)n C S([0,1],X) de manera que

lim [lga() = F(O] =0y lim [6a(1) — £(1)]| =0

en casi todo ¢t € . Puesto que, para cada n € N, tenemos

|1(@n(2) + Ba(t)) — (af (t) + Bg(1))|] < |otl||@ult) — £(2) 9n(1) —8(1)

+\m]
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Entonces, 11;m | (0@n(2)+Bdn(2)) — (e f(t)+Bg())|| = 0en casitodo t € I. Esto prueba
n—yoo
que o f + Bg es una funcion fuertemente medible sobre / y la prueba es completa. O]

Proposicion 3.4.3. Supongamos que f : I — X es una funcion fuertemente medible sobre
I. Entonces, la funcion ||f|| : I — R también es fuertemente medible sobre I.

Demostracion. Puesto que f es una funcion fuertemente medible, entonces, existe una
sucesion (¢,), € S([0,1],X) que converge hacia f en casi todo punto. Sin embargo, por
(3.3), paracadan € N, ||@,|| : I — R es también una funcién simple. Por consiguiente, para
que || f|| sea fuertemente medible, sélo falta por demostrar que nlgrolo l@a(2)|| = ||f(2)]| en

casi todo ¢ € I. Pero, esto no es dificil de ver, ya que, para cada n € N, se cumple que

'prn(r)H . ||f<r>|r] < [lou(t) — £

para todo ¢ € I. Como lim ||@,(¢) — f(¢)|| = 0 en casi todo ¢ € I, entonces resulta que
n—oo

1i_r>n |0 (2)|| = ||f(z)||] encasotodot el
n—oo
Por consiguiente, ||f]|| es fuertemente medible sobre /. Esto termina la prueba. O

Definicion 3.4.4. Una funcion f : 1 — X se llama débilmente medible sobre I si, y
solamente si, para cada x* € X*, la funcion x* o f : [ — R es medible sobre I.*

En lo que sigue, cuando decimos que una funcién es fuertemente medible (débilmente
medible) se sobreentiende que es fuertemente medible (débilmente medible) sobre 1.
Ademas, para funciones reales de una variable real, cuando decimos que una funcion
es medible nos referimos a que es medible en el sentido de la Definicion 3.4.1 o en
la cldsica definicion de una funcion medible, ya que, por el Hecho hecho3.4.1, ambas
definiciones son equivalentes. Ademds, la nocion de funcion fuertemente medible que y
la de débilmente medible estin estrechamente relacionadas. La relacion viene dada por el
conocido teorema de Pettis que se presenta a continuacion.

Las pruebas del Lema 3.4.1, la Proposicion 3.4.5 y el Teorema 3.4.6 utilizan las ideas de
[6] y [17]. Otra forma de probar el teorema de Pettis se puede encontrar en [19] o [24].

Lema 3.4.1. Supongamos que f : 1 — X una funcion y xo € X. Ademds, supongamos
que f débilmente medible y existe un conjunto N C I de medida nula tal que f(I'\N) es
separable. Entonces, la funcion ||f —xo|| : I — R es medible.

?En el sentido de la cldsica definicién de una funcién medible, es decir, f~!((a, +o0)) = {t €1: f(t) > a}
es un subconjunto medible de / para cada a perteneciente a R.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer, y asi lo haremos, que xg =0
y N = (. Observemos que podemos suponer también que el espacio X es en si mismo
separable, ya que, de lo contrario, podemos reemplazamos X por el subespacio lineal
cerrado mas pequefo que contiene f(I). Por consiguiente, por hipdtesis, existe una
sucesion (x,), C X tal que el conjunto D := {x, : n € N} es denso en f(I). Sin pérdida
de generalidad, podemos suponer, y asi lo haremos, que el elemento 0 de X no pertenece

a D. Luego, para cada n € N, por el teorema de Hahn-Banach, existe un x;, € X* tal que

[|[x5 ]|« = 1y x5(x) = ||xn]|- Puesto que f débilmente medible, entonces, para cadan € N,

x;; 0 f es una funcion medible. Como consecuencia, para cada n € N, |x;; o f| es una funcion
medible. Asi pues, la funcién sup,, |x); o f| : I — R definida mediante

sup |x;, o f|(1) = sup{|x;, (f(1))] : n € N}
n
es también medible. Para ver que || f|| es medible, vamos a probar que

sup |, o f|(r) = ||f(#)[|  paracadat el (%)

En efecto, sea fy € I. Observemos que, para cada n € N, se cumple que

e (f @) < [ [~ [1f ()| = [1f (o) -

Por tanto, la validez de la desigualdad anterior para cada n € N nos permite concluir que
sup x;, o f|(to) < [|f (t0)]]- (3.18)
n

Ahora puesto que f(tp) € f(I) y D es denso en f(I), entonces, existe una sucesion (xi); C
D tal que l}l’m xx = f(t). Esto ultimo y el hecho de que, para cada n € N, x es continua
—>00

nos permiten deducir que: para cualquier € > 0, existe un K € N tal que
e (f(20)) =2, (xx)[ <&y |l — f0)]| <e.
En particular, tomando n = K en la primera de las desigualdad anteriores, tenemos
ik (f(10)) —xg(xx)| <&y [xx—f(w0)]| <e.
Por consiguiente, teniendo en cuenta que xx (xgx) = ||xk||, resulta que
5 (£100)) 17 0)I] < ¥kl (10)) i () |+ i () = 11 £ to)

=[x (0)) = 2 (i)l + | [l = 11 o)l
< |xk (f(t0)) — xk (xx)| + [|xx — f(20) || < 2¢
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para cualquier € > 0. Esto demuestra que xx (f(t0)) = || f(#0)|]- De esto se sigue
|1f (t0)[| < suplxy o f1(to)- (3.19)
n
Abhora bien, teniendo en cuenta las desigualdades dadas en (3.18) y (3.19), tenemos

sgp\xZOleo) = [|f(t0)]]-

Puesto que #( era un elemento arbitrario de 7\ N, entonces, concluimos

sup |x,, o f|(t) = [|f(1)[|  paracadar el
n

y (%) se cumple. Por lo tanto, || f|| es medible. Esto acaba la prueba. O

Proposicion 3.4.5. Supongamos que f: 1 — X es débilmente medible y existe un conjunto
N C I de medida nula tal que f(I\ N) es separable. Entonces, para cada € > 0, existe
una funcion medible h : I\ N — X definida mediante

ht) = 21 xt, (1)

donde para cada n € N, E, C I es un conjunto medible, x,, € X, E, NE,, = 0 para todo
n#myparacadat € I\N, ||f(t)—h(r)|| < €.

Demostracion. Por nuestra hipétesis, existe un conjunto N C [ de medida nula y una
sucesion (x,), C X tal que el conjunto D := {x,, : n € N} es denso en f(I\ N). Luego, por
el Lema 3.4.1, para cada n € N, la funcién f, : I — R definida mediante

Iu(t) = {1 f(t) = xal|
es medible. Fijemos un € > 0y, para cada n € N, definimos el siguiente conjunto:
F,={t€I\N: f,(t) < €}.

Notemos que, para cada n € N, F,, es medible y u(F,) < u(I) < +oo. Ahora vamos a
probar que I\ N = |J;,_; F,. En efecto, supongamos #y € I\ N. Entonces, tenemos que

f(to) € f(I\N). Luego, puesto que D es denso en f(I\ N), entonces existe una sucesion
(zn)n de elementos de D tal que lim z, = f(f). Como consecuencia, existe un ny € N tal
n—soo

que fn, (1) = ||f(t0) — zn,|| < €, es decir, 1y € F, C Uy Fy. Como 1 € I era arbitrario,
resulta que I \ N C |J;_; F;,. Pero, evidentemente, | J;._, F, C I\ Ny, por consiguiente,

I\N=JF.
n=1
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Ahora vamos a formar una particién del conjunto 7\ N definiendo los siguiente conjuntos:

E, =F,
E,=Fk\F,

n—1
En:Fn\<UFk),n22.
k=1

Por construccién, (E,), es una sucesién de conjuntos medibles, disjuntos y

UE.=JF=I\N.
n=1 n=1
Para demostrar que f es medible, para cadan € N, sea ¢, : I \ N — X definida mediante
n
Pu(t) = ) i, (8).
k=1
Observemos que la funcién i : 1\ N — X dada por A(t) = lim ¢,(r) es medible, ya que,
n—oo
h’_r)n l|@n(t) —h(t)|| =0 paracadarc€I\N y (¢,), CS([0,1],X).
n—oo
Con esto queda establecida la prueba de la primera parte. Ahora sea g perteneciente al

conjunto / \ N. Entonces, existe un unico ng € N tal que ¢t € E,, ya que, los E, son
disjuntos. Por consiguiente, concluimos que /(tp) = xp,. Asimimos, puesto que

np—1
E,, = n0\<UFk>n022 y Ei=HF,

k=1
entonces, ty € Fy,. Luego, fn,(t0) = ||f(f0) —x4,|| < €. Como consecuencia, tenemos
|1 (20) = h(t0) || = [1f (t0) — xuy| < €.
Como 1y era un elemento arbitrario de I \ N, entonces, para cadat\ N € I,
1f () = r(2)]| <e.
La prueba es completa. [

Ya poseemos todos los resultados previos necesarios para probar el teorema de Pettis.
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Teorema 3.4.6 (Pettis). Una funcion f : 1 — X es medible si, y solamente si, es débilmente
medible y existe un conjunto N C I de medida nula tal que f(I\ N) es separable.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién medible. Entonces, existe una sucesion
(¢n)n €S([0,1],X) y un conjunto N C I de medida nula de manera que

h;m ¢u(t) = f(t) paracadar € I\ N. (3.20)

Sea x* € X*.Observemos que la sucesion (x* o ¢,), de funciones reales de una variable
real es una sucesion de funciones simples. Ademads, como x* es continua, entonces,

lim (x* o ,)(t) = (x" o f)(¢t) paracadatre€l\N.

n—soo
De esto se sigue que f o ¢ es medible. Puesto que x* era un elemento arbitrario de
X*, entonces, concluimos que f es débilmente medible. Ahora veamos que f(/\ N) es
separable. Dado que, para cada n € N, ¢, es una funcién simple, resulta que el conjunto
¢,(I) es un subconjunto finito de X y, por lo tanto, el conjunto (J,_; ¢, () es numerable
por ser una unién numerable de conjuntos finitos. Ahora definimos el siguiente conjunto:

M= U QDn(I)

n=1

y sead: M x M — R la métrica definida mediante d(x,y) = ||x — y||. Observemos que
(M,d) es un espacio métrico separable, ya que, | J;_; ¢,(I) es denso en M. Asi pues, para
terminar esta parte de la prueba, s6lo nos falta por demostrar que f(I'\ N) C M porque
un subconjunto de un espacio métrico separable es separable. Para ello, sea z € f(I\N).
Entonces, existe un ¢t € I\ N tal que z = f(¢). De esto tltimo y (3.20), resulta que

2= f(t) = lim @, (1).

Ademds, puesto que (@,(1)), € Uy~ @.(I) € M, resulta que z € M, ya que, M es un
subconjunto cerrado de X. De esto se sigue que f(I \N) C M.

Reciprocamente, supongamos que f débilmente medible y existe un conjunto N C [ de
medida nula tal que f(I\ N) es separable. Fijemos un € > 0. Entonces, por el Proposicion
3.4.5, existe un funcién medible 4 : I — X y una sucesion (¢,), C S([0,1],X) tal que

I|f(r)—h(t)||<€e y h’_r)n ||@n(t) —h(2)|| =0 paracadatel\N.
n—oo
Por consiguiente, para cada ¢ € I\ N, existe un ny € N de manera que

n=no = [|f(1) = @a()|] < [1f(2) = R(@)[| +[|1(t) — @u(1)[| < 2€

para € > 0 arbitrario. De esto que sigue que f es medible y la prueba es completa. [
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Corolario 3.4.1. Supongamos que X es un espacio de Banach separable. Entonces, una
funcion f: 1 — X es medible si, y solamente si, f es débilmente medible.

Demostracion. Supongamos que f es medible. Entonces, por el teorema de Pettis,
Teorema 3.4.6, f es débilmente medible.

Reciprocamente, por ser X un espacio de Banach separable, es un espacio métrico
separable y, en consecuencia, es hereditariamente separable. Luego, f(I) C X es también
separable. Ademads, como f es débilmente medible, por el Teorema 3.4.6 que f es
medible. Esto termina la prueba. [

Proposicion 3.4.7. Supongamos f : 1 — X una funcion medible. Entonces, dado un € > 0,
existe una funcion medible g : I — X de forma que ||g(t)|| < € en casi todo t € I y otra
funcion medible h : I — X definida mediante

hr) = ilxnm@

donde para cada n € N, E,, C I es un conjunto medible, x, € X y E,NE,, = 0 para cada
n # m de tal manera que f = g+ h.

Demostracion. Se sigue de la Proposicion 3.4.5 y del Teorema 3.4.6. [

3.5. El problema 5([0,1],X) C M([0,1],X)

En esta seccion hemos iniciado nuestro andlisis sobre la relacion que existe entre la
integral de McShane y la de Bochner. Para empezar, hemos demostrado que toda funcion
simple es McShane integrable y la integral de McShane coincide con la de Bochner sobre
la clase de las funciones simples. Después, hemos probado que toda funcién Bochner
integrable tiene la propiedad S* M y, en consecuencia, es McShane integrable. Pero, el
reciproco no es cierto en general como lo veremos en la ultima seccidn de este capitulo.
Finalmente, hemos establecido que el hecho de que una funcién sea Bochner integrable
es equivalente a que tenga la propiedad S* M. Esta forma de caracterizar a las funciones
Bochner integrables mediante funciones que tienen la propiedad S* M resulta ser muy util
para nosotros, ya que, nos ha permitido deducir, facilmente, la equivalencia de la integral
de Bochner y la de McShane y, en particular la equivalencia de la integral de Bochner y
la de Lebesgue, para funciones reales de una variable real.

Teorema 3.5.1. Sea ¢ : I — X una funcién simple. Entonces, ¢ € M([0,1]) y

) [o=®) [ .
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Demostracion. Empezamos suponiendo que ¢ = xg, donde E C I es medible. Entonces,
tenemos que E¢ = I\ E C I también es un conjunto medible. Ademds, evidentemente,
I =FEUE‘. Ahora seaun € > (0. Como la medida de Lebesgue es regular, entonces, existen
dos conjuntos abiertos relativos U CIyV CIde maneraque E CU,ECVy

uU)<u(E)+e, wpV)<u(E®)+e. (3.21)
Ahora, sit € E C U, entonces t € U. Como U es abierto, existe un &;(¢) > 0 tal que
(t—=3081(t),t+81(r))NICU.
De manera similar, sit € E€ C V, entonces, existe un & (7) > 0 de tal manera que que
(t—=56(1),t+0(2))NIC V.

Por consiguiente, podemos definir un calibre ¥ — O mediante y(¢) = (¢t — §(¢),t + 6(¢))
donde 6(¢) = min(8(¢), 5,(r)) de modo que se cumplan las dos siguientes implicaciones:

teE=y)NICU y teE =yt)NICV. (3.22)

Ahora por el lema de Cousin, Lema 2.1.1, sea P = {(t,Ix) : k = 1,2,...,n} es una
M-particién del intervalo I subordinada a 7. Por consiguiente,

Z%E U (Iy) = Z (Iy). (3.23)

:v??‘
[‘q»—a

Puesto que P es una M-particién de I subordinada a ¥, resulta que I C y(#;) para cada
k=1,2,...,n. Seat, € E paraalgin k= 1,2,...,n. Teniendo en cuenta (3.22), tenemos

Ik:Ikﬂlg’}/(l‘k)ﬂlgU.

Como #; era un elemento arbitrario de E, entonces, concluimos que U,k6 glx CU. Luego,

u( U Ik> =Y u(h) <pU).

tEE nweE

La Proposiciéon A.2.1 justifica la igualdad anterior. Por consiguiente,

n

P)=Y xetpd) =Y ull) <pU) < u(E)+e. (3.24)
= k=1
wek



3.5 El problema B([0,1],X) € M([0,1],X) @

La ultima desigualdad es debido a (3.21). Por un razonamiento similar, se demuestra que

Z %E"'(tk Z u Ik < ‘LL( ) < ,lL(EC) + €. (3.25)
k=1 k=1
t(€E*

Teniendo en cuenta Y3, xr(tx) 1 (Ix) = u(I), X1 = Xe + Xee y (3.25), tenemos

= Zn: XE () (I) = Zn: 2 () (Iy) — Zn: xee(t)u(ly)
k=1 =1

ZXEC (L) > p(l) — (L(E) +€)

zu(I\E‘) —e=U(E)—e.

De esto tltimo y de (3.24), concluimos que ||¢(P) — u(E)|| < € para cada € >0y
cualquier M-particién P de I subordinada a y. Esto demuestra que (M) ;¢ = u(E).
Puesto que, por definicién, tenemos que (B) [; ¢ = u(E), entonces resulta que

M) [o=®) [0

Ahora supongamos que ¢ = x- Xg, donde x € X y E C I es medible. Entonces, ¢ es una
funcion simple. Por consiguiente, es Bochner integrable y

()/xxE—xu /xE

Luego, dado € > 0, si elegimos el calibre ¥ como arriba, tenemos

- fx-ank)-u(Ik)—(B)/,x-xE
= Zx XEtk /XE

—|lx. (Z 2 (1) (1) — (M) /IXE>
M)/IXE

para cualquier M-particién P = {(tk,lk) :k=1,2,...,n} de I subordinada a y y para todo
€ > 0 arbitrario. Con esto hemos demostrado que

M) [o=®) [ o

lotP)-®) [x20

<|lxll-&




@ La integral de Bochner y la integral de McShane

De esto dltimo y de la linealidad de ambas integrales, si ¢ € S([0,1],X), tenemos

) [o=5) [ o

Esto termina la prueba. [

Lema 3.5.1. Supongamos que f : I — [0,4o0) es Bochner integrable y sea € > 0.
Entonces, existe un calibre y: 1 — O yn € (0,¢€) tal que: si S = {(s;,J;) :i=1,2,...,k}
es un M-sistema del intervalo I subordinada a 'y que satisface Zf:1 w(J;) <, entonces,

f(8) =Y flsu() <e. ()

i=1

Demostracion. Paracadan =1,2,..., definimos el siguiente conjunto:
E,={tel:n—1<f(t) <n}.

Notemos que f es una funcién medible, ya que, es Bochner integrable sobre I. Por
consiguiente, para cada n € N, el conjunto E,, C I es medible. Ademds, observemos que
si n,m € N tal que m < n, entonces, [m—1,m)N[n—1,n) =0, yaque m < n— 1. Por
lo tanto, @ = f~!([m — 1,m)N[n— 1,n)) = E, N E,. De manera similar, se prueba que
si n < m, entonces E, NE,, = 0. Ademds, obviamente, para cadan € N, E,, C [ y, como
consecuencia, |, E, C I. Asimismo, siz € I, entonces, f(7) > 0. Luego, existeun N € N
talque N —1 < f(¢t) <N, es decir, t € Ey. Como Ey C |, E,, entonces, concluimos que
I C ;| E,. En resumen, hemos probado que (E,),>] es una sucesién de subconjuntos
medibles de /, disjuntos dos a dos y cuya unién es I. Ahora bien, puesto que, para cada
n €N, tenemos que Y, (k—1)- xg, < f, entonces,

Yk Du(E) < (8) [ 1

para cada n € N, por la Proposicioén 3.3.7. Por consiguiente, de esta desigualdad se sigue

i(n— D (En) < (B) /If < Joo,

n=1

Ademas, como Y nu(E,) =Y (n—1)u(E,)+ Y, u(E,), entonces, resulta que

nil”“(En) <(B) /1f+ni1“(E"> = (B) /If+u(1) < oo, (3.26)
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Por la regularidad de la medida de Lebesgue, para cada n € N, existe un conjunto abierto
ralativo A, CItalque E, C A,y u(An) < u(E,)+1/2" De esto tltimo y (3.26), se tiene

i i (A,) < i it (Ep) + i Zi < oo,
n=1 n=1 n=1

Por consiguiente, dado € > 0, existe un N € N de manera que

oo

Z np(An) <

n=N+1

(3.27)

N M

Ahora fijemos un #y € I arbitrario. Entonces, existe exactamente un n = n(fy) € N tal que
to € E, C A,. Dado que ty € A, que es abierto de I, resulta que existe un 6(fg) > O tal que

10 (to—6(t),00+ 6(t0)) CAn=A,,) paracadan>1.

Puesto que g es un elemento arbitrario de I, entonces, la funcién y : I — O definida
mediante y(t) = (# — 6(¢),7 + 6(t)) es un calibre sobre / tal que N Y(f) C A, para un
tnico n(t) € N. Luego, si S = {(s;,J;) :m=1,2,... k} es un M-sistema de / subordinada
a 7y, entonces, paracadai=1,2,...,k, existe un unico n; € N tal que s; € E,; C Ay, y

Ji=1nJ; CINy(t) CA,,

Por tanto, u(J;) < u(Ap,) paracadai=1,2,... k. Puesto que f(s;) < n;, resulta que

k k k k k
f(S) = Zf(Si)H(Ji) = Z flsu(;) + Z flsu(J) < Z nip(J;) + Z nip(J;)
= AN AN AN AN
k k oo
SN Y RU)+ Y mnAn) SNY n()+ ¥ n(An) < Nn+ 3,
i=1 i=1 i=1 n>N
ni<N ni>N

yaque, Y5, u(J;) < (por hipétesis) y Y'o°. y nit(A,) < €/2 por (3.27). Por consiguiente,
tomando 11 = €/2N, tenemos que N € (0,€) y se cumple (¥). Esto finaliza la prueba. [

Observemos que si f € B([0,1],X), entonces, existe una sucesion (¢,), C S([0,1],X)
que determina f. Pero, por el Lema 3.2.1, (¢,), tiene una subsucesién (@, )r C
S([0,1],X) que converge uniformemente sobre I salvo en un conjunto de medida nula.
Luego, necesariamente, (¢, ); converge uniformemente hacia f, ya que (X,d) con la
métrica d : X x X — R definida por d(x,y) = ||x — y|| es un espacio métrico. Ademas,
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puesto que (¢,), es una sucesion de L-Cauchy, entonces, evidentemente, (¢, ); también
es una sucesion de L-Cauchy. Por consiguiente, (¢, )x determina £y, por definicion,

lin [0, =(®) [ f=lim [,

Ademds, siempre, podemos suponer que ||@,, (¢)|| < ||f(¢)||+1 paracadar €[y ke N.En
efecto,seaN={rel: ]}im ¢y, (t) # f(t)}. Entonces, u(N) =0y como (¢,, )i determina
—>00

f, resulta 1i_r>n ||@n, (t) — f(t)|| =0 para cadat € I\ N. Luego, dado € > 0, existe un kp € N
n—yoo
tal que: k > ko = ||, (¢)|| < ||f(¢)||+ 1 paratodo t € I\ N (x). Ahora definimos

E = {IEI\N: 6w, (1)]] < |\f(t)\|+1} para cada k > 1.

Notemos que, para cada k € N, E; C I es un conjunto medible, ya que, ||@,, || : I = R
es una funcion simple por (3.3) y, en particular, es medible sobre /. Ademads, puesto que
f € B([0,1],X), resulta que la funcién || f|| : I — R también es Bochner integrable sobre
I por el Lema 3.3.1 y, en particular, es medible. Luego, la funcién ||@,, || —||f]|: I = R
es medible por la Proposicién 3.4.2. Por esta razon, cada E; es un conjunto medible.
Asimismo, para cada k € N, sea ¢ : I — X la funcién definida mediante ¢y (¢) = @y, (7) -
Xk, (), cont € I. Resulta que la sucesion (¢ ) satisface las siguiente propiedades:

» (¢r)xr € S([0,1],X) por (3.2), ya que, es producto de dos funciones simples.
» Seaty € [\ Ny k > ko, entonces, por la implicacion dada en (x), g € Ej. De esto se
sigue que xg, (t) = 1. Dado que fo € I\ N era un elemento, concluimos que

k>ko= @r(t) = @n,(t) - £ (t) = @y, (¢t) paratodor € [\ N.
Por lo tanto, kh’m |or() — fF(0)|| = kh’m || @y, (t) — f(¢)|| = 0 para cadar € [\ N. Por
—»00 —>
un razonamiento parecido al que acabamos de hacer, se demuestra que
k,l>ko= Q(t) = @n(t) y ¢1(t) = @y, (t) paratodot € I\ N.

Por esta razon, klll’m |0k — &l = llim ||@n, — @n,||1 = 0. Por consiguiente, (@)x
Jb—roo sb—roo

k
también determina f'y, por definicion, tenemos

lim [o=®) [£=lim [,

» Finalmente, supongamos que ¢ € I. Entonces, ¢ pertenece a Ey para algin k € No ¢
es un elemento de 7'\ | J;._; Ex. Pero, en ambos casos, ||¢c(7)|| < ||f(#)]|+ 1, k> 1.
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Por estd razon, podemos suponer que ||@,, (f)|| < ||f(¢)||+ 1 paracadar eIy k € N,
ya que, siempre podemos construir otra sucesion (@), que también determina f y que
satisface la desigualdad deseada (||@x(¢)|| < ||f(¢)|| + 1 para cada r € I y k € N). Estas
observaciones se utilizan de manera implicita en la demostracion del siguiente teorema.
También, en caso de que fuera necesario, el lector puede volver a consultar la definicién
del concepto de S* M en el capitulo 2, Definicién 2.3.1.

Teorema 3.5.2. Supongamos que f : 1 — X es Bochner integrable. Entonces, f tiene la
propiedad S* M. Ademds, [ es McShane integrable y

o) [ =) [ 1

Demostracion. Fijemos un € > 0y sea (¢,), C S([0,1],X) una sucesion de L-Cauchy
que determina f. Ademads, sean 1 € (0,¢€) y el calibre y: I — O dados por el Lema 3.5.1.
También, sea & € (0,7 /2). Entonces, por el Lema 3.2.1, existe una subsucesion (¢, ) de
(¢n)n y un conjunto medible E C [ tal que u(E) < &€/2y (@, )x converge uniformemente
hacia f en I\ E. Por la regularidad de la medida de Lebesgue, existe abierto relativo G C I
de modoque EC Gy u(G) < u(E)+ a/2 = a. Ahora definimos un conjunto cerrado de
I, en particular compacto, de la siguiente manera: K =1\ G C I\ E. Por consiguiente,

u(I\K)=u(G) < c. (3.28)
Pero, también, sabemos que existe un kg con la siguiente propiedad:
||@n, () — f(1)]| < o0 paratodok>koyteK. (3.29)

Para cada k € N, @, : I — X es una funcion simple, luego, puede escribirse como

my
(Pnk — Z ,an.XEni .
i=1

donde {Ey,,...,Ey, } es una particién medible de / y xi,...,x,, € X. De nuevo, por la
regularidad de la medida de Lebesgue, existe un K,,, C I compacto tal que K,,, C E,; y

BB \Ky) < o parai =12, my

Por consiguiente, para cada k € N, la desigualdad anterior nos permite concluir que

u(U n,\Knl><Zu Ep \ Kn,) <Z (3.30)

i=1 2mk
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Ademas, para cada k € N, vamos a definir los siguientes conjuntos:
my
Ay =KNKy CEy, i=12,...m y A=I\[JA,. (3.31)
i=1

Observemos que cada A, es un compacto por ser interseccion de dos compactos y

my my

A= UEAUKNE) € U (5,0 &)U \K) ) = U\ KU\ K.

i=1 i=1 i=1 i=1

De la inclusién anterior y de las desigualdades dadas en (3.30) y (3.28), resulta que

w\a) < (U &) ) 1K) < Tra<T+d—n o3
i=1

También, notemos que A, ﬂAnj C En,NEy;. Luego, Ay, NAy; = (0 paratodo i # j. Ademas,
paracadai=1,2,...,my, puesto que A,, es compacto, entonces, existe un p > 0 tal que

d(Ap,Ap,) =Inf{|t —s|:t €A,,,s €A, } >p siempre que i # j. (3.33)

Ahora elegimos un calibre ¥ : I — O que satisface las dos siguientes condiciones:

}/(t)gy(t)ﬂ(t—g,t—i—g) sitel 'y Y()NICI\A sitel\A.

Observemos que podemos exigir la segunda condicion de las condiciones anteriores
sobre el calibre ¥/, ya que, el conjunto I\ U7 Ay, = (%, (I\ Ay,) es un abierto de I

por ser una interseccion finita de abiertos de /. Ahora veamos que f tiene la propiedad
S* M. En efecto, sean Py = {(t;,L;) :s=1,2,...,p} yPa={(u;,J;) : 1 =1,2,...,q} dos
M-particiones de I subordinadas a . Ademas, definimos el siguiente conjunto:

M={(s,0):1<s<p,1<I<gqg}.
Observemos que M puede escribirse como una union de los siguientes dos conjuntos:
M, = {(s,l) €M : (ts,uy) EA} y M= {(s,l) eEM:t;el\Aouy EI\A}.
Afirmamos que si (s,/) € My y I;NJ; # 0, entonces, |ty —u;| < p. Para ver esto,

supongamos que (s,/) € M. Entonces, por definicion del calibre ¥/, tenemos

I, CY (1) C (fs—%;fs-i-%) y LSy (w)C (ul—g,uﬁ—g).
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De esto se sigue que si a € I;NJ;, entonces, |t; —a| < p/2y |a—u| < p/2. Luego,

|ty — | < |ty —a| + |a—u <%+%:p_

Nuestra afirmacion ha sido demostrada. Ademds, si (s,1) € M, entonces, existe un Gnico
r perteneciente al conjunto {1,2,...,m;} de manera que #;,u; pertenecen al conjunto A,
y larazén es: si t; € Ay, y u; € Ay, con i # j, resulta que [t — ;| > d(Ap;,An;) > p, por
(3.33). Esto contradice lo que acabamos de probar y nos permite deducir que

On, (ts) = @y, (u;) siempre que (s,1) € My, (3.34)
yaque, A, CE, por(3.31). Ademads, de (3.31) y (3.29), resulta que A,,, C Ky, por ende,
|@n, (t) — f(t)]| <o paratodor €A, CKconre{l,2,...m} consik>ky. (3.35)
Teniendo en cuenta las desigualdades dades en (3.34) y (3.35), deducimos que
|1 (t5) = f () [| < 117 (85) = Py ()| + [ @y, (75) — f (a2) ]
= 11 (1) = @ugy (1) || 4 1@y, (r) = f (1)

<20.

En resumen, hemos probado que si (s,1) € My, entonces || f(t5) — f(u;)|| < 20.. También,
notemos que los elementos de {I;NJ; : (t;,u;) € M1} no se solapan entre si. Por lo tanto,

Y ) = F)llund) < 2au< U ﬂm) <20u(l) =2a. (3.36)
(s,1)eM (s,1)eM,;
Ahora veamos el caso cuando (s,1) € M,. Evidentemente, tenemos que
LCY)nl y JC¥(w)nl,
ya que P; y P, estan subordinadas a y'. Por consiguiente, por la definicién de ¥/, tenemos
LN CLCY(t)NICINA o LNJCJCy(u)nlCI\A

siempre que (s,/) € M,. En ambos casos llegamos a la misma conclusién, es decir,

U &na) CI\A.
(S,I)GMZ

Puesto que los elementos de {I;NJ; : (f5,u;) € M} no se solapan entre si, resulta que

u( U wom)= ¥ wns)<ui\a<n,
(

s,l)eM, (571)6M2
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(3.32) justifica la desigualdad anterior. Ahora observemos que las dos colecciones
S| = {(ul,lsﬂJl) 1 (s,0) € Mz} y S = {(ts,ls NJ) : (S,l) EMz}

de pares ordenados son M-sistemas en I subordinados a ¥, ya que, estdn subordinado a y'.
Ademads, Puesto y: I — Oy 1 € (0,¢€) vienen dados por el Lema 3.5.1, resulta que

Y f() = fa)|ln@0a) < [IFIIS) +F1I(S2) < 2. (3.37)

(S,I)GMZ

Por consiguiente, de las estimaciones dadas en (3.36) y (3.37), se sigue que

ilef (t) = Sl (Isnd) = X (1 (es) = f ()| [ (L 0 T7)

s=1[=1 (Y,l)EM
= Y £ (ts) — flup)l| (L0 Tp)

(S,I)GMI

+ ) If(s) = flu)|nIndy) <20 +2e < 4e
(S,I)EMZ

para € > 0 arbitrario. Esto muestra que f tiene la propiedad S* M. Por consiguiente,
de la Proposicion 2.3.2 se sigue que f es McShane integrable sobre I y y finalizaria la
demostracion de la primera parte del teorema. Ahora veamos que la integral de McShane
de f coincide con la de Bochner de f sobre /. En efecto, puesto que

[%fwm[}H:a

entonces, podemos deducir que existe un k; € N de manera que

Iim
k—yo0

k2k1:>H/I(pnk—(B)/lfH<e. (3.38)

Ademis, se sigue del Teorema 3.5.1 que, para cada k € N, ¢, € M([0,1])y

M) [0 = (®) [0

Por esta razén, para cada k € N, existe un calibre y;, : I — O tal que

louP)-® [0

para cualquier M-particién P de I subordinada a ;. Ahora, para cada k € N, sea el calibre
. : I — O definida por ¥ (t) = ¥ () N %. Observemos que, para cada k € N, cualquier

(3.39)
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M-particién P de I subordinada a 7y, estd subordinada a, Y%, Yy, en particular, a 7. Por el
Lema2.1.1,sea P = {(#;,1;) :i=1,2,..., p} una M-particién cualquiera de I subordinada

a }{Q y donde k, = max (ko,k;). Por tanto, de (3.38) y (3.39) se sigue que
[1P1-® [1]| <15P) - 0 (P + [0, (P) - ) [,
o s

<|[f(P) = @u, (P)I| +2¢

Por consiguiente, la cadena de desigualdades anteriores nos permite concluir que

Hf(P)—(B) /sz <[|f(P) = @, (P)|| +2¢. (3.40)

Una vez establecida la desigualdad anterior, ahora vamos a ocuparnos del primer término
del lado derecha de dicha desigualdad. Para ello, empezamos, primeramente, notando que

I
™

N
I
—_

FP) = @u,(P) = ) (f(t:) = @y, (1)) 11 (1)

|
™~
M~

-t
mll
}.—

(f (1) = @ny, (1)) (1) +

i

(f (1) = @ny, (1) )11 (1)
=

~.

Mm
~

Consiguientemente, las propiedades de la norma ||.|| nos permiten deducir que

14
F(P) = @ug (P < X 11£(05) — g (1) 121 + z 1£(t) = @uy, ()] [(L). (341)

1=
€A t,e] \A

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del lado derecho de la desigualdad anterior.
= Seat; € I'\ A. Entonces, por definicion de ¥/, I, = ;NI C ¥ (t;) NI C I\ A. Por tanto,

U I CI\A.
t,eI\A
Ademads, teniendo en cuenta que los /; no se solapan entre si y (3.32), tenemos

Y i y=u( U ) <uear<n

i=1
ti€ A tel\A
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Notemos que la coleccion {(#;,1;) : t; € I\ A} es un M-sistema en I subordinada a y.
Luego, estamos en condiciones de invocar el Lema 3.5.1 que viene a decirnos que

Z |1 ()|l (1) <

ti el \A

También, podemos suponer, y asi lo haremos, que ||y, (£)|| < ||f(¢)|| + 1 para cada
t perteneciente al intervalo /. Luego, tenemos la siguiente cadena de desigualdades:

P P P
‘ Y, (F(t) =, )u@)|| < X NF @)+ Y, N, (@)l )
t; lezliA t; G_I{A t; lezliA
gzZHftzHu +Zu ) <2e+1
tIEI\A t,EI\A

En consecuencia, la cadena de desigualdades anterior nos permite concluir que

= Ahora Seat; € A, entonces, existeun r € {1,2,... ,mkz} tal que #; € A,, . Por lo tanto,
por la desigualdad dada (3.35), resulta que ||, (t) — f(t)|| < a. Por ende,

Y (£(6)— o, (6)(E)
v

‘ <2e+n1. (3.42)

¥ (70) - 0o ()| < o 21 W) <y ) = au(l) = a.  (343)
i=1 i= i=1
€A ti€A

Las estimaciones obtenidas en (3.43) y (3.42) convierten (3.41) en

1 (P) = @n, (P)|| < o+ (26 +m). (3.44)

Igualmente, las estimaciones dadas en (3.44) y (3.40) hacen que (3.40) se transforme en

para cualquier M-particion P de [ subordinada a }{Q y € > 0. Esto termina la prueba. [

f(P)—(B)/IfH <o+ (2e+1n)+2e < 6¢

En resumen, hemos demostrado que si X es un espacio de Banach arbitrario, entonces,
una funcién f : I — X es Bochner integrable sobre I implica que tiene la propiedad
S* My, como consecuencia, es McShane integrable sobre I. Ahora nuestro objetivo es
probar que, en realidad, todas las funciones que tienen la propiedad S* M son Bochner
integrables. De ahi la importancia del siguiente lema.



3.5 El problema B([0,1],X) € M([0,1],X) @

Lema 3.5.2. Supongamos que f : 1 — X tiene la propiedad S* M. Entonces, para cada
€ > 0, existe un calibre y: 1 — O tal que

n
)3
i=1

para cualquier M-particion P = {(t;,I;) : i = 1,2,...,n} de I subordinada a Y.

_M>/I,-fH<8

Demostracion. Fijemos un € > (. Puesto que f tiene la propiedad $* M, entonces, existe
un calibre y: I — O de manera que

(3.45)

l\JI(‘O

Y Y 1) — 5l y) <

1j=1

M:

siempre que P = {(t;,1;) : i =1,2,...,n} y D = {(s;,J;) : j = 1,2,...,m} sean dos
M-particiones de I subordinadas a 7. Por el Lema 2.1.1, sea P = {(t,, ) i=1,2,...,n}
una M-particién de I subordinada a y. Ademds, por la Proposicion 2.3.2, f € M([0,1],X)
y, como consecuencia, f es McShane integrable sobre [;, para cadai = 1,2,...,n por la
Proposicion 2.1.4. Luego, para cada i = 1,2,...,n, existe un calibre ¥ : I — O tal que

Hfm-)—(M)/be e

para cualquier M-particion P; = {(l},Ll]) j=1,2,...,k;} de I; subordinada a ;. Ahora
sea ¥ : I — O el calibre definido por ¥/ (t) = y(t) N1 () N - - ¥ (¢). Asimismo, para cada
i=1,2,...,n,dado que y"] es un calibre sobre [;, entonces, por el Lema 2.1.1, podemos
encontrar una M-particion P; = {(l;,L’J) :j=1,2,...,k;} de I; subordinada a ¥’ tal que

Hf(Pi)—(M)/fH < £ paracadai=1,2,...,n
I; 2n

Una aplicacion de la Proposicion 2.1.5 nos permite escribir la siguiente igualdad:
ki
M)/f:Z(M) f, paracadai=1,2,...,n,
J
yaque, [; = Ul;’: | (I,- DL;). Como consecuencia de esto, resulta que

Hf(Pi)—(M) /I fH ~

ul i i €
X (rehutaniy) o0 | y ) H <£ G
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paracadai=1,2,...,n. Ademas, dado que I; = U];.": 1 (NLY), entonces, resulta que

ki
fu@) =Y f(t)u(NL;)  paracadai=1,2,...,n. (3.47)

j=1
Por consiguiente, para cadai = 1,2,...,n,de (3.47) y (3.46) se sigue que
|

u(LNLh) iM)/

1,-ij.

i( mL’) (M)/Iingf)H.

Puesto que la desigualdad anterior es valida para cada i = 1,2,...n, entonces, tenemos

i{ f(t,),u([,) - ‘

stz - on | ) H (3.48)

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del derecho derecho de la desigualdad
anterior. Para empezar, notemos que {(I7,LY) : j =1,2,...,k,,p = 1,2,...,n} es una
M-particion de I subordinada a 7y, ya que estd subordinada a y'. También, observemos
que, para cada j = 1,2,... .k, I; ﬂLf es el conjunto vacio o un conjunto unitario para

todo p # i. Ademas, teniendo en cuenta la desigualdad dada en (3.45), tenemos

n ki n
ZZW f(5) llumL’zz(ZZHft, zf’||u(my’)) g

i=1 =1 \p=1j

Hf(ti)u(li) fH

D)udinLy)

i
<| g o

(f(@) = FU)) u(LNLY)

j=1

La desigualdad anterior nos permite concluir que

ki n ki
G sy < £ % s - syt <

HM:

NIO‘)

Asimismo, por la desigualdad dada en (3.46), tenemos la siguiente desigualdad

n
)3
i=1

ki

Y (spuaniy - o [ <f5-5

j=1
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De las dos tltimas desigualdades y la desigualdad dada en (3.48) se sigue que
y
i=1

Esto termina la prueba, yaque € >0y P = {(1;,1;) : i = 1,2,...,n} eran arbitrarios. [

— M)/IifH<e.

Observemos que si (wy), es una sucesion de calibres sobre I, entonces, se puede
construir a partir de ella otra sucesion (7,), de calibre sobre el mismo intervalo de la
siguiente manera: n € N, sea 7, : [ — O el calibre definido mediante

Yu(t) =wi () Nwo(£)N...Nwy(t) paracadar € 1.

Notemos que, para cada n € N,¥,,1(¢) C ¥,(¢) para todo ¢ € I. Esta observacién la
utilizaremos de forma implicita en la demostracion del siguiente resultado.

Proposicion 3.5.3. Si f : [ — X tiene la propiedad S* M, entonces, f € B([0,1],X).

Demostracion. Puesto que f tiene la propiedad S* M, entonces, por la Proposicion 2.3.2,
f es McShane integrable sobre /. De esto se sigue que, para cada n € N, existe un calibre
Y. : I = O y una particién P, de I subordinada a 7, con la siguiente propiedad:

Hﬂnﬂ—w@jﬂﬁ<i

Ademas, Puesto f tiene la propiedad S* M, resulta que

i 1
Y 2 ) = flsplln@ng)) < 5 (3.49)
1j=1

M»

siempre que Py = {(t;,1;) : i =1,2,....k} y Po = {(s},J;) : i =1,2,...,m} sean dos
M-particiones de I subordinadas a 7,. Notemos que podemos suponer ,y asi lo haremos,
que Yu+1(t) C 1,(r) para todo ¢ perteneciente al intervalo I. Para cadan € Ny

Po= (@ 1) 1 i= 1,2, K}

una M-particion de I subordinada a 7, sea ¢, : I — X definida mediante

On(t) = {f(f?) siz € int(I),

0 en caso contrario.

Evidentemente, para cada n € N, la funcién ¢, : I — X que acabamos de definir es una
funcion simple. Ademds, para cada n € N, podemos suponer y, asi lo haremos, que los
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intervalos de la coleccion C = {Il” ﬁl;”rl 11 <i<ky, 1< j<k,s1} sonno-degenerados,
ya que, si hubiese algun intervalo degenerado lo podemos eliminar de de la coleccion.
Usando esos intervalos, podemos formar un par de M-particiones de / como sigue:

Pr= {0 ) 1 <i<ky,1<j<kii} y

Pro ={( 00 1 <i <k, 1 < j<knpi}

para cada n € N. Observemos que, para cada n € N, tanto P, como P/ L1 €stan
subordinadas ¥, ya que, ¥,+1(f) C %(¢) para todo ¢ perteneciente al intervalo. Por tanto,

kon K
|| @nt1— §0nH1—/H(Pn+1 ZZ Qa1 (1) — @ul0) | (12 NI
kn n+1 1 ] 1
—ZZHf () = (I ) < > 1.

i=1 j=

por (3.49). Sea € > 0. Como Y7, 1/2" es convergente, entonces, existe un N € N tal que

i |
—<E&. 3.50
e 350
Ahora sean n,m € N. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n. Entonces,

@0 — @ullt <[ @nr1— Q1 + || @mr2 — Qmrtl[t + -+ || @a1 — Ga2|lt + || @0 — Ou1]1
1 1 1 1 < = 1
S 2_m+2m+1+ +2n 2+2n71 —Z?<8

si n>m > N por (3.50). Esto demuestra que (¢,), C S([0,1],X) es una sucesion
de L-Cauchy. Por lo tanto, por el Lema 3.2.1, (¢,), tiene una subsucesion (¢,), C
S([0,1],X) que converge puntualmente en casi todo punto hacia una funcién g : I — X.
Ademis, (¢,), es una sucesion de L-Cauchy, ya que, lo es (¢,),. Luego, (¢,), determina
gy, por lo tanto, g € B([0,1],X). Ahora sea J C I un intervalo compacto. Sabemos
que (@, x7)p € S([0,1],X) es una sucesién de L-Cauchy que determina g - x;. Por
consiguiente, g- xs € B([0,1],X) y

(B)/Jg:()/g XJ—hm /(pp J—hm /‘Pp J—hm /(Pp

El Teorema 3.5.1 justifica la tercera igualdad de las anteriores, mientras que el resto de
las igualdades es por definicion. De esta cadena de igualdades concluimos que

B) [g- = lim () [ 9= (B) [ & (3.51)
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Ademads, teniendo en cuenta el Teorema 3.5.2 podemos concluir que

®) [s0=01) [0 (3.52)

Luego, (3.52) y (3.51) justifican las dos dltimas igualdades de las siguientes igualdades:

M) [e= 1) [¢2=(®) [g-20= im (1) [ o,

La cadenas de igualdades anterior nos permite concluir que

lim (M / =M / . 3.53
lim (1) | 9, = () | & (:53)
Ademds, por Teorema 3.5.1, resulta que @, - x; es McShane integrable sobre /'y
k
) [ 0y = 00) [ @y 20=(B) [ @0 = Y £GP, p=1.
i=1

Ahora puesto que, paracada p € N, S = {(t”,JNI’):i=1,2,... .k} es un M-sistema en
I subordinada a 7,, entonces, por el Lema de Saks-Henstock, Lema 2.1.2, concluimos que

(o) o) [ 1] = ié(f(tf)u(fﬂlf)—(M)/mff) | <3 p21

aque,J = U J ﬂlp x; € M(|0,1]). Asimismo, como es continua, entonces,
yaq =1 Y

im (M) /J 0, = (M) /J 7. (3.54)

De las igualdades dadas, (3.53), (3.54) y la Proposicién 2.1.3 deducimos que

) [(r-g)=0. (3.55)

donde J C I es intervalo compacto arbitrario. Dado que g € 5([0, 1],X), entonces, por
el Teorema 3.5.2, g tiene la propiedad S* M. Luego, f y g tienen la propiedad S* M.
Afirmamos que, f — g también tiene la propiedad S* M. En efecto, puesto que f tiene la
propiedad $* M, entonces, existe un calibre ¥y : I — O tal que

Y Y 1) — F57) (i) <

1j=1

M»
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siempre que Py = {(t;,5;) : i =1,2,...,k} y P> = {(sj,J;) :i=1,2,...,m} sean dos
M-particiones del intervalo I subordinadas a yy. De manera similar, dado que g tiene la
propiedad §* M, entonces, existe un calibre ¥, : I — O de manera que

k m
Y Y lle() —glspllnting) <
i=1j=1

siempre que Py = {(t;,;) : i = 1,2,....k} y P» = {(s},J;) :i=1,2,...,m} sean dos
M-particiones del intervalo I subordinadas a y;. Ahora sea el calibre y: I — O dada por

(1) = v () N % ().

SiPr={(ti,l;):i=1,2,...,k} y P, ={(s},J;) :i=1,2,...,m} son dos M-particiones
de I subordinada ¥, entonces, estdn subordinadas tanto a ¥y asi como 7,. Por lo tanto,

IA
M=
(ngE

k m
Y Y (=) @) = (f —g)(sp)llu(tngy)

i=1j=1

1/ () = f(s )l (L0 g)

N
I
—_

~.
I

_|_
-
agE

I
_
~.
I
—_

g (t:) —g(s;)||p(LNJ;)]| < 2¢€

para cada € > 0. Esto prueba que f — g tiene la propiedad $* M y nuestra afirmacion ha
sido demostrada. Ademads, por el Corolario 2.3.1, 1a funcién || f — g|| : I — R es McShane
integrable sobre I. Por consiguiente, por el Teorema 2.2.2, la funcién || f — g|| es Lebesgue
integrable sobre / y, en particular, es medible sobre /. Ahora afirmamos que f = g en casi
todo punto. Para ver esto, procedemos por reduccion suponiendo que existe un conjunto
medible E C I tal que u(E) >0y f(t) # g(t) para todo ¢ € E. Puesto que la funcién
|| f — g|| es medible sobre I, entonces, para cada n € N, el siguiente conjunto

Ey={teE:n—1<[[f(t) =gl <n}
es conjunto medible. Ademas, notemos que si n # m, entonces,
n—1,n)N[m—1,m)=0

y, como consecuencia, E, NE,, = 0. Asimismo, sit € E, entonces || (1) —g(¢)|| € (0, +e0).
Por esto, existe un ng € N de forma que nop— 1 < || f(t) — g(2)|| < no. De esto se sigue que
t € E,,. Por consiguiente, E C (J,_ E,. También, evidentemente, | J;_; E, C E. Luego,

E:DEn y u(E)zu(GEn)ziu(En >0
n=1 n=1 n=1



3.5 El problema 5([0,1],X) € M([0,1],X) @

Por esta razon, existe un kK € N y un conjunto E C E medible tal que p(Ex) > 0. Pero,
puesto que E C E, entonces, ||f(¢) —g(¢)|| > 0 para todo ¢ € E. Ademds, como

K> ||f(t)—g(t)|| paratodor € Ex,

entonces K > 0. También, por la regularidad de 1a medida de Lebesgue existe un conjunto
compacto F C E de manera que ((F) > 0. Ahora ya estamos en condiciones de invocar
el Lema 3.5.2. En efecto, Puesto que f — g tiene la propiedad S* M, se sigue del Lema
3.5.2 que existe un calibre y: I — O de tal manera que

n
L
j=1

(6~ )t — ) | f—gH < ku(F) (3.56)

para cualquier M-particion P = {(¢;,1;) : i = 1,2,...,n} de I subordinada a y. Sea

Y(t)=y@t)sitel y Y@E)NICy(t)NI\Fsitel\F.

Esta segunda condicién la podemos establecer porque 7'\ F es abierto. Ahora, por el Lema
2.1.1,seaP ={(t;,I;) : i=1,2,...,n} una M-particién de [ subordinada a . Notemos que
sit; € I'\ F, entonces, I; C ¥ (t;) C I\ F. Por esto, U, Ii € I'\ F. Como consecuencia,

Fc | (3.57)
tieF
Ademas, por la igualdad dada en (3.55), paracadai = 1,2,...,n, tenemos
1) [ 1-g=0.

Por esto dltimo y (3.56) concluimos que ||f — g||(P) < ku(F). Ademas, teniendo en
cuenta que || f(t) —g(t)|| > x paracadar € F C E y lainclusion dada en (3.57), entonces,

Ku(F) < i 1 (@) — gl () < [1f —gll(P) < kp(F)

que es una contradiccion. Esta contradiccion establece que f = g en casi todo punto.
Puesto que g € B([0, 1],X), entonces, el Corolario 3.3.2 nos dice que f € B([0,1],X) y

®) [8=B) [

La prueba es completa. O
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El siguiente resultado, que en realidad es una caracterizacion de las funciones Bochner
integrables, es una consecuencia inmediata del Teorema 3.5.2 y de la Proposicion 3.5.3.

Teorema 3.5.4. Supongamos que f : 1 — X es una funcion cualquiera. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f € B([0,1],X).
(11) f tiene la propiedad S* M

Ademads, cuando X = R, los Teoremas 2.3.3 y 3.5.4 nos proporcionan la equivalencia
la integral de McShane y la de Bochner.

Teorema 3.5.5. Supongamos que f : 1 — R es una funcion cualquiera. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f € M([0,1],R).
() f & B([0,1],R).
También, por el Teorema 3.5.2, para cada funcion f € M([0,1],R) = B([0,1],R),

o) [ =) [ 1

Finalmente, los Teoremas 2.2.2 y 3.5.5 se sigue el siguiente resultado.

Teorema 3.5.6. Supongamos que f : 1 — R es una funcion cualquiera. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(U f€£1([0,1])-
() f e B([0,1],R).

Ademds, para cada funcion f € M([0,1],R) = B([0,1],R),

W [r=® [ 7.

Sin embargo, el resultado principal de esta seccion es el siguiente teorema que vamos
a enunciar a continuacion y que es una consecuencia directa del Teorema 3.5.2.

Teorema 3.5.7. Supongamos que f : I — X es Bochner integrable sobre I, entonces, f es
McShane integrable sobre I, es decir, B([0,1],X) C M([0,1],X) y, ademads,

o) [ 1= 7.

La inclusién dada en el Teorema 3.5.7, en realidad, es estricta. En la ultima seccidén
de este capitulo ofreceremos al lector una demostracion de este hecho.
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3.6. Mas propiedades sobre la integral de Bochner

El objetivo de esta seccion es dar unas condiciones suficientes para que una funcién
definida como el limite de una sucesién de funciones simples sea Bochner integrable.
También, hemos probado que el hecho de que una funcidén sea Bochner integrable es
equivalente a que dicha funcién sea medible y su norma sea Bochner integrable. Esto
ultimo es equivalente a que dicha funcién sea medible y su norma sea integrable Lebesgue.

Lema 3.6.1. Supongamos que la funcion f : I — X viene definida mediante
f(t) = Z Xn%En(t),
n=1

donde para cadan € N, E,, C I es un conjunto medible, x, € X y E,NE,, = 0 para cada
n # m. Entonces, f es Bochner integrable sobre I si’y | ||xu||1L(Ep) < +oo. Ademds,

® [ 1= LouE) v U= [l = ¥ ).
n=1 n=1
Demostracion. Para cadan € N, sea ¢, : [ — X la funcién definida mediante
n
Ou(t) = Z xiXE,(t) paracadatr el
k=1

Observemos, en primer lugar, que (¢,), € S([0,1],X)y

lim ||@,(t) — f(¢)|| =0 paratodor € I. (3.58)

n—oo

Para que f € B([0,1],X), sélo falta por probar que (¢,), C S([0,1],X) es de L-Cauchy.
Para ello, sean n,m € N. Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n. Entonces,

n
Z Xk XE)
k=m+1

n

= ) Il

k=m+1

@0 — Oul| =

Por consiguiente, esta cadena de igualdades nos permite deducir que

n

H‘Pn—(PmHl:/IH(Pn—(PmH: i Y, ballxec= ) Ibllu(E). (3.59)

Como Y ||xn||U(E,) < +oo, dado € > 0, existe un N € N tal que si n > N, entonces,

(o)

Y xllxe, <e.
n=N-+1
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Luego, sin > m > N, teniendo en cuenta la cadena de igualdades dada (3.59), resulta que

lon—@ulli= ), Illw(Ed) < ) |balln(Ed) <e

k=m+1 n=N+1

Por esta razon, (¢,), C S([0,1],X) es una sucesion de L-Cauchy. De esto ultimo y (3.58),
deducimos que (¢,), determina f y, por definicion,

B)/If:,}f_fg/lfpn = lim /ZkaEk = lim Zxkll XE,) = anli
Finalmente, del Lema 3.3.1 y de la definicion de la integral de funciones simples, tenemos

il = ®) [ 11711 = lim /Il = tim = hm/zuxkuu )

ZkaEk
k=
= lim Z | e |1 (Exe) = Z [ | 1 (E

La demostracion es completa. ]

Corolario 3.6.1. Supongamos que una funcion f : I — X viene definida mediante

=Y e, (1
n=1

donde para cada n € N, E, C I es un conjunto medible, x, € X y E,NE,, = 0 para
cada n # m. Si g € B([0,1],X) tal que ||f(t)|| < g(t) en casi todo t € I, entonces,
Yo Xl |L(Ey) < 4o0y, como consecuencia, f es Bochner integrable sobre I 'y

B) 1= LontEn) v 1fli=(8) [l = X Il ()

Demostracion. Para cadan € N, sea ¢, : [ — X la funcién definida mediante
n
= Z xkXE (t) paracadatr el
=1

Empezamos, en primer lugar, observando que lim ¢,(7) = f(¢) en X paratodoz €Iy
n—soo

n

Z \x¢||xE, (t) paracadatelyn>1.

[@n(D)]| =

n
Z Xk XE, (t
k=1
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Ademds, por la continuidad de la norma ||.||, para todo ¢ € I, tenemos
1511 = || £ e )| = X, il )
n=1 n=1

Por consiguiente, para cadan € N, ||g,|| < ||f]| < g, es decir,

||@n|| <g paracadaneN. (3.60)

Por (3.3), paracadan € N, ||@,|| : I — R es una funcién simple y, en particular, es Bochner
integrable sobre /. Por consiguiente, por la Proposicion 3.3.7 y (3.60), tenemos

Y. lwllu(E) = B) [ llou| < (B) [¢ <+ paracadaneN.
k=1

Por tanto, Y| ||x| |1 (E,) < +oo. Luego, una llamada al Lema 3.6.1 completa la prueba.
0

Proposicion 3.6.1. Supongamos que [ : I — X es una funcion. Entonces, f es Bochner
integrable si, y solamente si, f es medible y ||f|| : I — R es Bochner integrable.

Demostracion. Supongamos que f es Bochner integrable. Entonces, por definicion, f es
medible y, por el Lema 3.3.1, || f|| : I — R es Bochner integrable.

Reciprocamente, supongamos que f es medible y ||f|| : I — R es Bochner integrable.
Puesto que f es medible, entonces, por la Proposicion 3.4.7, para cada k € N, existe una
funcién medible f; : I — X definida mediante

o)

fit) =} Xene,, (1)

n=1

donde para cada n € N, E, ; C I es un conjunto medible, x, ; € X, E, x N E,, , = 0 para
cada n # m y existe un conjunto N C I de medida nula tal que

1
I1f () — fi(®)]]| < oy paracadatr € I\ N. (3.61)
Por consiguiente, para cada k € N, por la desigualdad triangular de la norma ||.||, tenemos

1
LA < [FOI+ @) = SOl <[ FOll+ 5, paracadar € I\N.
Abhora, para cada k € N, puesto que ||f||,1/2k € B(]0,1],X), entonces, resulta que

g:=|If1l+1/2k € B([0,1],X)
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por la Proposicién 3.3.1. Por consiguiente, por el Corolario 3.6.1, f; € B([0,1],X) y

el = (B)/kaH = Y enll(Ern) < 40
I n=1

para cada k € N. Como consecuencia, para cada k € N, existe un Ny € N tal que

[}

|
Y bl (Ben) < 5 (3.62)
n=~N;+1

Puesto que, para cada k € N, f, fi € B([0,1],X), entonces, f — f; es Bochner integrable
sobre I por la Proposicién 3.3.1 y, como consecuencia, ||f — f|| : I — R también es
Bochner integrable sobre I por el Lema 3.3.1. Ademads, teniendo en cuenta la desigualdad
dada en (3.61) y la Proposicion 3.3.7, resulta que

1 1
U =Hlli = ®) [ =fill < i) = 5 paracadakeN.  (3.63)

Ahora, para cada k € N, sea ¢ : I — X la funcién definida mediante

Ny
Oc(t) = Y xenXe,,(1).

n=1

observemos que (¢ )r C S([0,1],X) y, para cada k € N, tenemos las siguientes igualdades:

fe=oc+ Y, XiaXel, Y

n=N;+1
m m
Y, xnxel||= Y, |xallXg, m>Ne+1. (3.64)
n=N;+1 n=N;+1

Por consiguiente, la continuidad de la seminorma ||.||; y (3.62) nos permiten concluir que

> 1
fi—odlhi= ), ||xk7n||XEk,n<§€ para cada k € N.

n=Nj+1

Esto ultimo, la Proposicion 3.3.2 y (3.63) justifican la siguiente cadena de desigualdades:

1
1 = @elly < 11 = fil lt + [/ — el <
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para cada k € N. De esto se sigue que ]}fm ||f — @||1 =0. Ademas, seat € I\ N. Entonces,
—>00

por la continuidad de la norma ||.||, (3.64), (3.61) y (3.62), resulta que
L (0) = @) < [1F (1) = fi@)[[ + |1/ (#) — @u(2)]]

)

1
=|lf) - fOll+ X [Poenl e, < o

n=N;+1

para cada k € N. Esto demuestra que ]}im ||f(t) — @i(t)|| = O para cadat € I\ N. Por lo
—>00
tanto, de la Proposicion 3.3.4 se sigue que f € B([0,1],X). Esto termina la prueba. [

Corolario 3.6.2. Una funcion f : I — X es Bochner integrable si, y solamente si, | es
medible y ||f|| : I — R es Lebesgue integrable.

Demostracion. Se sigue del Teorema 3.5.6, del Lema 3.3.1 y de la Proposicion 3.6.1. [

Corolario 3.6.3. Supongamos que f : I — X es medible y acotada por una funcion
Lebesgue integrable g : I — R en casi todo punto, es decir, ||f(t)|| < g(t) en casi todo
t € I, entonces, f es Bochner integrable.

Demostracion. Como ||f(¢)|| < g(t) en casi todo t € I y g es Lebesgue integrable,
entonces, ||f(¢)|| es Lebesgue integrable. Ademads, como f es medible, entonces, por el
Corolario 3.6.2, concluimos que f es Bochner integrable. [

Proposicion 3.6.2. Supongamos que f : 1 — X es una funcion que viene definida mediante

()= 80+ Y 5, (1),

n=1

donde para cada n € N, E,, C I es un conjunto medible, x, € X , E,NE, =0sin#my
g : I — X es una funcion medible y acotada. Entonces, f € B([0,1],X) si, y sélo si,

Z Xl (En)
n=1
es absolutamente convergente en X y, en cuyo caso, tenemos
(B)/ f= (B)/ g+ Z xnU(ENE,) para cada conjunto E C I medible.
E E n=1

Demostracion. Supongamos que f € B([0,1],X). Dado que g es medible y existe un
nimero natural M > 0 tal que ||g(¢)|| < M para todo ¢ € I, entonces, por el Corolario



@ La integral de Bochner y la integral de McShane

3.6.3, g € B([0,1],X). Por consiguiente, teniendo en cuenta que f — g € B([0,1],X) por
la Proposicién 3.3.1, entonces, concluimos que ||f — g||; < +oe. Ahora, puesto que E, N
E,, = 0, entonces, por la continuidad de la seminorma ||.||1, resulta que

f =gl =

an“(EmEn) = Z || [ (Ep) < oo
n=1 I n=1

Reciprocamente, de nuevo, dado que Dado que g es medible y existe un M > 0 tal que
llg(2)]| < M para todo t € I, entonces, por el Corolario 3.6.3, g € B([0,1],X). Ademas,
como Y.~ ||xu||1(E,) < +oo, entonces, por el Lema 3.6.1, 1a funcién & : I — X dada por

W)= Y 3, € B(0,1],%).

n=1

Luego, f = g+h € B([0,1],X) por la Proposicién 3.3.1. Ahora bien, observemos que
h-xe = Z XnXENE,-
n=1
Ademds, evidentemente, Y ||x,||[UW(ENE,) <Y, | ||xn| | (En) < +oo. Asimismo, para

cadan € N, E,NE C I es un conjunto medible y (E NE,) N (ENE,,) = 0 siempre que
n # m, entonces, de nuevo, por el Lema 3.6.1, h- g € B([0,1],X) y

(B)/Eh: (B)/Ith = ilxn,u(EﬂEn).

También, notemos que el hecho de que f,g € B([0, 1],X) implica que ellas son Bochner
integrables sobre cada conjunto medible £ C I. Luego, de la Proposicién 3.3.1 se sigue

) [£=6) s+ [n=®) [ o+ T vuEn

para cualquier conjunto medible £ C [. La prueba es completa. ]

3.7. Mas sobre la integral McShane y la falsedad de
M([0,1],X) € B([0,1],X)

En esta seccion hemos presentado algunas propiedades interesantes de la integral de
McShane. Ademads, tal y como lo habiamos prometido al lector, hemos probado que el
reciproco del Teorema 3.5.7 no es cierto en general. Esto ultimo junto al Teorema 3.5.7
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nos permite concluir que la integral de McShane es una extension propia de la integral
de Bochner cuando X es un espacio de Banach arbitrario. Esto culmina nuestro anélisis
sobre la relacion existente entre la integral de McShane y la de Bochner.

Pero, antes de nada, empezamos recordando al lector un concepto que es de importancia
fundamental en la Teoria de Series y donde el orden de los términos no altera la
convergencia de la serie es el siguiente.

Definicion 3.7.1. Una serie Y, | x, en X se dice que es incondicionalmente convergente
si, y s6lo si, para cualquier permutacion : N — N, la serie Y, | xz(n) es convergente.

Otra nocién que vamos a necesitar es en esta seccion es el siguiente concepto:

Definicion 3.7.2. Una sucesion (f,), en M([0,1],X) se dice M-equi-integrable sobre I
si, y solamente si, para cada € > 0, existe un calibre y: I — O de manera que

para todo n € Ny cualquier M-particion ‘P de I subordinada a .

<E&

1P) = (1) [ i

La idea detrds de este nuevo concepto es que debe existir un sélo calibre que funcione
para todas las funciones de la sucesion. De entre los resultado que vamos a presentar
a continuacién sobre la integral de McShane, destacamos el Teorema 3.7.5 que fue
demostrado por R. A. Gordon (consultar [14], Teorema 15). También, las demostraciones
de la Proposicién 3.7.3 y del Teorema 3.7.5 utilizan las ideas de [14].

Proposicion 3.7.3. Supongamos que, para cadan € N, E,, es un subconjunto medible de I,
xp € X y E;NE,, = 0 siempre que n # m. Si la serie Y., | x, L (Ey) es incondicionalmente
convergente en X, entonces, la sucesion (@), de funciones definidas mediante

Qu(t) = Y xixe (t), t€l,neN
k=1

es M-equi-integrable.

Demostracion. Para cada n € N, por el Teorema 3.5.1, 1a funcién ¢, : I — X dada por
n
Pu(t) = Z X+ XE (1)
k=1
es McShane integrable y la integral de McShane y la de Bochner de ¢, coinciden, es decir,

(M) /1 ¢ = (B) /1 0n= Y. wh () (3.65)
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Ahora fijemos un € > 0. Entonces, para cada n € N, existe un calibre %, — O tal que
‘ Pa(P) — (M) /1 P

para cualquier M-particion P = {(t;,1;) : i = 1,2,...,p} de I subordinada a 7,. Puesto
que la serie Y x,i(E,) es incondicionalmente convergente. Por consiguiente, por la
Proposicion A.3.5, existe un N € N tal que Y7y [x*(x,) |1 (E,) < € para todo x* € X*
con ||x*||« = 1. Por esta razén, podemos concluir que

(3.66)

<t’ Zxkli Ek ‘ < n+2

(o]

sup Y () [ (En) < €. (3.67)
[l][=1 n=N"+1

Ahora sean los conjuntos Hy, Hy1,Hn+1,. .. definidos mediante

N o
Hy = UEkU(I\UEk) y H,=E,, sin>N.
k=1 k=1

Puesto que E, N E,, = 0 para todo n # m, entonces, si n > N, resulta que
NE, = |J(ExNE,)U

kul EU (1 \ U Ek) U (1\91 Ek) NE,
Gt )] ()~ () )

Esto demuestra que la coleccién {H, : n > N} es una particién del intervalo 1. Con esta
informacién, podemos definir un calibre ¥ — O de la siguiente manera

N

HyNH, = =0 vy

HNU( UHn) =

n>N

’}/(l‘ _ Yl(t)ﬂ’}/z(t)ﬂ...ﬂyN(t)) sit € Hy
N NRE)N---NY%(t)) sit € Hy,n> N.

Sea, por el Lema 2.1.1, P = {(t;,I;) : i = 1,2,..., p} una M-particién de I subordinada a
¥. Notemos que, sin = 1,2,...,N, entonces, por la desigualdad dada en (3.66), tenemos

[oP)- ) [,

ya que P estd subordinada a ¥, paracadan = 1,2,...,N. Luego, el problema esta resuelto
paran=1,2,...,N. Por esta raz6n, fijemos un ny > N. Observemos que

i /qono )/1%0

i=1

(3.68)

2n+2
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por la Proposicion 2.1.5. Ademas, para cada n € N, sea J,, definido mediante

Jn:{ie{1,2,...,p}:t,~€H,,}.

Es un ejercicio sencillo establecer que J := J,_yJ, = {1,2,...,p} y JuNJ, = 0 siempre
que n # m. En efecto, seai € {1,2,..., p}. Entonces, existe un unico n € N tal que t; € H,,.
De esto se sigue que i € J, C J. Puesto que i era un elemento arbitrario de {1,2,...,p},
entonces, concluimos que {1,2,...,p} CJ. Lainclusion J C {1,2,...,p} es evidente, ya
que, J, € {1,2,...,p} para cada n € N. La primera parte de nuestra afirmacién ha sido
probada. Sin embargo, la otra parte es igual de sencilla, ya que, si i € J,NJ,, con n # m,
entonces, existe uni € {1,2,...,p} tal que t; € H, N H,, con n # m. Pero, evidentemente,
esto es una contradiccion, ya que, la colecciéon {H, : n > N} es una particion de /. Esta
contradiccion establece que J,, NJ,,, = 0. La prueba nuestra afirmacién es completa. Luego,

0u(P)=00) [ 1, = X (om (@t = 01) [ o0

=X (uleutt) - 1) | 01

[AS

~

(ot~ 00) [ 0 )

i

3
Il
=
Il

I
s
e

S

S

L
B
Mm
=

I
™

(ot~ 00) [ 0 )

i

OH(Mwmm4mA%J

lieHn

S

Il

=
S
gl\
L=

+

n

ll yol:
M~

Consiguientemente, esta cadena de igualdades nos permite deducir que

1

0u(P)=00) [0 = T 3 (w0t~ 10 [ o)

t,€H,

+ Z i (‘Pno ) (li) — (M) /1 <pno). (3.69)

n=ngy i=
t,EHn

Ahora vamos a estimar cada una de las sumas del lado derecho de la igualdad anterior.
Pero, en primer lugar, notemos que la coleccién {(¢;,1;) :i=1,2,...,p,t; € Hy,n > np} es
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finita y estd subordinada a y. Luego, es un M-sistema en / subordinado a . Asi pues, estd
subordinada a ¥,, por definicion de Y. Por tanto, por el Lema 2.1.2 y (3.66), tenemos

Z Z ((Pn t)M (M)A¢OH < 2nf+2 <e. (3.70)

nnol
6

Supongamos algin #; € H, con N < n < ng, entonces, @y, (t;) = @,(;). En efecto,

= Si n =N, entonces, t; € Hy = UszlEk- Como los Ej son disjuntos dos a dos,
entonces, existeunr € {1,2,..., N} tal que t; € E,. Ademads, como N < ny, entonces,

QOnO i) Zxk XEk ti) =X, = Zxk XE; (t:) = on(t:) = @u(ti).
k=1 k=1

» SiN < n < ny, entonces, H, = E,. Por lo tanto, ¢, (t;) = x, = @,(t;).

En resumen, si t; € H, con N < n < ng, entonces, @y, (#;) = ¢ (t;). Por consiguiente,
nop—1 p nop—1 p
Z Z ((Pno ) (M)/ (Pno) = Z Z ((Pn(ti).uai) - (M)/ (Pno)
n=N leH I n=N i=1 Li

[\
g
21 ™M
VRS
2
=
~
|
=
N\
$
N—

_|_

no 1 p
< /(Pn /(Pno>
n= N = 1

t,€H,

Denotando por S; y S» a las dos sumas del lado derecho de esta desigualdad, es decir,

noZl f (qon t)u(l) — (M )/Ii%) ONI lp ( /fpn /(pn0>

—N z
entonces, podemos reescribir la desigualdad anterior de la siguiente manera:

OZ i‘, ((Pno t)u(l;) — (M) /1 <pno)

n

7S2:

<SS +9%. (3.71)

De nuevo, por la eleccion del calibre y, para cadan =N, ... ,ngo — 1, como el M-sistema
{(t;,;) : i =1,2,...,p,t; € H,} estd subordinada a 7, entonces, estd subordinada a 7.
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Nuevamente, por el Lema de Saks-Henstock, Lema 2.1.2 y (3.66), resulta que

d €
Z <g0n(t,-)u(1,-)—(M)/I(pn)H <Wparacada n=N,...,np—1.
i=1 i

ticH,

Por consiguiente, esto nos permite obtener una estimacion de Sy,ya que,

i_Zl(fpntzu() (M /)

ti€H,

no—1

= 1 €
< Zzn+2 Z,z__zNH €

no—1

SI<Z

Ahora para estimar S,, observemos que, para cada i = 1,2,..., p, por ser ¢, McShane
integrable sobre /, entonces, por la Proposicion 2.1.4, es también es McShane sobre /; y

M)/I(Pn = (B)/I(Pn = Zxk,u(EkﬂIi) para cadan € N.
i i k=1

La primera igualdad de las igualdades anteriores es por (3.65) y la segunda es por
definicion. Por consiguiente, puesto que N < n < ng, resulta que

1o
M)/}‘Png /(Pn— Y, xu(Eend).

k=n+1

Luego, teniendo en cuenta que los Ej son disjuntos dos a dos, tenemos

no 1 p no—1 p
( /q)ﬂo /q)n) = Z Z X (Ex N )
1 1

n= N i= n=N i=1 k=n+1
ti€H, t;€H,
nop—1l n
= Z Z X (Ekﬂ U I)
n=N k=n+1

tleH

70

=Y ka/.L(EkﬂUI) (%)
k=N+1 n=N g

- % <EkanN< ) 1)>

lE n
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Podemos llegar a (%), disponemos en una tabla los términos de la suma previa y sumamos
en diagonal. Luego, por el Teorema de Hahn Banach y la monotonia de u, tenemos

3§ (o) .o 07)
A0

[ ls=1 1
tl Hl‘l
p

no —
< sup Y xXf(x \u<Ek U ( U 1,))
|lx*[]«=1k=N+1 n=N \ i=]

l
l n

=~

oo

< sup )| [ (ER).
[]x*]|«+=1k=N+1

Por consiguiente, de esto tltimo y de la desigualdad dada en (3.67), resulta que

no 1

L L (0 foron )

Reuniendo las estimaciones obtenidas para Sy y S y teniendo en cuenta (3.71), tenemos

nop—1 p
¥ Y. (oneu-00 [ o)
n=N i=1 If

t;€H,

l n

S>, = <e.

< 2e. (3.72)

Por tanto, teniendo en cuenta (3.69), (3.70) y (3.72), podemos concluir que
‘ 00 (P) = (1) [ 9w
con ng > N. Puesto que habiamos tomado n( de forma arbitraria, entonces,
‘ Pa(P) — (M) /1 Pn

para todo n > N. De esto dltimo y (3.68) se sigue que la sucesion (¢,), C S([0,1]) es
M-equi-integrable. Esto finaliza la demostracion. [

< 3¢

< 3e
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Proposicion 3.7.4 (Un teorema de convergencia). Supongamos que, para cada n € N,
fn: I — X es McShane integrable y (f,)n es una sucesion M-equi-integrable tal que

lim f,(¢t) = f(t) paracadat € 1.

n—oo

Entonces, la funcion f : 1 — X es McShane integrable y

tim (0) [ fu= .

Demostracion. Puesto que (fy), es una sucesién M-equi-integrable, entonces, para todo
€ > 0, existe un calibre Y — O de tal manera que

para todo n € N y para cualquier M-partcién P de I subordinada a y. Por el Lema 2.1.1,
seaP? ={(t;,;) : 1 =1,2,..., p} una M-particién de I subordinada a y. Por consiguiente,

<€ (3.73)

Fa(P) — (M) /1 £

lim f,(P) = lim il fultu () = Zf(ti).u(li) = f(P),

n—oo n—oo

ya que, f, — f. Luego, existe un ng € N tal que si n > ng, entonces,

Asi pues, por esto ultimo y la desigualdad dada en (3.73), si n > ng, tenemos

fn(P) —f(P)H <E. (3.74)

£2(P) = (M) /1 tll<2e. 375

- on [,

<[l -sip +

Por esta razon, si n,m > ng, entonces, resulta que

|00 [ =) [ 5

Esto demuestra que ( [; f4)» C X es una sucesion de Cauchy. Ademds, puesto que X es un
espacio de Banach, en particular completo, entonces, existe un L € X tal que

+ () /I fo— F(P)|| < 4e.

< Hf(P) ) | £

lfm (M) / fo=L.
n—yoo 7
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Por consiguiente, existe un n; € N tal que si n > ny, entonces

H(M) /Ifn_LH <e. (3.76)

Como consecuencia, si tomamos N = méx(ng,n;), por (3.74), (3.75) y (3.76), entonces,

ro-| < o - mem| 4]

I(P) = (1) [ f

+ H(M)/fN—LH <de
1
para cualquier M-partcién P de I subordinada a y. Por consiguiente, f € M([0,1]) y

Jr=t=1mm [ .

Esto acaba la demostracion. L]

Teorema 3.7.5. Supongamos que, para cada n € N, E,, C I es un conjunto medible,
xn es un elemento X y E,NE, = 0 siempre que n # m. Si la serie Y, _x,L(E,) es
incondicionalmente convergente en X, entonces, la funcion f : 1 — X definida mediante

ft)= Z Xn- XE,(t) paracadat €l

n=1
es McShane integrable y su integral de McShane viene dada por

) [ =X xan(En).

4 n=1
Demostracion. Por la Proposicién 3.7.3, 1a sucesién (¢, ), de funciones dadas por
n
Qu(t) = Zxk-xEk(t) paracadatel, n>1
k=1

es M-equi-integrable y cada ¢, € M([0, 1]) por el Teorema 3.5.1. También, es obvio que

lim @,(r) = f(t) paracadarel.

n—oo

Por consiguiente, por la Proposicion 3.7.4, f es McShane integrable y

n—oo n—oo n—oo

(M)/If: fim (M)/I(pn: 1fm(3)/1¢,,: 1fmkzlxku(Ek) :n;x,,u(En).

El Teorema 3.5.1 justifica la segunda igualdad, mientras que la tercera es por definicion y
esto completa la demostracion. [
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Por el Teorema 3.5.7, sabemos que la clase de las funciones McShane integrables
estd contenida en la de las funciones Bochner integrables. Ahora vamos a probar que
el reciproco no es cierto cuando X es un espacio de Banach de dimension infinita. En la
prueba de esto dltimos, utilizaremos el conocido teorema de Dvoretzky-Rogers que afirma
que, en cada espacio de Banach de dimension infinita, existe una serie incondicionalmente
convergente, pero no absolutamente convergente (consultar [9], Teorema 13.38).

Proposicion 3.7.6. Sea X es un espacio de Banach de dimension infinita. Entonces, existe
una funcion f : I — X que es McShane integrable, pero no es Bochner integrable.

Demostracion. Supongamos, por el Teorema de Dvoretzky-Rogers, que ) z, s una
serie incondicionalmente convergente en X tal que Y7 ||zn|| = +oo. Para cadan € N, sea
0 # E, C I un conjunto abierto de / tal que E, N E,, = 0 para todo n # m. Definimos
E=|JE, y E‘=I\E.
n=1
Observemos que E es un conjunto abierto por ser union de conjuntos abiertos y
w(E) = Y u(E) = u ( U E) < (D) < oo,
n=1 n=1
Ademds, para cada n € N, sea x,, = z,/(E,). Notemos que la serie

Z:Xnu(Eﬁ)ZZZ:Zn
n=1 n=1

es incondicionalmente convergente. Por consiguiente, teniendo en cuenta el Teorema
3.7.5, sabemos que la funcion f : I — X definida mediante

ft)= Z Xn- XE,(t) paracadar el
n=1

es McShane integrable y su integral de McShane viene dada por
(A[XAQpZ:E:XhH(Eﬁ»
n=1

En cambio, como la serie Y7, x,1L(E,) no es absolutamente convergente en X, ya que,

Z |[2n| [ (En) = Z ||zn]| = oo,
n=1 n=1

entonces, por la Proposicién 3.7.3, f & B([0, 1], X). Esto finaliza la prueba. O






Relacion con la integral de Pettis

Capitulo

Una teoria de integracion similar a la integral de Bochner, presentada en el Capitulo 3,
es imposible para funciones que son solamente débilmente medibles (Definicién 3.4.4).
Sin embargo, hay métodos de andlisis funcional elemental que nos permiten definir un
concepto razonable de integral si para una funcién débilmente medible f : 1 — X, le
anadimos la condicién de que x* o f € £1([0, 1]) para cada x* € X*. La integral resultante,
conocida cominmente como la integral de Pettis o integral de Gelfand-Pettis llamada asi
por Israel M. Gelfand (1913-2009) y Billy James Pettis (1913-1979), tiene una estructura
muy rica y extiende la definicion de la integral de Lebesgue a funciones que toman
valores en un espacio de Banach arbitrario. Este capitulo tendrd pues un doble objetivo.
Por una parte, hemos presentado algunos hechos elementales sobre la integral de Pettis.
El lector interesado en mds detalles sobre la integral de Pettis puede consultar [8], [20]
o [21]. Por otra parte, hemos relacionado dos las integrales tipo-Riemann que hemos
introducido en esta memoria, es decir, las integrales de Henstock-Kurzweil y McShane
con la integral de Pettis. En efecto, en la primera seccion hemos presentado la definicion
de la integral de Pettis y algunos resultados bésicos de dicha integral que necesitaremos
en las secciones posteriores. En la segunda secciéon hemos probado que toda funcién
McShane integrable es Pettis integrale. No obstante, el reciproco no es cierto en general.
De hecho, hemos escrito la dltima seccidén con la intencién de convencer al lector de
esto ultimo, pero sin entrar mucho en detalles técnicos. En la tercera seccion hemos
dado algunas condiciones suficientes para que una funcion Pettis integrable sea McShane
integrable. Mientras que, en la cuarta seccion, hemos empezado demostrando que toda
funcion Bochner integrable es Pettis y las dos integrales coinciden sobre el intervalo
de integracion. la cuarta seccion estd dedicada a la prueba de algunos resultados muy
interesantes y elegantes sobre la relacion que existe entre la integral de Pettis, la de
McShane y la de Henstock-Kurzweil por un lado y, por otro lado, sobre la relacion
existente entre la integral de McShane y la Henstock-Kurzweil.

Para redactar este capitulo, hemos usado estos textos: [5], [8], [10], [12], [13],
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[14], [20] y [21]. Sin embargo, destacamos los siguientes articulos: [5], [12], [13] y [14].

Recordemos, por el Teorema 3.5.6, que B([0,1],R) = £;([0, 1]) y, ademas,

L= [

L1([0,1]). Por consiguiente, por la Proposicién 3.3.2, la
[0, +c0) definida mediante

Uil =@ [17]

es una seminorma sobre £; ([0, 1]). Asimismo, decimos que un conjunto K C £;([0,1]) es
totalmente acotado con respecto a la seminorma ||.||; si, y solamente si, para cada r > 0,
existen f, f2,...,fn € K tal que K C B(f1,r) NB(f2,r)U---UB(f,,r) donde

B(fi,r) :=={f € L1([0,1)) : ||f — fill1 <r} paracadak=1,2,....n

para cada f € B([0,1],R) =
aplicacion ||.||1 : £1([0,1]) —

4.1. Integral de Pettis y algunos resultados preliminares

Esta seccion contiene la definicion de la integral de Pettis algunos resultados bésicos.
El primero de estos resultados establece que el conjunto de todas las funciones Pettis
integrables es un espacio vectorial sobre R y la integral de Pettis es un funcional lineal
sobre €él. Los dos siguientes resultados son propiedades de la integral de Pettis como
funcion de conjuntos. El tercer resultado nos da una condicién suficiente para que una
cierta serie sea incondicionalmente convergente a partir de la integrabilidad de Pettis de
una cierta funcién definida como una serie cuyas sumas parciales son funciones simples.

Definicion 4.1.1. Una funcion f : 1 — X es Pettis integrable sobre I si, y solamente si,
x*of: 1 — R es integrable Lebesgue sobre I para cada x* € X* y para cada conjunto
medible E C I existe un vV¢(E) € X con la siguiente propiedad:

x*(ve(E)) = (L)/x*of para cada x* € X*.
E

Designamos por P([0,1],X) el conjunto de todas las funciones f : I — X Pettis
integrables sobre I. Ademas, si f es Pettis integrable sobre /, denotamos su integral por

) [ 1

El vector vf(E) € X de la definicién precedente, si existe es, necesariamente, Unico
como consecuencia del teorema de Hahn-Banach. A continuacién presentamos algunas
propiedades de la integral de Pettis que vamos a usar en este capitulo.
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Proposicion 4.1.2. El conjunto P(]0,1],X) es un espacio vectorial sobre R.

Demostracion. Supongamos que f,g € P([0,1],X). Entonces, x* o f,x* o g € L{([0,1]).
Ahora sea E C I un conjunto medible. Entonces, existen v¢(E), V,(E) € X de manera que

CE) = [wof y #(E)= [+ og

E

para cada x* € X*. Por consiguiente, para todo x* € X*, si @ y B son niimeros reales,
entonces, a(x*o f),B(x* o g),a(x* o f)+ B(x* og) € L1(]0,1]), ya que, £1([0,1]) es un
espacio vectorial sobre R. Ademas, observemos que

o(x"o f)+B(x"og) =x"o(af +Bg)
es Lebesgue integrable sobre /, para cada x* € X*, y avs(E) + BV, (E) € X. Por tanto,
¥ (@ (B) + BrelE)) = o (vy(E)) +.5° (B () = a(t) [ 05+ B(L) [ "o
— @) [ (a0 +B og) = (1) [+ (af+Bo).
Puesto que av;(E)+ BVg(E) € X, por la unicidad de la integral de Pettis, resulta que

Vias+pg) (E) = aVy(E) +BVg(E).
Por consiguiente, & f + B g es Pettis integrable, que es lo que queriamos probar. [

Lema 4.1.1. Supongamos que f es Pettis integrable sobre 1. Ademds, supongamos que
C es la coleccion de todos los subconjuntos medibles de 1 y {E|,E,...,E,} CC tal que
W(ExNEy,) = 0 siempre que k # m. Entonces, la funcion vy : C — X definida mediante

vi(E)=(P) [ 1.
llamada la integral indefinida de Pettis, satisface la siguiente propiedad:
n n
Vf( U Ek> = Z Vf(Ek).
k=1 k=1

Demostracion. Supongamos que {E}, E»,...,E,} un una coleccion finita de subconjuntos
medibles de / y sea x* € X*. Evidentemente, el subconjunto de / definido mediante

n
E=|]JE
k=1
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es medible. Ademads, puesto que f es Pettis integrable sobre /, entonces, por definicidn, la
funcién x* o f : I — R es Lebesgue integrable sobre / y, para cada k € N, tenemos

¥ () = (B) [ ¥of

Asimismo, teniendo en cuenta la Proposicion A.2.5 y la linealidad de x*, resulta que

FE) = 8) [ or =T (1) [ ¥or=F o tuy(e) = ( L)),

Por consiguiente, una aplicacion del Teorema de Hahn Banach nos permite concluir que

Ve(E) = Vf( U Ek)) = ki,l vr(Ex),

k=1
ya que, x* era un elemento arbitrario de X*. Esto termina la prueba. [

Proposicion 4.1.3. Supongamos f : 1 — X una funcion Pettis integrable sobre I. Entonces,
la integral indefinida de Pettis, satisface la propiedad de aditividad numerable.

Demostracion. Sea (E,), una sucesion de subconjuntos medibles de 7 tal que E,NE,, =0
si n # m. Entonces, | J;_; E, es un subconjunto medible de /. Queremos probar que

Para ello, fijemos un x* un elemento de X* arbitrario. Ademds, sea (n; )y € N cualquier
sucesion estrictamente creciente. Puesto que f € P([0,1],X), entonces, para cada k € N,
existe un v¢(E,, ) perteneciente a X de manera que

S VB = (L) [ Kof=) [er) ze

Por lo tanto, por la linealidad de la integral de Lebesgue, resulta que

k
Y€ () = (@) /

I

k
<Z(x*of)) * Xk, paracadak > 1. 4.1)

i=1

sea E el subconjunto medible de / dado por E = |J;_ E,,. Puesto que los términos de la
sucesion (E,, ) son disjuntos dos a dos, tenemos

bl

k
Zxof ‘XE, | < |(x"of) x| paracadaneN.

i=1

lim } (x"of) xg, =& of)xe vy

k—eoi =
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Ademds, notemos que |(x* o f) - xe| € £1([0,1]) porque f € P([0,1],X). Por lo tanto,
tomando el limite en ambos lados de (4.1), el Teorema de la Convergencia Dominada nos
permite intercambiar el simbolo de integracion con el de paso al limite. Por consiguiente,

Y (vp(En)) = (L) [ =@ o) e = [ (670 ) =2 (v (E))

k=1

Puesto que, x* era un elemento arbitrario de X*, entonces, para cada x* € X*,

Y x*(ve(En)) = x"(v¢(E)) = x* (vf( U Enk)) (4.2)
k=1

k=1

es un ndmero real, ya que, f € P([0,1],X). Asi pues, por Corolario A.3.1, la
serie Y;~ | Vs(Ey,,) es débilmente convergente. Dado que (n;)r C N es una sucesién
estrictamente creciente arbitraria, entonces, por el Teorema de Orlicz-Pettis, Teorema
A3.3, la serie )} vf(En) es incondicionalmente convergente y, en particular, es
convergente en X. Por consiguiente, para cada x* perteneciente a X*, tenemos

(o]

Y X (ve(En)) :x*(i vf(En)). (4.3)
n=1

n=1

Tomando (n; ) = N en (4.2) y teniendo en cuenta (4.3), concluimos que
x* (vf( U E,,)) =x* ( Z vf(En)) para cada x™ € X*.
n=1 n=1
Finalmente, una aplicacion del Teorema de Hahn Banach nos permite concluir que
Vf(l‘JEh) 212:\7(Eh)
n=1 n=1

La prueba es completa. [

Proposicion 4.1.4. Sea f : [ — X una funcion Pettis integrable sobre I de la forma
f = Z xn . %En
n=1

para cada n € N, E,, es un subconjunto medible de I, x, € X y E, NE,, = 0 siempre que
n # m. Entonces, la serie ), | x, - W(E,) es incondicionalmente convergente en X.
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Demostracion. Observemos que E = J;_| E, C I es medible y, por la Proposicion 4.1.3,
la integral indefinida de Pettis v tiene la propiedad de aditividad numerable. Por lo tanto,

(7’)/Ef = Vf(E) = Vf( QEn) = ;vf<En)~ (4.4)

De esto se sigue que la serie Y., Vs(E,) es incondicionalmente convergente. Ahora
fijemos un ng € N y notemos que si ¢ € E,,, entonces, f(f) = x,,. Por esta razén,

¥ (Vi(Eny)) = (L) /E ¥of=(L) / X (ng) = 2 (ng L (Eng) = X (g 1 (Eng))

o 0
para cada x* € X*. Puesto que ng era un nimero natural arbitrario, entonces,
X (Vi(En)) =x" (xplt (En))

para todo n € Ny para cualquier x* € X*. Por consiguiente, una aplicacioén del Teorema de
Hahn Banach nos revela que x, 1 (E,) = Vy(E,) para cada n € N. Por esta razén, tenemos

ilxnuwn) - ilvfw

que es incondicionalmente convergente. Esto finaliza la prueba. [

4.2. El problema M ([0,1],X) C P([0,1],X)

El objetivo de esta seccion es demostrar que toda funcion McShane integrable es Pettis
integrable y ambas integrales coinciden sobre el intervalo de integracion considerado. La
siguiente proposicion es clave para alcanzar nuestro objetivo.

Proposicion 4.2.1. Supongamos que f : 1 — X es McShane integrable sobre I. Entonces,
para cada x* € X*, la funcion x* o f : I — R es también McShane integrable sobre I y

x*((M)/If) :(M)/Ix*of.

Demostracion. Puesto que f es McShane integrable sobre /, entonces, para cada € > 0,
existe un calibre y: I — O de manera que

Hf(P)—(M)/IfH<8
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para cualquier M-particién P del intervalo / subordinada a y. Por el Lema 2.1.1, sea
P = {(l‘i,li) i=1,2,... ,n}

una M-particion de / subordinada a y. Como cada x* € X* es lineal, entonces,

Zl< o A)(t)uh) = 21 (Flu()) =" (éﬂr»u(m)

para cada x* € X*. Ademads, debido a que (M) [, f es un elemento de X, se cumple que

7 gf(ti)ﬂ(li)) (o fr) = ( Y rlautn) - 0n) | )

Por consiguiente, para cada x* perteneciente a X *, tenemos

conore(n ) | o (o )

n

Y feu(l)— M) [ f

i=1 !

< ¥l

< |l €
para cada M-particién P de I subordinadaa y, € >0y x* € X*. Esto termina la prueba. [

Puesto que, por el Teorema 2.2.2, una funcién f : I — R es McShane integrable si, y
solamente si, es Lebesgue integrable y que ambas integrales coinciden, entonces, tenemos
el siguiente corolario de la Proposicion 4.2.1.

Corolario 4.2.1. Supongamos que f € M([0,1],X). Entonces, para cada x* € X*, la
funcion x* o f : I — R es tanto McShane integrable como Lebesgue integrable sobre I y

M)/If) :(M)/Ix*of:(L)/Ix*of.

Ya poseemos estamos en condiciones para probar que M([0,1],X) C P([0,1],X).
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Teorema 4.2.2. Supongamos que tenemos una funcion [ : 1 — X McShane integrable
sobre I. Entonces f es Pettis integrable sobre I y

) [ r=m) [ 1
E E
para cualquier conjunto E C I medible. En particular M([0,1],X) C P([0,1],X).

Demostracion. Fijemos un conjunto E C I medible. Dado que f es McShane integrable
sobre I, entonces, por el Teorema 2.3.4, f - xg también es McShane integrable sobre 1.
Ademas, por el Corolario 4.2.1, para cada x* € X*, la funcion

xo(f-xe)=of) xe: 1 >R

es, a la vez, McShane integrable asi como Lebesgue integrable sobre I y
€ (00) [£2) = ) (o) 20 = (L) [(5"00) - 2

Pero, por definicion, esta cadena de igualdades se puede reescribir la siguiente manera:

< (0n) [ )= 0n) [ xor =) [xor

para cada x* € X*. Puesto que E era un subconjunto medible arbitrario de /, entonces,
concluimos que f es Pettis integrable sobre / y la prueba es completa. O]

4.3. El problema P([0,1],X) C M([0,1],X)

En la secciéon 4.2, hemos probado que todas las funciones f : I — X McShane
integrables son también Pettis integrables, es decir, M([0,1],X) C P([0,1],X). Ahora
vamos a considerar la inclusién inversa que es mds complicada y depende de las
propiedades de las funciones o del espacio de Banach en el que las funciones toman sus
valores. Pero, antes de nada, notemos que la siguiente proposicién es una consecuencia
inmediata de los Teoremas 3.5.7 y 4.2.2.

Proposicion 4.3.1. Supongamos que f € B([0,1],X). Entonces, f € P([0,1],X) y

#) [ 1= [ s

sobre cualquier conjunto E C I medible.

El siguiente resultado pertenece a R. A. Gordon [14], Teorema 17.
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Teorema 4.3.2. Supongamos que f : 1 — X es una funcion fuertemente medible. Si f es
Pettis integrable sobre I, entonces, f es McShane integrable sobre 1.

Demostracion. Puesto que f es medible, entonces, por la Proposicion 3.4.7, existe una
funcién medible g : I — X de forma que ||g(7)|| < 1 en casi todo 7 € I y otra funcién
medible 4 : I — X que se puede escribir de la siguiente manera

h(t) = Z xnXE,(t) paracadat el
n=1

donde, para cada n € N, E,, C I es un conjunto medible, x, € X y E,, N E,, = 0 para cada
n # mde tal manera que f(t) = g(t) +h(t) para cadar € I. Ademads, como g es una funcién
medible y ||g(¢)|| < 1 en casi todo ¢ € I, entonces, por el Corolario 3.6.3, g es Bochner
integrable sobre I. Por consiguiente, g es Pettis integrable sobre I por la Proposicion
4.3.1. Asimismo, dado que f es Pettis integrable sobre I, por la Proposicion 4.1.2, resulta
que h = f — g es Pettis integrable sobre /. Por consiguiente, la serie ).~ | x,i(E,) es
incondicionalmente convergente por la Proposicion 4.1.4. Por lo tanto, por el Teorema
3.7.5, h es McShane integrable sobre 1. Luego, teniendo en cuenta la Proposicion 2.1.3,
concluimos que f es McShane integrable sobre / y la prueba es completa. [

El siguiente teorema es un corolario del Teorema 4.3.2. También, lo ha mencionado
Gordon en su articulo [14], pag. 566 .

Teorema 4.3.3. Supongamos que X es un espacio de Banach separable y f : 1 — X es
una funcion Pettis integrable sobre 1. Entonces, f es McShane integrable sobre I.

Demostracion. Puesto que f es Pettis integrable sobre /, entonces, para cada x* € X* la
funcion x* o f : I — R es Lebesgue integrable sobre /. En particular, x* o f es medible
sobre / para todo x* € X*. De esto se sigue que f es débilmente medible. Ademds, como
X es un espacio de Banach separable, por el Corolario 3.4.1, f es fuertemente medible.
Luego, por el Teorema 4.3.2, f € M([0,1],X). Esto termina la prueba. O

El siguiente teorema es una consecuencia inmediata de los Teoremas 4.3.3 y 4.2.2.

Teorema 4.3.4. Supongamos que X es un espacio de Banach separable. Entonces, las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) f€P([0,1],X).
) f e M([0,1],X).
Ademds, para cada f € P([0,1]) = M([0,1]), tenemos

Py 1= [ 1

para cualquier conjunto E C I medible.
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4.4. Otras relaciones interesantes entre M ([0,1],X),
P([0,1],X) y HE([0,1],X)

Esta seccion contiene la prueba de unos resultados muy elegantes que, por una parte,
relacionan la integral de McShane, la de Pettis y la de Henstock-Kurzweil y, por otra
parte, enlazan la integral de McShane y la de Henstock-Kurzweil. Pero, antes de nada,
vamos a necesitar el siguiente lema.

Lema 4.4.1. Sean g : I — R una funcion, y: 1 — O un calibre y n > 0 tal que
g(P)<n

para cada K-sistema {(t;,I;) : i = 1,2,...,n} del intervalo I subordinada a 8. Entonces,
2n
u(lﬂUV(t)) <=
£
teJ
para cada € >0, donde J = {t €1:g(t) > €}.

Demostracion. Fijemos un € > 0. Puesto que /N J;c;7(t) € I un conjunto abierto en /,
en particular medible, entonces, existe un conjunto compacto F C INJ,c; ¥(¢) tal que

u(l mgm) <u(F)+1. 45)

Notemos que }/‘  ©s un calibre sobre F. Por consiguiente, por el Lema 1.1.2, sea
P = {(Zi,li) = 1,2,...,n}

una K-particion de / subordinada a }/{ p- Observemos que P es un K-sistema de /
subordinada a y. Dado que F = J?_ I; y g(t;) > €, paracada i = 1,2,...,n, resulta que

¢(P) = igm)u(m > eium) _eu ( On) — eu(F).
= = i=1

La pendltima igualdad se justifica por el hecho de que I; N 1; es el conjunto vacio o un
conjunto unitario para todo i # j. Ademads, como g(P) < 1, entonces, deducimos que

W(F) < g (4.6)

Finalmente, por las desigualdades dada en (4.5) y (4.6), concluimos que

u(mU (t—5(t),t+5(t))) < 2?17

teJ

Esto acaba la prueba. [
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Ademads, un razonamiento similar al que hicimos para demostrar la Proposicion 4.2.1
también nos permite probar la siguiente proposicion.

Proposicion 4.4.1. Supongamos que f € HK([0,1],X). Entonces, para cada x* € X*, la
funcion x* o f : I — R es también Henstock-Kurzweil integrable sobre I y

x*<(HK) /I f) — (HK) /1 Xof.

A continuacién vamos a dar una relacion interesante entre P ([0,1],X) y M([0,1],X)
y HK(]0,1],X) debido a D. H. Fremlin [12].

Teorema 4.4.2. Supongamos que f : 1 — X es Pettis integrable y Henstock-Kurzweil
integrable sobre 1. Entonces, f es McShane integrable sobre I y

o) [ 1=K) [£=P) [ 1

Demostracion. Puesto que f es Pettis integrable sobre /, entonces, para cada x* € X*, la
funcién (x* o f) - xg : I — R es Lebesgue integrable sobre 'y

(@[ 1) = [ron z

Luego, para cada x* € X*, por el Teorema 2.2.2, (x*o f) - xg € M([0,1]) y, ademas,

(@) fr)=0n [wren) 2

Como consecuencia, por la Proposicién 2.1.6, (x* o f) - xg € HI([0,1]) y
x* ((P)/ f> = (HK) /(x*of) -Xg paracadax’ € X"
E 1
Ademads, teniendo en cuenta que (x*o f)- xg =x"o(f- xg) y la Proposicion 4.4.1, tenemos

v (@) [ 1) =) [ o) = (1K) [ £20) = () [ 1)

para cada x* € X*. De esto ultimo y del teorema de Hahn Banach se sigue que

(P)/ f= (HK)/ f para cada conjunto E C I medible. 4.7)
E E
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Puesto que f es Pettis integrable sobre /, entonces, por el Teorema 9.2 de [20], resulta que
K={x"of:x" € B(X")} C Li([0,1])

es totalmente acotado con respecto a la seminorma ||.||;. Por consiguiente, para cada
n > 0, existe una coleccién finita C = {hy,hy,...,h,} C K con la siguiente propiedad:
para cualquier & € K existe un /; € C de manera que

= hully = (@) [ 1h=hel = (00) [ Jp=t] <.

Ahora fijemos € > 0y, para cada k € N, definimos 1 > 0 de la siguiente manera:

e2

= 2k (2e + 24k)°

Entonces, para cada k € N, existe una coleccion finita Cy, = {hy 1,y 2, . .. :hk,r(k)} tal que

para cada h € K existe /i ; € Cy de manera que (M) / \h—hyg| < Mg (4.8)
I

Fijemos un k € N arbitrario. Puesto que f es integrable Henstock-Kurzweil sobre /, existe
un calibre ¥, : I — O tal que si P es una K-particién de / subordinada a 7;, entonces,

k) [ -5 < e 49
Ahora sean el conjunto Ej y el calibre y : I — O definidos mediante
Ex={rel:k—1<|[f(Ol[ <k} y v(t)=n)sit €k
A esta altura es evidente que I = {J;_ Ex y E,NE,, = 0 siempre que n # m, ya que, es

un ejercicio sencillo que hemos realizado muchas veces a lo largo de esta memoria. A
continuacion nuestro objetivo es demostrar que f es integrable McShane sobre /' y

o) [r=) [ 1

Para ello, por el Lema de Cousin, Lema 2.1.1, sean P = {(#;,[;) : i = 1,2,...,n} una
M-particion de I subordinada a ¥ y 4 un elemento cualquiera de K. Ademads, definimos

Jk:{i€{1,2,...,n}:ti€Ek} y He=JI
iGJk
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Abhora elegimos un 7 ; € Cy, tal que se cumpla la desigualdad dada en (4.8). Entonces,

- '(L)/Hkm )

Asimismo, puesto que /; ; es McShane integrable sobre /, entonces, resulta que

hic (P /hkl

Observemos que la coleccion S = {(¢;,1;) : i € Ji} es un M-sistema en [ subordinado a 7.
Por consiguiente, por el Lema de Saks-Hentock, Lema 2.1.2, tenemos

Y (hkl o /hkl)‘ hia(S /hkl
ieJy

lGJk
Luego, por la equivalencia Lebesgue-McShane y la Proposicién A.2.5, concluimos que

0n) [ (- <W [ end <@ - wl <o @0

< Tk

< M (4.11)

hii(S) — (M) /Hkhk’l

SeaR ={(v,V;) : r=1,2,...,m} un K-sistema en / subordinada a y y definimos

H=[]JV.

r=1

Notemos que H es un subconjunto medible de 7'y p(V, NVy) = 0 si r # s. Luego, por el
Lema 4.1.1, (4.7), el Lema de Saks-Hentock, Lema 1.3.1, y (4.9), tenemos

r_fl (f<vr>u<vr> Gl rf) H <

Observemos que, por la Proposicion 4.2.1, para cada x* € X*,

o) [xor=[on g = (00 [ ) = (0n) [ 1)

para cada conjunto E C [ medible. Por consiguiente, para cada x* € B(X™),

2Ry - (00 [ 1) = e (sR- 0 [ 1)

)= [ o] <|[rRi- ) [ o] <ne

Hf(R)—(P)/HfH -

<x*of><R>—<M>/Hx*of’ _

<]
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En resumen, hemos probado que para cada elemento x* o f del conjunto K, resulta que

(o f)R)~ () [ f‘ <.

En particular, Puesto que &, i ; son elementos de K, entonces, tenemos

(h=hei)(R) = (01) [ (h=h)

< 'h(R)—(M)/Hh‘ +

hi(R) — (M) /Hhk,z

< 2.

Recordemos que habiamos elegido 7 ; € Cy de forma que se cumpla (4.8). Por lo tanto,

<h—hk,l><R>g|<h—hk,l><7z>|s\(h—hu)(n) o) [ (b=

/|h hkl‘ <3T]k

Ahora definimos J = {t € I : h(t) — Iy ;(t) > €}. Entonces, por el Lema 4.4.1, resulta que
QnUy ) (4.12)
teJ

Una vez establecida la desigualdad anterior, consideremos el siguiente conjunto:

U I; donde W, ={iecJ;:h(t) _hk,l(ti) > e}

iew,

Notemos que I; C I Ny(t;) para cada i € W. Ahora denotemos por T = {t; : i € W, }.
Entonces, {INy(t;) :i € Wy} ={INy(t;) :t; € T} CJy, por consiguiente,

U e U anyy = Yunra) =i U)o (Uro).
iew, €W, teT teT reJ
Ademas, teniendo en cuenta la Proposicion A.2.1y (4.12), podemos concluir que
oMk
.U(Uli) Y, ull <N(UY ) -
iew, iewy ted
De manera similar, si denotamos por W_ = {i € Ji. : hy;(t;) — h(t;) < —€}, resulta que
le
u( Uli) ), u( <u(U7’ ) .
iew_ ieWw_ reJ
Sea W = {i € Ji : |h(t;) — hy;(t;)| > €}. Entonces, de estas dos estimaciones se sigue

Y ul)= ¥ )+ ¥ ul) < o

icW ieW, ieW_
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Notemos que, para cadat € I, |h(t) — hy ;(¢)| < |h(2)]|+ |l ()] < 2[|£(2)]] ya que,

h(t) =x1(f(1)) 'y Tua(t) =x3(f(r)) paraalgunos xj,x; € B(X™).

En particular, si i € Ji, |h(t;) — i (2:)| < 2||f(#:)]| < 2k, ya que, t; € Ey. Por tanto,

Y h(t) — by ()| (L) = Y 1h(t) = e () [T+ Y Th(5) — hyca (6) | (1)
ieJy iew e \W
<2k u(l)+e Y, plh) < S Y u(h). (4.13)
- k . - E !
icw i€ \W icJy

De la definicién de J; y la de S se sigue que las siguientes igualdades son validas:

Y (g () = h()) (L) = Y (hica (1) — h(6)) (L) = i (S) — h(S).

ieJy tieEy

Luego, de esto tltimo y de las estimaciones dadas en (4.10), (4.11) y (4.13) resulta que
0n) [ - ¥ huit #|on) [ ma=nats)
Hy, ] Hy,

icJy
Y (e (1) — (1)) (1)

s‘(M) Ry

+ i (S) = h(S) < e+ M+

icJy
<2+ Y hag () — h(e) | (L) <
icJy icJy
24k _2e 2e +24k 24k
(2+—>nk+82u + ) u(h)
ieJy icJy
La dltima igualdad es debido a las definiciones de 7 y Hy. Luego, podemos concluir que
‘(M) /H h— Z h(t;) (L) 2k +eu(H;) paracadak > 1. (4.14)
ko ied

Observemos que sii € {1,2,...,n}, entonces, existe un tnico ky tal que ; € Ey, . Luego,

i€y S |k

k=1

Como i era un elemento arbitrario del conjunto {1,2,...,n}, entonces, concluimos que

{1,2,...,n} € |J I
k=1
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Pero, evidentemente, para cada k € N, J, C {1,2,...,n}. Por esta razén, tenemos

Uk <{1,2,...,n}.
k=1
Estas dos inclusiones anteriores nos permiten escribir la siguiente igualdad:
0:=Jh={1.2,...,n}.
k=1
Asi pues, la suma de Riemann de % asociada a la particién P se puede expresar como

h(P)=Y h(t)u() =Y h(t)u(L) = i Y h(t)u(n). (4.15)

i=1 icQ k=1ieJy

La ultima igualdad de las igualdades anteriores es debido a que J; NJ; = @ para cada
k # 1. También, notemos que si I; € {I},b,...,I,}, entonces, [ € {1,2,...,n} = Q. Por
esta razon, existe un ko € N tal que / € Ji,. Esto tltimo nos permite concluir que

Le |J{nc O {3

i€y, k=1ieJy

Ademds, evidentemente, para cada k € N, U;c;, {L} C{h,L,...,I,}. Por esto, tenemos

oo

U Ut c{nb,... 1}
k=1ieJ;
Reuniendo las dos inclusiones anteriores podemos concluir que
A= U =1{h.b,... . 1.}
k=1ieJ;
Dado que JgNJ; = 0 si k # 1. Entonces, Uiy, {1i} NUicy, {1i} = 0 si k # [ Por lo tanto,

(M)/Ihzg(M)/hh:Ig(M)/]ih: y Z(M)/Iih: Z(M)/Hkh. (4.16)

k=1ieJy k=1



4.4 Otras relaciones interesantes entre M ([0, 1],X), P([0,1],X) y HX([O, ”

La Proposicion 2.1.5 justifica la primera y la dltima de la anterior cadena de igualdades.
De las igualdades dadas en (4.15), (4.16) y la estimacion dada en (4.14), se sigue que

4P =00) [ =| T T )= X0 [

k=1lieJy

-1x (lezjkhai)u(n)—(M) IIE ¥ L Huth) o0 [
S YRS WONGIESY (§+eu<ﬂk>)

— iik i (Hy) _e—i—shmZu

k—>oo

Observemos que de la Proposicion A.2.1 se sigue que YX_, u(H;) = (U, H;). Luego,

'h(P) - (M)/Ih

donde Ay = HiUH, U--- U Hy, para cada k € N. Como (Ay), es una sucesion creciente de
subconjuntos medible de 7, entonces, por el Teorema A.2.9, resulta que

‘h(P /h

Ademads, teniendo en cuenta la monotonia de la medida de Lebesgue, tenemos

'h(P)—(M) /Ih

ya que, J;_; Ax C I. Puesto que /4 era un elemento arbitrario de K, concluimos que

ey (@ )]
v (s [r) <2

para cada x* € B(X*). Luego, una aplicacion del teorema de Hahn Banach nos revela que

[P - [1]] <2

<e+e¢lim pu(Ag)
k—roo

<e—|—8hmu(Ak)—e+£u(UAk)
k=1

<2e,

(o N)(P) = (M) [ ("o f>' _
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para cualquier particion P = {(t;,I;) : i = 1,2,...,n} del intervalo I subordinada a y y
cada € > 0. Por lo tanto, f es integrable McShane sobre el intervalo I y

o) [r=) [ 1

Esto finaliza la prueba. [

Puesto que cualquier funcién McShane integrable es Pettis integrable por el Teorema
4.2.2 y integrable Henstock-Kurzweil por la Proposicion 2.1.6, entonces, tenemos el
siguiente corolario del Teorema 4.4.2.

Teorema 4.4.3. Supongamos que f : 1 — X es una funcion. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

(1) f e M([0,1],X).

() f € P([0,1],X) "HK([0, 1], X),
es decir, tenemos M([0,1],X) =P([0,1],X) NHK([0,1],X).

Este es el resultado de D. H. Fremlin dado en [12] (Teorema 8). Nuestra demostracion
del Teorema 4.4.2 sigue de cerca las ideas de [12]. Ademads, el siguiente resultado es una
consecuencia inmediata del Teorema 4.4.3.

Corolario 4.4.1. Supongamos que f : I — X es integrable Pettis sobre 1. Entonces, f es
integrable McShane sobre I si, y solamente si, f es integrable Henstock-Kurzweil sobre I.

Vamos a acabar esta seccién con una interesante caracterizaciéon de las funciones
McShane integrable que fue demostrado por D. H. Fremlin ([12], Corolario 9). Es en
este resultado donde el Teorema 4.4.2 encuentra su mas importante aplicacion.

Teorema 4.4.4. Supongamos que f : 1 — X es una funcion cualquiera. Entonces, f es
McShane integrable sobre I si, y solamente si, para cada conjunto E C I medible, la
Sfuncion f- xg : I — X es Henstock-Kurzweil integrable sobre I.

Demostracion. Supongamos que f es McShane integrable sobre / y sea E C [ cualquier
conjunto medible. Entonces, por el Teorema 2.3.4, f - xg es McShane integrable sobre /.
Luego, por el Teorema 4.4.3, f - xr es Henstock-integrable sobre 1.

Reciprocamente, supongamos que f es Henstock-Kurzweil integrable sobre cualquier
subconjunto medible de /. Sean x* € X* y E C I medible. Entonces, x*o (f-xg): 1 - R
es Henstock-Kurzweil integrable sobre /'y, por la Proposicion 3.4.2, tenemos

(HK)/Ix*o(f~xE) :x*((HK)/If-xE). 4.17)
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Asimismo, por la Proposicién 1.4.9, 1a funcion x* o f : I — R es Lebesgue integrable sobre
I. Luego, por el Teorema 2.2.2, x* o f es McShane integrable sobre /. De nuevo, por el
Teorema 2.3.4, (x*o f) - xg = x* o (f- xg) es McShane integrable sobre I y

(HE) (o f) e =) [0 f) e =) [of) ze. @19

De las igualdades anterior, la primera es debido a la Proposiciéon 2.1.6 y la segunda al
Teorema 2.2.2. Como x* o (f - xg) = (x* o f) - x£, entonces, por (4.17) y (4.18), tenemos

(L)/I(x*of)%E:x*((HK)/[fXE)

Evidentemente, la igualdad anterior también se puede expresar de la siguiente manera:

(L)/Ex*of:x*((HK)/Ef).

Puesto que la igualdad anterior se cumple para cada x* € X* y conjunto E C I medible,
entonces, resulta que f es Pettis integrable sobre /. Igualmente, por hipédtesis, f es
Henstock-Kurzweil integrable sobre /. Por consiguiente, por el Teorema 4.4.3, f es
McShane integrable sobre /. Esto finaliza la demostracion. 0

4.5. P([0,1],X) € M([0,1],X) no es cierta en general

Por el Teorema 4.2.2, sabemos que cada funcién McShane integrable es también
Pettis integrable. Asi que, nuestro objetivo de esta seccion es comentar brevemente
algunos resultados que demuestren que la inclusién P([0,1],X) € M([0,1],X) no es
verdadera en general, pero sin entrar mucho en detalles técnicos.

El primer ejemplo que muestra que existen funciones Pettis integrables que no son
McShane integrables fue dado por Fremlin y Mendoza en [13], 3C Example. Las ideas
esenciales del ejemplo de Fremlin y Mendoza son las siguientes:

Supongamos que (E,), es una sucesion de subconjuntos medibles de I estocasticamente
independientes tal que u(E,) = 1/(n+ 1) para cada n € N. El conjunto {yg, : n € N}
es estable en el sentido de Talagrand (consultar [21], Definicién 4.24). Ahora sea
f 1 — lo(N) la funcién definida mediante

F0)(n) = {1 sitekE,

0 sitel\E,.
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Puesto que esta funcidn es acotada y propiamente medible ', es Talagrand integrable y, por
lo tanto, debe ser Pettis integrable. El valor de la integral esw = {1/2,1/3,...,} € {(N).
En [13] se demuestra que la suposicion de integrabilidad de McShane de f conduce a una
contradiccion. Este resultado de Fremlin y Mendoza muestra que la posible hipdtesis de
P([0,1],X) € M([0,1],X) es falsa cuando X es un espacio de Banach arbitrario.

Otro ejemplo es dado por L. Di Piazza y D. Preiss en [5] mostrando que bajo la Hipétesis
del Continuo, existe una funcién f : I — lw(®;) escalarmente nula sobre I que no es
McShane integrable sobre /, donde m; es el primer ordinal no-numerable. Por esta razén
empezamos definiendo la nocién de una funcion escalarmente nula.

Definicion 4.5.1. Una funcion f : I — X se dice escalarmente nula sobre I si, y solamente
si, para cada x* perteneciente a X*, x* o f = 0 en casi todo punto sobre I.

Ademas, el siguiente resultado es una consecuencia inmediata de la Proposicion A.2.6
y la Definicién 4.1.1.

Proposicion 4.5.2. Sea [ : I — X una funcion escalarmente nula sobre 1. Entonces, f es
Pettis integrable sobre I y, para cada conjunto E C I medible, tenemos

p) [ 1=o0.

Observemos, por la Proposicion 4.5.2, que f debe ser Pettis integrable sobre I con la
integral de Pettis igual a O € X. Ahora presentamos las ideas fundamentales del ejemplo
de Di Piazza y Preiss: Supongamos que (Ng)acw, Y (Ca)aco, son dos colecciones de
subconjuntos de I que satisfacen las siguientes propiedades:

(a) Para cada o € @y, Ny es un subconjunto de / de medida nula.

(b) No C Ng sio < .

(c) Para cada conjunto E C I de medida nula, existe un @ € @ tal que E C Ny,.
(d) Para cada o € w1, Cy es un conjunto numerable.

(e) Cq CCpsia<p.

(f) Para cada conjunto E C I numerable, existe un o € @ tal que E C Cy.
Ahora sea f : [ — {( ;) la funcién definida mediante

1 sit€Ey\Cqy

f(t)(a):{o sitel\ (Eq\Ca).

En [5], se muestra que esta funcion f es escalarmente nula sobre I, pero no McShane
integrable sobre /. Ambos ejemplos abren el problema de caracterizar a los espacios de

'Es traduccidn del autor de “properly measurable”. Esta terminologia aparece en [21], Definicion 4.25.



4.5 P([0,1],X) € M([0,1],X) no es cierta en general ”

Banach para los que la inclusién P([0,1],X) € M([0,1],X) es valida. Durante mucho
tiempo la dnica condicién suficiente para la inclusién P([0,1],X) € M([0,1],X) fue
la separabilidad del espacio X (Teorema 4.3.3). Sin emgargo, si nos centramos en los
espacios de Banach no-separables, un paso crucial en este campo fue dado por L. Di
Piazza y D. Preiss en [5]. Ellos, demostraron lo siguiente:

Teorema 4.5.3. Supongamos que X es un espacio super-reflexivo o X = co(I") para algiin
conjunto I'. Entonces, toda funcion f : 1 — X Pettis integrable es McShane integrable.

La prueba del teorema anterior utiliza resultados profundos sobre los espacios de
Banach no-separables y su geometria. La extraordinariamente compendiosa monografia
[10] es la mejor fuente para comprenderla. Solamente recordemos que un espacio de
Banach X se dice es super-reflexivo si, y sélo si, todo espacio de Banach finitamente
representable en X es reflexivo. Un espacio de Banach Y es finitamente representable en
X si, y solamente si, para cada subespacio F' C Y de dimension finita 'y € > 0, existe un
operador lineal inyectivo T : F — T (F) C X tal que ||T||-||T~'|| < 1 +&. Sin embargo, en
la demostracién del Teorema 4.5.3 en [5], los autores han utilizado la caracterizacidén de
espacios super-reflexivos X como aquellos que tienen una norma uniformemente convexa
equivalente. Recordemos que una norma ||.|| en X se dice uniformemente convexa si, y
solamente, para todo € > 0 existe un § > 0 tal que para cada x,y € B(X)

x+y
2

H >1-0=|x—y||<Le.

Ejemplo: la norma candnica de los espacios L” con 1 < p < oo,
También, en los trabajos de Deville-Rodriguez y Avilés-Plebanek-Rodriguez se
profundiza en el problema de la equivalencia de las integrales de McShane y Pettis.
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A.1. Convergencia de base de filtro

Teorema A.1.1. Supongamos que (X,||.||) un espacio de Banach y sea B una base de
Filtro sobre X. Entonces, B es convergente si, y solamente si, es de Cauchy.

Demostracion. Supongamos que B converge hacia x € X. Entonces, dado € > 0, existe
un F; € B tal que F; C B(x,€/2). Luego, si (u,v) € F¢ X Fg, entonces, u,v € B(x,€/2).
Por consiguiente, ||u —v|| < ||u —x|| 4 |[x — v|| < €. Puesto que (u,v) era un elemento
arbitrario de Fy X Fg, entonces, concluimos que Fg X Fz C {(u,v) € Sx S: |lu—v|| < €}.
Esto prueba que B es una base de filtro de Cauchy.

Reciprocamente, supongamos que B es una base de filtro de Cauchy. Entonces, para cada
n € N, existe un F;, perteneciente a B de manera que

1
anan{(u,v)eSxS:Hu—vH<—}. (A.1)
n

Ahora, para cadan € N, sea x, € F1 NF,N...NF, (esta interseccion no es vacia, ya que,
B es una base de filtro). Ademads, observamos que, por construccion, si k < n, entonces,
X, € F.. Afirmamos que la sucesion (x,), asi obtenida es una sucesion de Cauchy en X.
En efecto, dado € > 0, sea ng € N tal que 1/ng < €. Entonces, si n,m > ny, resulta que
Xn,Xm € Fy, Y, por lo tanto, ||x, —x,,|| < 1/ng < €. Esto prueba que (x,), es una sucesion
de Cauchy en X. Por consiguiente, dado que X es completo, existe un x € X tal que x,, — x.
Ahora veamos que B converge hacia x. Tenemos que probar que, para entorno N(x) de x,
existe un F € B tal que F C N(x). Fijemos un entorno N(x) de x. Entonces, existe un r > 0
tal que B(x,r) C N(x). Ademds, sea np € N de manera que 1/ng < r/2. Si n > ng, como
Xn,Xny € Fny, entonces, ||x, —x,,|| < 1/no. Luego, si n tiende hacia infinito, entonces,

1
(o= [ < 2
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ya que, ||.|| es continua. Por esto dltimo y teniendo en cuenta (A.1), si y € F,,, entonces,
1 1 2
[y = x[| < [l =xng| [+ |Jng —¥[| < =+ —=— <
ng nyg Mo

Por lo tanto, podemos concluir que F,, C B(x,r) C N(x). Dado que N(x) era un entorno
arbitrario de x, entonces, la prueba es completa. O]

A.2. Medida e integral de Lebesgue

Proposicion A.2.1. Sea {E|,E,,...,E,} una coleccion finita de subconjuntos medibles
de 1. Ademds, supongamos que W (E, NEy,) = 0 si n # m, entonces,

éu(Ek) :.u(kL:JlEk>-

Demostracion. Supongamos que E C I es medible tal que p(E) = 0. Entonces, O]

Demostracion. Para probarla para dos subconjuntos medibles de 7, digamos, Eq, E;. El
caso general se puede deducir facilmente por induccién por ejemplo. En efecto, aplicando
dos veces la propiedad aditividad numerable de la medida de Lebesgue, tenemos

W(ETUE) + u(E1 NEy) = u(Er) + u(E).
Ademds, puesto que u(E; NE,) = 0, entonces concluimos que
W(ETUEy) = U(Er) + U(Er).
Esto acaba la prueba. [

Proposicion A.2.2. Sea f € L£([0,1]). Entonces, f - xr es también Lebesgue integrable
sobre I para cualquier conjunto E C I medible y, por definicion,

W[ 1= [ sz

Demostracion. Puesto que f = f* — f~, entonces, podemos suponer, y asi lo haremos
que, f > 0. Ademads, E C I un conjunto medible arbitrario. Definimos los dos conjuntos:

A:{/s: sesunafunciénsimplesobrerOgsgf.xE} y
1
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B = {/s: s es una funcién simple sobrelyogsgf}.
1

Observemos que A C By, en consecuencia, sup(A) < sup(B). Esto demuestra que

L) [Fae<w) [ 1<+
Esto finaliza la prueba. 0

Proposicion A.2.3. Supongamos que f € L1([0,1]) y A, B son dos subconjuntos medibles
del intervalo I de manera que AN B = 0, entonces,

/[ =w[+w]r

Demostracion. Observemos que AUB C I es medible. Ademas, yaup = xa + XB, ya que,
ANB=0.

Por lo tanto, f- xaup = f - X4 + f - XB. Ademads, teniendo en cuenta la Proposicién A.2.2
y la linealidad de la integral de Lebesgue, tenemos

W[ = [fuw=0 [ [rw=0[rw ]

uB
Este acaba la prueba. [

Proposicion A.2.4. Sean f € L1([0,1]) y N C I medible con u(N) = 0. Entonces,

/Nf:O.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que f > 0, ya que
f=r-=r.

Ahora sea una funcién simple tal que 0 < s < f. Ademads, definimos

A= {/s:sesunafunci(’)n simple sobrelyogsgf}
1

y sea a € A. Entonces, podemos expresar a de la siguiente manera:

Xl (Ex NN

n
a =

k=1
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donde cada x; € [0,00) y {E},E»,...,E,} es una particién medible de /. Pero, como cada
ExNE C N, entonces, U(E;NN) < u(N) =0 para cada k = 1,2,...,n. Luego, a = 0.
Puesto que a era un elemento arbitrario de A, entonces, sup(A) < 0. De esto se sigue que

[ £ =supla) o,

ya que, por otro lado, sup(A) > a > 0 para cada a € A. Esto termina la prueba. ]

Proposicion A.2.5. Sean f € L£,([0,1]) y {E1,E>,...,E,} es una coleccion finita de
subconjuntos medibles de I tal que W(E, NEy,) =0 si n # m. Entonces,

k n
L = L donde E =\ |E;.
W =YW}, s U

Demostracion. Basta probarla para n = 2. El caso general de puede demostrar facilmente
por induccion. En efecto, por una doble aplicacion de la Proposicion A.2.3, resulta que

wf ol r=w [ rrw] r

Ahora puesto que u(E; NE) = 0, entonces, por la Proposicion A.2.4, concluimos que

wf =[] f

Esto finaliza la prueba. [

Proposicion A.2.6. Sea f € L£1([0,1]). Si f = 0 en casi todo punto sobre I. Entonces,

fr-o

Demostracion. Sea N = {t €I : f(t) # 0}. Ademads, definimos estos dos conjuntos:

para cada conjunto E C I medible.

A=ENNCN y B=EN(\N)CI\N.

Entonces, A,B C I son medibles y AN B = (. Asimismo, notemos que f =0 en By
1(A) = 0. Luego, teniendo en cuenta las Proposiciones A.2.3 y A.2.4, resulta que

W [r=w [ r+w [ r=0
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Las demostraciones de los tres siguientes teoremas cldsicos (el teorema del
cubrimiento de Vitali, el teorema de Vitali-Carathéodory y la absoluta continuidad de
la medida de Lebesgue) de la teoria de medida e integral de Lebesgue se pueden consultar
en [2]. Més precisamente, son los Teoremas 9.1.28, 10.2.46 y 10.2.7, respectivamente.

Teorema A.2.7 (Cubrimiento de Vitali). Supongamos que E C 1y V un cubrimiento
de Vitali de E. Entonces, para cada € > 0, existe una coleccion finita {Iy,...,I,} de
intervalos disjuntos en 'V de manera que

u*(E\kLnJ]) <e&. (@)

Corolario A.2.1. Sea E C 1y "V un cubrimiento de Vitali de E. Entonces, para cada € > 0,
existe una coleccion finita {Iy,...,1,} de intervalos disjuntos en 'V de manera que

n

u(E) < Y i) +e.
k=1

n

WHE) < Y pl) +e.
k=1

Demostracion. Por el Teorema A.2.7, para cada & > 0, existe una coleccion finita
{I,...,1,} de intervalos disjuntos en V de manera que

u <E\;£J1> <€

Ademas, observemos que las siguientes igualdades son validas:

E=EnN Kg@ U (,Qlk)c} = (OEﬂIk) U <E\£Jllk).

k=1

Por consiguiente,

:uKHEmIk) (E\Ulk)]g (UEﬂIk)+u (E\kUIIk>
SH*(Q ) ( Uk)SZM (L) +p* (E\kL_JlIk)

1 k=1
n

Z (Ie) +u* (E\Ulk) <

w(ly) +e.

bl
™=
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En esta cadena de igualdades y desigualdades hemos utilizado la subaditividad numerable
y la monétona de p*. También, hemos usado el hecho de que u* coincide con u en los
subconjuntos medibles de R, en particular en los intervalos acotados y, finalmente, (&)
justifica la ultima desigualdad. La prueba es completa. U

Teorema A.2.8 (Vitali-Carathéodory). Supongamos que f : 1 — R es una funcion
Lebesgue integrable sobre 1. Entonces, para cada € > 0, existen funciones u,v € L1([0, 1])
tales que u es semicontinua inferiormente, v es semicontinua superiormente, v< f <uy

(L)/I(u—v)<8.

Teorema A.2.9 (Absoluta continuidad). Sea f € Li(u). Dado € > 0, existe un 6 > 0 tal
que para cualquier conjunto A C I medible con LL(A) < § se tiene que

W [ 1rl<e.

Una demostracion del siguiente teorema se puede encontrar [23], Teorema 1.19.

Teorema A.2.10. Supongamos que (A,), una sucesion creciente (A, C A,1, para cada
n € N) de subconjuntos medible de 1. Entonces, tenemos la siguiente igualdad:

fin )= (U ).

A.3. Series en un espacio de Banach

Recordemos que la norma ||.|| de X genera una topologia natural que llamaremos
topologia fuerte. Sin embargo, existen otras topologias interesantes sobre X las cuales
permiten obtener informacion valiosa sobre la estructura del espacio X. Una de tales
topologias, la llamada topologia débil, se genera a través de todos los funciones lineales
sobre X, es decir, los elementos de X*. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicion A.3.1. La topologia débil sobre X es la topologia menos fina (que contiene
menos abiertos) bajo la cual cada funcional lineal x* : X — R es continuo.

Esta es una “verdadera” definicién en el sentido de que es posible construir la
topologia débil sobre X. En efecto, dicha topologia debe contener, al menos, todos
los conjuntos de la forma x*~!(U) donde U es un abierto de R. Por consiguiente, si
consideramos todas las uniones arbitrarias e intersecciones finitas de dichos conjuntos
obtenemos una topologia sobre X y esta es, por supuesto, la que tiene menos abiertos
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entre las topologias que contienen los conjuntos x* ! (U) como abiertos.

Una vez que hemos definido la topologia débil sobre X, podemos aplicar todas las
nociones de topologia que conocemos. Por ejemplo, un conjunto K C X es débilmente
compacto si, y solamente si, es compacto en la topologia débil. Ademads, afortunadamente,
la convergencia de una sucesion en la topologia débil se caracteriza como sigue: La
convergencia de una sucesion en la topologia débil se puede caracterizar como:

Proposicion A.3.2. Una sucesion (x,), C X converge débilmente hacia x € X si, y
solamente si, (x*(xy,)), converge hacia x*(x) para cada x* € X*.

Una prueba del resultado anterior se puede consultar en [10], Proposicién 3.7.

Corolario A.3.1. Sea Y~ x, una serie en X. Entonces, Y _|x, es débilmente
convergente hacia s perteneciente a X si, y solamente si, para cada x* € X*, tenemos

ix* (xn) = x"(s).

Demostracion. Basta definir s, = xy +x2 + -+ + x, para cada n > 1 y aplicar la
Proposicion A.3.2 a la sucesion (s,), C X. O

El siguiente resultado se obtiene en [8], Corolario 4, como una aplicacién de la Teoria
de Medidas Vectoriales:

Teorema A.3.3 (Orlicz-Pettis). Sea },"_ | x, una serie en el espacio de Banach X de tal
manera que para cualquier sucesion (ny ), C N estrictamente creciente la serie

oo
Y
k=1
es débilmente convergente. Entonces, la serie )| x, es incondicionalmente convergente.

Finalizamos este apéndice con los dos siguientes resultados.

Teorema A.3.4. Sea Y’ | x, una serie en el espacio de Banach X. Es conocido que las
siguientes condiciones son equivalentes:

(1) La serie ), x, es incondicionalmente convergente.
(2) La red {Y,crx, : F CNfinito} converge en X (el orden en el conjunto los
subconjuntos finitos de N es el dado por la inclusion).

(3) Para cada € > 0 existe un N € N tal que ||Y,cr x| < € para todo subconjunto
finito F de {(N+1,N+2,...}.
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La equivalencia entre (2) y (3) es consecuencia de la completitud de X. La
equivalencia entre (1) y (2) se pueden encontrar en [7], Teorema 1.5.

Proposicion A.3.5. Supongamos que Y, |x, es una serie incondicionalmente
convergente en X. Entonces, existe un N € N tal que

Z Ix*(x,)| < €
n=N

para cada x* € X* con ||x*||« = 1.

Demostracion. Por el aparatado (3) del Teorema A.3.4, existe un N € N tal que

)

neF

<

o M

para todo subconjunto finito F de {N + 1,N+2,...}. Fijamos x* € X* con ||x*||. = 1.
Observemos que, dado cualquier £ € N, podemos escribir

N+k
Z |x* (xn) | (E Z x*(xp) Zx*(xn):x*<2 Xp — an>

n=N-+1 neF+ ner_ neF+ neF_

donde F* (resp., F ) denota el conjunto de los n € {N +1,...,N+k} tales que x*(x,,) >0
(resp., x*(x,) < 0). Por consiguiente, esto nos permite deducir que

N+k

I

nekF+ nekl_

¥ |+

nekF+

¥

nerF_

<

8
2

tQIM

Puesto que k € N es arbitrario, se sigue que

(o)

Y )l <e

n=N+1

Esta desigualdad vale para cualquier x* € X* con ||x*||. = 1. La prueba es completa. [
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