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Aplicaciones Lineales. S1
L Definicién

Definicién
Sea K un cuerpo y sean V' y W dos espacios vectoriales sobre K.
Una aplicacién lineal f: V — W es una aplicacién entre los
conjuntos V' y W que respeta las operaciones del espacio vectorial,
es decir
m f(v+) = f(v)+ f(V) para todo v,v" € V.
m f(Av) = Af(v) para todo v € V' y todo A € K.
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Ejemplos

m La derivada es una aplicacién lineal entre los polinomios sobre
R de grado menor o igual que n y los de grado menor o igual
que n — 1.
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L Definicién

Ejemplos

m La derivada es una aplicacién lineal entre los polinomios sobre
R de grado menor o igual que n y los de grado menor o igual
que n — 1.

m Si M es una matriz de tamafio n x m sobre K, nos define una
aplicacién lineal M : K™ — K™,
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Ejemplos (II)
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I—Matriz de una Aplicacién

Dados dos espacios vectoriales V' 'y W y una aplicacién lineal entre
ellos f:V — W, fijaremos bases B de V' y B’ de W para definir
la matriz de f respecto a esas bases, la denotaremos Mpp/(f) y
estard formada por las coordenadas de los vectores f(v) en la base
B’ para cada uno de los vectores de v € B.

Las coordenadas de los f(v) serdn las columnas de la matriz

Mpp:(f).
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I—Matriz de una Aplicacién

dim(V)=m,B = {vy, - ,vp},dim(W) =n, B = {v},--- ,v,}

f(?}l) = (1,11?)1 + (lQ]Ué + -+ (lnl’l);

f(?)g) = alg?)/l + agg?}é + -+ ang’u;z
f(vm) = almvll + a2mvé + -+ anmvél
ayp  aig - Gim
MBB’(f) _ a1 a2 cc a2m

Gnp1 Anp2 - Apm



Aplicaciones Lineales. S1
I—Matriz de una Aplicacién

dim(V)=m,B = {vy, - ,vp},dim(W) =n, B = {v},--- ,v,}

f(?)l) = allvi + aglvé + -+ anlfu;
f(?}g) = (1,12?)/1 + GQQUé + -+ (lng’l);L
f(vm) = almvll + a2mvé + -+ anmvél

ailr ai2 - Aim
a1 Qs - 42
Mpg/(f)=| 7. 7 .. "

Gnp1 Aap2 - Apm
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I—Matriz de una Aplicacién

dim(V)=m,B = {vy, - ,vp},dim(W) =n, B = {v},--- ,v,}

f(?)l) = allvi + aglvé + -+ anlfu;

f(?)g) = alg?)/l + agg?}é + -+ ang’u;z
f(vm) = almvll + a2mvé + -+ anmvél
ail a2 s Qlm
MBB’(f) _ a1 a2 o a2m

Gn1 Aanp2 - Apm



Aplicaciones Lineales. S1

I—Matriz de una Aplicacién

dim(V)=m,B = {vy, - ,vp},dim(W) =n, B = {v},--- ,v,}

f(?)l) = allvi + aglvé + .-

f(?)g) = alg?)/l + agg?}é + .-

f(vm) = (levll + a?m”é + -

air a2
Mpp(F) = | 02

Gn1 Aan2

/
+ aniv,
/
+ anpav,

/

+ Apm Uy,

A1m
a2m

a’ILTTL
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I—Matriz de una Aplicacién

Calcular la matriz de Mpp/(d/dx) siendo
B ={1,z,2% 23}, B' = {1, 2,2%}.
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I—Matriz de una Aplicacién

Calcular la matriz de Mpp/(d/dx) siendo
B ={1,z,2% 23}, B' = {1, 2,2%}.

41 =0
0

d
MBB’(%): 0
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I—Matriz de una Aplicacién

Calcular la matriz de Mpp/(d/dx) siendo
B ={1,z,2% 23}, B' = {1, 2,2%}.

Cf;%(l) =0
@) =1

d 0 1

Map ()= 0 0
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I—Matriz de una Aplicacién

Calcular la matriz de Mpp/(d/dx) siendo
B ={1,z,2% 23}, B' = {1, 2,2%}.

Cf;%(l) =0
@) =1
%(12) = 2
d 010
I\/IBB/(%): 0 0 2
0 0 O



Aplicaciones Lineales. S1
I—Matriz de una Aplicacién
Calcular la matriz de Mpp/(d/dx) siendo
— 2 .3 r_ 2
B={l,z,z*,2°}, B' = {1, z,2°}.

Cf;%(l) 0

e
e S
=(°) = 3x
d 01 00
= (00!
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I—Composicién de Aplicaciones

Férmula de la Aplicacion Compuesta

gof
v / W g U
B B/ Bl/

dim(V) = m dim(W) = n dim(U) =t

Mgpr(go f) = Mp i (g) Mpp (f)
———

txm txn nxm
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I—Composicién de Aplicaciones

Una aplicacién es f : V. — W se dice invertible cuando existe una
aplicacién g : W — V tal que fog= 1w, go f = 1y.
Si B es base de V, B’ base de W

Mps(9) = (Mpp(f)) ™
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I—Cambio de Base

Cambio de Base: Planteamiento

Supongamos que tenemos la aplicacién identidad 1y : V — V' y
que tomamos bases B y B’ que en principio pueden ser diferentes.
La aplicacién identidad nos deja todos los vectores fijos, pero si
calculamos la matriz Mpgp/(1y) tenemos que poner en columnas
las coordenadas de los vectores de la base B escritos en base B’.
Estas matrices las llamaremos matrices de cambio de base de B a
B’ y las representaremos por Pgpr.
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I—Cambio de Base

Cambio de base B a la candénica C

Supongamos que estamos en un espacio del tipo K" y que

tenemos una base B = {vy,va, -+ ,v,}. Con
ail a2 a1in
a1 a2 azp
n=1| . [w=| . e Up =
Qan1 an?2 Gnn
aix a2 v Glp
a Gz - G2p

Ppc = Mpce(lgn) =
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I—Cambio de Base

Cambio de base candénica C a la base B’

Supongamos que estamos en un espacio del tipo K" y que

tenemos una base B’ = {v],v},--- ,v),}. Con
b1 bia bin
, ba1 , bao , ban,
’Ul = ’(}2 = i v, =
bnl bn2 bnn
—1
bi1 bz -+ b1y

. bor bao -+ bop
PCB’ = MCB’(lK”) = MB/C(lKn) = .

bnl bn2 te bnn
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I—Cambicu de Base

Cambio de base B a la base B’

Ppp = Pop' P = MCB/(lKn)_lMBc(lKn) =

1
bir b2 -+ bin ain a2 v Qg

bar bay - boy a1 Gz - Qg

bpi bpa - bpp Gn1 Aap2 - dpn



Aplicaciones Lineales. S1
I—Cambio de Base

Cambio de Base en una Aplicacién

Supongamos que f : V' — W es una aplicacién lineal de la que
conocemos su matriz respecto a las bases B de V 'y B’ de W.
Supongamos que nos piden la matriz de f respecto a las bases A
de VyAdeW.

Maa(f) =Myga(lwo foly) =
Mp 4 (Iw)Mpp (f)Map(ly) = PpraMpp (f)Pas
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I—Cambio de Base

Calcula la matriz de la aplicacién d/dx con respecto a las bases
B={1,14z,1+221+2+2%}y B ={1,z2,z + 2%}
Como conocemos la matrix de d/dx respecto a las bases
C ={1,z,2% 23} y C' = {1,, 2}, simplemente tenemos que

calcular
d
MBB’(%) = PorpMcer (f)Ppc =
100\ '/0100 é } (1) 1
01 1 00 2 0 00 10
0 0 1 0 0 0 3 00 0 1
1 0 O 01 0 O (1) 1 (1) 1 01 0 1
=10 1 -1 00 2 0 00 10 =10 0 2 -3
0 0 1 00 0 3 00 0 1 0O 0 0 3
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I—Nl_'|c|eo e Imagen

Dada una aplicacién lineal f: V — W, llamaremos nicleo de f al
subespacio de V' dado por

Ker(f)={veV:f(v)=0}

Llamaremos imagen de f al subespacio de W formado por los
vectores

Im(f) ={w e W:3v eV tal que f(v) =w}
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I—Nl_'|c|eo e Imagen

Ndtcleo en Implicitas

El nicleo de una aplicacién lineal se calcula de forma inmediata
mediante ecuaciones implicitas:

X
11 2\ s (11 2
Ker<2 2 0>_ Z €R '(2 2 0>
X
22 +y—+uw 0
3. _
y eR'<2y+2x>_<0>

En realidad cuando nos dan un subespacio en impliticas, nos estan
dando un ntcleo.
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I—Nl_'|c|eo e Imagen

Imagen en Paramétricas

Si f:V — W es una aplicacién lieal y B = {v1,v2, -+ ,u,} es
una base de V' (o un conjunto generador de V') entonces

Im(f) = <f(vl)7f(v2)> e ,f(vn»

Por lo tanto las columnas de la matriz nos dan la representacién de
Im(f) en paramétricas.

En realidad, cuando nos dan ecuaciones paramétricas de un
espacio, nos estan dando el espacio como imagen de una aplicacién
lineal.
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I—Nl_'|c|eo e Imagen

Imagen y Antiimagen de un subespacio

f:V — W lineal, U subespacio de V' y L subespacio de W.
Llamaremos imagen de U por f al subespacio de W dado por

fU)={weW:3uelU tal que f(u) =w}
Llamaremos antiimagen de L por f al subespacio de V' dado por

fHL)={veV:fv)eL}
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I—Nl_'|c|eo e Imagen

Imagen y Antiimagen de un subespacio

f:V — W lineal, U subespacio de V' dado en paramétricas, es
decir, U = Im(h) y L subespacio de W en implicitas, es decir,
W = Ker(g). Entonces

fU)={weW:3ueU tal que f(u) =w} =Im(foh)

fUL) ={v eV : f(v) € L} = Ker(go f)

La forma mads directa de calcularlos es calculando el nicleo y la
imagen de estas composiciones.



	Definición
	Matriz de una Aplicación
	Composición de Aplicaciones
	Cambio de Base
	Núcleo e Imagen

