Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

1. Resumen

Una de las propiedades fundamentales que definian los espacios vectoriales, era el hecho de que eran cerrados
para combinaciones lineales, es decir, que cualquier combinacién lineal de vectores de un espacio, seguia
estando dentro del espacio. Los espacios vectoriales siempre se pueden poner como conjuntos de soluciones
de sistemas de ecuaciones homogéneos (lo que llamébamos ponerlos en forma implicita). Las variedades son
conjuntos de soluciones de sistemas de ecuaciones que pueden no ser homogéneos. Es el caso de las rectas o
los planos que no pasan por el origen. En este caso, por ejemplo, la suma de dos puntos de una recta que no
pasa por el origen deja de pertenecer a la recta. Esto hace que no podamos hacer combinaciones arbitrarias
de puntos, sin embargo existe un tipo de combinaciones lineales que si estaran permitidas. Son las llamadas
combinaciones afines.

Definicién 1. Sea L una variedad afin, Py, Py,--- , P; puntos de L. Llamaremos combinacién afin de
estos puntos a una cualquier combinacion lineal woPy + w1 Py + - -+ + w: Py que cumpla la condicion de que
wo+wy + -+ wg =1.

Proposiciéon 2. Sea L una variedad afin, Py, Py, -+ ,P; € L y wg, w1, ,ws € K tales que wg+wy +---+
w; = 1. Entonces woPy + w1 Py + - +w P, € L.

Demostracion. Supongamos que L estd determinado por el sistema de ecuaciones AX = B, entonces AP; =
B para todo i. Vamos a ver que woPy + w1 Py + -+ + w Py € L comprobando que cumple el sistema de
ecuaciones: A(woPy + -+ wePy) = woAPy + -+ -+ w AP, = woB+ -+ +wB = (wo+---+w;)B=B. O

Hemos visto que las variedades afines son cerradas para combinaciones afines, pero no necesariamente para
combinaciones lineales porque si no serfan espacios vectoriales. Para poder reducir el estudio de las combi-
naciones afines al caso de las combinaciones lineales usuales, podemos anadir una coordenada adicional igual
a 1 que nos sirva para comprobar que la suma de los coeficientes es igual a 1. A este proceso lo llamaremos
escribir en coordenadas homogéneas.
x1

Definicién 3. Sea P = | . | un punto de una variedad afin. Diremos que P estd escrito en coordenadas
homogéneas cuando escribamos P con una coordenada extra que tendrd el valor 1 y que escribiremos en
1
T

l . - . d . 1 _ T2
a primera posicion, €S aecir T =

Tm
Normalmente (sobre todo al principio) escribiremos una linea para diferenciar esta coordenada artificial de
las otras, pero resulta incémodo y también podemos no hacerlo. En cualquier caso, siempre estara claro si
estamos dando el punto en coordenadas homogéneas o no porque el tamano de los vectores se incrementara
en una posiciéon. Vamos a ver cémo las coordenadas homogéneas reducen el problema de las combinaciones
afines a combinaciones lineales ordinarias.

Proposicién 4. Sean Py, Py, -+ , P, y P puntos de A™(K). Entonces P es combinacidn afin de los puntos
) | L 1 1 1

Py, P, , P, siy solo si {P] es combinacion lineal de [ 7 } , [ 2 } AR { 7, ]

Demostracion. Sean wg, w1, - ,ws € K. La condicién

S R A U A O 0 O
Wo TR T TR YelTp T TP
se descompone en dos, una condicién para la primera coordenada y otra para el resto de coordenadas, es
decir, es equivalente a que
wo+wr+---+w=1y wolPo + w1 Py +---+w P =P

pero estas son precisamente las condiciones que definen que P sea combinacién afin de los puntos P;. O
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La propiedad de que cualquier combinacién afin de puntos de una variedad afin sigue perteneciendo a una
variedad afin se puede utilizar para caracterizar las variedades afines generadas por un conjunto de puntos.

Definicién 5. Sean Py, Py, -+, P, puntos de A™(K). Llamaremos variedad afin generada por estos
puntos al conjunto L formado por todas las combinaciones afines de dichos puntos.

Para comprobar que efectivamente es una variedad afin vamos a ver con un ejemplo la forma de calcularla.

Ejercicio 6. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),

2 2 3
4 4 3
1 3 1
PO_ 1 7P1_ 4 7P2_ 2
1 3 2
1 2 1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1
2 2 3
1= -
Po 1 P 4 Py 2
1 3 2
1] | 2 ] 1]

. .. . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z{ generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

11 1|1 0 0 0 0 O O
22 3/010O0O0O0TO0
4 4 3/0 01 0 0 0O
13 1{0 0 0 1 0 0 O
14 2|0 0 0 01 0O
13 2|0 0 0 0 0 1 0

|1 2 1]0 0 0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

11 1|1 0 0 0 0 0 O
01 0(4 00 O0O0O01
0 0 1{2 00010 2
0 001 00 1 0O0 3
0 001 1 0040 3
0 004000411

L0 0 0]3 01 0 1 0 2 |

que se corresponde con las ecuaciones:

o+ 23+ 326 =0
xo+ 11 — x4 +36 =0
—2x0— x4 +T5+x6=0
3xg+ xo + x4 + 226 =0
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De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xzg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

r3+3xg =4
T1 — Tyg+ 3x6 =4
—x4+ x5 +x65=1
To 4+ T4 + 226 = 2

O
Este es el método general para calcular la variedad afin generada por un conjunto de puntos, sin embargo
existen dos casos muy importantes que se pueden hacer de una forma mas directa utilizando determinantes.
Son la recta que pasa por dos puntos distintos del plano y el plano que pasa por tres puntos no alineados en
el espacio tridimensional.

Proposicion 7. La ecuacion de la recta que pasa por dos puntos distintos del plano [ Zl } Y [ by ] es
2

b2
1 1 1
X1 a1 bl =0.
T2 az bo

Demostracion. El punto { il ] estard en la recta que pasa por [ Zl } y { bl ] si y solo si es combinacién
2 2 2

afin de dichos puntos, y eso es equivalente a que las columnas de la matriz

1 1 1
r1 a1 by
T2 Qa2 b2
sean linealmente dependientes, y eso es es lo mismo que decir que el determinante de la matriz sea 0. O
1 3 1 1 1
Ejemplo 8. La recta que pasa por los puntos [ 9 } Y [ 0 } esO0=|x1 1 3 |=—-6+42x1+ 222, es
T2 2 0
decir, 2x1 + 2x9 = 6, 0 lo que es lo mismo, x1 + x2 = 3.
En el caso del plano la demostracién es similar
al b1 C1
Proposiciéon 9. Sean A = | ay |, B = | by yC = | co tres puntos no alineados del espacio
as b3 C3

tridimensional. La ecuacion del plano que pasa por dichos puntos es

1 1 1 1
1 a1 by ¢
T2 az by c
x3 az by c3

Hemos definido la variedad afin generada por unos puntos. Cuando los puntos generen toda una variedad
los llamaremos generadores.
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Definicién 10. Dada una familia de puntos P; de una variedad afin L, diremos que son generadores de
L cuando la variedad generada por ellos sea todo L.

También podemos extender el concepto de puntos linealmente independientes, que se hard utilizando las
coordenadas homogéneas:

Definicién 11. Sean Py, Py,--- , P, puntos de A™(K). Diremos que estos puntos son linealmente inde-
. 1 1 1 . . .
pendientes si , R son linealmente independientes en K™+,
Py Py P;

Los puntos linealmente independientes y generadores nos permiten definir un nuevo tipo de coordenadas
que depende enteramente de los puntos, sin que el espacio vectorial asociado a la variedad tenga un papel
relevante.

Definicién 12. Sea L una variedad afin. Un sistema de referencia baricéntrico consistird en n + 1
puntos Py, Py,--- , P, € L linealmente independientes y generadores. Dado un punto P € L, llamaremos
coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia a los valores xg,x1,- -+ , %y de la
combinacion afin que nos da P en funcion de dichos puntos P = xoPy + 1Py + -+ + x, Py

Ejercicio 13. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

0 4 0 0 3
Ph=|0|,pn=|1|,Pn=|4|.Ps,=|0]|.P=]4
1 0 2 2 3

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

_ o o
O~ ==
N~ O =
N OO =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x3 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

Zo

— s =

1
0
0

N

2 T3

_ o O =
N > O =
w0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

O =R
O = OO
=]
=W N O
= W N O

0
1
0
0

—_ O O

N s O =
N OO
Wk W=
S o O =
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

2. Erratas

(No detectadas)

3. Ejercicios

Ejercicio 14. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),

1 0 -1
—2 3 0
Py = 0 7Pl— 0 ,PQZ 2
-2 0 0
-1 _1 0
2

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1
1 0 -1
e e el
Py 0[P~ 0| P 2
-2 0 0
-1 -3 0

;i } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de RS generado por los [

reduccién de la matriz

1 1 111 0 0 0 0 O
1 0O -1/0 1 0 0 0 O
-2 % 0/0 01 0 0 O
0 0 2/0 0 01 0O
-2 0 0(0 0 0 O 1 0
-1 -1 o0f0o 00001
lo que nos da la matriz
1 1 1 1 0 00 0 0
0 -1 —-2| -1 1 00 0 0
0 0 -3|—-3 2 1000
0 0 O0f—-% 2 210 0
ii 3
0o 0 O 53 5 010
0o 0 O 5 3 00 01
que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—2ro+ 511 + 229+ 323 =0
xo+ 21 — 222+ 324 =0
l’o+l’1+21’5:0
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De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

b5x1 + 229 + 323 =1
1 — 229 + 324 = —1
T +21’5 = 71

O
Ejercicio 15. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(R),
0 -2
-2 -2
PO - 1 7P1 - 0
1 1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1

- | £ [
Py 1 P 0
1 1

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R® generado por los [ } haciendo la

P;
reduccién de la matriz

1 111 0 0 0 O
0 —210 1 0 0 O
-2 =210 0 1 0 O
1 0/0 0 0 1 0O
1 110 0 0 0 1
lo que nos da la matriz
1 1 1 00 0 0
0 -1|-1 0 0 1 0
0 0|—-1 0 O 0 1
0 0 21 0 -2 0
0 0 2 01 0 0
que se corresponde con las ecuaciones:
—Xo -+ Ty = O
200 + x1 — 223 =0
220 + 22 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
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de la variedad afin generada por los puntos es

I4:1
1‘1—21‘3:—2
$2:—2

O
Ejercicio 16. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(R),
[0 0
1 -1
PO = _% ) Pl = 1
| 2 !
Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas
1] 1
1 | 0 ]
Py | 2P 1
9 -3
L 2] 2

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R® generado por los [ 2
1

reduccién de la matriz

1 1110 0 0 O
0 0j0 1 0 0 O
i -1/0 0100
-2 -Xlo 0 o0 10
2 % 00001
lo que nos da la matriz
1 1 1 0 0 0 0
0 -32|/-2 0 100
0 0 EN) 1 10
0 0 —§ 0 -1 0 1
0 0 0 1 0 0 0

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):
3{E0 + 2.’E2 + 2.’E3 =0
731‘0 - 2$2 + 2I4 =0

.13120

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es
2x9 4+ 223 = =3
—2x9 4+ 214 =3

$1:0
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2 1
1 1
Py= 0|,P=] -2
1 1
0 -1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
: 1

1] 1 1] 1
=] ol -]
-1 1

0 -1

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de RS generado por los [ 2
1

reduccién de la matriz

1 111 0 0 0 0 O
i 1010000
1 110 01 0 0 O
0 -2{0 0 0 1 0 O
-1 110 0 0 01 0
0 -1{0 0 0 0 O0 1
lo que nos da la matriz
1 1 100 0 0 O
0 -1 0 00 0O 1
0 0|-1 0100 O
0 0 1 0 0 0 1 2
0 0|-4 1000 1%
0 0 0 001 0 =2
que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—zog+ 22 =0

To+ T4+ 2205 =0
—x0+2x1 +25=0
r3 —2x5 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

IQZI
Ty + 205 = —1
201+ x5 =1

1’3721’520
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O
Ejercicio 18. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(R),

-2 0 2 2
0 -3 0 0
2 2 -2 -2
PO_ 0 ;Pl_ 72 3P2_ 2 ?P?)_ 2
1 0 -2 -2
0 0 0 0

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| — |
| =
_
|
O~ O N O N
| — |
| =
| I
|
| |
O O N NN O -

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 1 1 1|1 0000 00
-2 0 2 2/0100000
0 -2 0 0/00 10000
2 2 -2 -2/0 001000
0 -2 2 2/0 000100
1 0 -2 -2/0 000010
. 0 0 0 0[O0 0 O0O0O0O0 1]
lo que nos da la matriz
11 1 1] 1.0 000 0 0]
0 -1 -3 3| -1 0 000 10
o o0 2 3] 10 1 00 -2 0
0 0 0 O0|-20 %10 -3 O
0 0 0 o0/-20 o1 Iy
3 %4 g
o 0 0 0| 51 300 350
0 0 0 0] 0O 00O 0 1]

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—2x9 + 8z 4+ 3x3 — 45 =0
—2x9 — 1629 + 324 + 225 =0
220 +3x1 +4x5 + 425 =0
zg =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
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de la variedad afin generada por los puntos es

8xy + 3x3 — 45 = 2
—16x9 + 3x4 + 205 = 2
31’1 + 4%2 + 4(E5 = -2

.Z‘6:0

O
Ejercicio 19. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),
—2 -2 -2
0 0 -1
PO = 2 7P1 - 2 7P2 - 0
-1 -1 2
1 -1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1
—2 —2 —2

1] | o 1] | o 1] | -1
wl=| e flel=] 2l lElE]
-1 -1 2

1 1 -1

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de RS generado por los [ 2 } haciendo la
1

reduccién de la matriz

1 1 11 0 0 0 0 O
-2 -2 -2]/0 1 0 0 0 O
0 0O -1{0 01 0 0 O
2 2 0[O0 0 01 0O
-1 -1 210 0 0 010
|1 1 =140 0 0 0 0 1 |
lo que nos da la matriz
(11 1] 1.0 0 0 0 0]
0 0 -1 0 0 10 0 0
0 0 0 10 3 010
0 0 0|-1 0 -2 0 0 1
0 0 0 2 1 0 00O
1 0 0 0[-2 0 -2 1 0 0 |

que se corresponde con las ecuaciones:

To+3rs +x4 =0
—x9— 222+ x5 =0
200+ 21 =0

—2x9 —2x9+ 23 =0
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De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

3xo + x4 =—1
—2x9 4+ x5 =1
T =—2
—2x9 + x3 = 2

Ejercicio 20. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(R),

0 -1

0 -2

-2 -1

Py = 1 , Py = 0
1

: -2
—1 )
Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
0 -1
- | 3 - |
Py 1 P 0
1
1 —2
1 9
L 2 L .

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R’ generado por los [ 2
i

reduccién de la matriz

1 1|1 0 0 0 0 0 0
0 -1/0 1 0 0 0 0 O
0 —2/0 01 0000
-2 —-1/0 0 01 0 0O
-1 0/0 0 00100
L 92/0000010
_—%—20000001_
lo que nos da la matriz
1 1] 1 0 0 0 0 0 0]
0O -1 0 1 00000
0 0] 1 100100
0 0|l 2 1 01000
0 0|-% -2 00010
00%—%00001
0 0] 0 -2 100 0 0
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que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

To+x1+x4=0
2004+ x1 +23=0
—x0—5x1 + 225 =0
Tog — 3x1 + 226 =0
—2r1+2x9=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones

de la variedad afin generada por los puntos es

x1+x4=—1

T+ 13 =—-2
—5x1 + 2x5 =1

—3x1 + 226 = —1
—2x1+22 =0

Ejercicio 21. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(R),

-2 2 -1 -1

3 0 1 1

0 -2 0 0

Py = L 1D=] Ly [ PE Ly B E |
0 1 -1 0

0 -1 0 ~1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

[ 1] [ 1] [ 1] [
-2 2 -1
1
=] 8] 2 ]| | -
B 1 | P _9 P _9 | Ps
0 1 -1
[ 0 | 5 [ 0 i

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [

reduccién de la matriz

1 1 1 1]/1 0000 00
-2 2 -1 —-1/0 1 00 0 0 0
i 0 1 1/00 10000
0 -2 0 0/0 001000
1 -2 -2 -1/0 0 0 0 1 0 O
0 1 -1 0/0 000010

| 0 -% 0 -1/0 0 0 0 0 0 1|

;2} haciendo la
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lo que nos da la matriz
(1 1 1 1 1 00 0 0 0 0]
01 -1 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 -2 0 0 0 0 1 0 2 0
0 0 01 2 1 0 % 0 1 0
00 00 3 2 0 21 -1 0
00 00]-2 -1 1 —% 0 00
L0 0 0 0 2 1 0 7 0 1 1]

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):
3rxg+2x1 +2x3+ x4 —25=0

—6xg — 221 + 4x9 — Dx3 =0
8(E() + 4%1 + 9%5 + 4%5 + 4-T6 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

2x1 +2x3 + x4 — x5 = —3
—2x1 + 4x9 — Hx3 = 6
4.’E1 + 9.’E3 +4£L’5 + 41’6 =-8

Ejercicio 22. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(R),

aPIZ

NN O =N
I
NO RO~

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

L —
fae] =
—_—
|
|
N O = O ==
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1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [ 2 } haciendo la
(]

reduccién de la matriz

1 1{1 0 0 00O O O
1 10 1.0 0 0 0 O
-2 10 01 0 0 0 O
-1 0/0 OO1T 0 0 O
0 -1/0 0 0 O 1 00
2 0|0 OOO O 1O
| 1 2/0 0 000 0 1]
lo que nos da la matriz
1 1 1 0 0 00 0 0]
0 1 1 0 0 1 0 0 O
0 0|-1 01 =3 0 0 O
0 0|—-1 1 0 0 0 0O
0 0 1 0 0 1 1.0 0
0 0|-2 00 -1 0 0 1
10 0 0 0 O 2 01 0

que se corresponde con las ecuaciones:

—Tg+ a2 — 33 =

—Zo+T1 =
To+x3+24=0
—2x9g—x3+x6=0

2.’E3+£U5:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xrog = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

1‘2—31‘3:1

r1 =1
xr3+ x4 =—1

—x3+ x5 =2

2034+ x5 =0

Ejercicio 23. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),

7P1:

I
N O = NN
|
RIFIE N = O O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

—
Jo|=
—
|
|
O = =N DN

| — |
| =
—_
|
(.
NN — O O =

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 1]1 0 0 0 0 0 0]
2 0(0 1 00 00O
2 0(0 01 0000
1 —=1/0 0 01 000
-1 =210 0 0 01 0 0
0 /o0 00010

_2—%0000001_

lo que nos da la matriz

1 1] 1 0 0 O 0 0 0]
0 —1 1 000 100
0 0|l—-4 010 -2 00
0 0/-3 001 -2 00
0 0|l—-4 100 -2 00
0 0] £ 000 %10

0 0—%000—%01_

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—4dxg+ 190 — 224 =0
—3x9g+ 23— 224 =0
—4dxg+ 11 — 224 =0

To+ T4+ 225 =0
—929 — bxy + 226 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

Ty —2xy =4
x3 —2x4 =3
x1 —2x4 =4
T4+ 2x5 = —1
—5x4 4+ 226 =9



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Ejercicio 24. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),
0 0
0 1
Py = 0|, = 0 |,P= 1
-1 -2
-2 -1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1

0 0 -1

1| 0 1| 1 1| | -1
wl=| o] ]
-1 -2 -1

-9 -1 1

2

. , . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de RS generado por los [ 2 } haciendo la
1

reduccién de la matriz

1 1 111 0 0 0 0 O

0 0 —-1|/0 1 0 0 0O

0 1 -1/0 01 0 0 O

0 0 110 0 01 0 O

-1 -2 -1]0 0 0 0 1 O
| -2 -1 % 00000 1]

lo que nos da la matriz

11 1]1 0 0 0 0 0]

01 —-1]0 O 10 0 0

0 0 —-110 1 0 0 0O

00 01 —1 1010

00 o2 I -1001
L0 0 010 1 01 0 0|

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

To—T1+To+x4=0
dxg+ Tr1 — 229 + 225 =0

$1+£E3:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) vy
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—r1+ T2+ 14 =—1
Txy — 229 4+ 225 = —4
1'1+£L'3:0



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Ejercicio 25. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(R),

2 -2 -2 1

1 -1 -1 -2

0 1 1 i

POZ 0 7P1: 0 7P2: 0 7P3: _%
1

-1 1 1 1

0 2 2 -1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1] [ 1] [ 1] 1]

2 -9 -9 1

-1 o B A |
PO 0 ’ P1 O ’ P2 0 ’ P3 _;
-1 -1 —1 1

| 0 | —2 | | -2 | | -1

. , . . 1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [ 2

?

} haciendo la

reduccién de la matriz

1 1 1 1[/10000 00
2 -2 -2 1|0 100000
1 -1 -1 =2/0 0 1 00 00
0 1 1 /0001000
000—%0000100
-3 -1 -1 1[0 0000 10
| 0 -2 -2 -1/0 0 0 0 0 0 1|
lo que nos da la matriz
111 1] 1 00 00 0 0]
0113/ 0 00 1000
000 1|/-2 10 4000
000O0/-1 50 2100
000 O0[-5 21 100 00
0000 4 -T 0 -282o010
L0000 0 00 200 1|

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—2x0+ 21 +423+ 224 =0
—5x9 + 221 + 22 + 1023 =0
16xg — 721 — 2623 + 425 =0

2034+ x5 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

de la variedad afin generada por los puntos es

Ty + 4xz + 224 = 2
21 4+ 22 + 1023 =5
—Tx1 — 2623 + 45 = —16

223 +x6 =0

Ejercicio 26. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),
0 0
2 2
Py, = 1|,P= 1
1 1
5 i
2

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1
| =
—_
\
NI = N O

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de RS generado por los [ 12
1

reduccién de la matriz

1 11 0 0 0 O O
0 0/0 1 0 0 0 O
2 210 01 0 0 O
1 110 0 01 0 O
-1 —% 000 O0T10
2 =510 0 0 0 0 1
lo que nos da la matriz
1 1 1 0 0 0 0O
0 3| 1. 00010
0O 0j—-1 0 0 1 0 O
0O 0l—-2 0 1 0 0 O
0 0 3 0 0 0 5 1
0 O 01 0 0 0 O
que se corresponde con las ecuaciones:
—X0 + Ir3 = 0
—2x04+2x2=0

3rxog+ 54 +x5 =0

1’120



Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

Ejercicio 27.

r3 =1
To =2
S5y + x5 = —3
z1 =0

Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(R),

Jay
Il
N ONIF N O N
~
|
O ONIE ONIF =

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [

reduccién de la matriz

1
B =
| I
I
|
O ONI= ONIF = =

| —
fas| P
| I |
|
|
V= ONIF N O N

1 .
2 } haciendo la

|
O ONIFE ONI- =

N\)—‘ON\Hll\')OMH
|
SO OO OO
OO O OO —~=O
OO ook OO
oo o~ O OO
OO OO OO
O = OO OO OO
_HOoO oo o OO

lo que nos da la matriz

O O =WINWIH N =
\
OO OWNDIH = O
OO OO +ROoOOo
[N oo o] o)
OO = O OO o
_ O O o oo o
O =R OO oo o

OO OO OO
OO OO oW




Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

200 —x1 + 6290 =0
29+ 221 4+ 3x3 =0

xog+2x4 =0
—x9g— 21+ 626 =0

.1'520

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—x1 + 619 = —2
2x1 4 3x3 = —2
204 = —1
—x1 + b6z =
x5 =0

Ejercicio 28. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(R),

Jas
|
— DO RO =0 =
s
|
D= O O N

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

L——
fas(i
—_
|
|
[y N N Ty
L —
| =
—_
Il
RO O N =

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R® generado por los [ 2
1

reduccién de la matriz

1 1]/1.0 0 0 0
L9210 1000
foloo1 00
—%000010
1 £/0 00 0 1
lo que nos da la matriz
1 1] 1 00 0 0
0 3|-2 1000
0 0[—-2 1 1 00
00| 2 1919
00722001



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—2%0 + 1 +3.’£2 =0
2I07$1+3$3 =0
—Txg+ 221 + 624 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

Ty +31’2 =2
—x1 + 33 = —2
201 +6x4 =7

Ejercicio 29. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),

-1

-2

_— O O O N

-1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1
2

-] o[-

2
—1 _

_— O OO N+~ =

. , . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 1[1 0000 0 0
2 1{0 1000 0 0
-1 2[00 10000
0 0/000 1000
2 0[(0 000100
2 0(0 0000 10

| -1 -1{0 000 0 0 1




e D0y Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.
Combinaciones Afines Clase: 60 min.
lo que nos da la matriz
(1 1 1 000 00 0]
0 —-1]-2 10 00 00
0 0 1 0 000 O0 1
0 0] -2 2 0 0100
0 0 2 =2 0 0 0 1 0
0 0] -5 310000
| O 0 0 001 0 0 0]

que se corresponde con las ecuaciones:

To+ 26 =0

—2x04+ 211 +24 =0
209 — 221+ 25 =0
—5xg+ 31 +22=0

1‘320

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

g = —1
201 + x4 =2
—2r1 + 15 = —2
3r1+x2=25

3 =0

O
Ejercicio 30. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),
1

0 -3 2

0 0 1

Py = 2 [,P= 1 |,Ph=] —1

0 0 1

-2 -2 0

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1
2
1
J=1 4
1

0

| — |
B =

—
| =
-
I
N O~ ONIFE



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R generado por los [ 2
(]

reduccién de la matriz

1 1 111 0 0 0 0 O

0 —% 2/0 1. 0 0 0 0

0 0 110 01 0 0 O

2 1 =1/0 0 01 0 O

0 0 110 0 0 01 0

-2 -2 0|0 0 0 0 0 1

lo que nos da la matriz

1 1 1 10 0 0 0O
0 -1 -3|-2 0 0 1 00
0 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 0] 1 1 —-F -3 00
0o 0 o0 2 0 -2 0 0 1
0o 0 o0 00 -1 010

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

2$0+21’1—7$2—$3:0
21‘0—2I2+I5:O

—x94+ x4 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

21’1 77%2 — T3 = -2
—2x9 + x5 = —2
—x94+ x4 =0

Ejercicio 31. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(R),

Py = , P =

-0 O

1
-1
1
1
2

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1
-] -
Py | 1 P

1

3

= =0 O =



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R® generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 1/1 0 0 0 O
1 0/01 0 00
-1 0/0 0 1 0 O
1 1/0 0 010
3 1000 0 1
lo que nos da la matriz
1 1 10 0 00
0 -1|-1 1 0 0 O
0 0|-1 00 1 0
0 0[-1 4 00 1
0 0] 011 00

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—x9+x3=0
—2x04+ 21 +224 =0
1’1+£L’2:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

373:1
x1 + 2204 =2
1’1+£L’2:0

O
Ejercicio 32. Calcular la variedad afin generada por los siqguentes puntos de AS(R),

1

-3 0 -1

-1 0 -2

2 1 i

_ — — 2

PO - 1 7P1 - 0 7P2 - 1

0 2 0

-1 -2 0

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

— O = N RN

| —|
fae] =
| I
|
DN O = O O
1
B =
| I
|
O O RNEN =




Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Algebra y Matematica Discreta

Combinaciones Afines

Tiempo Estimado
Previo: 30 min.

Clase: 60 min.

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de R” generado por los [

reduccién de la matriz

lo que nos da la matriz

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

—QICO —3$2+2.’£3—5$4 =0
—2x0+2x4+ x5 =0
200+ x9 + 16 =0

201 —x9 =0

1 1 1|1 000000
-2 0 -1|{0 100000
-1 0 -2/0 0 10000
2 1 /0001000
1 0 1/00 00100
0 2 0[00O00O0 10
| -1 -2 0|0 0 0 0 0 0 1 |
11 1] 10 00 00O
01 -1/ 10 10 000
00 1] 00 10 100
00 0[-10 -3 1 =200
00 0[-20 00 210
00 0/ 20 10 001
00 0] 01 -3 0 000

1 .
2 } haciendo la

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

Ejercicio 33. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(R),

—3xo + 223 — By = 2
24 +x5 =2
$2+£L’6:—2

21‘17332:0

0 0
1 )

R=| t|l,pn=| 1|,P=
) )
0 )

O~ O NN O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1

0 0 0

1] | 1 1] | -2 1] | 2
S e R e R
) —2 ~1

0 —2 0

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de RS generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 1 1|1 0000 0
0 0 0/0 10000
1 =2 2(0 01000
i1 0/000100
-2 -2 -1{0 0 0 0 1 0
0 -2 0[0 00 0 0 1
lo que nos da la matriz
1 1 1] 10 00 00
0 -3 1|-10 10 00
0 01/ 20 00 10
0 00 20 -2 0 21
0 00/ 01 00 0O
0 00/ 00 + 1 30

que se corresponde con las ecuaciones (quitando denominadores):

6xg — 229 + 224 + 325 =0
SC1:O
xo + 63+ 214 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—2x9 4 224 + 325 = —6
X1 =0
To + 623+ 224 =0

Ejercicio 34. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),

7P2

=N = O =W
— = NN

2
1
1
4
4
1



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| ——|
3| =
—_
\
=N = O W
| ——|
T =
| I |
|
i S S i e NI
| ——|
| =
—_
\
[ NCR g

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de ZI generado por los [ 2 } haciendo la
K3

reduccién de la matriz

11 1|1 00 0 0 0 O
32101 0 0O0O0O0
11 1{0 01 0 0 0 O
01 2(0 0 01 00O
14 2|0 0 0 01 00
24 1/0 000010
|11 1{0 0 0 0 0 0 1 |
lo que nos da la matriz
1 1 1|1 0 0 0 0 0 O]
01 2(0 0 01 00O
00 0|4 01O0O0O0TO0
0 0021 01O0O00O0
0 004 002100
0003 003010
L0 0 0|4 00 00 O0 1|
que se corresponde con las ecuaciones:
—x9+x2=0

200+ 21 +23=0

—xg+2x3+24 =0
3xg+3x3+ x5 =0
—x0+x5=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

To =1
T+ x3=3
203 + x4 =1
3xg 4+ x5 =2

6 =1



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Ejercicio 35. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(Zs),

2

Py = ,Pr=

= o N W
W = =

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
CRHIGEE
Py 0 P 1
4 3

;i } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z2 generado por los [

reduccién de la matriz

1 11 0 0 0 O
3 20 1 0 0 O
2 1|0 0 1 0 0
0 1/0 0 0 1 O
| 4 3]0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz
(1 1|1 0 0 0 0]
0 1/0 0 0 1 0
0 0|1 0 0 1 1
0 0|2 1 0 1 0
|0 03 0 1 1 0|

que se corresponde con las ecuaciones:

2o+ a3 +x4 =0
2$0+I1 +£C3:0
3rg+x2+a3=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente Trog = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

r3+ x4 =4

1+ x3=3

To + 13 =2

O
Ejercicio 36. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),
0 0
2 2
PO = 4 7P1 = 4
1 1
3 2



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

ok

L—
3| =
| I
|
W =N O -
N =N O =

R . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

(1 1|1 0 0 0 0 0]
0 0j0 1 00 0O
2 2|0 01 0 0O
4 4/0 0 01 0O
1 1/{0 0 0 0 1 0
|3 2|0 0 0 0 0 1 |
lo que nos da la matriz ) i
1 11 0 0 0 0 O
0 4/2 0 0 0 0 1
001 00 10O
003 01000
0 04 00 01O
L0 00 1 0 0 0 0 |
que se corresponde con las ecuaciones:
To+ T3 =
3xg + a9 =
—To + X4 =
T = 0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

3 =4
To =2
Ty =1
1 =0

Ejercicio 37. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),

o
[\

PO 7P1

|

O w oA
e
|

Wk WO N



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1
0 2 2

1] |4 1] |o 1] |o
= |e || | E |
3 4 4

0 3 3

R . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

[1 1 1|1 0 0 0 0 0]
02 2(01 0 0 00
4 0 0|0 O 1 0 0 O
2 3 3/0 0 0 100
34 40 0 0 0 1 0
| 03 3|/0 0 0 0 0 1|
lo que nos da la matriz
1 1 1|1 0 0 0 0 0]
01 11 01 0 0 O
0 00l1 04010
00 02 04100
0003 13 000
|00 02 0 2 0 0 1|

que se corresponde con las ecuaciones:

To—To+ x4 =0
200 —x2 +x3=0
3xg+x1+322=0
200 + 222 + x5 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—xo+ x4 =4
—Zo+ 23 =3
1+ 3x9 =2
200+ x5 =3

Ejercicio 38. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),

[\
[\
s}

P

Pr= Py =

DN W DN =
N W N
N O W



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1
2 2 0

1] |1 1] |1 1] |1
eI EE
3 3 0

2 2 2

1 .
2 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [

reduccién de la matriz

1 1 1|10 0 0 0 0]
2 2 0/0 1 0 0 0O
11 1{0 01 0 0 O
2 2 3|0 0 0 1 0O
3 3 0/0 0 0 0 1 O
| 2 2 2|0 0 0 0 O 1|
lo que nos da la matriz
[1 1 1|1 0 0 0 0 0]
00 13 00 1 0O
00 01 00 3 1O
0 00410 2 00
00 04 01 00O
10 0 0]3 0 0 0 0 1|
que se corresponde con las ecuaciones:
To + 3IE3 + x4 =
—x0+x1 +2x3=0
—To + T2 =
3.’E0 + x5 =

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

3x3+ x4 =4
1 +223=1
To =1
T5 =2

O
Ejercicio 39. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),
0 3 1 1
4 3 3 2
0 3 3 1
PO_ 1 7P1_ 0 aP2_ 9 7P3_ 4
3 3 0 3
4 0 2 1



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1 1
0 3 1 1
-0 V- | | L -
Po 1 P 0 P 2 s 4
3 3 0 3

| 4 ] | 0 | | 2 ] 1]

1 .
2 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de ZI generado por los [

reduccién de la matriz

111 1|1 0 0 0 0 0 O
031 1/]01 0 00O00
4 3 3 2/0 01 0000
0 33 1/00 01 O0O0O0
1 0 2 4/0 0 001 00
330 3/00O0O0O0T1O0

1402 10 0 000 0 1]

lo que nos da la matriz

[1 11 1|1 0 0 0 0 0 0]
01 3 2|1 0000O0O01
00202010001
0 00 0|1 03 010 4
00003 031000
0 00 0|01 40001

10 0 0 0|0 0 4 0 0 1 4 |

que se Corresponde con las ecuaciones:
To+ 32 +x4 —26 =0
3rxg+3xs+23=0
Tl — X+ Tg = 0

7172%*1‘571’6:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es
3x9+ x4 —x6 =4
31’2 +x3 = 2
xr1 — To + Teg — 0

—2To+ x5 — 26 =0

Ejercicio 40. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(Zs),

4

W O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1
3| =
| S
|
— N R W
1
| =
| I
Il
WO =

. . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z2 generado por los { } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 11 0 0 0 O
3 4/0 1 0 0 O
4 410 01 0 O
2 00 0 01 O
| 1 3]/0 0 0 0 1 |
lo que nos da la matriz ) i
1 11 0 0 0 O
0 1|/]2 1 0 0 0
0 0|1 01 0O
0 0|2 2 0 1 0
L0 00 3 0 0 1 |
que se corresponde con las ecuaciones:
To+ a9 =0
2$0+2$1+$3 :0
3r1+x24=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

.’)32:4
21’1+£L’3:3
3r1+x4=0

Ejercicio 41. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),

B

I
W=D O
s
I
N =N O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

ok

L—

3| =

| I

|
W~ NODO -
R RO -

R . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [ 2 } haciendo la
K3

reduccién de la matriz

1 1({1 0 0 0 0 O
0 0|01 0 0 0O
2 2|0 01 0 0O
1 1{0 0 0 1 0 O
2 4|0 0 0 0 1 0
|3 2|0 0 0 0 0 1 |
lo que nos da la matriz
(1 1|1 0 0 0 0 0]
0 23 000 10
0 01 000 31
0 0|4 00 1 0O
0 0|3 01 0O0TO
|0 0]0 1 0 0 0 O |

que se corresponde con las ecuaciones:

o+ 3rs+25=0

—x9+x3=0
3$0+$2:0
:Ul:()

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

3xg + x5 =4
r3 =1
To =2
1 =0

O
Ejercicio 42. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),
1 2 0
2 2 0
Ph=|3|,Ph=]|2|,P=|2
3 4 1
2 1 4



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| —

3| =

| I
\

N W W~ =
1
3| =
—_—

Il

o N NN
1
| -
—_—

Il

=N OO

. - . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [ 2 } haciendo la
i

reduccién de la matriz

11 1|1 0 0 0 0 O
12 0{0 1 0 0 0 O
22 0/0 01000
3 2 2(0 0 01 00
34 1(0 0 0 010

| 2 1 4{0 0 0 0 0 1|

lo que nos da la matriz

1 1 1]1 0 0 0 0 0]
01 4(4 10 00O
00 121 0001
00 02 2 1 00 2
00 00 3 01 0 2

L0 0 0|0 0 0 0 1 1|

que se corresponde con las ecuaciones:

2x9 4+ 221 + 22 + 225 =0
3x1 +x3+ 225 =0
Ty +2x5=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

2I’1+l’2+21’5:3
3x1 +x3+2x5 =0
Ty +2x5=0

Ejercicio 43. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),

aP1:

Jas

Il
— o s O =
W O ==



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

ok

L—
3| =
| I
|
=R RO ==
WO =

R . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [ 2 } haciendo la
K3

reduccién de la matriz

1 1({1 0 0 0 0 O
1 1/]0 1 0 0 0 O
0 1/]0 01 0 0 O
4 0/0 0 0 1 0 O
4 210 000 1O
| 1. 3/0 0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz
(1 1|1 0 0 0 0 0]
0 1/]0 01 0 0 O
0 0|1 0 4100
0 0|1 0 2 010
0 0|4 1 00 O0O
|0 0]4 0 3 0 0 1]

que se corresponde con las ecuaciones:

xTo — X9 + T3 =
To+2x9+14 =0

—To +T1 =
—x9+3r2+ 25 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—xo+x3 =4
209 + x4 =4

1 =1
3rs+x5 =1

Ejercicio 44. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),

F , P =

Il
OO W W
O B N



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
3 0

1] |1 1] |2
= | A=
0 4

2 0

1 .
2 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [

reduccién de la matriz

1 1/1 0 0 0 0 O
3 0/01 00 0O
1 2{0 01 0 0O
3 4/0 0 01 0O
0 4/0 0 0 01 O

|2 0]0 0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

1 1]1 0 0 0 0 0]
0 1/4 01 0 0O
0 01 0 2 0 01
0 0|3 04 10O
0 0|4 01 010

10 014 1 3 0 0 0|

que se corresponde con las ecuaciones:

ro+ 2x9 + 25 =0
3xg—x2+2x3=0
—x0+x2+24=0
—x9+x1+32z2=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

200 + x5 =4
—x2+ 23 =2
Tot+ax4=1
T1+ 39 =1
O
Ejercicio 45. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),
2 3 0 2
1 1 4 1
3 2 4 3
PO_ 1 7P1_ 0 aP2_ 4 7P3_ 3
3 2 0 3
3 1 0 2



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1 1
2 3 0 2
SRR RHIERHRE
Py 1 P 0 P A Ps 3
3 2 0 3
KN 1] 0 | |2 |

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de ZZ generado por los [ D
1

reduccién de la matriz

1 1 1 1]1 0 0 0 0 0 0]
2 3 0 2/01 00000
114 1/0010000
324 3/0001000
10 4 3/0000100
320 3/0000O0T10

|3 1.0 2/0 00 0 0 0 1|

lo que nos da la matriz

1 1 1 1|1 0 0 0 0 O O]
01 30[31000T00
001 2[21001°00
000 2[22011°00
000 0[]4 313000
000 O0[4101301

L0 0 0 0/0 1000 1 0]

que se corresponde con las ecuaciones:
—1’0+3$1+CL’2+3(E3 =0
—xo+x1+23+3x4+26 =0
r1+x5 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es
3r1+x9+3r3=1
Iy +5E3+31’4+1’6 =1

xr1 + Is = 0
O
Ejercicio 46. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),
2 3 1 4
4 2 3 1
0 4 0 2
PO_ 1 7P1_ 0 aP2_ 3 7P3_ )
0 1 3 2
1 0 2 4



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1 1
2 3 1 4
SRS RHIERHER
Py 1 P 0 P 3 Ps 9
0 1 3 2
1] |0 ] | 2 | | 4]

. , . . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de ZZ generado por los [ D } haciendo la
1

reduccién de la matriz

1 11 11 0 0 0 0 0 0
2 3 1 4|0 1 0 0 0 0 O
4 2 3 1|0 01 0 0 0 O
04 0 2|00 01 00O
10 3 2/0 0 0 0 1 0O
01 3 2|00 0 O0O0T1TFO0

|1 0 2 4/0 0 0 0 0 0 1]

lo que nos da la matriz

[1 11 1|1 0 0 0 0 0 0]
01 4 2({3 1 00000
001 3[{2 100100
000 2|0 2 01100
0 0003 010300
000 0|4 201210

L0 0 0 0}2 10000 1

que se corresponde con las ecuaciones:

31’0+£L‘2+31’4:0
—xg+ 221 + 23+ 204 +25 =0
2004+ x1 +x6 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

To+ 34 =2
201+ a3+ 224 + 25 =1
Xr1 +I6:3

Ejercicio 47. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),

0 3 2

7P2

=W w o
N B W W
NN W



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| ——|

3| =

—_
\

= =W Ww o o=
| ——|
T =
| I |

\

N > W W W
| ——|
| =
—_

\

NN W N

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de ZI generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

11 1|1 00 0 0 0 0]
0 3 2(01 0O0O0O0O0
01 1/{0 01 00 O0O0
33 30001000
33 200 00100
14 2|0 000010
|12 1{0 0 0 0 0 0 1 |
lo que nos da la matriz
1 1 1|1 0 0 0 0 0 O]
01 1/{0 01 00 O0O0
0 0 4/01 2 0000
0 00200 1O0O0O0
00 02430100
0 0 04 3 3 0010
10 0 0|4 4 2 00 0 1|
que se corresponde con las ecuaciones:
200+ 2x3 =0

200 —x1 + 32+ x4 =0
71’0+3$1+3$2+$5:0
—xg — 21+ 222 + 26 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

r3 =3
—x1+ 312+ 14 =3
3r1 +3x2 +a5=1
—x1+ 22+ 16 =1



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Ejercicio 48. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),

B

W = NN
N =N ONO

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| —— |
3| =
—_
\
OIS O NN N
| —— |
B =
| I
\
NN = DN O N O =

1 .
2 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de ZZ generado por los [

reduccién de la matriz

1 1/1 00 0 0 0 0]
4 0/0 1 0 0 0 0 O
4 210 01 0 0 0O
2 0|0 0 O1 0 OO
2 2|0 0 001 0O
1 110 0 0 0010
|3 2/0 0 0 0 0 0 1|
lo que nos da la matriz
1 1|1 00 0 0 0 0]
0 1|1 1.0 0 0 0 O
0 0|3 210000
0 0|3 00 O01O0O0
0 0|4 00 0O0T1O0
0 0|3 1 000 01
L0 0j0 2 0 1 0 0 0|

que se corresponde con las ecuaciones:

3ro + 221 + 10 =

3xog+x4=0
—z0+ x5 =0
3xo+x1+26=0
201+ 23 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

F

de la variedad afin generada por los puntos es

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

201+ a9 =2
Ty =2
5 =1
T+ 26 = 2
201 + 23 =0

Ejercicio 49. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),

Jas
Il
BN O N W

O W NN

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| — |
3| =
—_

\
A0 O N W e
| —— |
B =
| I
\

O R W NN

1
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de ZZ generado por los [ 2 } haciendo la
K3

reduccién de la matriz

1 111 0 0 0 0 0 O
3 2/01 0 0 0 O0O
2 2|0 01 00 0O
0 3]0 001 0O0O
2 4/0 0 001 0O
2 4/0 0 000 1O
| 4 0j]0 0 0 0 0 0 1|

lo que nos da la matriz
1 1|1 00 0 0 0 0]
0 111 0 0 0 0 0 1
001 0O0O0OT1TO0 3
0 01 00O0OT13
0 0|3 01 0 O0O0OTO
0 0|2 00 1 0O0 2
L0 013 1.0 0 0 0 1|



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

que se corresponde con las ecuaciones:

o+ x4+ 326 =0
o+ 25+ 326 =0

3rg+x2 =0
200 + x3 + 226 =0
3xg+ 21 +26=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xrog = 1) vy
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

T4+ 3re =4
r5 + 3xg =4

To =2
r3 + 2x6 = 3
T+ x5 = 2

Ejercicio 50. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(Zs),

P = ,Pr=

N O = W
N W N

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

L —
3| =
—_—
|
N O W
L —
fae] =
—_—
Il
— NN W N =

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z2 generado por los [ 2
K3

reduccién de la matriz

1 1|1 0 0 0 0]
3 20 1 0 0 O
4 3/0 01 0 O
0 2|0 0 01 0O

|2 1]0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

1 1|1 0 0 0 0]
0 4/2 1 0 0 O
0 0|1 4 0 0 1
0 0|4 2 0 1 0

10 04 4 1 0 0 |



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

que se corresponde con las ecuaciones:

xog—x1+x4 =0
7I0+2I1+1‘3:0

—xg—x1+x2=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—x1+ x4 =4
201 +x3 =1
—x1+x2=1

Ejercicio 51. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A%(Zs),

SO~ = NN
O = O = W

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| —
3| =
—_

I
OO R R NN
| —
| =
—_

I
Ok RO R WH

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z{ generado por los [ D
1

reduccién de la matriz

1 111 0 0 0 0 0 0]
2 3/01 0000 0
2 1/0 01 000 0
1 0/0 001 0O0 O
1 1/0 00010 0
0 4/0 00 0010

| 0 0[O0 00 0O0 0 1]




Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

lo que nos da la matriz

1 1/1 000000
0 1/3 1000 0 0
0 0[1T 110000
00[2 101000
0 0[4000100
00[/3100010
|0 0/0 000000 1,

que se corresponde con las ecuaciones:

xo+x1+2x2=0
2$0+.’E1 +.’£3:0

—xo+x4=0
3rg+x1+25=0
LL‘GZO

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

.’E1+CU2:4
Il+$3:3
1‘4:1

.’IJ1+$5:2

‘TGZO

O
Ejercicio 52. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(Zs),
0 .
3 4
Po=14 0= 3
2 2

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
CRHIEHEE
Py 0 P 3
2 2

. , . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z2 generado por los [ } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 1{1 0 0 0 O
0 3|0 1 0 0 O
3 4/0 01 0 O
0 3/0 0 0 1 O
2 20 0 0 01



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

lo que nos da la matriz

1 11 0 0 0 O
0 12 01 0 O
0 0|41 2 0 O
0 0|4 0 2 1 0
0 0|3 0 0 0 1

que se corresponde con las ecuaciones:

—x0+ 21 +225=0
—{E0+2.’E2+£U3:0
3rg+x4=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

T+ 225 =1
2$2+ZL'3:1
1‘412

O
Ejercicio 53. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(Zs),
1 5 7
0 2
PO - 1 7P1 - 0
3 1

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
4[5 -
Py 1 P 0
3 1

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z2 generado por los [ D
1

reduccién de la matriz

1 1|1 0 0 0 0]
1 20 1 0 0 O
0 2|0 01 0 O
1 0{0 0 0 1 O

| 3 1]0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

1 1|1 0 0 0 0]
0 1|{4 1 0 0 O
0 0|2 3 10 O
0 0|3 1 0 10

L0 00 2 0 0 1 |



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

que se corresponde con las ecuaciones:

21’0+3$1+£B2:O
3$0+I1+I3:0
201+ x4 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

3r1+x2 =3
T+ 23 =2
201+ x4 =0

Ejercicio 54. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Z3),

Py = , Py =

— O N NN
_— O O N

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| — |
3| =
—_
|

= O N NN
| — |
fae] =
—_

_= O O N ==

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [ 2
K2

reduccién de la matriz

1 1|1 0 0 0 0 O
2 10 1 0 0 0 O
2 2|0 01 0 00O
2 00 001 0O
0 0j0 0 0O O 1 O

|1 170 0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

[1 1|1 0 0 0 0 0]
0 1/1 0 0 1 0O
0 0|1 01 0 OO
001210100
0 0[2 0 0 0 01

L0 0]0 0 0 0 1 0 |



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

que se corresponde con las ecuaciones:

T+ 22 =0
—zo+2x1+23=0
—x0+ x5 =0

x4 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

.132—2
Ty +x3=1
Ty =
T4 =

Ejercicio 55. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Z3),

Py = , Py Py

DN O NN
I

OO OO OO
Il

O N = O

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1
| -
—_—
\

N ON RO =

| —

3| =

—_—

\
coococoo—

—
J|=
[
\

NN ON— N

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z% generado por los [ 2
i

1 } haciendo la

reduccién de la matriz

11 1/1 000000
2 0 1/01 00000
100/0010000
2 0 1/0 001000
002(0000°100
2 0 0/00000 10
(2 02(000000 1]




Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

lo que nos da la matriz

11 1/1 0000 00
0121100000
00 1/01 10000
000[01 10100
000[(0120001
00 0[(0201000
(00 0/00 1001 0]

que se corresponde con las ecuaciones:

1+ x93+ =0
T1 — 29+ 2x6=0
—1'1+£L'3:0

l‘2+1‘5:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

1 +ax94+2x4=0
1 — a2+ a6 =0
—x1+x3=0
o+ x5 =0

Ejercicio 56. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A%(Z3),

Py = ,Pr= P =

O~ O
e e =)
N = == NN

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| — |
| =
—_
|
e T T o S S S B S
| — |
| =
—_
|
DO = = = NN

L—
J| =
|
|
O = O ==



Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 30 min.

Combinaciones Afines

Clase: 60 min.

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z7

reduccién de la matriz

lo que nos da la matriz

generado por los { 1 } haciendo la

P;

11 1{1 0 0 0 0 0 O
10 2{01 0 0 0 0O
11 2{0 01 00 00
01 1{0 0 0 1 0 0O
11 1{0 0 0 01 00
21 1/0 00 0O0T1O0
|01 2{0 0 0 0 0 01
1 1 1|1 0 0 0 0 0 O
01 1({0 0 0 1 0 0O
00 1(2 01 0 O0O0O0
0 00f1 1.17.1 000
0001 001 01O
00 01 02 2 001
100 0|20 00 100

que se corresponde con las ecuaciones:

.’E0+.’E1+(E2+(E3:0
I0+133+£L‘5:0
370_-732_373+336:O

—x0+x4=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

I1+I2+$3:2
T3+ T5 =2
—T9 — X3 +Tg =2

x4:1

Ejercicio 57. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Z3),

L
I
=N O O -
~
I
=N NN O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
1 0

17 |o 1] |2
s E
2 2

1 1

1 .
2 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [

reduccién de la matriz

1 1/1 0 0 0 0 O
1 00 1 0 0 0 O
0 2/0 01 0 0O
0 2/0 0 01 0O
2 20 00010

|1 1]0 0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

1 1]1 0 0 0 0 0]
0 22 1 0 0 0O
0 0|1 2 1 0 0 O
0 0|1 2 0 1 0O
0 0|1 00O T1O0

L0 012 0 0 0 0 1|

que se corresponde con las ecuaciones:

1‘071‘1+1’2:O
To—21+2x3=0
zo+x4 =0

—1'0+£L'5:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—x1+ 20 =2
—x1+x3=2
Ty =2
x5 =1

O
Ejercicio 58. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),
0 1 1 1
0 1 1 1
2 0 2 0
PO_ 1 7P1_ 2 aP2_ 9 7P3_ )
1 2 1 2
1 0 2 0



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1 1 1
0 1 1 1
aRHGE R AR
Po 1 P 2 Py 2 P 2
1 2 1 2
1] | 0 | | 2 ] | 0 |

1 .
2 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z% generado por los [

reduccién de la matriz

111 1|1 0 0 0 0 0 O
01 1 1j01 0 0O0UO00O
01 1 1/0 01 0000
2 0 2 0/0 0 01 000
1 2 2 2|0 0 0 0 1 0 O
1 21 2|0 0 0 0 0 1 0
|1 02 0/0 0 000 0 1]
lo que nos da la matriz
[1 11 1|1 0 0 0 0 0 0]
01 1 1/01 0 0O0UO0TUDO
00201 201000
0 00 01 00 2010
0 00 0|1 202001
0 00 02200100
100 0 0j0 2 1 0 0 0 O]

que se corresponde con las ecuaciones:
2o —x3+x5 =0
o — 1 — 23+ 26 =0
—xg— 1+ T4 =0

71314’1‘2:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es
—r3+ x5 =2
-1 — X3+ Tg = 2

—$1+$4:1

—r14+x9=0
O
Ejercicio 59. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A*(Zs),
2 1
0 2
PO - 0 7P1 - 1
0 2



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| ——
3| =
—_
|
OO O N
| ——
(=
—_
Il
[ OIS NC RSy

. . . 1 .
y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z3 generado por los { } haciendo la

P
reduccién de la matriz

1 1|1 0 0 0 0]
2 1|0 1 0 0 O
0 2/0 0 1 0 0
0 1|0 0 0 1 0

|0 2|0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

(1 1|1 0 0 0 0]
0 1/]0 0 0 1 0
0 0|1 1 0 1 0
0 0|0 0 1 1 0

|0 0]0 0 0 1 1 |

que se corresponde con las ecuaciones:

To+x1+23=0
1’2+£L’3:0

z3+x4 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente o = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

x1+x3=2
.’E2+CU3:O
3 +x4 =0

Ejercicio 60. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Zs),

B

I

== == O
s
Il

_ oo O O N



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

1 1
0 2

1] |1 17 |o
= =]
1 0

1 1

1 .
2 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [

reduccién de la matriz

1 1|1 0 0 0 0 O
0 2/0 1 0 0 0O
1 0{0 0 1 0 0O
1 0{0 0 0 1 0O
1 0{0 0 0 0 1 O

|1 1]0 0 0 0 0 1 |

lo que nos da la matriz

(1 1|1 0 0 0 0 0]
0 2/0 1 0 0 0 O
0012 21000
0012 20100
0012 20010

L0 012 0 0 0 0 1|

que se corresponde con las ecuaciones:
—To — T1 + X0 = 0
—x0—x1+x3=0
—x0—2x1+x4=0

—1’0+£L'5:0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—x1+x=1
—x1+x3=1
—x1+x4=1

x5 =1

O
Ejercicio 61. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Zs),
2 2 0 0
2 0 0 0
2 2 0 0
PO_ 1 7P1_ 1 aP2_ 9 7P3_ )
0 1 0 0
0 0 2 2



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| ——|

J| =

—_
\

OO NN
| —— |
T =
—_

\

O~ HF N O DN
| —— |
| =
—_

\
NON OO O
| —— |
J|=
| I |
\
NON OO O

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z% generado por los [ 2
K3

reduccién de la matriz

[1 1 1 1[/1 0 0 0 0 0 0]
22 00/0 1 0O0O0O0O0
2 00 0|0 01 0O0O0O0
220 0|/0 001000
11 2 2|0 0 001 0O
010 0/00O0O0O0CT1SFO0
100 2 2/0 0 0 0 0 0 1]
lo que nos da la matriz
1 1 1 1]1 0 0 0 0 0 0]
01 1 1}j1 01 0000
001 1j/1 1 00O0O0ODO0
00001 200100
00001 1 0O0O0O01
000001 20010
L0 0 0 0j]0 2 010 0 0

que se corresponde con las ecuaciones:

To—21+2x4=0
To+x1+26=0
$171’2+$5:0

—x1+x3=0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

—X1+ x4 =2
I’1+I’6:2
T1 —To+ x5 =0

—x14+x3=0



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Ejercicio 62. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de AS(Z3),

Py =

O = O = O N
NN = O NN
— O O N ==

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

| —
3| =
—_—

\

O O O N

1

T =
—_—

\
NN~ O N
| —
| =
—_—

\

— O O N ==

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z% generado por los [ 2
K3

1 } haciendo la

reduccién de la matriz

(1 1 1110 0 0 0 0 0]
22 1|01 0 00 0O
02 10 01 00 00O
1 0 2{0 0 01 0 0O
01 00 OO O 1 00O
1 2 0{0 0 00O 0O 10
02 1|0 0 0 0 0 0 1 |
lo que nos da la matriz
(1 1 1|1 0 0 0 0 0 0]
01 0|0 OO OT1 00O
00 10 01 01T 00
0 00f1 1101 00
0 0020 21000
0 002010010
L0 0 0|0 0 2 0 0 0 1|

que se corresponde con las ecuaciones:

xo+r1+220+24=0
—x9g—2x2+x3=0
7.’£0+"E2+CE5:0

—x9 + 26 =0

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente xg = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

de la variedad afin generada por los puntos es

1+ a2+ x4 =2

—xr9+x3=1
1’2+£L’5:1
71‘2+QZ6:O

Ejercicio 63. Calcular la variedad afin generada por los siguentes puntos de A°(Z3),

Py =

oON = O =

2

0
Pi=|1 |, =

2

0

OoON = OO

Solucion: Vamos a empezar considerando los puntos en coordenadas homogéneas

L—
3| =
|
|
O = O =
L—
3| =
|
Il
O = O N
L—
| -
|
Il
O, OO

1 } haciendo la

y vamos a calcular la forma implicita del subespacio vectorial de Z$ generado por los [ 2
K3

reduccién de la matriz

1 1 1]/1 0 0 0 0 O]
1 2 0|01 0 0 0 O
00 0|0 O 1 0 0O
1 1 10 0 01 0 0
2 2 2|10 0 0 0 1O
100 0|0 0 0 0 0 1|
lo que nos da la matriz ) i
1 1 1|1 0 0 0 0 O
01 22 1 0 0 0O
0 0 0Ol1 00 O0T1TO
00 02 00 1 0O
00 0l0O O 1 0 0O
L0 0 0|0 0 0 0 0 1|
que se corresponde con las ecuaciones:
i) + x4 = 0
—x0+x3=0
To =

(E5:0



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

F

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

De entre estos valores tendremos que seleccionar los que realmente son puntos (necesariamente zo = 1) y
escribiremos las ecuaciones pasando estos valores al segundo miembro como suele ser habitual. Las ecuaciones
de la variedad afin generada por los puntos es

Ty =2
r3 =1
To =0
x5 =0

O
Ejercicio 64. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),
-2 2 -3 0 1 -2
2 0 -2 0 0 0
P0: 0 7P1: 2 7P2: ~1 7P3: % 3P4: 0 7P: )
2 3 -1 1 0 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P;
11 1 11
-2 2 -1 01
B=| 2 0 -2 00
02 -1 1 0
2 L -1 10

2
La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.
Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoPy + -+ + 4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
xo+ -+ x4 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 11 1

-2 2 -1 01 o -2

2 0 -2 00 = 0

02 -1 3 0 74 2

2 § -1 10 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1] 1 10000 § §
-2 2 -3 0 1|-2 0100 0] & 7
2 0 -2 0 0 0Of—-1]0 01 00 1) X = 1y
0 2 -1 1 0| 2 0001 0)—g ~5
2 3 -1 1 0] 1 0000 1|5 -5



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

F

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 65. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(R),

L —1 ~i 0 1 -1 0

-1 0 -1 0 -1 -2 0
P=|-1|,Pp=| 0|.P,=| 2|, s=|0|.Pn=|-2]|,P=| 0],P=]| -1
~1 0 1 1 ~1 0 —1

2 1 0 0 1 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos p | e la siguiente matriz:
i

1 1 11 1 1
1 1
R

B=1_41 0o 20 -2 o
1 0 11 -1 0
2 1 00 1 0

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x5 tales que xoPy + -+ + 5P = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 11 1 1 1
3 -1 -3 0 1 -1 o 0
-1 0 -1 0 -1 -2 | o0
-1 0 20 -2 0 S|
-1 0 11 -1 0 s -3
2 1 00 1 0 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 11 1 1] 1 1 0000O0O0O-2 -2
;-1 -2 0 1 -1 0 010000% %
-1 0 -10 -1 -2/ 0} 1001000 g3 x—| 3
-1 0 20 -2 0]-1 00010 0|-2 -2
-1 0 11 -1 0|-% 000010]| 2 2
2 1 00 1 0] 0 0000O0O0T1|-2 -1

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Ejercicio 66. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

0 2 -2 0 -1
-P(): 0 7P1: 0 7P2: 2 7P3: 1 7P: _%
3 0 -1 0 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _ .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ P ] en la siguiente matriz:
3
1 1 11
0 2 -2 0
B= 00 21
0 =10

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 11 20 1
02 -2 0 N
00 21 N
30 -10 T3 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

11 1 1| 1 1 000 2 2
02 -2 0] -1 010 0|-% -1

2 — | 72
00 2 1/-3]7 o0 10] 0 X 0
3 0 -1 0 1 000 1|-% -3

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 67. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

0 1 -1 0 0 -

0 -1 -1 0 0 -1

f— fr— fr— o = = = 2
PO_ 0 7P1_ ) 7P2_ 0 7P3 -9 7P4 0 7P -9
0 -1 1 -2 -2 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

F

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P;
1 1 1 1 1
0 1 -3 0 0
B=|0 -1 -1 0 0
0 2 0 -2 0
0 -1 1 -2 =2

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x4 tales que xoFPy + -+ + ©4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
g+ -+ x4 = 1. Ahadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1
0o 1 -2 o0 o0 o -1
0 -1 -1 0 0 =1 -3
0o 2 0 -2 0 - -9
0 -1 1 -2 -2 0
Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;
1 1 1 1 1 1 100 00 —% —%
0 1 -3 0 0f-1 0100 0]—3 -3
0 -1 -1 0 O0|-3|—=]00100] 1 X = 1
0 2 0 -2 0] =2 00 010 % %
0 -1 1 =2 =2 0 0000 1| % 3

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 68. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A*(R),

_9 -1 -1 z 0 -1

2 1 -1 -1 0 2

Py = 1 7P1: —9 7P2: % 7P3: 1 7P4: 1 7P: ~1
2 0 -1 2 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

|
O N RN =

\ I
i Ll =S
\

DN = =N
O = O O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoFPy + -+ + 24Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
zo+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 11

—2 -1 1 1 oo|]|® -1

2 1 -1 -1 0 = 2
1

1o—2 L 11, -1

2 0 -1 20 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1] 1 10000% i
-2 -3 -1 3 0]-1 0100 0| £ £
21—1—102—>00100¥ X:%
1 -2 L 11|41 00010—g 7
2 0 -1 2 0| 0 0000 1| 2 2

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 69. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(R),

-2 2 -1 0 0 0 2

0 2 0 —% -1 3 3

P=| 1|, A=|-1|,P=| 0|,P=| 5 |,Ps=]|-2]|,P=|1|[,P=] 0
0 -2 1 -2 0 2 -2

1 2 1 0 0 0 2

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

1 1 1 1 11

-2 2 -1 0 0 0

o 2 0 —-f -1 1

— 2
B= 1 -1 0 % -2 1
0 -2 1 -2 0 2

1 2 1 0 0 0

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x5 tales que zoFy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

F

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

To+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 1 11 1
22 -1 00 0 g, 2
0 2 0 -3 -1 3 R
1 -1 o I 21 0
0 -2 1 -2 0 2L -2
1 2 1 0 00 2

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

o0
[V
o0
[

o111 11 10000 0|8 2
2 2 -1 0 0 0] 2 010000 & 0
o 2 o0 -+ -1 11 001 00 0| 123
21 2 =
1-10%-210%000100% X 2%
0 -2 1 -2 0 2|-2 0000 1 05 _,%
1 2 1 0 0 0] 2 00000 1| -2 _&

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 70. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(R),

0 -2 0 -2 0 2 0
1 0 1 0 2 2 0

Po=| -2 |,P = 2 |\Po=| -3 |.P3s= 2 |,Py = 1 |,Ps=]| -2 |[,P=]| -2
-1 -1 1 0 -2 1 0

0 -1 -1 -1 —3 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ; ] en la siguiente matriz:

1 1 1 1 1 1

0 -2 0 -2 0 2

1 0 1 0 2 2

B=1_ -1 2 1 -2

-1 -1 1 0 -2 1

1 1
0 -3 -1 -1 —3 0

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x5 tales que xoFPy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema



e D0y Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.
ﬁ Combinaciones Afines Clase: 60 min.
de ecuaciones
1 1 1 1 1 1 1
0 -2 0 -2 0 2 o 0
1 0 1 0 2 2 _ 0
-2 2 —% 2 1 -2 T =2
-1 -1 1 0 -2 1 5 0
0o -4 -1 -1 -1 o0 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1 1| 1 1 0000O0O0O -2 -2
0 -2 0 -2 0 2| 0 010000%g §
1 0 1 0 2 2|0 001000 % x-| %
2 2 -1 2 1 2|27 ]00010 02 | -2
-1 -1 1 0 -2 1| 0 000O0T1O0| -1 ~1
0 -+ -1 -1 -1 o] o0 00000 1] —1 —1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademads, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 71. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(R),

1 -2 1 % 1 0 0

-2 -2 0 3 0 1 -1

Po=| 1|, Pi=]| -1 |[\Ph=| =2 |,Ps=| 0 |,,=|1|,P=]|-1|,P=]| 0
2 -3 1 0 1 -2 0

-2 -2 0 i 0 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

11 111 1
1 -2 1 % 1 0
p_| 2 -2 030 1
1 -1 -2 0 1 -1
2 -3 1 0 1 =2
-2 -2 0 £ 0 0

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,- -, x5 tales que xoPy + -+ + 5P = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ x5 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema



e D0y Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado
Algebray Matematica Discreta Previo: 30 min.
ﬁ Combinaciones Afines Clase: 60 min.
de ecuaciones
1 1 1 11 1 1
1 -2 1 % 1 0 o 0
-2 =2 0 5 0 1 . ] -1
1 -1 -2 0 1 -1 - 0
2 -3 1 0 1 =2 L5 0
-2 -2 0 3 0 0 0
Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;
1 1 111 1] 1 1 0000O0 2 2
11 ¥ ¥
1 -2 3 : 1 0 0 01 00 0O ~2 ~25
-2 =2 0 5 0 1| -1 _ 001 0 0O 3 Y I
1 -1 -2 01 —-1[ 0 0001002—451 - %51
2 -3 1.0 1 =2/ 0 000010 -% -2
-2 =2 0 % 0 0 0 0 00 0 01 -1 -1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 72. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

0 f% ~1 ~1 —1 -2
1 -1 ~1 2 ~1 —2
— 2 — — — —
PO_ 2 7P1_ 1 7P2_ 1 aP3_ 0 aP4_ -1 aP_ 0
2 2 -3 0 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 — .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
1

r 1 1 1 1
0 —: -1 -1 -1
B=|1 —% -1 2 -1
2 1 1 0 -1
2 2 -3 0 0

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x4 tales que xoFPy + -+ + ©4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x4 = 1. Ahadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1
0 7% -1 -1 -1 Zo )
1 -1 -1 2 -1 Dol = -2
2 1 11 0 -1 - 0
2 2 -+ 0 o0 0



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1] 1 1 000 0]-2 -
0 -2 -1 -1 —-1]|-2 01000% %
1-%-1 2 —1|-2]=1]10 010 0] 1 X = 1
2 1 1 0 -1] 0 00010| 3 3
2 2 - 0 0| O 0000 1]-1 -1

2

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 73. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(R),

0 -3 -2 0 -1 0 0

-1 1 ~1 0 1 -1 -2

Po=| =2 |,Pi=| 0|, P=|-1|P=|0|P=]| 2| DB= 1|,P=| 2
i 1 0 2 0 0 0

1 1 0 1 0 -3 -3

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A®(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

b
1 1 11 1 1
0 -2 -2 0 -1 0
-1 1 -10 1 -1
B=1 9 0o 10 2 1
;1 02 0 0
1 1 01 0 —3

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x5 tales que xoFPy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
zg+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 11 1 1 1
0 -3 -2 0 -1 0 o 0
-1 1 -1 0 1 -1 A R
-2 0 -1 0 2 1 - 2
i1 02 0 0 5 0
1 1 01 0 -3 ~1
Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;
1 1 11 1 1 1 1 00 000 % %
0 -2 20 -1 0| O 010000—14—]5 —14715
~1 1—101—1—2_}001000—% X —%—%
-2 0 -10 2 1| 2 000100%3 - )
i1 02 0 0| 0 0000T10 142—]5 142715
1 1 01 0 —3|-3 000001 -2 -2




Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 74. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

—2 0 1 -3 0 1
1 0 -1 -1 0 0
P(): 1 7P1: 7P2: 7P3: aP4: aP:
-3 0 -2 3 -2 2
—2 0 0 -1 -2 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos ] en la siguiente matriz:

P;
11 1 1 1
-2 0 1 -3 0
B= 10 -1 -1 0
1 1
-1 0 -2 4§ -2
-2 0 0 -1 -2

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoFPy + -+ + 4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
zo+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1

-2 0 1 -3 0 0 1

10 -1 -1 0 =10

-0 -2 1 -2 - 2

-2 0 0 -1 =2 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

11 1 1 1]1 1 0000 *ﬁ 7§
-2 0 1 -+ o0]1 01000 3 3
10 -1 -1 0|0 —-]10 01 0O - X = -3
-0 -2 1 -—2/2 00010§ i
-2 0 0 -1 -2|1 0 00 01 51 %

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 75. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

1 0 1 % 2 1
-1 1 -1 -3 0 —1

— — — 2 — 2 — —
PO_ 1 7P1_ 0 aP2_ -1 7P3_ -1 7P4_ 0 7P_ 0
-2 -3 0 2 3 2



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

1 1 1 1 1

1 0 1 % 2
1

1 0 -1 -1 0

1 1

-2 -1 0o 2 3

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoPy + -+ + 4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
xo+ -+ x4 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1
1 0 1 % 2 Zo
1
1 ? -1 -1 ? - 0
-2 -1 0o 2 3 2

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1] 1 10000% %
101%21 01000—% —5
-1 1 - -3 0|-1]|— 00100_ﬁ X = 1
1 0 -1 -1 0] o0 000 10| % o
-2 -3 0 2 3| 2 0000 1| 2

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 76. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A*(R),

-2 -1 -1 -2 -1 1
1
—5 0 0 2 -2 0
Py = % 7P1: 1 ;P2: 0 5P3: ~1 5P4: 1 7P: -9
2
0 2 3 1 -1 -1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

F

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P;
1 1 1 1 1
-2 -1 -1 -2 -1
B=|-3 0 0 2 -2
2 -3 0 -1 1
0o 2 3 1 -1

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x4 tales que xoFPy + -+ + ©4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x4 = 1. Ahadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1

-2 -1 -1 =2 -1 Zo 1

-3 0 0 2 -2 =] o

1

2 -3 0 -1 1 T4 -2

0o 2 & 1 -1 -1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;
1 1 1 1 1] 1 1 0000 *ﬁ 7§

-2 -1 -1 -2 -1 1 0100 0f—%

-+ 0 0 2 -2/ 0|=|0010 0|2 X=| 2
2 -3 0 -1 1|-2 00010 -2 B
2 %9 439
0o 2 4 1 -1]-1 0000 1|—3 5

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 77. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

-1 0 -1 -2 0 0

0 0 0 0 -1 0

PO_ -9 7P1_ 1 7P2_ 1 7P3_ -1 7P4_ % 7P_ )
2 0 —1 2 2 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

|
= = ONIE =

™

I

o
O = O O =
N = O N

\
NN = O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoFPy + -+ + 24Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
zo+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 11 1
-1 0 -3 —2 0] % 0
00 0 0 -1 =0
1
21 -1 -1 1|, 2
2. 0 -1 2 2 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1]1 10000] 0O 0
-1 0 -2 -2 0/0 01000% §
0 0 0 —-1{0|—=]00 10 0|-% X=| -2
-2 1 -1 -1 3|2 00010% %
2. 0 -1 2 2]1 0000 1| 0 0

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 78. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A*(R),

0 0 -1 0 -2 1
0 0 0 2 1 -1
PO_ 0 7P1_ 1 7P2_ 1 7P3_ 1 aP4_ 1 aP_ -9
1 1 1
2 —2 0 2 2 2

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | oo la siguiente matriz:
i

™

I
NEO O O
N = O O =
O~ O
NI = N O =
N = =N =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x4 tales que xoFPy + -+ + ©4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 30 min.

F

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

zo+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1

0 0 -1 0 -2 o 1

0 0 0 2 1 : = | =1

0 1 1 1 1 z -2

4
b2 o0y o :
Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1 1 10 0 0O 3 3
0 0 -1 0 -2 1 01 0 00 % %
0 0 02 1|-1|=]00100 -%£ X=| -
0 1 1 1 1|-2 00010 —g _%
12 0% 2|3 0000 1| 1 i

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 79. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(R),

0 -2 0 1 0 -2 1

-1 —2 0 1 1 3 -1

Po=| 2|, P=]| -2 |,P= 1 |,Ps=| -2 |,Py= s .= -1]|,P= 0
-1 0 -2 2 -2 0 1

_§ 1 2 2 -1 -1 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | oo la siguiente matriz:
i

1 1 1 1 1 1

0 -2 0 1 0 =2

-1 -2 0 1 1 i

_ 2
B=1 5 o 1 -2 i -1
—% 0 -2 2 -2 0

- 1 2 2 -1 -1

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x5 tales que xoFPy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ ---+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1 1
0 -2 0 1 0 -2 Zo 1
-1 -2 0 1 1 3 | 1
-2 -2 1 -2 31 -1 10
-z 0 -2 2 -2 0 s 1
% 1 2 2 -1 -1 0
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Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1 1] 1 100000 2 1502
0 -2 0 1 0 -2 1 0100 0 0|16 16l
f1f2011%f1_>001000% X_%
-2 -2 1 -2 1 -1] 0 000100—?7 _—?77
-+ 0 -2 2 -2 0| 1 00001 0|23 —222
—2122—1—10 000001% @

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 80. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A*(R),

2 -2 1 1 -1 1

-1 0 -1 0 L 2
S IR IR IR el I T Il R B Rl
1 1 -1 1 0 -1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

1 1 11 1
2 -2 11 -1
B=|-1 0 -1 0 1%
0 0 -1 1 1
1 1 -11 0

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,- -, x4 tales que xoPy + -+ + 4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
xo+ -+ x4 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 11 1 1
2 -2 1 1 -1 o 1
-1 0 -1 0 3 =] 2
0 0 -1 1 1 - 0
1 1 -11 0 -1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 11 1] 1 1 000 0f-12 —12
2 -2 1 1 -1 1 01000 2 2
-1 0—10%2—>00100§ X—;Z—l
0 0 -1 1 1| 0 00010 2 2
1 1 -1 1 0|-1 0000 1| -9 -9
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 81. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A3(R),

0 0 —2 —1 0
Po=|0|.P=|1|.Ph=| 0]|,Ps=|-1],P=]|0
0 0 0 2 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ]_17 ] en la siguiente matriz:
1 1 1 1
00 -2 -1
B= 01 0 -1
0o 0 2

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+ ,x3 tales que xoFPy + -+ + ©3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
g+ ---+x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 1] [ a 1
00 —2 —1 A )
01 0 -1 S )
00 0 2L 0

11 1 11 1 0 0 01 1
0 0 -2 —-1/0 - 01 0 010 ¥ — 0
0 1 0 —-110 0 01 010 0
0 0 0 210 0 0 0 1|0 0

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 82. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

-1 2 -2 1 1 -3
i 1 1 -1 0 0

= 2 = = = = =
PO 9 aPI 1 7P2 1 7P3 2 7P4 0 aP )
-2 1 -1 -1 -1 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.
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Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P;
11 1 1 1
-12 -2 1 1
B=| 31 1 -1 0
21 1 2 0
-2 1 -1 -3 -1

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x4 tales que xoFPy + -+ + ©4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x4 = 1. Ahadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 1 1

-1 2 =2 1 1 Zo —%

i1 1 -1 0 L = 0

2 1 1 12 0 24 2

-2 1 -1 -5 -1 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;
11 1 1 1] 1 10000 75;?7 75%7
-1 2 -2 1 1|-3 01000 15 15
i1 1 -1 0| 0|=]00100 1 X = Tos
2 1 1 2 0 2 0 0010 1 W

1

-2 1 -1 -5 -1 1 0000 1|-%5 )

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 83. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(R),

0 -2 1 0 2 0
0 -1 2 —1 0 0
PO* -1 7P1* 1 7P2* 0 aPS* -9 7P4* -9 7P* 0
0 -1 0 -1 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(R) y calcular las coordenadas
baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos p | e la siguiente matriz:
i

1 11 1 1

0 -2 1 0 2

B = 0 -1 2 -1 0
-1 1 0 -2 =2

0 -1 0 -1 0
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La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoFPy + -+ + 24Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
zo+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

111 1 1 1
0 -2 1 0 2|[|% 0
0 -1 2 -1 0 =10
-1 10 =2 =2 || . 0
0 -1 0 -1 0 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 11 1 1]1 1 00 00| 2 L
0 -2 1 0 2|0 01000% ;
0 -1 2 -1 0/0|—=]00T10O0| O X=| 0
-1 1 0 -2 =21/0 000104 -1
0 -1 0 -1 010 00001% %

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 84. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

2 3 3 1 0
Po=|3|,Pp=|4|,P=|0]|,P=]|0]|P=]|2
3 4 3 0 3

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

11 11
2 3 31
B_3400
34 30

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1111 - 1
2 3 3 1 Sl o
3400 ST 2
343 0]|L 3
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Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

1 1 1 1)1 1 0 0 0]2 2
2 3 3 1|0 . 01 0 04 ¥ = 4
34 0 0|2 0 01 0|2 2
34 3 0|3 0 00 1|3 3

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 85. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A*(Zs),

0 0 1 4 4 3
1 2 1 4 1 2
PO_ 3 7P1_ 3 7P2_ 3 7P3_ 1 aP4_ 4 7P_ 3
4 2 4 2 4 4

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

111 11
0 01 4 4
B=]1 2 1 4 1
3 3 3 1 4
4 2 4 2 4

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoFPy + -+ + 24Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ ---+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1

0 01 4 4 0o 3

1 21 4 1 : — | 92

33 3 1 4 T4 3

4 2 4 2 4 4

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1111 111 1 0 0 0 03 3
0 01 4 4|3 01 0 0 02 2
1 21 4 1/2|—=]10010 0]2 X=12
33 3 1 4|3 0 00 1 03 3
4 2 4 2 414 0 00 0 1]1 1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O
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Ejercicio 86. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A*(Zs),

POZ 7P1: 7P2: 7P3:

K
I

P =

N =W N
= O N O
_ = O
N DN W
=N WO
N WO

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

Sy

I
N = W N
— o NN O
— = N O
NN W ks =
— NN Wwo =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,- -, x4 tales que xoPy + -+ + 4Py, = P y que cumplan la condicién adicional de que
xo+ -+ x4 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 11 1
2 0 0 4 0 o 0
3 2 4 3 3 : =1 92
1 01 2 2 T4 3
2 1 1 2 1 2

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1111 1|1 1 0 0 0 02 2
2 00 4 0]0 01 00 0]1 1
3243 3|2|—=(00100/0 X=10
101 2 23 0 001 04 4
211 2 1]|2 0 00 0 14 4

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 87. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

4 0 0 3 1
P=|lol,p=|1|,mn=|3|,P=|0|P=]|1
3 4 4 1 4

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A®(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado
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F

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

Combinaciones Afines Clase: 60 min.

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P
1 1 1 1
4 0 0 3
B= 01 3 0
3 4 4 1

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+ ,x3 tales que xoFPy + -+ + ©3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
g+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

Zo

1
1
: 1
I3 4

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

11 1 1|1 1 0 0 02 2
4 0 0 31 . 0 1 0 0,4 X — 4
01 3 0|1 0 01 04 4
3 4 4 114 0 0 0 1(1 1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 88. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A5(Zs),

PO 7P2: 7P3 7P4

Il
—= W N O
s
Il
O = W
O = O Wwo
Il
=W N e O
Il
— =W N W
i
Il
W N O
v
Il
O = W o w

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

=W N RO =
[ U R
O~ O WO
N SUR NI NG B
=W DN W
WN O ==
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La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x5 tales que xoFPy + -+ + x5FP5; = P y que cumplan la condicién adicional de que
To~+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

111111 1
0200 3 1|4 3
433420 Sl o
2 402 3 4 O !
34131 2L 4
100 4 1 3 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

11 1 1 1 1)1 100 0 0 01 1
02003 1|3 0 1 00 0 O0]1 1
4 3 3 4 2 0|0 . 0 01 00 04 ¥ — 4
2 40 2 3 4|3 0001 0 02 2
341 3 1 2|4 0 000104 4
100 4 1 3|0 0 0000 1/|4 4

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 89. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(Zs),

Py = , P = ,Po = , Py =

— N O
[GCIE NG
N e
N W w W
I
Il
= O e W
— s W

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos p | en la siguiente matriz:
i

11 1 11
4 4 4 3 3
B=|0 4 4 3 4
21130
1 3 4 2 4

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x4 tales que zoFy + -+ + ©4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
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zo+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 1 1 1

4 4 4 3 3 Zo 3

0 4 4 3 4 : = | 4

21130 T4 4

1 3 4 2 4 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1111 1|1 1 0 0 0 01 1
4 4 4 3 3|3 01 00 0|3 3
0 4 43 4|/4|—-(100 1 0 0|1 X=1|1
2 1 1 3 014 0 001 0f1 1
1 3 4 2 4|1 0 00 0 1|0 0

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 90. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

4 3 1 2 2
P=|1|,Pn=|0|,=|0|,P=|1]|P=]2
3 2 3 2 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P;

W = R =
N O W
W O = =
N N

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+ ,x3 tales que xoFy + -+ + ©3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x3 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 1 To 1

4 3 1 2 ]2

1 0 0 1 2

3 2 3 2 T3 1
Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

111 11 100 01 1
431 2|2 01001 v |1
100 1/2| 71001 0l3 =13
3 2 3 2|1 000 1]1 1
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 91. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(Zs),

P Py = , P3 , Py , Ps

Il
— O R
s
Il
OO WO =
—= N O OO
Il
N RO OO
Il
=W W W
Il
NN W W
v
Il
[ N

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 L .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

e N
SO WO =
=N OO O
N O OO =
N JURNJURNJURIN N Qi
NN W W= =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x5 tales que xoFPy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

e S S
S WO k=
— N O OO
= O O O =
W W W = =
NN W W= =
I N

o

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

== Wk =
_NN O OO
OO = O OO
O = O O OO
_o o0 oo
N = O W o N
N O WO N

O B~
cocooco o~
coo0o o ~RO
cocor—~ oo

SO WO
N O O O
= W W Wk
NN W W =

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %
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Ejercicio 92. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A5(Zs),

2 4 1 2 3 3 0
3 4 1 1 3 P 4
Po=|2|.P=|3|,P=|4|,P=|1|P=|4|,P=|4]|,P=]0
3 2 0 0 1 2 3
1 0 2 0 2 2 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A®(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 L .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos p | e la siguiente matriz:
i

— W N WN

DO QO
N OB ===
O O =N
[ RSSO JURIJURIS
NN =N W

0

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- , x5 tales que xoFPy + -+ + 5P = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11 1 1 11 1

2 41 2 3 3 T 0

3411 3 2 . | 4

2 3 41 4 4 : |10

32001 2 Ts5 3

10 2 0 2 2 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

11 1 1 1 1|1 100 0 0 0}0 0
2 41 2 3 3|0 01 00 0 02 2
3411 3 2|4 . 0 01 00 03 Y- 3
2 3 41 4 4]0 0 0010004 T4
3 20 0 1 2|3 0000 1 0]0 0
10 2 0 2 2|0 0 000 O0 1|2 2

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 93. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

1 3 2 3 2
PB=|3|,A=|0R=|3|KBR=|4P=]3
4 1 2 2 4
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Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

N
_— 0 W
DN W N =
N b~ W

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ ---+x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

N
= o W
W N =
N =~ W
W N =

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1
3 —
0
1

o= o o
_ o O O
W W

4
1
3
3

OO O
o o= O

1
2
3
4

N W N
N o~ W

1
1
3
4

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 94. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

1 2 0 3 3
Po=|3|.Pp=|4|,P=|1]|,Pn=]|3|P=]1
0 0 0 4 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos ] en la siguiente matriz:

P

O W = =
O =N =
O = O -
=W W
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La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

111 177 g 1
120 3 13
341 3 Tl
000 4L 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

111 1]1 100 0]1 1
1 20 3|3 010 01 R
3413117100104 X=1y
000 4]0 000 1]0 0

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 95. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

1 P 2 0 4
P=|2|.Pn=|3|,Pn=|4|,Ps=]0]|,P=]1
3 4 4 1 3

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

W N ==
ISR N
I N
_o O =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1111 - 1
1220 S|4
2 3 40 T
3 4 4 1 3 3
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Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

111 11 100 0]2 P
12 2 0|4 010 02 2
234 0[1] 7|00 1o0]4 X=1y
3 4 4 1|3 000 13 3

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 96. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A°(Zs),

2 3 0 0 4 2 3
2 1 4 0 4 3 4
Po=|al|,Pp=|4a|,=|2|,P=|1|,P=|4al|,P=|3|P=]|2
0 4 2 1 1 4 3
0 1 1 0 2 2 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 . .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

SO

> s =W
NN RO
O == OO
N s R e
N W W N

1

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x5 tales que xoFy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
xo+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1111 11 1

2 3 0 0 4 2 70 3

2 1 40 4 3 A

4 4 2 1 4 3 : Tl 2

0 4 2 1 1 4 s 3

01 1 0 2 2 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1 1 1|1 1 0 000 0]2 2
2 3 0 0 4 2|3 01 0 0 0 02 2
2 1 4 0 4 3|4 0 01 00 0]2 ]2
4421432 7]0o0010 0]2 X=1
0 4 2 1 1 4|3 0 00 01 0]1 1
01 10 2 2|0 0 000 0 1]2 2
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 97. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A*(Zs),

3 2 3 2 1 2
2 0 4 2 0 1
PO: 3 aP1: 1 7P2_ 4 7P3: 2 aP4: 3 aP: 0
2 1 3 0 2 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P
11 1 11
3 2 3 21
B=|2 04 2 0
31 4 2 3
21 3 0 2

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x4 tales que xoFPy + -+ + ©4Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

111 11 1

3 2 3 2 1 0 2

2 0 4 2 0 : =11

31 4 2 3 T4 0

2 1 3 0 2 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 11 1 1|1 1 0 0 0 01 1
3 2 3 2 1|2 01 0 0 02 2
2 04 2 01 |—=]1]00100]1 X=]1
31 4 2 3|0 0 001 010 0
21 3 0 2|1 000 0 1|2 2

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 98. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

4 3 1 2 1
Po=|0|,P=|4|,P=|3|,P=]|4|P=]|14
3 2 2 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A®(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.
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Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _ .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos p | en la siguiente matriz:
i

WO =
N = W
N W = =
O DN =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

xo

1
1
: 4
32 20 3 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1)1 1 0 0 014 4
4 3 1 2|1 - 01 0 0|0 X — 0
0 4 3 44 0 01 04 4
32 2 0|0 0 00 1|3 3

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 99. Consideremos los siquientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

3 0 3 3 1
Po=|4|,P=|4a|,Pp=|1],s=]|0]|P=]2
1 0 4 2 2

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

— s W =
O = O =
B~ =W
DO W

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
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un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

— s W
O = O =

W
N O W
NN ==

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1)1 1 0 0 01 1
30 3 3|1 - 0 1 0 014 ¥ = 4
4 4 1 012 0 01 02 2
1 0 4 2|2 0 0 0 14 4

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 100. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A%(Zs),

Py = Pr= Py = , Py = Py = , Ps =

=k O W
— N W N W
= e e
N O = N
N = o W
= s W
N
Il
N O OO

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

I Y SO N
N W N W
S O N S N
O N R
(R N Ny JO R
S NN S JU

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, x5 tales que xoFPy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
g+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
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de ecuaciones
11 1 1 11 1
4 3 4 4 3 3 o 0
3 2 4 2 4 4 . 10
0 3 4 4 4 4 : | 4
4 2 4 0 1 1 L5 0
4 1 4 2 2 4 2

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 11 1 1 1]1 1 0 0 0 0 0|3 3

4 3 4 4 3 3|0 01 000 O0]3 3

3 2 4 2 4 410 0 01 00 04 4
— X =

0 3 4 4 4 4|4 0 0010 O0]0O0 0

4 2 4 01 1|0 0 00 01 04 4

4 1 4 2 2 4|2 0 000 O0 1]2 2

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 101. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(Zs),

0 3

P0: 7P1: 7P2: 7P3: 7P4:

— O =
oS N V)
O O O N
_ o oo
»Jkplind
—_— N = O

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 . .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | e la siguiente matriz:
i

Sy

I
= O ==
NN N O -
OO O N
_o O O
s =W

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,- -, x4 tales que xoPy + -+ + 4Py, = P y que cumplan la condicién adicional de que
xo+ -+ x4 = 1. Afadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 11 1 1 1
1 0 2 0 3 Lo 0
4 2 0 0 1 : =11
0 2 0 0 4 T4 2
1 4 0 1 4 1
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111 1 1|1 1.0 0 0 0/0 0
10 2 0 30 0 1 0 0 0|2 2
420011 |—=-]0010 0|2 X=|2
0 2 00 4|2 0 001 0|0 0
14 01 4|1 0 000 1]2 2

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 102. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A®(Zs),

2 2 4 0 0 4 3
4 3 1 3 0 1 1
Ph=|1|,Pp=|4|,P=|1|s=|4a|.Ph=|1|,P5=]|2|,P=]|4
0 2 4 3 2 3 4
1 1 0 4 1 1 3

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ; ] en la siguiente matriz:
11 1 1 11
2 2 4 0 0 4
4 3 1 3 0 1
B= 1 4 1 4 1 2
0 2 4 3 2 3
11 0 4 11

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, 5 tales que xoFPy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ ---+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 11111 1

2 2 4 0 0 4 To 3

4 3 1 3 01 . |1

1 41 4 1 2 : ] 4

0 2 4 3 2 3 Ts5 4

1 1 0 4 1 1 3

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 11 1 1 1]1 1 0 00 0 02 2
2 2 4 0 0 4|3 01 0 0 0 0]3 3
4 3 1 3 0 1]1 . 0 01 0 0 O0]O0 ¥ — 0
1 41 4 1 2|4 0001 0 0/4 4
0 2 4 3 2 3|4 0 00O 1 O0]O0 0
1 1.0 4 1 1|3 0 0 00O 0 1]2 2
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 103. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A3(Zs),

4 3 4 3 4
Ph=|2|,pn=|1|,P=|3|.,=|4|.P=]4
2 1 3 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A®(Zs) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

1
3
1
1

DN =
W W = =
O = W =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, 3 tales que xoFPy + -+ + ©3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
g+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

To

1 1 11 1
4 3 4 3 4
21 3 4 4
21 3 0 3 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1
3 —
1
1

o RN

1 1)1 10
4 3|4 0 1
3 4|4 0 0
3 00 0 0
Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-

ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 104. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(Z3),

2
2
,Pr= 9 P =

2

P(]: 7P3: )P4:

~
I

2
2
1
2

_ O O N
=N O N

2 1
1 2
2 0
1 2

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(Z3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.
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a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

oy

Il
— N = N
DN NN DN
N O N = =
DN = NN =
— o O N =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x4 tales que xoFPy + -+ + 24Py = P y que cumplan la condicién adicional de que
zo+ -+ x4 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

11111 1
2 2 1 2 2| 2
12220 S P
2.2 0 1 0[], 2
122 21 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

111 1 1|1 1.0 0 0 010 0
2 21 2 2|2 01 00 0]2 2
122 2 00| —=({0010 00 X=10
22 01 0|2 0 001 01 1
1 2 2 2 1|1 0 000 1|1 1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 105. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A3(Z3),

1 0 1 0 1
PB=|0,PA=2kh=|2|KBR=|1P=10
0 1 1 1 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A%(Z3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 - .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | oo la siguiente matriz:
i

OO ==
— N O
e
— =0
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La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

111 177 g 1
1010 R
02 21 O R 0
01 1 1L 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

N o=

1
0
1
1

o= o o
— o O O

0
1
1
2

o OO =
SO RO
N = = O

1
1
0
1

OO = =
— N =

Con esta reduccion, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 106. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A®(Z3),

Py = ,Pr= Py = ,P3 = Py ,Ps =

NN O OO
N OO~ O
(el e R
= O = O N
o»—lo»—l
O~ OO
~
HO[‘O[\D

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A®(Z3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ]}, ] en la siguiente matriz:
11 1 1 1 1
0 01 210
01 0 0 0 2
B= 000 1 10
2 0 0 0 1 1
2 2 01 00

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x5 tales que xoFPy + -+ + 5P = P y que cumplan la condicién adicional de que
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To+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1111 11 1
001 2 1 0/ 2
01000 2 Sl o
000110 S |
2000 1 1]|L% 0
2 20100 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

11 1 1 1 1)1 100 0 0 00 0
001 21 0|2 01 00 0 O0]0 0
01 000 20 N 0 01 0 0 0]0 Y — 0
00011 0|1 0001 O0O0]1 1
2 0001 1/0 0 0001 0]0 0
22010 0]1 0 000 O0T1]0 0

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 107. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(Z3),

1 1 0 0 1 2
1 2 1 1 1 1
PO* 2 3P17 2 7P27 1 ’P3* 2 3P47 2 7P7 2
2 2 2 0 1 2

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A*(Zs3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos ] en la siguiente matriz:

P
1 1 1 11
1 1 0 0 1
B = 1 2 1 1 1
2 21 2 2
2 2 2 01

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
5. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,- -, x4 tales que xoPy + -+ + 4Py, = P y que cumplan la condicién adicional de que
xo+ -+ x4 = 1. Afladiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 Lo 2
1 2 1 1 1 : =11
2 21 2 2 T4 2
2 2 2 01 2
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111 1 1|1 1.0 0 0 0/0 0
110 0 1|2 0 1 0 0 0|0 0
1211 1|1]—={0O0T10 0|0 X=10
2 21 2 2|2 0 001 0]2 2
2 2 2 0 1|2 0 000 1]2 2

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 108. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A®(Z3),

2 2 0 2 2 2 0
1 2 2 0 1 0 1
p=|2|,pn=|0|.P=|0|.s=|2|.P=|2|.P=|1]|,P=]|1
1 2 2 2 0 2 0
2 2 2 1 0 1 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(Zs3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ; ] en la siguiente matriz:
11 1 1 11
2 2 0 2 2 2
12 2 010
B= 2 0 0 2 21
1 2 2 2 0 2
2 2 2 1 01

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+, 5 tales que xoFPy + -+ + ©5P5 = P y que cumplan la condicién adicional de que
o+ ---+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

1 11111 1

2 2 0 2 2 2 To 0

1 2 2 010 . |1

2 0 0 2 21 : 1

1 2 2 2 0 2 Ts5 0

2 2 2 1 01 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1111 1]1 1 0 00 0 0/0 0
2 2 0 2 2 2|0 01 0 0 0 02 2
1 2 2 0 1 011 001 0 0 O0]1 . 1
20022 1|1 7looo0o10 0|2 X=1 9
1 2 2 2 0 2|0 0 00 01 0]1 1
2 2 2 1 0 110 0 0 00O O 1]1 1
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 109. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A%(Z3),

2 0 2 2 2
P=|2|.Pn=|2|Pn=|1|,n=]0|,P=]0
0 0 2 0 0

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _— .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ p | en la siguiente matriz:
i

O NN =
O N O
N = N =
S o N

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+ ,x3 tales que xoFPy + -+ + z3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
g+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

111 177 4 1
2 0 2 2 S 2
2 2 1 0 S )
002 0]|Lw 0

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1)1 1 0 0 0]0 0
2 0 2 22 . 01 0 010 ¥ = 0
2 2 1 010 0 01 0|0 0
0 0 2 0|0 0 00 1|1 1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 110. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(Z3),

1 P 2 1 1
P=|o0o|,Pn=|2|,Pp=|1|,Pp=]|1]|P=]1
1 1 2 2 1

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A®(Z3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.
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a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

—_ O = =
— NN
N = DN
DO = = =

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xq,- -+ ,x3 tales que xoFPy + -+ + ©3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
g+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

Zo

1 1 11 1
1 2 21 1
0 2 11 1
11 2 2 3 1

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

111 11 100 02 P
12 2 1|1 010 02 v |2
021 11700101 11
11 2 2|1 000 1|2 9

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademas, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. O

Ejercicio 111. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A®(Z3),

P Py = , P3 , Py , Ps =

Il
_0 O N O
s
Il
SN N O -
—_ 0 O =
Il
— == OO
Il
O O = NN
OO N NN
v
Il
NI R )

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A°(Zs3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

_— O O N O -
OO N O = =
—_= O O = =
e ==
OO NN
OO NN DN
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La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
6. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x5 tales que xoFPy + -+ + x5FP5; = P y que cumplan la condicién adicional de que
To~+ -+ x5 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

111111 1
001 102 2|74 2
2010 2 2 N I
020112 S
020100]|L 2
101100 2

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

111 1 1 1]1 1000000 0
01102 2|2 0100001 1
2010 2 2/[1 00100 0]2 v |2
0201 12/1|7]000100]0 “lo
02010 0|2 0000T10|0 0
10110 02 00000 1|1 1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 112. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(Z3),

1 0 1 0 1
P=|o0ol,p=|1|,Pn=|0]|,P=|2|P=]|1
0 0 2 2 2

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos [ ] en la siguiente matriz:

P

OO = =
O = O =
N O = =
oD O

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
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To+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones
Zo

1
1
: 1
00 2 2 3 2

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

111 1]1 100 01 1
101 01 010 0]2 [ E
01021 ]loo0o10]0 = 1o
00 2 2|2 000 1]1 1

Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademaés, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %

Ejercicio 113. Consideremos los siguientes puntos en el espacio afin A*(Z3),

9 P 0 2 0
P=|0o|,Pn=|1|,Pn=|0]|,P=]|2]|P=]|2
1 1 1 2 2

Demostrar que los puntos P; forman un sistema de referencia baricéntrico de A3(Zs3) y calcular las coorde-
nadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia.

Solucion: Para reducir el problema de las combinaciones afines a combinaciones lineales ordinarias, vamos

. . . 1 _ .
a introducir las coordenadas homogéneas y vamos a poner los puntos p | en la siguiente matriz:
i

1
2
1
1

_— o N =
_ o O =
(NI U N

La pregunta de si estos puntos son linealmente independientes o generadores queda reducida a saber si las
columnas de la matriz B son linealmente independientes o generadoras. Por lo tanto, para demostrar que es
un sistema de referencia baricéntrico tenemos que comprobar que el rango de la matriz B es precisamente
4. Esto lo podemos hacer de muchas formas, por ejemplo haciendo una reduccién por filas.

Para encontrar las coordenadas baricéntricas del punto P en este sistema de referencia, tenemos que en-
contrar valores xg,--- ,x3 tales que xoFPy + -+ + x3P3 = P y que cumplan la condicién adicional de que
To+ -+ x3 = 1. Anadiendo la coordenada homogénea 1, este problema es equivalente a resolver el sistema
de ecuaciones

xo

1
0
2
2

DN DN DN =

Zs3

Reduciendo la matriz ampliada del sistema podemos entontrar los valores x;

1 1 1 1)1 1 0 0 02 2
2 2 0 210 N 01 0 0|0 ¥ = 0
01 0 2|2 0 01 0f1 1
111 2|2 0 0 0 1|1 1
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Con esta reduccién, también comprobamos que los puntos son efectivamente un sistema de referencia ba-
ricéntrico porque en la parte izquierda nos queda la matriz identidad. Ademds, la suma de las coordenadas
baricéntricas es 1 porque la coordenada homogénea nos garantiza esta condicion. %



