Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

1. Resumen

1.1. Preliminares

Sea K un cuerpo y sean A y B dos matrices no nulas del mismo tamano sobre este cuerpo. Diremos que
Ay B son equivalentes si existe A € K (que necesariamente tendrd que ser no nulo) tal que A = AB.
Asi por ejemplo las matrices [(1) f’l] y [(2) 762} son equivalentes. Al conjunto de matrices equivalentes a una
matriz A lo denotaremos [A] = {AA : XA € K, X\ # 0}. Este conjunto se denota también habitualmente como
m(A), especialmente en el caso de matrices columna (vectores). Utilizaremos ambas notaciones a lo largo de
este tema. Cuando utilizemos matrices concretas, escribiremos el doble corchete de la matriz con un tnico
stmbolo, asf escribiremos habitualmente [§ ? | en lugar de [[§ % ]] 6 7 ([§ ? ]) aunque cualquiera de las
notaciones seré correcta.

Si A es una matriz no nula y p es un elemento no nulo de K, el conjunto de miltiplos no nulos de A y A es
el mismo, puesto que en lo tnico que se diferencian es el orden, por lo tanto [A] = [AA]. Esta propiedad de
cancelar las constantes no nulas cuando estemos considerando las matrices salvo multiplos no nulos serda muy
habitual en los cdlculos, asi que debemos estar atentos a estas simplificaciones. (Es lo mismo que cuando
en aritmética modulo 5 reemplazdbamos un 6 por un 1 o viceversa sin necesidad de estar continuamente
justificando el cambio).

Cuando consideremos las matrices con esta relacién de equivalencia debemos tener presente que no podemos
escribir [A] + [C] = [A + C] puesto que los miltiplos que afectan a la matriz A y a la matriz C' pueden ser
diferentes, lo que nos podria llevar a contradicciones como por ejemplo

o ]+ 1691 =0881#[8 %] =113 %]+ 159
Sin embargo, en el producto de matrices si podemos escribir [AB] = [A][B] puesto que para todo A\, u € K
distintos de 0, tenemos que [AB] = [A][B] = [(A)][(#B)] = [(Ap)AB]. El hecho de que esta propiedad se

comporte bien para productos, hard que podamos definir las inversas laterales o las inversas de matrices
”salvo multiplos no nulos”.

1.2. Definiciones Basicas

Definicién 1. Sea V un subespacio vectorial no nulo de K™t de dimension n + 1.

1. Sea v € V' un vector no nulo. Llamaremos punto proyectivo representado por el vector v al
congunto [v] de maltiplos no nulos del vector v.

2. Llamaremos espacio proyectivo asociado a V y lo denotaremos P(V) al conjunto de todos los
puntos representados por vectores no nulos de V.

3. Llamaremos dimensién del espacio proyectivo P(V) an =dim(V) —1. A los espacios proyectivos
de dimension 0 los llamaremos puntos, a los de dimension 1 rectas y a los de dimension 2 planos.

4. En el caso particular de V. = K"*L, utilizaremos la notacién P(K"*') = P"(K) que es la forma
candnica del espacio proyectivo de dimension n.

Cuando el nimero de elementos de K es finito, podemos determinar el nimero de elementos del espacio
proyectivo.

Proposicién 2. El nimero de puntos de una recta proyectiva sobre un cuerpo finito K es |K| + 1. El del
plano proyectivo es |K|?>+|K|+1. En general, el nimero de elementos de un espacio proyectivo de dimension
nes|K"+|K*t 4. +1.

Demostracion. El nimero de elementos de K" es |K|"*! y si quitamos el elemento 0, tendremos |K|" ™! —1
elementos. Estos elementos se distribuyen en clases de equivalencia y cada vector v es equivalente a todos
los de la forma Av con A € K, pero el valor A = 0 no es valido y por lo tanto cada clase de equivalencia tiene
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| K| — 1 elementos (los valores posibles de A). El nimero de clases de equivalencia serd el total de elementos

n+1_ )

dividido por el ntimero de elementos de cada clase, es decir ‘K||KT11 =|K|"+ |K[" 4+ 41 O
Definicién 3. Sean P; = 7(v;) una familia de puntos en un espacio proyectivo P(V'). Llamaremos variedad
proyectiva generada por estos puntos al espacio proyectivo P(W) siendo W el espacio vectorial generado

por los vectores v;. Esta definicion no depende de los representantes v; elegidos sino unicamente de los puntos
P;.

Demostracion. Supongamos que tenemos otra familia de representantes w; tal que P; = 7(v;) = 7(w;). Por
definicién de la relacion de equivalencia, podemos encontrar elementos no nulos \; € K tales que v; = A\w;
para todo 7. Si un vector v estd en el espacio generado por los v;, podemos encontrar una combinacién lineal
v = ), [tiV;, pero entonces v también estd en el espacio generado por los w; porque v = Y, [1;v; = Y [liAW;.
El reciproco se demuestra de forma similar porque w; = A; Ly; para todo 1. O

Definicién 4. Dada una familia de puntos P; del espacio proyectivo P(V), diremos que son generadores
cuando la variedad proyectiva generada por dichos puntos sea todo el espacio P(V).

Para calcular las variedades proyectivas generadas por puntos o si unos puntos son generadores, unicamente
tenemos que elegir vectores que representen a los puntos y comprobar las propiedades correspondientes en
los espacios vectoriales tal y como hemos hecho en temas anteriores. Al no depender el resultado final de
los representantes elegidos, podemos elegirlos de la forma que més nos interese en cada caso. Lo mismo va a
suceder con el concepto de puntos linealmente independientes.

Definicién 5. Sean P; = w(v;) una familia de puntos en un espacio proyectivo P(V). Diremos que estos
puntos son linealmente independientes si los vectores v; son linealmente independientes. Esta definicion
no depende de los representantes v; elegidos sino unicamente de los puntos P;.

Demostracion. Supongamos que tenemos otra familia de representantes w; tal que P; = 7(v;) = mw(w;)
y que los vectores v; son linealmente independientes. Consideremos una combinacién lineal igualada a 0,
0 = >, pyw;. Por definicién de la relacién de equivalencia, podemos encontrar elementos no nulos A; € K
tales que v; = A\;w; para todo ¢ y por lo tanto tenemos que 0 = Zl 1iAv;. Como los v; son linealmente
independientes, todos los coeficientes tienen que ser 0 y por lo tanto u;A; = 0 para todo i, pero como
Ai # 0, podemos deducir que u; = 0 para todo 4, lo que nos prueba que los vectores w; son linealmente
independientes. El reciproco se demuestra de forma similar. O

1.3. Inmersién canédnica del afin en el proyectivo

Una herramienta que nos resultaba muy ttil al estudiar los puntos del espacio afin A™(K) eran las coor-
denadas homogéneas, que consistia en introducir una coordenada extra en la primera posicién con un valor
constante igual a 1. Esta coordenada artificial nos va a permitir considerar los puntos del espacio afin A" (K)
dentro del espacio proyectivo P™(K). Esta inmersion, que llamaremos inmersién candnica del afin en el
proyectivo nos conservara las definiciones de puntos independientes y generadores.

Proposicion 6. Sea K un cuerpo y n > 1 un nimero natural. La aplicacion

p ANK) = P(K) ¢<[:1]>:|1;1H

Tn

es inyectiva. Ademds, unos puntos P; son linealmente independientes (generadores) en A™(K) si y solo si
los puntos @(P;) son linealmente independientes (generadores) en P™(K).

1 1 1 1
x Y T Y
Demostracion. Es inyectiva porque si Il fﬂ = Il fﬂ entonces existe A € K tal que [ :1] = [ :1

primera coordenada deducimos que A = 1 y de las deméas que z; = y; para todo 1.

. De la

Tn Yn
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Los puntos del proyectivo que provienen de puntos del espacio afin mediante esta inmersién son precisamente
aquellos que tienen primera coordenada no nula y que podemos siempre representar mediante vectores de
K™t con primera coordenada 1. Unos puntos eran linealmente independientes (generadores) en el espacio
affn A"(K) si y solo si lo eran al considerarlos con la coordenada homogénea en el espacio vectorial K™,
pero, puesto que estos son representantes de los puntos en el proyectivo, esta definicién coincide con la que
hemos dado de linealmente independientes (generadores) en el espacio P"(K). O

Esta inmersién candnica del espacio afin A" (K) en el espacio proyectivo P"(K) no cubre todos los puntos
del proyectivo. Aquellos puntos que tienen primera coordenada 0 no provienen de ninguno del afin. Estos
puntos nuevos se denominan puntos del infinito o puntos impropios.

Nota 7. En este curso se ha hecho la eleccion de poner las coordenadas homogéneas del espacio afin utilizando
la primera coordenada igual a 1. Esta es unicamente una eleccion posible, algunos libros utilizan la ultima
coordenada (de hecho es lo mds habitual en la recta y el plano proyectivo), pero también podriamos utilizar
otras combinaciones. Los puntos impropios del espacio proyectivo no son especiales en si mismos dentro del
espacio proyectivo, son especiales desde el momento en que fijamos la inmersion del afin en el proyectivo
que queremos utilizar.

1.4. Sistemas de referencia proyectivos

Puesto que las condiciones de linealmente independientes y generadores para una familia de puntos se
generalizan bien en el proyectivo, nuestro objetivo es que también pudiera extenderse un concepto similar
al de coordenadas baricéntricas para el caso proyectivo. El problema que tenemos en este caso es que no
disponemos de una forma natural de normalizar los representantes como tenfamos en el afin (poner la primera
coordenada igual a 1). Para solucionar el problema hay que anadir un punto extra que llamaremos punto
unidad y que utilizaremos para seleccionar los representantes adecuados de los puntos. La definicién es la
siguiente:

Definicién 8. Un sistema de referencia proyectivo en P(V) es un conjunto de n+ 2 puntos de forma
que si quitamos cualquiera de ellos, los n + 1 restantes son linealmente idependientes y generadores.

Ejemplo 9. Un sistema de referencia proyectivo en la recta proyectiva estd formado por cualesquiera 3
puntos distintos.

Demostracion. Una recta proyectiva es un espacio proyectivo de dimensién n = 1. Para construirla necesita-
mos un espacio vectorial V' de dimensién n + 1 = 2. Para que dos vectores u,v € V formen una base tienen
que ser no nulos y ademas no pueden ser linealmente dependientes, lo cual puede suceder tinicamente cuando
son proporcionales, pero esta condicién es equivalente a que los puntos 7(u) y 7(v) sean distintos en P(V).
Por lo tanto un sistema de referencia proyectivo estara formado por tres puntos y dos de ellos no pueden ser
iguales. Una vez elegidos estos tres puntos, tenemos que seleccionar quienen haran el papel de Py, P, y U,
que son 3! = 6 formas distintas. O

Proposicién 10. Consideremos n + 2 puntos en un espacio proyectivo P(V). Vamos a llamar U a uno

cualquiera de ellos y a los otros los denotaremos Py, Py, -+ , P,. Tomemos representantes cualesquiera U =
m(u), P, = w(v;) para i = 0,--- ,n. Fijadas estas notaciones, los puntos son un sistema de referencia
proyectivo si y solo si {vg, - ,v,} son una base de V' y al poner u como combinacién lineal de los vectores

de la base, u = Agvg + A1v1 + - - - + ApUn, se cumple que A; # 0 para todo i.

Demostracion. (=). Si los puntos forman un sistema de referencia proyectivo, los puntos Py, - , P, son
linealmente independientes y generadores, por lo tanto {vg, - -- ,v,} es una base. Para probar la dltima parte
supongamos que uno de los \; es igual a 0, entonces

u=AUo + -+ Ai1vi—1 + Aip1vi1 + o+ Apvn.
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Vamos a ver que el conjunto de puntos {Py,- -+, Pi—1, Pit1,- -+ , Pn, U} no puede ser independiente ya que
u—/\(ﬂ}o—)\lvl —"'—/\n’Un =0

es una combinacion lineal no trivial de los vectores representantes igualada a 0.

(«<). Los primeros puntos { Py, - - - , P, } son independientes y generadores porque {vo, - - - , v, } son una base.
Consideremos ahora cualquier subconjunto {Py,---, Pi—1, Piy1,- -, Pn,U}. Para probar que estos puntos
son linealmente independientes, consideremos una combinacién lineal igualada a 0,

0= povo + -+ + pi—1vi—1 + Pit1Vit1 + -+ + fpUn + U
= (po + aXo)vo + -+ + (i1 + aXi—1)vi—1 + av; + (ip1 + aXip1) Vi1 + -+ (pn + @dp)vy,

Utilizando que los vectores {vg, - - - , v, } son linealmente independientes, deducimos que todos los coeficientes
tienen que ser 0, en particular a = 0 (por ser el coeficiente de v;) y para todo j, 0 = p; + a); = p;. Como
son n + 1 vectores independientes, también tienen que ser generadores porque su ntumero coincide con la
dimensién de V. O

Definicién 11. Para establecer coordenadas proyectivas, seleccionaremos uno de esos puntos que llamaremos
U (punto unidad) y los otros los ordenaremos de la forma Py, Py, -+, P,. Dados esos puntos, llamaremos
una base normalizada para este sistema de referencia a una base {vg,v1, - ,v,} de V de forma que

Py=7(vg),Pr=m(v1), -, P =7(vy), U =7(vo +v1 4+ -+ vy).

Dado un sistema de referencia proyectivo, sabemos que tomando una base vg, - ,v, tal que P; = w(v;),
tendremos u = Agvg + - -+ + Apv,. Como P; = 7(v;) = w(\v;), podemos cambiar los vectores v; por sus
miultiplos A;v; y asi obtener una base normalizada. Vedmoslo con un ejemplo.

Ejercicio 12. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(Zs),

2 0

4 1 4
1 2 2 2 2
PO_ ) 7P1_ 3 ;PQ_ 2 3P3_ 4 aU_ 1
3 2 0 2 2

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo P3(Zs). Calcula una base normalizada para este
sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

4 2 1 0 4
1 2 2 2 2
wo = 2 , W1 = 3 , W2 = 2 , W3 = 4 y U = 1
3 2 0 2 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
4 2 10
. . . . . 1 2 2 2
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 9 3 9 4 | Perocomo
3 2 0 2
también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

W N
N W NN
O NN
N RN O
DN — N
o O O
OO = O
o= OO
—_ o O O
DN W N W
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Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha que-

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

4 4 2 1 0

. . [ . . 2 1 2 2 2

dado la matriz identidad), ademds también nos dice que 1= 3 9 +2 3 +3 9 +2 4

2 3 2 0 2

) V1 V2 U3
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. O
Proposicién 13. Sea U, Py, Py, - -+, P, un sistema de referencia proyectivo en P(V) y sean {vg,v1,- -+ ,vn}
y {wo, w1, ,wy} dos bases normalizadas para este sistema de referencia, entonces existe un valor no nulo

A € K tal que vg = Mwg,v1 = Awy, -+, Up = AWy,

Demostracién. Como ambas son bases normalizadas, tenemos que U = m(vg + - -+ +vy,) = m(wg + -+ - + wy,)

y que P; = w(w;) = w(v;) para todo ¢ = 0,1,--- ,n . Por definicién de la relacién de equivalencia en V,
podemos encontrar valores A, A\g, A1,--- , A\, € K tales que
Wo + -+ wn = A(Vg + -+ V), Wo = AgUp, W1 = A1V1, 7+, Wy = ApUp.

Entonces tenemos que A\gvg + -+ + Ay, = wo + -+ + Wy, = Avg + -+ + Av, y por tanto (A — Ao)vg +
AN=A)vy + -+ (A= XA)v, = 0 y usando que los v; son linealmente independientes concluimos que
A= ==\, O

Cuando tengamos una base normalizada para un sistema de referencia proyectivo R = {U, Py, -+, P,} en
el espacio proyectivo P™(K), podemos poner las columnas de v; como columnas de una matriz que estard
definida salvo miiltiplos no nulos, asi que podemos escribir

2 4 3 0 4
|3 _ |4 1 A vt o= | 2
Vo = 1 , U1 = 1 , U2 = 1 , U3 = 3 , W= g +v3 = 1
4 4 0 | 4 2
y por lo tanto
2 4 3] 0 4
3 4 1 4 2
PO_ 1 7P1_ 1 ;PQ_ 1 5P3_ 3 7U_ 1
4 4 0 | 4 2
Esto nos permite hacer la siguiente definicién:
Definicién 14. Sea {U, Py, Py, -+, P,} un sistema de referencia proyectivo. Llamaremos matriz de este

sistema de referencia a la matriz (definida salvo maltiplos no nulos) cuyas columnas son los vectores de
cualquier base normalizada del sistema, es decir,

Vo U1 - Un
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Definicién 15. Liamaremos sistema de referencia candnico de P"(K) al dado por la matriz identidad, es
decir, la formada por los siguientes puntos

1 0 0 1

0 1 0 1
Py = . P = ) P = U=

0 0 1 1

Utilizando la matriz de un sistema de referencia proyectivo, podemos establecer una biyeccién que nos dard
las coordenadas proyectivas asociadas a un punto.

Proposicién 16. Sea P(V) un espacio proyectivo sobre K y sean U, Py,--- , P, un sistema de referencia

proyectivo. Consideremos una base normalizada {vog,- -+ ,v,}. Entonces la aplicacion ¢ : P*"(K) — P(V)
zo

dada por ¢ (H : ]D = 7(zouo + - -+ + Tpv,) no depende de la base normalizada elegida y es biyectiva.

Tn

Demostracion. = Vamos a demostrar que la definicién no depende de la base normalizada considerando
otra base normalizada {wo,- -+ ,w,}. Para esta base normalizada podemos encontrar A # 0 tal que
w; = Av; para todo ¢ =0,1,--- ,n, por lo tanto , para todo xg,--- , x,,

m(xowo + -+ + Tpwy) = T(Maovg + -+ - + Tpvp)) = T(Tevo + -+ + TpUp),

xg
lo que prueba que ambas bases normalizadas nos dan la misma definicién de ¢ (H : ]D

Tn

Zo Yo
= Para demostrar que ¢ es inyectiva, si ¢ (H : ]D =09 <[[ : ﬂ), entonces m(xovo+- -+ X, vpn) = T(Yovo+
Tn Yn

-+ +y,vy) por lo que existird A € K tal que zovo+- - -+, 0n = A(Yovo++ - -+yYntn) = Ayovo+- - -+ AYnVp-

xo Yo
Como los v; son una base, concluimos que z; = Ay; parai =0,--- ,n y eso implica que [ : } =A [ ]

xo Yo
y por tanto |[ : ﬂ = |[ : ]]
Tn Yn

Yn
» La aplicacién ¢ es suprayectiva porque para todo P € P(V'), podemos tomar un representante v € V' tal

Tn

que w(v) = Py usando que {vg, - ,v,} es una base, existen xg,--- , 2, tal que v = Tgvg + -+ + Ty Uy.
O
Definicién 17. Sea P(V) un espacio proyectivo sobre K y sea R = || vo v1 -+ v, || un sistema de

referencia proyectivo (es decir, P; = 7w(v;) para i =0,1,--- ,n yU =m(vg+v1 + -+ +v,)). Dado un punto
P € P(V), llamaremos coordenadas proyectivas de P en el sistema de referencia R al inico elemento
To

€ P"(K) tal que P = mw(xovg + - - - + Xy ). Esta relacion en forma matricial se escribird P = RX

Tn,

ya que T(xoug + - Fxpvn) = || vo VI - U
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2. Erratas

(No detectadas)

3. Ejercicios

Ejercicio 18. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

0 2 -1 —2 —12

-2 0 0 -2 —24

PO_ 1 7P1_ -9 7P2_ 2 aP?)_ 0 aU_ 5
-2 1 0 0 -8

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

0 2 -1 -2 —12

-2 0 0 -2 —24

Wo = 1 W= g |PW2= 9 [W3= 0 y U = 5
-2 1 0 0 -8

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
0 2 -1 =2
— 0 0 -2
1 -2 2 0
-2 1 0 0
como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna u.

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz pero

0 2 -1 —-2|-12 1 0 0 0|5
-2 0 0 -2 -24 N 01 0 02
1 -2 2 0 5 0 01 02
-2 1 0 0] -8 00 0 1|7

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

—12 0 2 -1 -2

—24 -2 0 0 -2

5| = 5 1 +2 _9 +2 9 +7 0

-8 -2 1 0 0

—_—— Y
Vo U1 v2 V3

Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 19. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

-1 -1 1 0 3 1 18

0 0 1 1 1 —% %

Py = O\ p = 20 p, = Ol Py = Ol = 1|l p= 2 ||, U= —2
0 (O -1 "2 -1 "3 —2 |7 2 |[0°° -1’ 15
0 1 3 -1 2 -3 39

-1 0 % 0 0 -1 -2
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Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

-1 -1 1 0 3 1 18

0 0 1 3 1 —% %1

9

Wy = 0 w1 = 2 Wy = 0 w3 = 0 Wy = -1 Wy = 2 u = T2
0 |’ -1 |’ -1 |’ -2 |’ 2 |’ -1 |’ 15

0 1 -1 2 —1 39

-1 i 0 0 1 -2

2 2

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

-1 -1 1 0 3

o o0 1 i 1

0 2 0 0 -1

0o -1 -1 -2 2

o 1 L -1 2

-1 0 % 0o 0 -1

pero como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna u.

N = N[N =

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz

-1 -1 1 0 3 1] 18 1 00000 2
001%1—%% 0100003
0 2 0 0 -1 5|=F| _ [001000]9
0 -1 -1 -2 2 -1| 15 0001002
0o 1 3 -1 2 —3| 39 00001018
—10%00—1—7 0000O0T1|5

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

18 -1 -1 1 0 3 1

5 0 0 1 3 1 -1

2, 0 w3 249 O a2l Ylsas] Lgs :

15 | 0 -1 -1 -2 2 -1

39 0 1 % -1 2 -1

—% -1 0 5 0 0 -1

——
Vo U1 vy v3 V4 Vs

Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vgp, - ,v5} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + v5. O

Ejercicio 20. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

0 -2 -1 -1 —-34

0 1 -1 -1 8

PO_ 1 7P1_ 2 3P2_ 1 ?P3_ 71 7U_ 30
—1 0 -1 0 —

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.
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Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

0 -2 -1 -1 —34

0 1 -1 -1 8

Wwo = 1 7w1_ 2 7'LU2— 1 7w3_ 71 ,U— 30
-1 0 -1 0 —

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
0 -2 -1 -1
. . . . . 0 1 -1 -1
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1 9 1 _q | pero
-1 0 -3 0
como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna u.

0 -2 -1 —1]-34 10002
0 1 -1 -1} 8| f0 10 014
1 2 1 -1] 30 00103
-1 0 -+ o -1 000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

—-34 0 -2 -1 -1

8 0 1 -1 -1

30 | = 2 1 + 14 9 +3 1 +3 1

7 1
-3 -1 0 -5 0
Vo V1 V2 v3

Esto nos permite definir los v; como miiltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, -+ ,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 21. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

-1 0 0 -1 -5

0 -2 0 -2 —8

PO: ~1 aPIZ 0 ;P2: —9 7P3: ~1 7U: _9
0 0 0 -2 —4

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

-1 0 0 -1 -5

0 -2 0 -2 —8

wo = ~1 , W1 = 0 , W2 = -9 , W3 = —1 y U = -9
0 0 0 -2 —4

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
-1 0o 0 -1
. . . . . 0 -2 0 -2

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1 0 _o9 _p | Ppero

0O 0 0 =2
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como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna wu.

-1 0 0 —-1]-5
0 -2 0 —-2]-8
-1 0 -2 —-1|-9
0 0 0 -2 -4

OO O
o o= O
o= o o
— o O O
NN NN W

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

) -1 0 0 -1

-8 0 -2 0 -2

9 | = 3 1 +2 0 +2 9 +2 1

—4 0 0 0 -2

—_— Y
vo U1 V2 U3

Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 22. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(R),

-1 0 0 —1 —1 —-1

0 -1 0 1 0 0

Py = 0l,P= 0,P=1 1]|,P= 0|.,P= 1[,U= 70
0 0 : 0 -1 g

0 0 2 1 1 138

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 13
-3 0 0 -1 -1 -5
0 —% 0 1 0 0
wy = 0 |,w = 0 [,wo=1| 1 |,wg= 0 [,wy = 1 |,u= 70
0 0 i 0 -1 a
1
0 0 2 5 1 138
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
-3 0 0 -1 -1
0 -2 0 1 0
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 0 0 1 0 1 | pero
0 0+ 0 -1
o o0 2 L 1

2
como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la

matriz ampliada con la columna wu.

-+ 00 -1 —1|-% 100003
0 -2 0 1 o o0 01 00 0] 4
0 01 0 1| 70|—=|{00 10 067
o 03 0 -1| & 0001 0|2
o 0 2 1 138 0000O0T1|3
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Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

13 1
-3 -3 0 0 -1 -1
0 0 —3 0 1 0
70 [ =3 0|+4 0 (+67| 1 |+2 0[+3 1
g 0 0 3 0 —1
138 0 0 2 % 1
————
Vo V1 V2 v3 V4
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v4} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + v4. %
Ejercicio 23. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),
-1 1 1 1 -3
0 1 -1 0 4
PO_ 1 7P1_ 2 7P2_ -1 aPS_ -9 7U_ 19
0 2 —2 -1 6

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores
-1 1 1 1 -3
_ 0 |1 | -1 _ 0 _ 4
wO 1 7w1 2 ;w2_ 71 ,'LU3— 72 ,'LL— 19
0 2 -2 -1 6
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
-1 1 1 1
. . . . . 01 -1
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1 9 _1 _go | Pperocomo
0 2 -2 -1

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

-1 1 1 1|-3 10 0 013
01 -1 0 4 01 0 0| 6
1 2 -1 =21 19 00 1 0| 2
02 -2 -1 6 00 0 1| 2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademés también nos dice que

-3 -1 1 1 1
4 0 1 -1 0
19 | = 13 1 +6 9 +2 1 +2 _9
6 0 2 -2 -1
vo V1 Vg V3
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base

O

normalizada ya que u = vy + - - - + v3.
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Ejercicio 24. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

-1 0 1 1 -2 2 5

1 1 1 1 3

) ; ; ) K 7 ;

PO_ O 7P1: 71 3P2: 0 7P3: 72 )P4: _2 )P5: 0 7U: 712
1 1 9

2 1 -2 3 0 -3 -3

-2 3 -2 2 2 0 —11

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

-1 0 1 1 -2 2 5
1 1 1 1 3
0 2 2 0 —3 —3 2
wy = 2 wy = 0 Wo = 0 w -1 wy = 0 ws = 1 u = )
0 — 0 s W1 = 1 s, W2 = 0 s, W3 = -9 , W4 — -9 ,» W5 — 0 , W= —12
1 1 9
2 1 -2 5 0 -3 -3
-2 3 -2 2 2 0 —11
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son li-
-1 0 1 1 =2 2
0 3 4 0 -} -
. . . . 2 0 0 -1 0 1
nealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 0 —1 0 —2 _9 0
1 1
2 -2 3 0 —3
-2 1 -2 2 2 0

pero como también queremos poner el vector v como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna u.

-1 0 1 1 -2 2| 5 1000004
0o 3 3 0 -3 —-3| 3 01000 0|2
2 0 0 -1 0 1/ 9} 00 1000|7
0 -1 0 -2 -2 0]-12 00010 0|2
2 1 -2 § 0 —-3| -3 00001 0]3

-2 3 -2 2 2 0|-11 00000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

5 -1 0 1 1 -2 2
3 1 1 1 1
b o DL X U 0 O R e B R
PO B I I N I R I P I B P ot R
9 1 1
-3 2 1 -2 5 0 -3
—11 —2 3 -2 2 2 0
————
Vo V1 Vo v3 Vg V5
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v5} son una base

normalizada ya que u = vg + - -+ + vs. O
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Ejercicio 25. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

—2 0 -1 1 -2 -1 —196

0 0 1 1 0 2 33

—2 2 -2 -1 -2 1 —213

P0: 1 7P1: —9 ;PQ_ 0 7P3: -1 7P4: 0 7P5: % 7U: 7%
0 0 2 —1 0 2 54

1 1 71

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

—2 0 -1 1 -2 -1 —196

0 0 1 1 0 2 33

| -2 . 2 | =2 | -1 -2 . 1 | —213
Wo = 1 , W1 = _9 , W2 = 0 , W3 = _1 y We = 0 y W5 = % y U = _g
0 0 2 -1 0 2 54

-2 0 -1 -3 0 -3 -4

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son li-
-2 0 -1 1 -2 -1
0 0 1 1 0 2
. . . . -2 2 -2 -1 =2
nealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1 _9 0 —1 0
0 0 2 -1 0
-2 0 -1 -1 0 -%
pero como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna wu.

=N N

[N~}

-2 0 -1 1 -2 -—1]-19 1 0000O0]4
o o0 1 1 0 2| 33 0100003
-2 2 -2 -1 -2 1]|-213 0010002
1 2 0 -1 0 L] 2| 7loo0o0100]?2
0o 0 2 -1 0 2| 54 0000 1 081
-2 0 -1 -1 o0 —-3| -% 0000O0T1]|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

—196 -2 0 -1 1 -2 -1
33 0 0 1 1 0 2
—213 -2 2 -2 -1 -2 1
7% =4 1 +3 _9 + 25 0 +2 1 + 81 0 +3 %
54 0 0 2 -1 0 2
— -2 0 -1 -1 0 -1
—_— Y
vo v1 v2 V3 V4 Vs
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, -+ ,v5} son una base

normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Ejercicio 26. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

1
i 1 -1 1 1 0 L
~1 1 0 2 1 ~1 -7
_ _ 1 1 _ 67
Py = 2 ,Pr= 2 P = 0 ,P3 = 0 yPyr= % , Ps = 2 U= 927
-2 0 -2 ~1 3 —1 2
-2 i —1 —1 2 -2 -
1 0 0 -2 1 -1 13

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

i 1 -1 1 1 0 2

-1 1 0 2 1 -1 —7

- - 1 1 _67

Wo = 72 , W1 = 2 , W2 = _0 , W3 = _0 , Wq = i , W5 = _2 U = 7&
2 0 2 1 : 1 2

1 1
-2 3 -3 -1 2 —2 -2
1 0 0 -2 1 -3 13

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
1
= 1 -1 1 1 0

-1 1 0 2 1 -1

. . . . . -2 =2 o o i 1

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 9 0 9 1 ? 21
_ -2 -1 I -

-2 1 -3 -1 2 =2

1 0 0 -2 1 -2

2
pero como también queremos poner el vector v como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir

la matriz ampliada con la columna wu.

1

3 1 -1 11 of % 1 0000O0][15

-1 1 0 21 -1] =7 0100003
i 1| _67

=2 -2 0 0 g g)-g) 10010008

=20 =2 -1 g —1)-% 0001002

-2 3 -1 -1 2 —2/-2 0000O0T1O0]|3

1 0 0 -2 1 —3| 13 00000 1|2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

15 1
5 5 1 -1 1 1 0
-7 -1 1 0 2 1 -1
67 1 1
_67 _9 _9 1 1
¢ | =15 +3 +38 0 +2 0 +3| % [ +2 2
2 -2 0 -2 -1 3 -1

1 1
-3 -2 5 -5 -1 2 —2
13 1 0 0 -2 1 -1
—_——— — — — Y Y
vo v1 ) v3 V4 Us
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v5} son una base

normalizada ya que u = vg + - - - + vs. o
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Ejercicio 27. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

1 0 0 1 -2 -2 -3

1 1 5

é ! i : K

Py = 1 7P1: :1 7P2_ _1 7P3: 9 7P4: __l 7P5: 0 7U: _2
2 % 15

2 1 0 1 1 -1 _1s

-1 0 0 0 1 2 5

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 0 0 1 -2 -2 -3

1 1 5

1 -3 0 -3 1 -1 5

w 0., -2 -1, . -1, 01 —-13
0= 1 , W1 = , W2 — , W3 = , Wq — 1 , W5 = U=

3 -1 1 2 3 0 2

-2 1 0 -1 3 -1 —LQZ

-3 0 0 0 1 2 3

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son li-
1 0 O 1 -2 -2

1 1
1 -3 0 —3 1 -1
. . . . -2 -1 1 -1 0
nealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1 1 9 _1 0
2
-2 1 0 -1 % -1
-+ 0 0 o0 1 2

pero como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna wu.

1 0 0 1 -2 -2] -3 1 0000O0]|5
1 -+ 0 -4 1 -1 & 01 0000|5
0 -2 -1 1 -1 0]-13 0010002
571127%02_’0001002
-2 1 0 -1 1 -1|-% 0000T10]3
-+ 0 o o 1 2| 3 00000 1]2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

-3 1 0 0 1 —2 -2
5 1 1

T EINEIN L] o

- 5 | =5 1| +5 _1 +2 _1 +2 o | 3 |42 0

2| g
—12—5 -2 1 0 -1 5 -1
5 -1 0 0 0 1 2
—_——— —m — — T — ) ~— Y N~
V0 v ) v3 Vg Vs
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vy,---,v5} son una base

normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O
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Ejercicio 28. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

—2 0 1 2 1 -2 -5

-1 0 -1 1 0 1 -9

-2 -1 : 2 1 1 -4

o= 1| Pi=|l | =] Z-B=| _1|B=| o|B=] o[U=]|_2
5 0 1 1 1 0 &

0 -2 -2 1 2 0 —14

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

—2 0 1 2 1 —2 -5

-1 0 -1 1 0 1 -9

| -2 ! B i 2 1 B 1 B =
wo = _% owr= | hwe=| 5 | ws= _% LWy = 0 | ws = 0 lu= i
2 0 -3 1 -3 0 %

0 —2 -2 1 2 0 —14

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son li-
-2 0 1 2 1 =2

-1 0 -1 1 0 1

: : . -2 -1 & 2 1 1

nealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | | 1 _3 1 0 0
2 2

2 0 -3 1 -3 0

0 -2 =2 1 2 0

pero como también queremos poner el vector u como combinacion lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna wu.

-2 0 1 2 1 -=2| -5 1 00000O0]9
-1 0 -1 1 0 1| -9 0010000|6
—2—1%211—%_}0010007
—%—1—2—%00—% 00010 0|4
2 0 -3 1 -3 of % 00 0O0T1 0|4
0 -2 -2 1 2 0|-14 0000GO0 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

-5 -2 0 1 2 1 -2
-9 -1 0 -1 1 0 1
- -2 —1 i 2 1 1
A =9 1 | +6 +7 2 | +4 1 | +4 +3
1 1
5 2 0 -3 1 -3 0
—14 0 -2 —2 1 2 0
—_———— —,
Vo v1 V2 v3 V4 Vs
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v5} son una base

normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O
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Ejercicio 29. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

—1 -2 0 3 —4

0 —1 2 -2 -5

}D(): —92 7P1: (2) 7P2_ 0 7P3: 1 7U: -6
2

1 2 0 1 12

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 1
-3 -2 0 5 —4
wy = 0 wy = 7% Wy = 2 w3 = -2 U= =0
0 — _9 , W1 — 0 y W2 — 0 » W3 — % ) - -6
1 2 0 1 12
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
-3 -2 0 3
: . : : . -1 2 -2
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 9 6 0 1 | pero como
B 2
1 2 0 1

también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

-3 -2 0 3|-4 1 00 04
0 —3 2 2|5 | 1010 0|2
-2 00 $|-6 00102
1 20 1|12 000 1|4

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 1
B AN S
_ _ -1 _
_6 4 _9 +2 0 +2 0 +4 %
12 1 2 0 1
vo V1 v2 v3
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 30. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

0 0 —1 -2 —12
Py = —2 =1 t|.p= Ll p,— 32 U= -7
0 — D) y 41 — 0 y 42 — 0 y 43 — -1 9 - 11

-2 —1 0 0 —19

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.
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Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

0 0 -1 -2 —-12
e | AT
2 — — — —
wo = 2 , W1 0 , W2 0 , W3 = -1 U = 11
-2 —1 0 0 —19

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
0 0 -1 =2

_% -1 1 _% pero

2 0 0 -1

-2 -1 0 0

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la

matriz ampliada con la columna w.

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz

0 0 -1 —2]-12 100 0|8

e N e e 01003
%

2 0 0 -1| 11 001 0|2

2 -1 0 0|-19 000 1[5

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

—12 0 0 -1 -2

_15 _1 1 1 _1

2 - 2 2

al= 8 5 +3 0 +2 0 +5 1

—-19 -2 -1 0 0

vo V1 v2 U3

Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vy,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 31. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

0 2 -1 0 2 0 2

0 0 0 0 1 0 2

2 2 0 1 L 1 51

PO_ 1 ’Pl: 0 7P2: 0 ?P3: 1 aP4: 6 7P5: 1 7(]: 19
—% 0 -1 -1 2 —1 —%

9

-3 2 -1 1 1 0 -3

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

0 2 -1 0 2 0 2

0 0 0 0 1 0 2

2 2 0 1 3 1 51

Wo = 1 , W1 = 0 , Wa = 0 , W3 = 1 , Wy = 0 , W5 = -1 U= _ 19
_1 _ _1 _ %

2 0 1 . 2 1 7

-3 2 -1 1 1 0 -3



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

0 2 -1 0 2 0

0 0 O 0 1 0

: : : : . 22 0 1% 1
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1) 0 1 6 1
—% 0 -1 -3 2 -1

-5 2 -1 1 1 0

pero como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna wu.

02 -1 0 2 0] 2 1 0000 013
00 0 0 1 0] 2 01000 O0] 2
22 0 131 1] 51 00 1000]|GEG6
1 19 | =

?0010—1—; 0001002
_?0_1_%2_1—7‘) 0000102
-2 2 -1 11 0| -2 000 0 O 1|18

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

2 0 2 -1 0 2 0

2 0 0 0 0 1 0

1 2 2 1 i 1

?9 =13 1 | +2 +6 0 +2 +2| 2 [ +18

- : 0 0 1 0 -1

- —2 0 -1 —% 2 -1

-3 —3 2 -1 1 1 0

—_—— — Y e e Y N~
V0 U1 v2 v3 Va Us

Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vgp, - ,v5} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + vs. O

Ejercicio 32. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

1 0 1 -3 -35
0 -1 -1 -1 1938
POZ O 7P1: 6 7P2: 71 3P3_ 2 7U: 156
0 2 0 0 18

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 0 1 -3 -35
_1 — _ _ 193
0 3 1 1 2
wo = 0 , W1 = 0 , W2 = -1 , W3 = ) y U = 166
0 2 0 0 18

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
1 o 1 -1
2

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 0 0 _1 o | pero como

0 2 0 0



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Previo: 60 min.

Clase:

Algebra y Matematica Discreta

Espacio Proyectivo 60 min.

también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

1 0 1 —-%] =35 1 00 0] 2

0 -4 -1 -1 |- 01009
*>

0 0 -1 2| 166 00106

0 2 0 o0 18 0 00 1|86

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

-35 1 0 1 -1
—1%3 0 -3 -1 -1
166 | = 2 0 +9 0 +6 1 + 86 9
18 0 2 0 0
Vo v1 V2 v3
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 33. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(R),

-2 -1 -3 1 —29

0 0 1 0 4

PO_ _1 7P1_ 2 7P2_ _2 7P3_ O 7U_ 27
2 2 -1 2 54

2

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(R). Calcula una base normalizada para

este sistema de referencia.

Solucion:

-2
0
-1
2

Wy =

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz

Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

~1 -1 1 —29
_ 0 _ 1 10 _ 4
, W1 = 2 y W2 = -9 , W3 = 0 y U = 27
2 -1 2 54
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
-2 -1 -1 1
0 1
1 9 _g9 @ | Perocomo
2 2 -1 2

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

-2
0
-1
2

-1 -3 1]-29 1 0005
0 1 0] 41 1010 0]20
2 -2 0| 27 00104
2 -3 2| 54 000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

—29

e

27
54

—2 -1 -1 1

0 0 1 0

=51 ;|20 o |F4| 5 [+3]

2 2 -1 2
N————

Vo V1 V2 v3



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O

Ejercicio 34. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P4(R),

) _1 1 0 -1 -2

2 _i 1 72

0 2 2 O 2 5

= -3 .Pp=| 2|.=| 1|.B=|-1P=|-1[U=]| 11
1

0 —3 0 2 0 )

—2 0 1 2 0 13

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 1 9
0 2 -5 0 -5 )
wo= | —3 [,w1= 2 |, wp = Liyws=| =1 |,wa=| =1 ,bu=1| 11
0 —3 0 2 0 5
-2 0 1 2 0 13
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
-2 —% 1 0 -1
1 1
0 2 —3 0 —3
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz —% 2 1 -1 -1
0 —% 0 2 0
-2 0 1 2 0

pero como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna u.

9

—2—%%0——5 1000 0] 4
0 2 -3 0 -1|-5 01 00 0] 2
-+ 2 1 -1 1|11 |—=]|00 10 0|15
0o -+ o0 2 o0 5 000T10|3
-2 0 1 2 0] 13 0000 1] 3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

9

1 1
-5 0 2 -3 0 -3
11| =4| =5 |+2| 2 [+15| 1 |+3| -1 [+3]| -1
5 0 —% 0 2 0
13 -2 0 1 2 0
vo v1 v2 v3 V4
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - -+ + v4. %

Ejercicio 35. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P4(R),

3 1 -2 —2 1 -2
-1 2 -2 —1 0 —~16

Po=| -1 |.Pn=| -1 |,P= 0.Ps=1|| -2 |(.Pu=| 3% ||.U=| -1
-1 -1 -1 -1 1 —60

0 1 2 -1 0 11



Leandro Marin
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Algebra y Matematica Discreta

Espacio Proyectivo

Tiempo Estimado
Previo: 60 min.

Clase:

60 min.

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(R). Calcula una base normalizada para

este sistema de referencia.

Solucion:

=

-1
-1
-1

o

1 -2 -2

2 -2 -1

= -1 s Wo = 0 , W3 = -2
-1 -1 -1

1 2 -1

O == O =

U =

Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz

1
2
-1
-1
-1
0

1
2
-1
-1
1

-2
—16
_ 143
2
—60
11
-2 -2 1
-2 -1 0
0 -2 % pero
-1 -1 1
2 -1 0

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna wu.

0

1 -2 =2 1| -2 10
2 -2 -1 0| —16 0 1
-1 0 -2 F|-F 15100
-1 -1 -1 1] —60 00
1 2 -1 0| 11 00

SO = OO

o= O oo

0128
0117
0| 4
0114
1] 3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

-2 i 1 -2 —2 1
—16 -1 2 -2 -1 0
—13 | =28 -1 | +17| =1 | +4| O [+14| =2 [ +3| 3
—60 -1 -1 -1 -1 1
11 0 1 2 -1 0
—_———— N———
Vo v1 V2 v3 Va
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vy. %
Ejercicio 36. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P°(R),
-1 1 0 0 1 -1 3
1 21
(I Y O Y O O INE
P =] =] Y. 2\ =1 Z2|.,Ps=| 2|.U= 1
0 — 0 bl 1 — 2 y 42 — _1 43 = 0 y 44 — _1 y 45 — _2 bl - _18
-1 2 -1 0 -2 -2 —28
1 23
1 0 0 0 1 3 5
Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para

este sistema de referencia.




Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

-1 1 0 0 1 -1 3
1 21
A N T I
-1 10 _ 0 |3 _ 5 5 _ 4
'U)O— 0 7w1_ 2 7w2_ _1 7w3_ 0 ,T,U4— 71 7w5_ _2 7U/— _].8
-1 2 -1 0 -2 -2 —28
1 23
1 0 0 0 1 5 =
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
-1 1 0 0 1 -1
01 -1 0 -3 0
-1 0 o 1L t 1
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 0 2 —1 6 721 7%
-1 2 -1 0 -2 -2

1 o0 o0 1 3
pero como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna wu.

-11 00 1 -1] 3 10000 0]3
01 -1 0 -2 0f-2 01000 02
-1 0 0%%%4_}0010009
02 -1 0 -1 —2|-18 0001004
-1 2 -1 0 -2 —2|-28 0000T1O0|7
1o o0 1 1| % 00000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

3 -1 1 0 0 1 -1
21 1
IR RENEE IR
Slos] E a2 O vol Ol 2|47 2 |43] 2
-18 | 0 2 -1 0 -1 -2
—28 -1 2 -1 0 —2 -2
z 1 0 0 0 1 3
—— e Y Y Y Y
Vo v P v3 V4 3
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vp, - ,v5} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + v5. O
Ejercicio 37. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P°(R),
1 -1 -2 0 0 0 —-17
-3 0 1 -2 0 -2 —29
P, Ol p 20 = 2| p 2 |l Ol gl 2 |u= 2
0 — O I 1= 0 y 42 — 1 y 43 — 2 y L4 — O 9 5 — 72 9 - 20
-1 0 -2 1 0 7% %
1 3 -2 0 2 1 182

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(R). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 -1 -2 0 0 0 -17
-3 0 1 -2 0 -2 —29

w 0 w1 = 2 W = 2 w3 = _% w 0 w 7% u = %
0 — 0 bl 1= 0 bl 2 = 1 ) 3 = 2 s W4 — O s W — _2 ’ - 20
-1 0 -2 1 0 —3 o
1 _ 188

1 ! 2 0 2 1 >

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

1 -1 -2 0 0 0

-3 0 1 -2 0 -2

. . . . . 0 2 2 -1 o -1
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 0 0 1 % 0 _%
-1 0 -2 1 0 —%

1 -2 02 1

pero como también queremos poner el vector v como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir
la matriz ampliada con la columna u.

1 -1 -2 0 0 0]f-17 10000 0] 2

-2 0 1 -2 0 -2|-29 001000015

o 2 2 -1o0 -3 2 0010002
_>

0 0 1 20 -2| 2 00010 012

-1 0 -2 10—%% 0000 1 042

1 5 -2 02 1] % 0000013

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

—-17 1 -1 -2 0 0 0
—29 -1 0 1 -2 0 -2
> 2 0 5] 2 2| 2 12 —2 42| 9 3 ~2
20 | = 0" o[ 1|7 2 | TH o [T =2
9 -1 0 -2 1 0 -1
188 1 1 —9 0 P 1
2 2
—_————— — — —
Vo v1 v2 v3 Vg Us
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v5} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + vs. O

Ejercicio 38. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

[
I
O NN W
~
I
W N O
S
!
O NN O
S
I
NN W W =
S
I
— N = =
IS
I
WO = O

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

3 0 4 1 1 1
4 4 0 3 1 0
wo= |2 |,y =4 |,we=1| 2 |,ws=| 3 |,uu=1|1 |,u=]1
2 2 2 2 2 0
0 3 0 2 1 3

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

S NN W

2 2 2 2
3 0 2 1

0 4 1 1

4 0 3 1
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 4 2 3 1 | pero como
s w;, vamos a reducir la matriz

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectore
ampliada con la columna u.

g

304 1 1)1 1 0 0 0 04
4 4 0 3 10 01 0 0 0|3
242 3 1|1 |—=(0010 02
2 2 2 2 210 0 001 0|3
0 3 02 1|3 0 000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 3 0 4 1 1

0 4 4 0 3 1

1| =42 |+3| 4 |+2] 2 |4+3|3|+3]|1

0 2 2 2 2 2

3 0 3 0 2 1

—_— Y= Y=

Vo v1 Va2 v3 Vg
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,- - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + + - - + vy. %

Ejercicio 39. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

PO 7P1: 7P2: aPS 7P4:

Il
O =W N
NN =N
N = WO
Il
= O b O
— W O
d
Il
DN R =W

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

2 2 1 1 0 3
3 1 0 0 4 1
wo= |1 |l,wur=1|4 |,weo=1|3 |,wg= |4 |,wg=|1|,u=]| 4
4 2 4 0 3 1
0 2 2 4 1 2



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

22110
31 0 0 4
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 1 4 3 4 1 | pero como
4 2 4 0 3
02 2 4 1

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

2211 013 1 0 0 0 02
31 0 0 4]1 01 0 0 04
1 43 4 1{4]—-]10010 0|2
4 2 4 0 3|1 0 001 04
0 2 2 4 1|2 0 00 0 14

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

N R =W
Il
[N}
OB =W
+
o~
NN =N
+
[N}
N R WO
+
o~
= O O
+
=~
e N )

Vo V1 V2 v3 V4

Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vy. %

Ejercicio 40. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

B Py Py , Ps , Py

Il
=W NN O =
Il
WO = O
Il
W W =W
I
O = W W
I
Wk WD W
d
Il
ON O =

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

Wy =

=W NN O
S
=
Il
W o= ON
S
[V
Il
W W W
S
w
|
O = W W
g
Ny
|
W = W N W
IS
|
SN O =

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
1 2 3 1 3

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz pero como

=W N O
w o RO
LW W
O~ W w
[SURNNJUN U}
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también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

1 2 3 1 3|1 1 0 0 0 0}3
0 0 4 3 2|4 01 0 0 04
2113 3|/0(—=[0010 04
30 3 1 4|2 0 001 04
4 3 3 0 3|0 0 00 0 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 1 2 3 1 3

4 0 0 4 3 2

O [=32|+4| 1 |+4| 1 |[+4] 3 |+3]| 3

2 3 0 3 1 4

0 4 3 3 0 3

—_— Y= Y=

Vo V1 V2 v3 Vg
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vp, - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v4. O

Ejercicio 41. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

4

PO aP1: 7P2: 5P3: 7P4: aU:

leo_u
W o N
NN
o wo

oo R ww
NNQEJCRNJCRISN

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 2 2 4 3 4
0 4 2 0 3 1
wo= |1 |, wy=1|1|,wo=1|2 |,wg=| 3 |[,wg=1| 4 |,u=| 3
2 1 2 2 0 3
1 3 2 0 0 4
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
1 2 2 4 3
04 2 0 3
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 1 1 2 3 4 | pero como
21 2 20
13 2 00

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

1 2 2 4 3|4 1 0 0 0 04
0 4 2 0 3|1 01 0 0 0|2
112 3 43| —=]102010 0|2
21 2 2 013 0 00 1 0|2
1 3 2 0 04 0 00 0 1|3
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Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

4 1 2 2 4 3

1 0 4 2 0 3

3| =41 |42 1 |4+2|2 |+2|3 |+3]| 4

3 2 1 2 2 0

4 1 3 2 0 0

—_— Y Y Y=

Vo V1 V2 v3 V4
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vy. o

Ejercicio 42. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

3 3 0 4 2 1
2 0 4 4 1 1
P=lal.p=|2|. =4l s=|4all,Pn=|1],u=]3
4 3 0 0 1 0
0 0 1 0 0 2

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

3 3 0 4 2 1
2 0 4 4 1 1
wo = 4 , W1 = 2 , W = 4 , W3 = 4 , Wyq = 1 , U = 3
4 3 0 0 1 0
0 0 1 0 0 2

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
3 3 0 4 2

0 4 4 1

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 2 4 4 1 | pero como
3 0 01
01 0 0

s w;, vamos a reducir la matriz

€ o

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectore
ampliada con la columna u.

33 0 4 2|1 1 0 0 0 04
2 0 4 4 1|1 01 0 0 0|2
4 2 4 4 13| —=]10010 0|2
4 3 0 0 110 0001 0|3
0 01 0 0]2 0 00 0 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 3 3 0 4 2

1 2 0 4 4 1

S| =44 |(+2|2 |+2|4|+3]|4|+3]|1

0 4 3 0 0 1

2 0 0 1 0 0
—— —_— Y= Y=

Vo U1 V2 v3 Vg



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vp, - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vy. o

Ejercicio 43. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P>(Zs),

Py = P = Py = , Py = U =

W O W =
—_—_0 W
W = O N
—_ = =W
W w o w

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

3 3

wo =

2
w
I

7u:

S W =
Wk O N

0
1
1

— = =

0
3
3

w

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz

1 3
3 O €ro Como
0 1 p

1

3

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos
ampliada con la columna u.

D oWk O N
Q.= = =W

reducir la matriz

1 3 2 3|3 1 0 0 0|4
300 1|0 N 01 0 0|2
01 4 1|3 0 01 0|2
31 3 1|3 00 0 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

3 1 3 2 3

0 3 0 0 1

3 | = 4 0 +2 1 +2 A +3 1

3 3 1 3 1

Vo v1 V2 v3
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 44. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

0 3 1 2 1 0
2 2 1 0 0 1
P=l1|,pn=|2|.=|3|.s=|3|.Pn=]0]|.u=]2
4 2 3 1 1 3
4 2 2 3 1 3

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.
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Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

0 3 1 2 1 0
2 2 1 0 0 1
wo=| 1 |,wy=1| 2 |,wo=1| 3 |,wg=| 3 |[,wg=] 0 |,u=| 2
4 2 3 1 1 3
4 2 2 3 1 3
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
03 1 21
2 21 00
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 1 2 3 3 0 | pero como
4 2 3 1 1
4 2 2 31
también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

0 31 2 1|0 1 0 0 0 02
2 2 1 0 01 01 0 0 0|2
123 3 0(2|]—-]1001200]|3
4 2 3 1 113 0 001 04
4 2 2 3 1]|3 0 000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

0 0 3 1 2 1

1 2 2 1 0 0

2 | =21 (+2|2 |+3|3|+4| 3 |+3]| 0

3 4 2 3 1 1

3 4 2 2 3 1

—_— Y= Y=

Vo v1 Va2 v3 Vg
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,- - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + + - - + vy. %

Ejercicio 45. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

PO 7P1: 7P2: aPS 7P4:

Il
L o =W
W N
O N = W
Il
O Wwo w
W o= WO
d
Il
_ O O Wk

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

3 4 3 3 0 4
1 1 4 0 3 3
wo= |4 |,ur=1|2 |,wo=|1|,wg=1|3 |,wg=|1|,u=]|0
4 3 2 0 0 0
3 4 0 4 3 1
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Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

3 43 30
11 4 0 3
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 4 2 1 3 1 | pero como
4 3 2 00
3 4 0 4 3

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

34 3 3 04 1.0 0 0 0}3
11 40 3|3 01 00 0]|3
421 3 1(0|—=]0010 0|2
4 3 2 0 0(0 0 001 04
340 4 3|1 0 00 0 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

4 3 4 3 3 0

3 1 1 4 0 3

O (=34 |+3| 2 ([+2]| 1 |+4]3 |+3]1

0 4 3 2 0 0

1 3 4 0 4 3

—_— =

Vo V1 V2 v3 V4
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vy. %

Ejercicio 46. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

B Py Py , Ps , Py

Il

N = s W N
Il

B> =W
Il

W W W~ =
I

O = W o Ww
I

WO = Www
d
Il

[ N A N

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

2 1 1 3 3 4
3 1 1 0 3 1
wo= 1|4 |,wi=1|3 |[,weo=]| 3 |,wg=| 3 |,wgs=|1 [,u=| 4
1 1 3 1 0 4
2 4 3 0 3 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
21 1 3 3
311 0 3
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 4 3 3 3 1 | pero como
11 3 10
2 4 3 0 3
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también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

211 3 3|4 1 0 0 0 04
311 0 3|1 01 0 0 04
4 3 3 3 1|4|—-]10010 0|4
1 1 3 1 014 0 001 04
2 4 3 0 3|2 0 000 1|2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

4 2 1 1 3 3

1 3 1 1 0 3

4 | =44 | +4| 3 | +4| 3 |+4| 3 |+2]| 1

4 1 1 3 1 0

2 2 4 3 0 3

—_— Y= Y=

Vo V1 v2 U3 Vg
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, -+ ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v4. o

Ejercicio 47. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P°(Zs),

Jas

Il
= e e W N
O~ =Wk W
SN WO WwWwo
W = DN NN

3

I
SO~ DN OO
W W N~ O
DN = Wk =W

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

2 3 0 4 1 4 3
3 4 3 2 0 0 4
Wy = 4 w1 = 3 w9 = 0 w3 = 2 Wy = 0 Wy = L u = 4
4 |’ 1|’ 3|’ 2 |’ 2 |’ 2 |’ 3
3 1 2 4 1 3 1
4 0 0 3 0 3 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
2 3 0 4 1 4
34 3 2 0 0
. . . . . 4 3 0 2 0 1
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 41 3 9 9 o |Pero
31 2 4 1 3
4 0 0 3 0 3

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
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matriz ampliada con la columna w.

O = =Wk W
O WO WO
W = NN DN
SO RN OO -
W W - O
DN = W o W
SO = O OO
O R OO OO
== N el )
[NCINGUR UG SURJV)

SO OO O
[N eleNel -]
S oo~ OO

=W N

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

3 2 3 0 4 1 4

4 3 4 3 2 0 0

4 4 3 0 2 0 1

3 | = 3 4 +3 1 +4 3 +3 9 +3 9 +2 9

1 3 1 2 4 1 3

2 4 0 0 3 0 3

—— —— Y Y Y Y—

Vo v1 V2 v3 V4 U5
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v5} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + v5. o

Ejercicio 48. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P°(Zs),

PO 7P2: 5P3: 3P4

aP5:

7P1:

W RO
NN =N O W
= O W NN W
O N BN =
W W= DNW
W OO+ OOo
NN O = =

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

4 3 3 1 3 0 1
0 0 2 1 2 0 4
wo = 1 wy = 2 wy = 2 wy = 2 wy = 4 ws = 4 " — 1
4 |’ 1|’ 31’ 4 |’ 2 |’ 0\’ 0
1 2 0 2 3 0 2
3 2 4 0 3 3 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
4 3 3 1 3 0
0021 20
. . . . . 1 2 2 2 4 4
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 41 3 4 9 ¢ |Pero
1 2 0 2 3 0
3 2 4 0 3 3

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
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matriz ampliada con la columna w.

433 130]|1 10000 0]2
002 120|4 01000 0|3
12 2 2 4 4|1 00100 0|3
413420/0l7]000100]4
1202 3 02 0000 T10]|2
32 40 3 3|2 00000 1|4

—

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha

quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 4 3 3 1 3 0

4 0 0 2 1 2 0

1 1 2 2 2 4 4

ol = 2 4 +3 1 +3 3 +4 4 +2 9 +4 0

2 1 2 0 2 3 0

2 3 2 4 0 3 3

—— —— Y Y Y Y—

vo U1 V2 v3 V4 Us
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v5} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + vs. O

Ejercicio 49. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

2 3 3 3 2 0
2 2 4 2 1 0
P=|3l.pn=|4|.no=|0|.,5=|2]|.Pi=|0]|,U=]|4
0 0 0 2 2 0
1 4 3 2 4 2

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

2 3 3 3 2 0
2 2 4 2 1 0
wo= |3 |,wy=1|4 |,wea=|0 |,wg=1|2 |,wg=|0 [,u=]| 4
0 0 0 2 2 0
1 4 3 2 4 2

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
2 3 3 3 2
2 4 2 1
4 0 2 0 | perocomo
00 2 2
S

4 3 2 4
i, vamos a reducir la matriz

linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz

§)—x<:>ww

también queremos poner el vector u como combinacion lineal de los vectore
ampliada con la columna u.

2 3 3 3 2|0 1 0 0 0 0|2
2 2 4 2 110 01 00 0]3
3402 0|4(—=[0010 0}3
0 00 2 2|0 0 00 1 0|3
1 4 3 2 42 0 00 0 1|2
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Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

0 2 3 3 3 2

0 2 2 4 2 1

4 | =23 (+3( 4 |(+3|0 | +3|2|+2|0

0 0 0 0 2 2

2 1 4 3 2 4

—_— = Y Y= Y=

V0 v1 Vo v3 V4
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v4. %

Ejercicio 50. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(Zs),

POZ aP1: ;P2: aP3: 7U:

N N
N =N
O =
O = O W
S w oo

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

4 1 4 3 0
wo = 1 wy = 2 Wy = 1 ws = 0 " — 0
4| 4 |’ 1]’ 4 |’ 3
4 2 0 0 0
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
4 1 4 3
. . . . . 1 210
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz A 4 ] 4 | Perocomo
4 2 0 0
también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

41 4 3]0 100 0|4
121 0/0 010 0]2
4 41437001 0]2
42 0 00 000 13

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademés también nos dice que

0 4 1 4 3
0 1 2 1 0
5 | = 4 4 +2 4 +2 1 +3 4
0 4 2 0 0
Vo v1 v2 v3
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base

normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O
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Ejercicio 51. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

3 3 0 1 1 3
4 4 3 4 0 3
P=lal.p=|2|.rn=|0|l. =1, Pn=|1],u=]3
0 4 0 0 1 0
1 0 0 3 4 1

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

3 3 0 1 1 3
4 4 3 4 0 3
wo= |4 |,wur=1|2 |,weo=|0 |,wg=|1|,wg=1|1 [ ,u=1]3
0 4 0 0 1 0
1 0 0 3 4 1

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son

3 3 011
4 4 3 40
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 4 2 0 1 1 | pero como
0 4 0 01
1 0 0 3 4
también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

33 01 1|3 10 0 0 03
4 4 3 4 0|3 01 0 0 0|3
4201 1(3|—=]00120 0|2
0 4 00 1|0 0 001 0|2
100 3 4]1 0 000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademés también nos dice que

3 3 3 0 1 1

3 4 4 3 4 0

3| =34 |+3|2|[+2|0|+2|1|+3]|1

0 0 4 0 0 1

1 1 0 0 3 4

—_— Y= Y=

vo v v2 U3 Vg
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v4. %

Ejercicio 52. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P*(Zs),

0 0 4 2 3 4
4 3 3 2 1 3
P=l1],pn=lall,m=|2|.s=|0|.Pn=]2|.u=]|3
2 3 1 4 4 3
4 2 4 3 1 3

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.
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Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

0 0 4 2 3 4
4 3 3 2 1 3
wo= |1 |l,wr=1|4 |,weo=1|2 |,wg=|0 |,wg=1| 2 [,u=]| 3
2 3 1 4 4 3
4 2 4 3 1 3
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
00 4 2 3
4 3 3 2 1
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 1 4 2 0 2 | pero como
2 31 4 4
4 2 4 3 1

también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

0 0 4 2 3|4 1 0 0 0 0}3
4 3 3 2 1|3 01 0 0 0|2
1420 2{3|]—=]1001200]|3
2 31 4 4|3 0 001 04
4 2 4 3 1|3 0000 1|3

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

4 0 0 4 2 3

3 4 3 3 2 1

3|1 =31 |+2|4|+3|2|4+4]|0|+3]| 2

3 2 3 1 4 4

3 4 2 4 3 1

—_— Y= Y=

Vo v1 v v3 V4
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + + - - + vy. %

Ejercicio 53. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P°(Zs),

1 2 4 3 3 4 0
3 0 4 2 1 4 3
2 1 1 2 2 0 1
PO_ 1 7P1_ 0 7P2_ 0 5P3_ 1 3P4_ 0 aP5_ 4 aU_ 0
3 1 3 1 0 0 3
2 4 1 1 2 1 1
Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(Zs). Calcula una base normalizada para

este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 2 4 3 3 4 0
3 0 4 2 1 4 3
0 171 072 0)3 1)4 075 4 | 0
3 1 3 1 0 0 3
2 4 1 1 2 1 1
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Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
1 2 4 3 3 4

3 0 4 2 1 4
. . . . . 21 1 2 20
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 100 1 0 4 |pero
313100
2 411 2 1

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna wu.

1 2 43 3 4]0 10000 04
3042 1 4|3 01000 0|2
2112 2 0]1 00100 0|2
1001040l 7]000100/3
31310 0|3 0000 10|4
2411 2 1|1 00000 1|2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

0 1 2 4 3 3 4

3 3 0 4 2 1 4

1 2 1 1 2 2 0

0 =4 1 +2 0 +2 0 +3 1 +4 0 +2 4

3 3 1 3 1 0 0

1 2 4 1 1 2 1

—_— —— Y Y Y=

Vo vl Va2 v3 Vg Vs
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, -+ ,v5} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O

Ejercicio 54. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P>(Zs),

Py = P = Py = , P = U =

W W N =
LN
o O
O W N
— W o

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

W W N =
W N
O O =
S W N
W R

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;

1 4 1 2
. . . . . 2 1 01

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 3 9 9 3 | Pperocomo
33 00
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también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

1 4 1 2|4 1 0 0 03
21 0 1|4 N 01 0 0,4
3 2 2 313 0 01 02
3 3 0 01 0 0 0 14

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

4 1 4 1 2

4 2 1 0 1

3 | = 3 3 +4 9 +2 9 +4 3

1 3 3 0 0

Vo V1 V2 U3
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. O

Ejercicio 55. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P>(Zs),

3 0 0 4 4
2 2 2 0 0
PO* 0 7P17 0 5P27 3 7P37 2 aU* 2
0 1 1 1 4
Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Zs). Calcula una base normalizada para

este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

3 0 0 4 4
2 2 2 0 0
wo = 0 , Wy = 0 , Wg = 3 , W3 = 9 y U = 9
0 1 1 1 4

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz pero como

—oNOoO®
— W N O

4
0
2
1

O O N W

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

300 4|4 100 04
2 2 2 00 010 0|4
00322700 10]2
01 1 1|4 000 13

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademés también nos dice que

3 0]

W~

=4 +4

=N O

2 2
0 0
0 1

Vo U1 V2 v3
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Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O

Ejercicio 56. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P°(Zs),

4 0 0 0 2 3 2
4 4 1 0 1 4 2
4 1 2 2 2 0 0
PO_ 2 7P1_ 1 7P2_ 0 5P3_ 3 7P4_ 2 3P5_ 1 7U_ 0
1 0 2 1 2 1 4
3 0 4 4 4 4 0

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

4 0 0 0 2 3 2
4 4 1 0 1 4 2
wo = 4 wy = 1 Wy = 2 ws = 2 g = 2 ws = 0 " — 0
2 |’ 1’ 0|’ 3|’ 2 |’ 1’ 0
1 0 2 1 2 1 4
3 0 4 4 4 4 0
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
4 0 0 0 2 3
4 4 1 0 1 4
. . . . . 4 1 2 2 2 0
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 9 10 3 2 1 |Pero
1 0 2 1 2 1
3 0 4 4 4 4

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna w.

4 0 0 0 2 3|2 100 0 0 03
4 41 0 1 42 01000 0|3
41 2 2 2 0|0 N 001 00 03
21 03 2 1]0 00010 0|3
10 2 1 2 1|4 000 01 0|4
30 4 4 4 410 000 0O0 1|4

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

2 4 0 0 0 2 3
2 4 4 1 0 1 4
0 4 1 2 2 2 0
0l = 3 9 +3 1 +3 0 +3 3 +4 9 +4 1
4 1 0 2 1 2 1
0 3 0 4 4 4 4
——— —— —— — Y N — N——
Vo v1 V2 v3 Vg Vs
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v5} son una base

normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O
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Ejercicio 57. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(Zs),

PO: aP1: ;P2: aP3: 7U:

O = ww
= O N W
OO O N
N
W o =

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Zs). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

wo =

O =W W
[ O N
W =

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz pero como

= W

3 1

2 4

0 1
0 4 2
también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos
ampliada con la columna u.

P oo o

reducir la matriz

S = Www
o N W
o O O N
N = s =
W = R =
S oo =
oo~ O
o= OO
= o O O
W = W

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 3 3 2 1

4 3 2 0 4

1= 2 A +3 0 +4 0 +3 1

3 0 4 0 2

Vo U1 v2 v3
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + v3. O

Ejercicio 58. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(Z3),

;P2: 5P3: 7U:

—= N O =
—_—= O =
— N =
N = OO

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.
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Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

—_ = O =
g
w
|

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
1

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz pero como

0 1 1
2 0 0 1
0 2 1 2
11 11
también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

— o N O
— N O
_ = o
L
N = OO
OO O
OO = O
o= OO
_ o O O
NN DN

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

0 0 1 1 1

0 2 0 0 1

1 =2 0 +2 9 +2 1 +2 9

2 1 1 1 1

Vo V1 V2 U3
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v3} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + v3. O

Ejercicio 59. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(Z3),

>
I

U=

N O =
NN OO
N =N

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

wo =

I
w
|

’/U’:

0 1
0 2
0 1
2 2

N O =

1
0

, W1 = 0 , W2 =
1

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz pero como

O OO
_ o O -
N O = =
NN OO
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también queremos poner el vector u© como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

01 1 01 1 0 0 02
0 01 02 _ 01 0 0|2
00 0 2|1 0 01 0|2
21 2 2|2 0 0 0 1|2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 0 1 1 0

2 0 0 1 0

1| = 2 0 +2 0 +2 0 +2 9

2 2 1 2 2

——— —— N——

Vo U1 v2 v3
Esto nos permite definir los v; como miiltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, -+ ,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. %

Ejercicio 60. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P°(Z3),

1 2 1 2 2 1 0
1 2 0 0 0 0 0
2 2 2 1 0 0 2
PO_ 0 7P1_ 2 7P2_ 0 7P3_ 0 7P4_ ) aP5_ 0 7U_ 9
0 0 0 0 0 2 1
0 0 1 1 2 0 2
Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(Z3). Calcula una base normalizada para

este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

1 2 1 2 2 1 0
1 2 0 0 0 0 0
Wy = 2 w1 = 2 wWo = 2 wg = L Wy = 0 Ws = 0 u = 2
0’ 2’ 0’ 0’ 2 |’ 0|’ 2
0 0 0 0 0 2 1
0 0 1 1 2 0 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
1 21 2 2 1
12 0 0 00
. . . . . 222100
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 02 00 2 o|Pero
0 000 O0 2
001120

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna w.

1 2

OO o N =

OO NN DN

_— O O N O -
O O = O N
N O DNO O N
OO OO
N = DNDDNNOO
S OO OO =
S OO OO
O OO = OO
SO = O OO
O OO OO
=N el ie)
DN DN DN
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Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

0 1 2 1 2 2 1

0 1 2 0 0 0 0

2 2 2 2 1 0 0

9 | = 2 0 +2 9 +2 0 +2 0 +2 9 +2 0

1 0 0 0 0 0 2

2 0 0 1 1 2 0

—— —— Y Y Y Y—

vo v1 V2 v3 V4 Vs
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg, -+ ,v5} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O

Ejercicio 61. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(Zs3),

Py = P = Py = ,P3 = U =

OO = O
N O N
NN =N
O O N
= O N

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

0 1 2 1 2
wo = 1 wy = 2 Wy = 1 ws = 2 y— 0
0’ 0’ 2’ 0’ 1
0 2 2 0 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
01 2 1
. . . . . 1 2 1 2
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 0 0 2 o | Pperocomo
0 2 2 0
también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

01 2 1]2 100 0]2
121 20 010 0/2
002 0[1] 7|00 10]2
02 2 02 000 1]2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

2 0 1 2 1
0 1 2 1 2
1 =2 0 +2 0 +2 9 +2 0
2 0 2 2 0
—_——— —— N——
vo V1 V2 v3
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base

normalizada ya que u = vg + - - - + vs. O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Ejercicio 62. Consideremos los siquientes puntos en el espacio proyectivo P3(Zs3),

PO: aP1: ;P2: aP3: 7U:

O = O N
=N
= O O N

1
2
2
1

O NN O

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P3(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

2 1 2 0 1
0 2 0 2 2
wo = 1 , W1 = 1 , W2 = 0 , W3 = 2 U = 2
0 1 1 0 1
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
2 1 2 0
. . . . . 0 2 0 2
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1 1 o 2 | Perocomo
01 1 0

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz
ampliada con la columna u.

2 1 2 01 100 02
020 2|2 010 0]2
1102271001 0]l2
01101 000 1]2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 2 1 2 0

2 0 2 0 2

9 | = 2 1 +2 1 +2 0 +2 9

1 0 1 1 0

Vo U1 v2 v3
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,v3} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + v3. O

Ejercicio 63. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P*(Z3),

B , Ps

I
N O N =N
~
I
— —_= O N O
=
I
DO = OO
I
O O NN O
::u
I
NN O N
IS
I
N = O =N

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.
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Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

Wy =

N O NN
g
iy
I
=0 N O
g
v
I
N O R OO
S
w
|
SN O NO
g
N
|
NN O O N
IS
Il
N = O =N

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
2 0 0 0 2
2 0 20
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 0 1 0 O | perocomo
1 0 2 2
1 2 0 2
S

i, vamos a reducir la matriz

N O N

g

también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectore
ampliada con la columna u.

2 0 00 2|2 1 0 0 0 02
1 2 0 2 0|1 01 0 0 0|2
2010O0/0f—=]0010 02
010 2 2|1 0 001 0|2
21 2 0 2|2 0 00 0 1|2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

2 2 0 0 0 2

1 1 2 0 2 0

Of(=2(2|+2|0|+2| 1 (+2]0|+2]|0

1 0 1 0 2 2

2 2 1 2 0 2

—_—

Vo v1 V2 v3 Vg
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vy. %

Ejercicio 64. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P3(Z3),

Py = P = Py = , Py = U =

N OO N
— o N
e )

O = NN O
N = =

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P>(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

, W3 =

O~ N O
N ==
—_ == N



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;

son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz pero como

O O N
—HoNR~®

1

1

1
2 2
también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos
ampliada con la columna u.

Y oo

reducir la matriz

N OO N
— O N =
O = N O
N = =
— == N
OO O =
OO = O
o = O O
—_= O O O
NN DN

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

2 2 1 0 1

1 0 2 2 1

1 =2 0 +2 0 +2 1 +2 1

1 2 1 0 2

—_——— —— —

vo V1 V2 v3
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vgp, -+ ,v3} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + v3. o

Ejercicio 65. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P°(Z3),

7P4

O == OO N
[ = Ll )
N = OO N
NDNO OO
L\J»—lolwp—»—n
SO~ DN OO
N = OO ==

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

2 0 1 1 1 0 1
0 2 2 0 1 0 1
wo = 0 wy = 2 W = 0 ws = 0 wy = 2 ws — 2 " — 0
1| 1|’ 0|’ 0|’ 0\’ 1’ 0
1 1 1 2 1 2 1
0 1 2 2 2 0 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
2 0 1 1 10
02 2 01 0
. . . . . 02 00 2 2
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1100 0 1 |pero
111 2 1 2
01 2 2 20
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como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna wu.

20111 0]1 1 0 0 0 0 0}2
02201 0]1 01 000 0]2
0200 2 2|0 . 0 01 0 0 0]2
110 0 0 10 0001 0 0]2
111 2 1 2|1 00 00102
01 2 2 2 0]2 0 00 00 1|2

—~

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha

quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 2 0 1 1 1 0

1 0 2 2 0 1 0

0 0 2 0 0 2 2

0l = 2 1 +2 1 +2 0 +2 0 +2 0 +2 1

1 1 1 1 2 1 2

2 0 1 2 2 2 0

—— Y—— Y= Y= Y=

Vo v1 Vo v3 Vg Vs
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg,---,vs5} son una base
normalizada ya que u = vg + - -+ + vs. O

Ejercicio 66. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P*(Z3),

2 2 1 1 2 1
1 2 0 1 1 1
P=loll,pn=]lo|,=|0|.s=|2|.Pi=11|,u=]o0
2 0 1 2 0 1
1 1 1 0 1 2

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P*(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

2 2 1 1 2 1
1 2 0 1 1 1
wo=| 0 |,wy=1] 0 |,wo=1|0 |,wg=1| 2 [,wg=1|1 |,u=1|0
2 0 1 2 0 1
1 1 1 0 1 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w; son
2 2 1 1 2
1 2 0 1 1
linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz | 0 0 0 2 1 | pero como
2 01 20
111 0 1
también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la matriz

ampliada con la columna u.

2 211 2|1 1 0 0 0 0|2
1 2 01 1|1 01 0 0 0|2
000 21|0(—=[0010 02
2 01 2 01 0 00 1 0|2
111 0 1|2 0 00 0 1|2
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Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
quedado la matriz identidad), ademds también nos dice que

1 2 2 1 1 2

1 1 2 0 1 1

O(=2[01|+2|0(+2]0|+2] 2 |+2]1

1 2 0 1 2 0

2 1 1 1 0 1

—_ Y Y

vo V1 Vo V3 Vg
Esto nos permite definir los v; como multiplos no nulos de los w; con lo que {vg, - ,v4} son una base
normalizada ya que u = vg + - - - + vy. O

Ejercicio 67. Consideremos los siguientes puntos en el espacio proyectivo P°(Z3),

Jas
[

3P4

— N = =N O
N == O =N
_— 0 O O NN
N = OO N
N ON— ==
N = OO O
OIS RS )

Demostrar que forman un sistema de referencia proyectivo de P°(Z3). Calcula una base normalizada para
este sistema de referencia.

Solucion: Vamos a tomar como representantes para estos puntos los siguientes vectores

0 2 2 1 1 1 2
2 1 2 2 1 0 1
wo — 1 v — 0 wo — 0 we — 0 wr — 1 we — 0 " — 1
0 1 , W1 1 s W2 0 , W3 0 , W4 2 s W5 0 ) )
2 1 0 1 0 1 1
1 2 1 2 2 2 2
Para que los puntos P; sean linealmente independientes y generadores, tenemos que comprobar si los w;
0 2 2 1 1 1
2 1 2 2 10
. . . . . 10 0010
son linealmente independientes y generadores. Para ello reduciremos la matriz 1100 2 0] Ppero
21 0101
1 2 1 2 2 2

como también queremos poner el vector u como combinacién lineal de los vectores w;, vamos a reducir la
matriz ampliada con la columna wu.

0 2 2 11 1|2 10 0 0 0 0]2
21 2 2 1 0|1 01 00 0 0|2
1 00 0 1 0f1 _ 001 0 0 0]2
110 0 2 02 00010 0]2
21 010 11 000 01 0]2
1 21 2 2 2|2 00 0 0 O0 1]2

Esto prueba que los puntos P; son linealmente independientes y generadores (en la parte izquierda nos ha
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2 0 2 2 1 1 1

1 2 1 2 2 1 0

1 1 0 0 0 1 0

9 | = 2 1 +2 1 +2 0 +2 0 +2 9 +2 0

1 2 1 0 1 0 1

2 1 2 1 2 2 2

—— Y—— Y= — Y= Y=

) v Vo v3 V4 V5
Esto nos permite definir los v; como miltiplos no nulos de los w; con lo que {vgp, - ,v5} son una base
normalizada ya que u = vy + - - - + vs5. O

Ejercicio 68. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

-2 4 -3

1 -1 1

R=| -1 2 =5

-1 2 -3

-2 2 =5
-8
3

Determina si el punto P = —11 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas

-7
—12

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

-2 4 -3| -8 1 -2 3 4 1 -2 % 4
1 -1 1 306, 1 -1 1 30, 0 1 —3| -1
-1 2 -5|-11 2 -1 2 —5|-11 | Y1 1 2 —5|-11
-1 2 -3| -7 -1 2 -3| -7 -1 2 =3| -7
-2 2 —5|-12 -2 2 5|12 -2 2 -5|-12
1 -2 % 4 1 -2 % 4 1 -2 % 4
. 0 1 -3 -1, 0 1 -3 -1, 0 1 -3 -1
R (R (R o I e S O (R 3| T @AY 100 3|7
-1 2 3| -7 0 0 —5| -3 0 0 —5|-3
-2 2 5| -12 -2 2 5| -12 0 -2 —2|—4
(1 0 % 2 10 % 2 10 % 2
0 1 —I|-1 01 -1l-1]g 01 —1]-1
E E _2 2
LB | g 0 —% 7| TEB® o o —Z 7| =00 1] 2
0 0 —35|-3 00 —5/|-3 00 —3|-3
0 -2 2|4 0 0 —-3|-6 00 —3|-6
(1.0 0] 1 10 0] 1 10 0] 1
01 —1]-1 01 0| 0 01 0| 0
Eq 1 2 E i1 E 3
P3P0 0 1] 2| B¥ o0 1) 2| ™Y 00 1| 2
00 —3|-3 00 —-3|-3 00 0] 0
|0 0 —3|-6 00 -3|-6 0 0 —-3|-6




Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo

Clase: 60 min.

E@y+33
(5)+3(3)

OO O O
OO o+ O
OO = OO
OO N O

Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P =

definidas salvo multiplos no nulos.

-8
3
—11
-7
—12

. Estas coordenadas estan

2 g

O

Ejercicio 69. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

0 1 5

HEEE

0 -1 —4
—14
Determina si el punto P = 7_14
12

en el sistema de referencia R.

Solucion:
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

0 1 5| —14 0 1 5| —14
-1 -1 0 -3 E(L'H)(l) —1 0 5| —17
1 2 6| —14 1 2 6| —14
0 -1 -4 12 0 -1 -4 12
0 1 5| —14 0 1 5| —14
E(ﬂ(l) -1 0 51 —17 E1>(2) 1 0 -5 17
1 0 —4 14 1 0 —4 14
0 0 1 -2 0 0 1 -2
0 1 0 1 01 0 1
Eay—s(3) 1 0 -5 17 E(2)15(3) 1 0 O 2
— oo 1]-3 00 1]-3
0 0 1| -2 0 0 1|-2
1 0 0 2
E(L»i) 0 1 0 1
0 0 1|-3
0 0 O 1

Ey—201)
-—

E
(3)—1(2
=

Eay—1s)
—

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas

Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la

0 1 5| —14
-1 0 5| —17
1 0 —4 14
0 -1 —4 12
0 1 5| —14
y | 1 0 =5 17
0 0 1| -3
0 0 1| -2
01 0 1
1 00 2
0 0 1|-3
0 0 0 1

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene

solucién y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M.

¢



e D0y Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Ejercicio 70. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 0 =5
0 1 5
R= 1 1 1
0 2 8
7
Determina si el punto P = :1 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
—12

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 0 -5 7 1 0 -5 7 1 0 -5 7
0 1 5 -7 E(a)_—1)(1> 0 1 5 -7 E(s)_—1>(2) 0 1 5 -7
1 1 1] -1 0 1 6| —8 0 0 1] —1
0 2 8| —12 0 2 81 —12 0 2 8| —12
1 0 -5 7 1 0 0 2 1 0 0 2
E4)—2(2) 0 1 5| =7 | Eay+s3) 0 1 51 =7 | Ex-sm) 0 1 0| -2
— loo 1|1 7 oo 1|-1| 7 oo 1|-1
0 0 -2 2 0 0 -2 2 0 0 -2 2
1 0 0 2
B2 | 0 1 0| =2
— lo o0 1]-1
0 0 O 0
o 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = . = —2 . Estas coordenadas estén
| —12 1k
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 71. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 3 6
R=| -1 -2 —4
-3 -5 -9
13
Determina si el punto P = -7 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
-13

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

13 6| 137, 1 3 6| 3], [13 613
-1 =2 4| -7 | =Y 0 1 2| 6| 01 2|6
~-3 —5 -9 | -13 -3 —5 -9 | -13 0 4 9|26



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
5 L0051, L 00|51, 1 0 0]-5
P01 2] 6| P o1 2] 6| 101 0] 2
0 4 91 26 0 0 1 2 0 0 1 2
13 -5
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = =71 = 2 . Estas coordenadas estan
—13 2 |z
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 72. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

2 1 4
-3 4 9
R= -1 -2 -6
-5 2 3
27
Determina si el punto P = _;g estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
-19

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 1 4] 27 1 1 2] Z 1 1 2] Z
E 2 2 17 15
-3 4 9 17 %_(;) -3 4 9 17 E(z)_+3>(1) 0 5 15 =
-1 -2 —-6|-29 -1 -2 —6|-29 -1 -2 —-6|-29
-5 2 31 -—19 -5 2 3| -—19 -5 2 3| -—19
1 1 ) 27 1 1 9 27 1 1 2 27
2
E3)y+1(1) 0 ﬁ 15 i E)+5(1) 0 ﬁ 15 ﬁ E%(z’) 0 1 30 ﬁ
— 3 31 3 31 — 3 U Y
) 2 3| —19 0 5 13 5 0 5 13 5
M1 0o = 91 1 0 <& 91 1 0 2| 9
By [0 1 20| bl B0 |0 1 B ad |5 g0 | g 1 8] ald
— 0o -3 _1}1 _]Bi — 0 0 E lé — 0 0 Lll 1@
o § o3| & 0 9 13| ¥ 00 S|
L 2 2 2 2 11 11
(10 ﬁ i—; 10 0] 7 1 0 o 7
Eug | 0 1 V[ | Fo-ze@ |0 1 30118 | Fo2e | 0 1 0] 5
— —
0 0 1 2 0 0 1 2 00 1| 2
8 16 8 16 8 | 16
L0 0 5| &1 00 3| 11 00 7|1
1 0 07
E<4>—_%>1<3) 01 05
0 0 1]2
0 0 0|0
o
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = _99 = 5 . Estas coordenadas estan
2
~19 R

definidas salvo multiplos no nulos. ) O



Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Algebra y Matematica Discreta

Espacio Proyectivo

Tiempo Estimado
Previo: 60 min.

Clase:

60 min.

Ejercicio 73.
proyectivo dado por la matriz

NNNO O -

-1
2
—4
2
0

Determina si el punto P =

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas
1 -3 —-1]-1 1 -3 —1] -1 1
0 1 1 2 0 1 1 2 0
Ey—201) Esy—201)
0 -3 —-2|—-4 -— 0 -3 —-2|-4 — 0
2 —6 0 2 0 0 2 4 0
2 -5 -1 0 2 -5 -1 0 | 0
1 2 5 1 0 2|5
0 1 1 2 01 1|2
E(Mm 0 -3 —92| 4 E(m@) 00 112 E(%) 1(2)
0 2 4 0 0 2|4
0 1 1 2 01 1|2
1 0 01 1 0 01 1
01 1|2 0 1 0/0 0
E<L—z><a> 00 112 E<2> @ g 0 19 E<4> 2@ |
0 0 2|4 0 0 2|4 0
0 0 010 0 0 00O 0
-1
2 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = —4 = 0
2 2
0

definidas salvo multiplos no nulos.

Ejercicio 74.
proyectivo dado por la matriz

1

0

R= 1

-1
29
. ) —14
Determina si el punto P = 53
—59

en el sistema de referencia R.

Sea M la variedad proyectiva definida sobre

-2
1
—4
)

-1
1
-2
0
-1

—4

2

-7

7

3

-1

4

-2

-3
1
-3
0
1

OO OO

OO OO

-1

-2

OO O+ O

OO = OO

Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

-1
1 2
—4
2 4
1 2
215
112
112
214
00
1
0
2
0
0

. Estas coordenadas estan

O

el cuerpo R que tiene el sistema de referencia

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas




Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

F

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 -2 —4 3 29 1 -2 —4 3 29 1 -2 —4 3 29
0 1 2 —-1|-14 E(:L—l}(l) 0 1 2 —-1|-14 E(@j}(l) 0 1 2 —1|-14
1 -4 -7 4 53 0o -2 -3 1 24 0 -2 -3 1 24
-1 5 7 —21|-59 -1 5 7 —2| -59 0 3 3 1| -30
1 0 0 1 1 1 0 O 1 1 1 0 0 1 1
E<LH><2) 0 1 2 —-1|-14 E(a)j(z) 01 2 1| -14 E(4) 3(2) 0 1 2 —-1|-14
0o -2 -3 1 24 00 1 -1 —4 0 0 1 -1 —4
0 3 3 1] -30 0 3 3 1] -30 0 0 -3 4 12
1 0 0 1 1 1 0 O 1 1 1 0 0 0 1
E(2)_—2><3) 0 1 0 1| -6 E(4>_+3>(3) 0 1 0 1| -6 E(l) | 0 10 1]—-6
0 0 1 —-1| -4 0 01 —-1]—-4 00 1 —-1|-4
0 0 -3 41 12 0 0 O 1 0 0 0 O 1 0
1 0 0 0 1 1 0 0 O 1
E2)_1(4) 01 0 0] =6 | Esy+10 01 0 0| -6
001 1|4 7 |00 1 0]|-4
0 0 O 1 0 0 0 0 1 0
29 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = _éé i . Estas coordenadas estan
—59 0

definidas salvo multiplos no nulos.

Ejercicio 75. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 -2 1
-4 9 6
k= 0 3 7
5 -9 0
-3
Determina st el punto P = ;; estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
10

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 =2 —-11]-37 1 -2 —-1|-3 1 2 —-1|-3
—4 9 6| 21 E(2):1>(1) 0 1 2 9 E(4)_—5>(1) 0 1 2 9
0 3 7 32 0 7| 32 0 3 7| 32
5 =9 0] 10 i 5 —9 0] 10 0 1 51 25
1 0 3|15 1 0 3|15 1 0 3|15
E(Lw)(z) 0 1 2 9 E(z)_73>(2) 0 1 2 9 E(4)_4>(2) 0 1 2 9
0 3 7|32 0 0 1| 5 0 0 1| 5
0 1 5125 01 5125 0 0 3|16




e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
n Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
1 0 0] O 1 00 0 1 00
E(E}(S) 0 1 2 9 E(E}(s) 01 0]-1 E(zﬁ;(s) 01 0f-1
0 0 1|5 0 0 1 5 0 0 1 5
0 0 3|16 0 0 3| 16 0 0 0 1

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucién y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M. %

Ejercicio 76. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz
-1 0 0 -5
-1 1 -1 3
R=| -1 0 -1 0
3 -3 3 -8
-2 0 -2 4

Determina st el punto P = 3 || estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

-1 0 0 5] -6 1 0 0 5 6 [ 1 0 0 5 6
-1 1 -1 3 2 Eoio —1 1 -1 3 2 Eisy i, 0 1 -1 8 8
-1 0 -1 0 3 — -1 0 -1 0 3 - -1 0 -1 0 3
3 -3 3 —8| -5 3 -3 3 8| -5 3 -3 3 8| -5
-2 0 -2 4| 10 | -2 0 -2 41 10 | -2 0 -2 41 10
1 0 0 5| 6 1 0 0 5 6 ] 1 0 0 5
E@y+1) 0 L -1 8 8 Euy-30) 0 L -1 8 8 Eiyr200) 0 L -1 8
- 0 0 -1 5 9 — 0 0 —1 5 9 — 0 0 —1 5
3 -3 3 —8|-5 0 -3 3 —23|-23 0 -3 3 -23
-2 0 -2 41 10 —2 0 -2 4 10 ] 0 0 -2 14
1 0 0 5] 6 1 0 0 5 6 1 0 0 5 6
ooy eom 01 -1 8| 8 o 01 -1 8 8 Biayeris) 0 1 0 3| -1
— 0 0 -1 5|9 — 0 0 1 -5| -9 — 00 1 -5]-9
0 0 0 1] 1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 1
0 0 —2 14|22 0 0 —2 14| 22 0 0 -2 14| 22
1 00 5 6 1 00 0 1 1 00 0 1
Eoyeats) 01 0 3| -1 Eo st 01 0 3| -1 Eesr st 01 0 0| —4
= 0 01 -5|-9 - 0 01 -5 9 - 0 01 -5|-9
0 0 O 1 1 0 0O 1 1 0 0 O 1 1
0 0 O 4 4 0 0O 4 4 0 0 O 4 4
1 0 0 O 1 1 0 0 O 1
By satn 01 0 0]—-4 By ato 01 0 0]—-4
— 0 01 0|—-4 — 0 01 0|—-4
0 0 0 1 1 0 0 01 1
0 0 0 4 4 0 00O 0



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Previo: 60 min.

Clase:

Algebra y Matematica Discreta

F

60 min.

Espacio Proyectivo

—6

2|l
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 3 || = 4 . Estas coordenadas estan
-5
10 1 R

O

Ejercicio 77. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

definidas salvo multiplos no nulos.

-9 3 7 1 0

0 1 1 -3 6

R = 1 -2 -1 2 =3

-2 2 3 -3 6

5 -2 -4 0 -1
—87
-2

Determina si el punto P = 6 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas

—22
48

en el sistema de referencia R.

Solucion:

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

-9 3 7 1 0| —87
0 1 1 -3 6| -2
1 -2 -1 2 -3 6
-2 2 3 -3 6]|-22
5 -2 —4 0 —1]| 48
r 7
EEEE
E@y-101) 8 5 2 _13 g
- —3 ~9 o
-2 2 3 -3 6
5 -2 4 0 -1
1o} -F o) o
B 0 1 1 -3 6
(ﬂ(l) 0 5 2 % -3
i 18 %
O T
L0 -3 5§ -1
4 10
1 0 -4 - o
Bgegwm | 0 L 1% _22 6
LK S I R R
4 13 9
O B T
0 -5 -5 g5 -1
4 10
10 -4 1 o
Eisyrie 01 L =3 6
—3 00 ¥ -2 7
I S
0 0 g 9 2
00 2 -1 4

1
-2
5
29
32
11| Baem
—22
48
29
32
_ P
11 (D+3(2)
o —3
_38
_i
3
9
:3 E(mjm
_8
i
3
9
7| Eag
0
-1

OO O O

SO O o+ OO OO O OO

OO OO

\ |
DO QIR UT p— o=

WO O = O WERIERIOU = O

OO = = O

I I e L ]

1
-3 0
-3 6
2 -3
-3 6
0 -1
_7 _1
9 9
1 -3
_2 19
LR
9 9
—4 0
_4 _10
9 9
1 -3
_2 19
JERNY
%
9 9
_4 _10
9 9
1 -3
13 _ 26
LI
I
9 9
10
-3 2
-3 6
_9 %
I -3
1
-3 1

29
3
)
6
—22
48
29 7
01 7
6| —2
11
6] —3
-1 48 |
2 9
6| —2
-3 _%
6 -3
-1 =3 |
21 9
6| —2
7| =7
—21 0
1
-1| -1
9
)
_ 63
13
0
-1

Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebray Matematica Discreta Previo: 60 min.
ﬁ Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
10 0 —2 3| 587 10 0 -2 % %
By i 01 1 -3 6| —2 B 01 0 -1 5] 5
7100 1 -2 88T g 0 1 2 8)-&
0 0 é é -2 0 0 0 é § -2 0
00 § -3 1 -1 | 00 5 —3 1] -1
1 0 0 -2 fgl % ] 1 00 -2 § %
Bl 1 01 0 -1 ] e B2 01 0 -1 5 e
-3 00 1 -2 U B —3 0 0 1 -2 0|
0 0 O 1 -3 13 0 0 O 1 -3 13
2 4 i 1
00 § -3 1] -1 ] 0 0 O 0 —33 i3
12 | 103 _12 | 103
1 0 0 0 _%é 15, 1 00 0 E )
Ey+aca 010 -1 &3 8 | Pono 0 100 i3 I
— 0 0 1 -2 B —§ -— 00 1 -2 % —E
0 0 O 1 -3 13 0 0 O 1 -3 13
i 1 i i
0 0 O 0 —33 i3 0 0 O 0 —33 i
1z 103 _12 | 103
1 0 0 O E 7, 1 0 0 0 E 7,
By vatn 01 0O —g B E s 01 00 —g e
- 0 0 1 0 —E —§ — 0 01 0 _ﬁ —g
0 0 0 1 i 13 00 0 1 —33 13
000 0 —53 i3 0 0 0O 1 -1
1 0 0 0 0 7 1 0 0 0 0 7
0100 -] 2 0100 0 2
By 12 3 E 18 ) :
IR0 001 0 3 _g P 0 001 0 5%
000 1 —33 13 00 0 1 —33 13
00 0 O 1] -1 00 0 O 1] -1
1 0 0 O 0 7 1 0 0 0 O 7
01 0 0 0 2 01 0 0 O 2
B, 3 s By, 335
Pl 010 o0]-4| T¥Y10 010 0]-4
0001 =%| 5L 0001 0[-2
0 0 0O 1] -1 0 0 0 0 1|-1
—87 7
-2 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 6 || = —4 . Estas coordenadas estan
—22 —2
48 -1 R
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 78. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 -6 -9

2 -3 —4

R= 0 -2 -3

2 -2 —6

-2 1 4



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
n Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
-35
-14
Determina si el punto P = || —12 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
—22
14

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 -6 -9|-35 1 -6 —-9]-35 1 -6 -9|-35
2 -3 —4| -1 | 0 9 14| 56| 0 9 14| 56
0 —2 —3|—-12 | 239 0 —2 —3|-12 | Y] 0 -2 —3|-12
2 -2 —6|-22 2 -2 —6|-22 0 10 12| 48
-2 1 4| 14 -2 1 4| 14 -2 1 4| 14
1 -6 -9]-35 1 -6 -9|-35 1 0 % %
0 9 14| 56 0 1 4] 56 0 1 L&) 58
Bousm | g o gl pp |39 o o x| |Pose |y Ly 5| b
0 10 12| 48 0 10 12| 48 0 10 12| 48
0 —11 —14|-56 0 —11 —14|-56 0 —11 —14|-56
1 0 1 T 1 0 1 7 1 0 1 7
o 1 dl| o 1 | o o1 d| o
Pose | g g LU | Pae g % 9% Pere | g g 9% 9§
0 10 12| 48 0 0 —32|-1x 0 0 —3§ —%
0 —11 —14| —56 0 —11 —14| —56 00 | 2
10 % % 1 0 0 1 1 0 0 1
0o 1 1 56 1 0o 1 56 1 o 0 1 0 0
Eg - 9 9 _1 9 9 _ 14
“®10 0 1| a4 %100 1| 4| "I%loo0o 1| 4
00 -2 00 -2 0 0 —%|-1=
298 1%2 298 1?2 298 1?2
00 | iz 00 2| 2 o0 2| 2
10 0] 1 1 0 0]1
01 0] 0 01 01/0
E 32 Es_ﬁ.
TE® o0 1| 4| 3% 00 14
00 0] 0 00 00
28 112
00 2|12 00 00
-35
14 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = —12 = 0 . Estas coordenadas estan
—22 4,
14
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 79. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

-2 -8 —6

0 1 3

R=| -1 -1 1
0 0 -3

1 2 -1



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
n Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
48
-15
Determina si el punto P = 4 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
15
-3

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

-2 -8 —6| 48 1 4 3|-24 1 4 3|-24
0 1 3|-15|p,, 0 1 3|-15| 01 3|-15
1 -1 1| a4 =P o1o1 1] oa|TeH o 3 4] -2
0 0 -3| 15 0 0 -3| 15 00 —3| 15
1 2 —-1| -3 1 2 —-1| -3 1 2 —-1| -3
1 4 3|-2 1 0 -9 36 1 0 -9 36
. 0 1 3|-15]| 0 1 3|-15]| 0 1 3|-15
@9 3 4]-20| P10 3 4]-20| 23® 10 0 -5| 25
0 0 -3| 15 0 0 —-3| 15 0 0 -3| 15
0 —2 —4| 21 0 -2 —4| 21 0 -2 —4| 21
1 0 -9 36 (1 0 -9 36 10 0| -9
N 01 3|-15|p,, |01 3|-15 oot 01 3|-15
DE® 10 0 —5] 25 00 1| =5 8B loo0o 1| -5
00 —-3| 15 00 —-3| 15 0 0 —-3| 15
00 2| -9 00 2| -9 | 00 2] -9
1 0 0]-9 1 0 0]-9] (1 0 0] -9
E2)—3(3) 01 0 0 Ey+3(3) 0 10 0 E(5)-2(3) 0 10 0
273 00 1|-5 o 00 1|-5 -2 00 1|-5
0 0 —-3| 15 00 0] 0 00 0 0
00 2|-9 00 2|-9 | |00 0| 1
1 0 0]-9
01 0| 0
Pavl g 0 1]-5
00 0] 1
00 0| 0

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucién y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M. O

Ejercicio 80. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 -1 1 -3 2

1 0 1 -2 8

R= 0 01 -3 2
-1 11 -2 3

2 -3 2 -5 1
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N estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas

-8
-9
-9
-10
—16

|

en el sistema de referencia R.

Determina si el punto P

P y para ello , tomamos la

Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX

Solucion:

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas
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Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebray Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
1 0 0 0 O 5 1 0 0 0 O 5
5 01 0 0 O 4 = ) 01 0 0 O 4
D300 010 0[-4] 2310010 0[-4
00 0 1 1 0 0 0 01O 1
00 0 0 1]-1 00 0 0 1]-1]
-8 5
-9 4
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = -9 || = —4 . Estas coordenadas estén
—10 1
—16 -1 R

O

Ejercicio 81. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

definidas salvo multiplos no nulos.

-2 1 4
R= 0 1 3
1 -1 —4
—14
Determina si el punto P = -9 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
13

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

-2 1 4| -14 | g 1 -1 -2 7 1 -1 -2 7
-3 2 Eg)-1(1) 2
0 1 31 -9 — 0 1 3|1 -9 — 0 1 31 -9
1 -1 —4| 13 1 -1 —4| 13 0 -1 2| 6
1 0 L1 3 1 0 1] 2 10 1] 3
Ey1 2 2 Egy1 2 2 E_ 2 2
Pl o1 3[-9 | TP lor 39| =Y 01 3|-9
1 1 3
0 —5 =2 6 00 —3 5 0 0 1]-3
10 0] 1 1 0 0] 17
Byl Eoy_
(UL%@) 0 1 3| —9 @=@ | 0 1 0
0 0 1|-3 00 1|-3]
—14 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = -9 | = 0 . Estas coordenadas estan
13 -3
R

O

Ejercicio 82. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

definidas salvo multiplos no nulos.

-3 4 0 -3 4

-3 7 0 6 —6

R = 2 =3 1 2 =7
1 1 -1 8 —4

-4 6 0 -2 3



60 min.
60 min

Tiempo Estimado
Previo:
Clase

Grado en Ingenieria Informatica
Algebra y Matematica Discreta
Espacio Proyectivo
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N estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas

1
—13
—15

4

—2

|

en el sistema de referencia R.

Determina si el punto P

P y para ello , tomamos la

Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX

Solucion:

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas
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3 4
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e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebray Matematica Discreta Previo: 60 min.
ﬁ Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
37 29 37 29
1 0 0 0 % | Ty 1 0 0 O % | Ty
5. 01 0 O 3 o lE 01 0 O 3 o
@AW 10 001 0 —A| AT TP g 9 1 0 40 1
0001 —% —% 0001 —-%| -2
0000 -3 -5 00 0 O 1 2
1 0 0 O 0 5 1 0 0 0 0 5
o100 -I| -8 0100 0 2
E 37 (5 E 7
WO g g1 oo M| wh | TREO g gy g 8| a7
000 1 —3| -2 0001 —3| -2
0 0 0O 1 2 00 0 O 1 2
1 0 0 0 0 5 1 0 0 0 O 5
B, 46 5) 01 0 0 0 2 Eipyits) 01 0 0 O 2
— 00 1 0 0| =5 —3 0 01 0 0]-5
000 1 —5|-% 000 10[ 0
00 0 O 1 2 00 0 0 1 2
1 5
—13 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = —15 || = ) . Estas coordenadas estan
4 0
-2 2 g
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 83. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

01 -1 -5 -9

-1 1 -1 —4 -6

R= 50 1 -2 -7

30 0 —2 —6

0 1 0 —4 —6
—6
-13

Determina si el punto P = 33 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas

19
—6

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

01 -1 -5 —-9| -6 01 -1 -5 —-9|—-6
-1 1 -1 -4 —-6|-13 -1 0 0 1 3| -7
Eey-1m)

5 0 1 -2 -7 33 5 0 1 -2 -7 33

30 0 -2 -6 19 3 0 0 -2 -6/ 19

0 1 0 -4 —-6| —6 0 1 0 -4 —-6|—6
01 -1 -5 —-9| -6 01 -1 -5 —-9|—-6
By vt -1 0 0 1 3| -7 B 10 0 -1 -3 7
— 5 0 1 -2 -7 33 — 5 0 1 -2 -7 33
30 0 -2 -6 19 30 0 -2 -6/ 19
0 0 1 1 3 0 0 0 1 1 3 0



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
n Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
01 -1 -5 —-9|—6 [0 1 -1 -5 —-9|—6
i) o 10 0 -1 -3 7 Eor s 1 0 0 -1 -3 7
— 0 0 1 3 8| —2 -— 0 0 1 3 8| —2
3 0 0 -2 —61 19 0 0 0 1 3| -2
0 0 1 1 3 0 | 1 0 0 1 1 3 0
01 0 —2 —1|-8] [0 1 0 -2 —-1]|-8
Eayirs, 1 0 0 -1 -3 7 iy 1) 1 0 0 -1 -3 7
— 0 0 1 3 8| —2 — 0 0 1 3 8| —2
0 0 O 1 3| -2 0 0 O 1 3| -2
0 0 1 1 3 0 | 100 0 -2 =5 2
010 0 5]-12] [0 1 0 0 5]|-12
oy sais 1 0 0 -1 -3 7 Beaysrn 1 0 0 0 0 5
— 0 0 1 3 8| —2 — 0 0 1 3 8| -2
0 0 0 1 3| -2 0 0 O 1 3| -2
0 00 —2 -5 2 | |00 0 -2 =5 2
010 0 5]-12 [0 1 0 0 5|-12
i) st 1 0 0 0 0 5 sy satn 1 0 0 O 0 5
- 0 0 1 0 -1 4 — 00 1 0 -1 4
0 0O 1 3| -2 0 0 0 1 3| -2
0 00 -2 =5 2 ] 100 0 0 1| =2
01 00 0] -2 [0 1 0 0 0]-2
Eoy s 1 0 0 0 0 5 Eisyir 1 0 0 00O 5
— 0 01 0 -1 4 — 001 0O 2
0 0 01 3| -2 00 01 3|-2
0 0 00O 1] -2 ] 00 0 0 1]-2
01 0 0 0f-2 1 0 0 0O 5
Eera 1 0 0 00O 5 o 01 0 0 0f-2
-— 001 00 2 — 001 0O 2
00 010 4 000 10 4
00 0 0 1|-2 000 0 1|-2
—6 5
—13 -2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 33 || = 2 . Estas coordenadas estan
19 4
—6 -2 | 5
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 84. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

-1 0 1 3
01 -1 -6
R= 10 0 -1
1 0 -1 —4
-9
Determina si el punto P = 1?) estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
11

el sistema de referencia R.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

-1 0 1 31-9 1 0 -1 -3] 9 1 0 -1 -3 9
01 -1 -6|15 | E-xy | O 1 -1 —-6|15 | Es-1» | 0 1 -1 —-6| 15
10 0 —1| 3 = 10 0 —1| 3 — 00 1 2|-6
1 0 -1 —4| 11 1 0 -1 —4|11 1 0 -1 —4| 11
1 0 -1 -3 9 (1 0 0 -1 3 1 0 0 -1 3
E(4)*71>(1> 01 -1 -6 15 E(Lﬂ)(B) 01 -1 -6 15 E(m@) 01 0 -4 9
0 0 1 2| —6 0 0 1 2| —6 0 0 1 2| —6
0 0 0 -1 2 | | 0 0 0 -1 2 0 0 0 -1 2
1 0 0 -1 3] [1 0 0 0 1 1 0 0 O 1
E_1) 01 0 —4 9 E(1y+1(4) 01 0 —4 9 E(2)44(4) 01 0 O 1
—1oo1 20| —~ loo1 2|%| — |oo1 2|
0 0 O 1| -2 ] | 0 0 0 1] -2 00 0 1|-2
1 00 0] 17
E(?E)(4) 01 0 O 1
00 1 0|-2
00 0 1|-2|
-9 ] 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 1; = _; . Esstas coordenadas estan
11 | —2 R
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 85. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 1 —4
2 3 -8
R= -1 1 5
-2 =2 5
—15
Determina si el punto P = _il; estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
21

en el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 1 —4]-15 1 1 —4]-15 1 1 —4|-15
2 3 8| =31 E(2)_—2>(1) 0 1 0 -1 E(:LH)(I) 0 1 0 -1
-1 1 5 16 -1 1 5 16 0 2 1 1
-2 =2 5 21 -2 =2 5 21 -2 =2 5 21
1 1 —-4|-15 1 0 —4|-14 1 0 —-4|-14
E(4)_+2>(1) 0 1 -1 E<£><2) 0 1 0 -1 E(B)j@) 0 1 0 -1
0 2 1 1 0 2 1 1 0 0 1 3
0 0 — -9 0 0 -3 -9 0 0 -3 -9



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
1 0 0| -2 1 0 0] -2
E(E)(z) 0 1 0| -1 E(@j}(e,) 01 0]-1
0 0 1 3 0 0 1 3
0 0 —-3|-9 0 0 O 0
| [
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 16 1l = -1 . Estas coordenadas estdn
21 31 g
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 86. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 -1 =2
R=1| -3 4 6
3 -6 -5
3
Determina si el punto P = || —9 || estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
8

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 -1 =2 3 1 -1 —-2|3 1 -1 -2 3
3 4 6|-9 | o 1 olo |23V o 1 0] o
3 -6 -5 8 3 -6 —-5|8 0 -3 1] -1
. 10 -2 37, 10 -2 37, [1 0 0] 1
P00 1 o o B2 lo 1 o of Y101 0] 0
0 -3 1] -1 0 0 1| -1 | 0 0 1]~—1
3 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = -9 | = 0 . Estas coordenadas estan
8 -1 |5
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 87. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo R que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

-1 3 -5 —4
-2 5 -8 =5
R= -2 6 -9 -8
-3 4 -2 4
-21
Determina si el punto P = :i; estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas
—11

en el sistema de referencia R.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

F

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

-1 3 -5 —4|-21 1 -3 5 4 21 1 -3 5 4 21
-2 5 -8 5| -=-32 E_ia) -2 5 -8 -5 =32 E(2)42(1) 0 -1 2 3 10
26 o 8| 42| | -2 6 -9 s|-s.| 7 |2 6 -0 -8|-a
-3 4 =2 4| —11 -3 4 -2 4| —11 -3 4 -2 4| —11
1 -3 5 4 21 1 -3 5 4121 1 -3 5 4 21
E(3)+2(1) 0 -1 2 3 10 E(4)+3(1) 0 -1 2 3110 E_1(2) 0 1 -2 -3|-10
- o 0o 10/ ol 7 o o1 olol —lo o 1 ol o
-3 4 -2 4| -11 0 -5 13 16| 52 0 -5 13 16 52
1 0 -1 =5| =9 1 0 -1 -5 =9 1 0 0 -5 -9
E(L“')m 0 1 -2 -3 -10 E(zir;(z) 01 -2 —-3]|-10 E(%(s) 01 -2 —-3]|-10
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 -5 13 16 52 | | 0 0 3 1 2 0 0 3 1 2
1 0 0 =5] =97 1 0 0 =5 —9 1 0 0 0 1
E(ﬂ(s) 01 0 —-3|-10 E(4)_—3>(3) 01 0 -3|-10 E(l)lf;@) 01 0 -3|-10
0 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 0
0 0 3 1 2 | | 0 0 0 1 2 0 0O 1 2
1 0 0 O 1]
E(z)_+3>(4) 01 0 0| -4
0 010 0
0 0 0 1 2 |
—21 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia Res P = | 42 = 73 . Estas coordenadas estén
=11 | 2 g

definidas salvo multiplos no nulos.

Ejercicio 88. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=

I
NN N
WO = O
O N W =

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

W W W NN

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

41 112 1 4 413 1 4 413
2 0 4(2 |, 2 0 4)2|, 02 11
2 4 3|3 | 2|2 4 3|3 28Y|2 4 3|3
2 0 2|3 2 0 213 2 0 2|3
1 3 0|3 1 3 0|3 1 3 0|3



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
n Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
1 4 4|3 1 4 4|3 1 4 413
Ey+31) 0 2 171 B3 0 2 111 Ei)vam 02 1)1
— 01 0|2 — 01 0|2 — 01 02
2 0 2|3 0 2 4|2 0 2 412
1 3 0|3 1 3 0|3 0 4 1|0
1 4 413 1 0 21 (1 0 217
B3 0 1313 Ewyti2) 0 13]3 Eyrae) 0 1313
— 10 1 0]2 — 01 0|2 — 0 0 2|4
0 2 4|2 0 2 4|2 0 2 4|2
0 4 110 0 4 110 | 0 4 1|0 |
1 0 2|1 1 0 21 (1 0 2]1]
Ew+s@ 0 1313 Eiyr12) 0 1313 Es3) 0 1313
— 0 0 2|4 — 00 24| —=—=1020 1|2
0 0 3|1 0 0 3|1 0 0 3|1
0 4 110 0 0 4|3 | 0 0 4|3 ]
1 0 02 1 0 02 1 0 02
B3 0 1 3]3 E@)1203) 0 1.0]2 Eyt2e) 0 102
— 0 0 1|2 — 00 1|2 — 0 0 1]2
0 0 3|1 0 0 3|1 0 0 0]0
0 0 4|3 0 0 4|3 0 0 4|3
1 0 02
Eiy119) 0 1 012
— 00 12 ].
0 0 0|0
0 0 0|0
2
2 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 3 = 2 . Estas coordenadas estan
3 2 |z
3
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 89. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

3 4 1 2
31 01
R= 13 3 1
4 0 4 3

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

N WO NN

el sistema de referencia R.



Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo

Clase: 60 min.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

3 4 1 2|2 1 3 2 4|4

31 0 1]0 E2i>) 31 0 110

1 3 3 1|3 1 3 3 1|3

4 0 4 3|2 | 4 0 4 3|2

1 3 2 4|4 1 3 2

E(?ﬁl}(l) 0 2 4 413 E(%(l) 0 2 4
0 01 2|4 0 0 1

4 0 4 3|2 0 3 1

(1 0 1 3|2 1 0 1 3
E(1)4+2(2) 01 2 2|4 E(4)+2(2) 01 2 2
— loo 124 7 |oo 12
|10 3 1 2]1 |0 0 0 1

(1 0 0 13 [1 0 0 0
E(2)13(3) 01 0 3|1 E(1)+4(a) 01 0 3
— oo 124l 7 |oo 12
10 0 0 1]4 L0 0 0 1

1 0 0 O

E(g)j)(@ 01 0 O

0 01 0

00 0 1

Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P =

definidas salvo multiplos no nulos.

1
E(mi}u) 0
1
4
4|4
413 %
214
211
o
4 | Ewytae
4 -
4_
A
1 | Eeyte
4 A
4_
4
4
1
4
2
0 —
5|l =
2

N e S

O W N W

o O O

O OO

OO O

NG

W O = W

W =k
N W W

o= NN
NN N
— o e

NN

SO = O o O = O
=R R R R W

O, OO O NO
=N oo

. Estas coordenadas estan

O

Ejercicio 90. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

— =N
= O O N
W o W
= W N

Determina si el punto P =

i =)

el sistema de referencia R.

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

By
—

=N
= O O N
w O W
= W N
= s O
— =N
= O O Ww
WO Wk
=W N
— o e O

1
E(fz)i;m 0
1
1

= O = W

WO O =

=W e
= e O



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
1 3 4 410 1 3 4 410 1 3 4 410
E(%m 0 4 0 4|4 E(ﬂ}(l) 0 4 0 4|4 % 01 0 1]1
0 2 1 4|4 0 2 1 4|4 0 2 1 4|4
1 4 3 411 01 4 0|1 01 4 0|1
(1 0 4 1|2 [1 0 4 1]2] (1 0 4 1|2
E(1)4+2(2) 01 0 1|1 E(3)+3(2) 01 0 1|1 E(4)+4(2) 01 0 1|1
7 olo 2144l 7 loo 122 7 oo 1 2|2
|0 1 4 01 | 01 4 01 | |0 0 4 4|0 |
(1 0 0 3|4] [1 0 0 3[4] (1 0 0 03]
E@1y+1(3) 01 0 111 E4)+1(3) 01 0 11 E@1)y12(4) 01 0 111
7 loo 122 7 oo 22| 7 oo 1 2|2
|0 0 4 4|0 |00 0 1]2 ] |00 0 1|2 |
1 0 0 03 1 0 0 03
E(z)ix)@) 01 0 04 E(s)_+3>(4) 01 0 014
0 01 2|2 0 01 0|3
0 00 1|2 000 1|2
0 3
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = i = ;L . Estas coordenadas estan
1 2 |z
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 91. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

W O =
N R N
— N R

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

S Wk O

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 2 410 1 2 410 1 2 410
4 4 414 E(2)_+1>(1) 01 34 E(4)_+2>(1) 01 3|4
0 2 213 0 2 213 0 2 2|3
3 1 1|0 | 3 1 1]0 | 0 0 4]0 |
1 0 3|2 1 0 3|2 1 0 012
E1y+3(2) 01 3|4 E(3)13(2) 01 3|4 E(1)42(3) 01 34
7 loz2 23] 7 |loo1|lo|l 7 oo 1|0
0 0 410 0 0 410 0 0 4|0
1 0 02 1 0 012
E(2)42(3) 01 04| Ew+i»y | 01 04
7 loo1{o| ~ oo 1]0
0 0 410 0 0 010




Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
) 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 3 = 4 . Estas coordenadas estan
0 01 r
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 92. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=

I
W o O ==
O = =
O N~ O

Determina si el punto P = esta en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

=W N =W

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 4 413 1 4 413 1 4 413
L 1ot |, 02 1]3], 02 13
001 12 28 o 1 1]2] 2801 1]2
01 2|3 01 2|3 01 2|3
30 01 30 01 0 3 3|2
1 4 413 1 0 212 (1 0 2127
E3(2) 0 1 3)4 Ey+12) 0 1 3)4 E@3)+a(2) 0 1 34
220001 12| B2 o001 12| 210 0 3|3
01 2|3 01 2|3 01 2|3
0 3 3|2 0 3 3|2 |0 3 3|2 |
1 0 22 1 0 22 1 0 2]27
Fear oo 0 1 3[4 Feoy oo 0 1 3|4 Fate 01 3|4
DE® 0 o0 33 B2 Lo o0 3322100 1]1
0 0 4|4 0 0 4|4 0 0 4|4
0 3 3|2 0 0 40 | 0 0 4]0 |
1 0 0]0 10 0]0 1 0 0]o0
01 3|4 01 01 01 0|1
Posse | g g 11| %289 g 0 1)1 |8 |9 0 1|1
0 0 4|4 0 0 44 00 0|0
0 0 410 00 40 0 0 4|0
1 0 0]o0 (1 0 00
By reo 01 01 Eoun 01 01
2EE 0 o0 1)1 ] 2 Lo oo 11
00 00 00 01
00 01 |00 0]0

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucion y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M. O



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

F

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Ejercicio 93. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=y

|
ORI NN
SO = O w
o wo ww

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

WO N o

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 3 3|4 1 4 412 1 4 412
3.0 3|11, 3.0 3[1], 03 11]0
2 1 02292 1 02| 283Y2 1 02
4 0 30 4 0 3|0 4 0 3|0
4 4 0|3 4 4 0|3 4 4 013
1 4 412 1 4 4|2 1 4 4|2
. 03 10|, 03 1|0, 0 3 1]0
@O 1 3 2|3 2P 1o 3 23] X103 23
4 0 310 0 4 2|2 0 4 212
4 4 0|3 4 4 013 0 3 4]0
1 4 412 1 0 12 1 0 12
. 01 2/0], 01 2/0], 01 20
2200 3 2(3| ™% 10 3 2(3| 2?0 0 1|3
0 4 2|2 0 4 2|2 0 4 212
0 3 4|0 0 3 4|0 0 3 4]0
1 0 1]2] 1 0 11]2] (1 0 0]4]
o 01 20, 01 2(0, 0120
QS 1o 0 1|3 28910 0 1/3] 82100 13
0 0 42 0 0 4|2 0 0 42
| 0 3 4]0 0 0 3|0 [0 0 3|0
(1 0 047 1 0 0]4] 1 0 0]4]
- 01 0[4], 01 0[4], 0104
OBEG Vo 0 1|3 Y10 0 13 2BY10 0 13
0 0 42 00 0|0 00 0]0
|0 0 3|0 | 0 0 3|0 00 0|1
1 0 0]4
01 0|4
Pavl g 0 113
00 0|1
00 0|0

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucion y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M. O



Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo

Clase: 60 min.

Ejercicio 94. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

Determina si el punto P =

el sistema de referencia R.

wWw w = o
=N
O = W
= W W

=N W

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

0 4 3 3|1 01 2 2|4 0
1 1 4 3|3 Ezli; 1 1 4 3|3 E(z))i;)u) 1
3 2 1 4|2 3 2 1 4|2 3
3 4 0 4|4 3 4 0 4|4 3
[0 1 2 2|47 [0 1 2 2|47
E(3)43(1) 1 0 2 1|4 | Ewsin 1 0 2 1|4 | Es+22
— 30204 7 |30 20[4a|
|3 4 0 4|4 | 3 0 2 1]3 |
[0 1 2 247 [0 1 0 3|07
E1)y12(2) 1 0 2 1|4 | Eqy+ss 1 0 2 1|4 | Eg+so
— loo 122 7 loo1 22|
|0 0 1 3|1 | 00 1 3|1 |
[0 1 0 3]0 [0 1 0 03]
E(ﬂ@,) 1 0 0 2|0 E(ﬂ(@ 1 0 0 2|0 E<LH)(4)
0O 01 2|2 0 0 1 2|2
(00 0 1|4 000 14
01 0 0]3 1 0 0 O
E(;Lq-s)@) 1 0 0 02 E(;,i) 01 0 O
0 01 0|4 0 010
0 0 0 1|4 0 0 01
1 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = g = Z
4 4

definidas salvo multiplos no nulos.

=N O

o W

L 1 coorroOo OO, O WwWorRkOoO

O = NN

214

114

412

414

1 2 2|47
0 2 1|4
01 212
0 2 1|3 |
1 0 3|07
0 0 21]0
01 212
01 3|1 |
1 0 01317
0 0 0|2
01 212
00 1[4 |

. Estas coordenadas estan

O

Ejercicio 95. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

=

I
— W O
O = O W N
SO = O



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
n Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

0
0

Determina si el punto P = || 0 estda en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
0
1

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

4 2 110 1 3 4]0 1 3 4]0
1 3 0]0 Fan 1 3 0]0 Feoyeas, 0 0 110
00 1|0 — 1|00 1|0 — 0 0 10
3 4 0]0 34 0|0 34 010
1 0 01 1 0 01 1 0 01
[1 3 4|07 [1 3 4]0 ] 1 3 0]0]
Ey+2a1) 0 0 110 Esy+an 0 0 110 Byt 00 110
— 0 0 1/0 — 0 0 110 — 0 0 1]0
0 0 3|0 0 0 3|0 0 0 3|0
|10 01| 002 1|1 | 0 02 1|1 |
1 3 00 (1 3 0]0] (1 3 0]0]
Esyta2) 0 010 Byt 0 010 Es)+4(2) 0 0 1)0
— 0 0 0|0 — 0 0 0|0 - 0 0 0]0
0 0 3|0 0 0 0|0 0 0 0]0
10 2 1|1 102 11 | 0 2 0]1 |
1 3 0]0 1 0 01 1 0 01
Fote 00 110 By eats, 0 0 1]0 Fan 01 0|3
— 10 0 010 — 0 00j0] = |0O0OO0O]O0
0 0 0|0 0 0 0]0 0 0 00
01 0|3 0 1 0|3 0 0 1/0
1 0 017
Fan 01 0|3
=10 0 110
0 0 0|0
0 0 0]0 |
0
0 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 0 = 3 . Estas coordenadas estin
0 015
1
definidas salvo multiplos no nulos. ) O

Ejercicio 96. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=

Il
BN O NN
=R N O
O = Wk



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

0
1

Determina si el punto P = || 4 estda en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
3
2

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 4 410 1 2 210 1 2 210
2 0 4|1 By 2 0 411 iz o0, 01 011
4 2 314 — 4 2 314 -— 4 2 314
2 4 1|3 2 4 113 2 4 1|3
4 1 012 4 1 012 4 1 012
(1 2 2]0] 1 2 210 (1 2 210
E@yr1) 0 1 0)1 Ey+3) 0 1 0)1 Eiy+11) 0 1 0)1
— 0 4 0|4 — 0 4 0|4 -— 0 4 0|4
2 4 113 0 0 2|3 0 0 2|3
|4 1 02 41 0|2 0 3 2|2
(1 0 23] 1 0 2]37 (1 0 2]3]
Byt 0 1 0)1 Eeyr12) 0 1 0)1 Es)+2(2) 0101
— 0 4 0|4 ERAY 0 0 0|0 — 0 0 0|0
0 0 2|3 0 0 2|3 0 0 213
L0 3 2|2 | 03 2|2 | 0 0 2|4 |
1 0 2|3 1 0 0]0 1 0 0]0
B34y 0 1 0)1 Eayts@) 0 1 0)1 Es)+3(4) 0101
— 10 0 0]0 — 0 0 0|0 — 0 0 0|0
0 0 1|4 0 0 1|4 0 0 1|4
0 0 2|4 0 0 214 0 0 01
1 0 0]o0 [1 0 00
01 01 0 1 0|1
oo lg 0 1]a |20 0 14
0 0 0O 0 0 01
0 0 01 10 0 0]0

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucién y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M. O

Ejercicio 97. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

Iny

Il
= O O - N
W o= O
N W ks W W
S W N =
—_— Wk O W
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u estda en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

— AN O OO

Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX

Determina si el punto P

el sistema de referencia R.

P y para ello , tomamos la

Solucion:

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

T 1 T 1
N NOOMm NN <H O~
T 1
T e == oM FMNMO OMmMMm M A
< < em — FHANANMN FHmANNO
T M AN N A MHAN N
< < < O = — O o — O O O
PN - O ™ OO0 HOoOOoOOoOOo
L 1 L 1
—_ o o o <f ~ ~
a o
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b &
= NN O
—
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0 00 1 24
0 00 2 00

— O O

+2(4) {

10 0 3 1|0
01 0 4 24

E(l
0 01 2 3|4
000 1 24
000 2 0/0
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X
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e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
1 3
2 0
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 0 = 3 . Estas coordenadas estan
0 0
0 2 R
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 98. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

4 2 4
R=1{4 1 1
1 0 3
2
Determina si el punto P = || 2 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
0

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

4242'E 1313‘E 1 3 1]3]
41 12| 2141 1|2 Y04 2|0
1 0 3|0 | 1 0 3|0 ] 10 3|0 |
5 1 3 1|3 . 1 3 1|3 5 1 0 2|3
@Y 0 4 2(0 | 2o 1 3]0 P10 1 3]0
0 2 212 0 2 2|2 0 2 2|2
5 1 0 213 5 1 0 0|4 5 ‘ 1 0 04
AP0 1 3(0 | Y00 1 3[0] Y01 0|4
0 0 1|2 0 0 12 0 0 12
2 4
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 2 = 4 . Estas coordenadas estan
0 2 R
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 99. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

= O W o
W o W oW
B~ O = W
N = = O

Determina si el punto P = estda en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

W = N =

el sistema de referencia R.



Grado en Ingenieria Informatica

Leandro Marin

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 60 min.

F

Espacio Proyectivo

Clase: 60 min.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

0 3 3 0]1] 01 1 0]2 0 1
3 3 1 1|2 E2_>(1) 3 3 1 1|2 E(w)u) 3 0
0 4 0 4|1 0 4 0 4|1 0 4
4 3 4 2|3 | 43 4 2|3 43
0 1 1 0|2 01 1 0]2 0
E3y+1(1) 3 0 3 1|1 E)+2(1) 3 0 3 1|1 Es(2) 1
— oo 1 43| 7 Joo1 43| o0
4 3 4 2|3 4 01 212 4
[0 1 1 02 [0 1 0 1]4] i
Ey+1(2) 1 01 2|2 E(1)+4(3) 1 01 22 E(2)+4(3)
7 loo 143 " |oo14l3| 7
|0 0 2 4|4 | 0 0 2 4|4 | |
[0 1 0 147 [0 1 0 017 i
E(4)43(3) 1 0 0 3|4 E(1)1a(a) 1 0 0 3|4 E(2)12(4)
— oo 1 43| 7 oo 1 4|3
|0 0 0 13 | 00 0 1|3 | |
01 0 0]1 1 0 0 0f0O
E(m@) 1 0 0 00 E(_1,2>> 01 0 0]1
0 01 01 0 01 01
0 0 0 1]3 0 0 0 13
1 0
. . . 2 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 1 = 1
3 3

definidas salvo multiplos no nulos.

L oo o oo ro

= O W

oS oo

02

11

401

2|3 |

1 0]2
1 2|2
1 43
1 2|2
10 1]4]
00 3|4
01 4(3
0 2 4|4 |
10 0[1]
00 0[0
01 43
00 1[3 |

. Estas coordenadas estan

R

O

Ejercicio 100. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

&

Il
=R R O
N = = O
Wk O N W
O N ==

Determina si el punto P =

— N RO

el sistema de referencia R.

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

4 0 3 11 1 0 2 44 1 0
0 1 2 1|0, 01 2 10|, 0 1
4 4 0 44| 2914 4 0 4|4 2BY]1 0 4
41 4 212 4 1 4 212 4 1
4 2 3 01 4 2 3 01 4 2

W N NN

O N W
=N WO
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el sistema de referencia R.



60 min
60 min

N — O

Previo:
Clase

o N O

Tiempo Estimado

— A <#

P y para ello , tomamos la

<+ O

A~ <A

Grado en Ingenieria Informatica
Algebra y Matematica Discreta
Espacio Proyectivo

,

Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas
2
2
3

Solucion:

=
=
IS
=
o
5
£
&
L3
S

1
0 4 4 4 0|0
0 2 4 2 3|4
0 1.1 0 0|2
10 0 0 31

1 0 4 2 1|0
1

1
3
1

1
1 4 314
1

0 01 3 3|1
3

1

11
0 00 4 0|2
0 000 1]0

(1 0 4 2 11]0
010 2 2
01 0 2 2
0 0 4 1 2
0 0 4 3 4|2
0 01 3 3|1

1 0 01 44

01 0 2 2

0 0

00 0 2 2

1 0 00 3|1

01 0 2 2|1

0 01 4 3|4

0 0 O
01 0 0 00
0 01 0 4|2
0 0 0 1
1 0 0 0 O
01 0 0 010
0 01 0 02
0 0 01 03
0 0 0O 1/0
. Estas coordenadas estan

==
R
==
=

+1(3)

E@)y+3(2)

E(s)+a(2)
)

Eiy10a)

Eay+acs)

E(4

1 00 0 3]1
010 0 00
0 01 0 4|2

1
0 00 1 1|3

1
1

113

0 2 2

1 0 02

1 0 02
1 4 314

0 0 4 3 4|2

1
0 4 4 40|0

1 2 41 02
0 2 4 2 3|4
0 1
1 0 4 2 1|0
01 0 2 2
0 0 4 1 2
0 0 4 3 4|2
0 1
1 0 01 44
01 0 2 2|1
001 3 3|1
0 00 4 0|2
0 00 4 0|2
1 0 0 0 0]1
010 000
0 01 0 0|2
0 0 01
0 00010

0
0 0

E(s)+2(1)
E(4)+3(2)

(3)+1(4)
E@y1105)

E

Eay+13
] (H)+1(3)

1
0 0 0 4 0|2

1

1 2 4 1 02
1 0 2 2
0 4 4 4 0|0
0 2 4 2 3|4
32 3 3 03
1 0 4 2 110
01 0 2 2|1
00 4 1 2
0 2 4 2 3|4
11 0 0|2
01 0 2
0 0 1
1 00 0 3|1
01 0 0 0(0
0 01 4 3|4
0001 1|3
0 0 0 4 0|2
1 0 0 0 0]1
01 0 0 O0/0
0 01 0 4|2
00 01 13
0 00 O0T1T]0

0

0

1 0 4 2 110
01 0 2 2|1
0 01 4 3|4
0 0 4 3 4|2
001 3 3|1

E(5)+a(3
(5) ()|:

)

3

(

—

+2(1)
+3(4)
+2(5)

=

)
E@y+12)
4
)
)

E

E(2
E(l

Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P

definidas salvo multiplos no nulos.



Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo

Clase: 60 min.

Ejercicio 102. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

Determina si el punto P =

el sistema de referencia R.

I
O W RN
DN W N
S = N W =

=N R RO

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P =

2

O W

S o oo S oo o

2

N s W

S W o o

S o oo

= W= O

S oo ~=O

1107 1 1 3]0 1
34|, 43 3[4, 0
204 | 2911 4 24| 2891
12 3 2 12 3
04 | 01 04 0
1 3]0 11 3]0
4104, 0 4 1[4/,
3 44| 7Y8BY 10 3 44|28
2 12 0 4 212

1 04 01 04
44 1 0 44
a1 |, 01 4]1],
414 | TEBP 1o 0 2|1 | @H®
212 0 4 212
0|4 01 04

0 4|4 1 0 44

S E ] Py
0 13 00 1|3

0 1/3 00 1|3

0|2 10 0]2
04|, 0 1 04|,
103 7 28% 10 0 1]3 | @83@
113 00 00
13 00 1|3

N RN
I

definidas salvo multiplos no nulos.

1 3]0

4 114

4 214

2 112

1 0|4 ]

1 1 3]0

0 1 4|1

0 3 4|4

0 4 2|2

0 1 0|4
1 0 44
0 1 4|1
0 0 21
0 0 1|3
0 1 0|4

1 0 012

01 4|1

0 0 1|3

0 0 1|3

0 0 1|3
1 0 012
0 1 0|4
0 0 1|3
0 0 0|0
0 0 0]0

4 . Estas coordenadas estan

3 g



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Ejercicio 103. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=

I
== R NN
— s W N N
(NI SN JURIS N

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

W = = N O

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 2 410 1 1 210 1 1 210
2 2 1|2 Barn 2 2 1|2 Bayean, 0 0 2|2
4 3 3|1 | =114 3 3|1 EARY 4 3 3|1
1 4 111 1 4 1|1 1 4 1|1
4 1 2|3 4 1 2|3 4 1 2|3
1 1 2|0 1 1 2|0 1 1 2|0
By 0 0 212 Euytam 0 0 212 Eey+1) 00 2)2
— 0 4 01 — 0 4 01 — 0 4 0|1
1 4 1|1 0 3 4|1 0 3 4|1
4 1 2|3 4 1 2|3 0 2 4|3
11 2]0 (1 1 03] [1 1 03]
oo 0 0 1|1 oy sm 0 0 1(1 Bisyerm 0 0 1|1
—= 10 4 0|1 — 0 4 01 — 0 4 0|1
0 3 4|1 0 3 4|1 0 3 0|2
0 2 4|3 | 0 2 4]3 | | 0 2 4]3 |
1 1 03 (1 1 03] [1 0 0]4]
Fiorero 0 0 1|1 Fae 0 0 1(1 Bonyeats) 0 0 1|1
0 4 01| —1]1010|4 — 0 1 0|4
0 3 0|2 0 3 0|2 0 3 0|2
0 2 0|4 | 0 2 0]4 | | 0 2 0]4
1 0 0|4 1 0 014 1 0 04
Byt 00 111 Esy1a03) 0 0 111 B3 0 1 014
— 0 1 04 - 01 04| =100 1|1
0 0 0|0 0 0 0|0 0 0 0|0
0 2 0|4 0 0 0f1 0 0 0f1
1 0 0|4
Fias 01 0|4
— 0 0 1|1
0 0 01
0 0 0|0

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucion y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M. O



Leandro Marin

Grado en Ingenieria Informatica

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 60 min.

F

Espacio Proyectivo

Clase: 60 min.

Ejercicio 104. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

Determina si el punto P =

el sistema de referencia R.

S Wk NN

I
W = W NN
O W N W o
N O W W

esta en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 4 412 1 2 2|1 1
2 3 32|, |23 3|2/, 0
32 3[4 2913 2 3|4 28V 3
1 3 03 1 3 0|3 1
3 0 2|0 3 0 210 3
1 2 2|1 1 2 2|1
0 4 410 0 4 410
E(:n_+2>(1> 01 21 E<4+4<1> 01 21 E(s)_+2><1>
1 3 0|3 0 1 32
3 0 210 3 0 210
1 2 2|1 1 0 01
01 110 01 110
Byl g o1 o [Pese g o 2| | Pone
01 3|2 01 3|2
0 4 1|2 0 4 112
1 0 01 1 0 01
01 11]0 01 1]0
Baome | g o 11| Fene | g g 1)1 | Foane
0 0 2|2 0 0 22
0 4 12 0 0 2|2
1 0 01 1 0 O
0 1 04 0 1 0
Poro g g 1|1 | 721 1o o 1
0 0 010 0 0 O
0 0 212 0 0 O
2
2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 4 =
3
0

definidas salvo multiplos no nulos.

OO o
coocor S WN RN
cocoo o~ cooor

—_

N O W RN

S =0 = O

I e &)

OO OO

O Wk O

=W N N e — |

NN = O =
NN = O =

_ W= = O

NN~ OO
ORI RS N

. Estas coordenadas estan
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Ejercicio 105. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

|

1 2 0 2 0
4 3 2 30
0 2 4 40
31 4 2 1
4 2 3 3 3

R= ﬂ
u estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

N O <H O~

Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX

Determina si el punto P

el sistema de referencia R.

P y para ello , tomamos la

Solucion:

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

|
[xalla B S |
SO O =M
NO H M
OAN H H M
AN O N O AN
— O O O <
|

I

NA

B
| |
N o<t O -
SO O =M
AN O FHAN™M
O AN HH M
AN O AN AN
— O o Mm <
I — |

i

I

S
| |
N o<t O -
oo o~ M
AN <t AN
OAN H<H ™
AN M AN~ AN
— <O N <

{

f f T o o~ o< O~
MM A N O N
NOO—~HMmM OO M~ o
CoOOoOHMmM OO M
cCOoON N OO0 —HO
NOF O NON D
OCHOOO OHOOO
OHO <YM O—HOOO
COHOO OO —HOO
NONOF NO—H O
— 0000 —HOoOOoOOoO
0000 —Hoooo |, .
L L 1
5 D
D B . -
= = Hﬂ Hﬂ
+ = o) =
) —_— &3 &3
5]
Mmoo T f
EE—————— < e =T IS
[aaERSURSHR oo o —H ™M
COoOOoOHMmM NO M A
OO M NO < HO
MO N OO0 —HO
NOF O o000
oOHO0OO0OO0 O—HOOoOO
O FFMN oo
COHOO OO —HOO
NOoOXNOYF o000
— 0000 —HOoOOoOOoO
- oo oo L .
| — @
a 5 <
& *x = =
; : 1 1
& &3
T r 1
MmN H A N O f
oY FTON O HO A
OO HMmM OO HM
COoOOHM NOM—A M
NOF O NOFHAD
MO O OO0 —H®
ONFIFMN OO M
OHOO0OO O—HOOO
NOoONOF OO <
cCoHOYF OO OO
OO0 HOOOO
) . , T O 000 Hoo oo
L L
o) a
q B s 3
s s 7 1
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e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
3 3
0 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 4 = 4 . Estas coordenadas estan
0 4
1 1 R
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 106. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=

Il
F ORI
DO O B
W W

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

=N W W

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 2 1|3 1 1 3|4 1 1 3|4
2 0 3|3 B 2 0 3|3 By ot 0 3 210
0 4 2|2 — 0 4 2|2 -— 0 4 2|2
2 4 3|1 2 4 3|1 2 4 3|1
4 2 3|4 4 2 34 4 2 3|4
1 1 3|4 1 1 3|4 1 1 3|4
5 0 3 210 . 0 3 210 . 01 4|0
WHEO 0 4 202 T 2BY 10 4 212230 4 2|2
0 2 2|3 0 2 2|3 0 2 2|3
4 2 3|4 0 3 13 0 3 1|3
(1 0 4]4] (1 0 4147 (1 0 41]4]
Eaytae) 0 1 40 E@y+1(2) 0 1 4)0 Eay1a(2) 0 1410
- 0 4 2|2 -— 0 0 112 -— 0 0 1|2
0 2 23 0 2 23 0 0 4|3
|0 3 1|3 ] | 0 3 1|3 | | 0 3 1|3 |
(1 0 4]47 (1 0 0]1] [1 0 0]1]
EGy1202) 0 1 410 Byt 0 1 4)0 E)11(3) 0 10)2
- 0 0 12 AR 0 0 12 - 0 0 1|2
0 0 43 0 0 4|3 0 0 4|3
|0 0 4|3 | 0 0 4|3 0 0 4|3
1 0 01 1 0 01
LOEETE) 0 1 012 E)+1(3) 0 10)2
— 0 0 12 — 0 0 12
0 0 00 0 0 00
0 0 43 0 0 0|0



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
3
3 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 2 = 2 . Estas coordenadas estan
1 2 R
4
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 107. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

N O N O
o W N
=W N =

Determina si el punto P = esta en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

OO W

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

0 2 1|2 0 1 3|1 01 3|1
2 3 213 Esi; 2 3 213 E(2)_+2>(1) 2 0 310
0 4 3|0 0 4 3|0 0 4 3|0
2 1 4|0 | 2 1 410 2 1 4|0 |
0 1 3|1 01 3|1 01 3|1
E(S)j}(l) 2 0 3|0 E(@j}(n 2 0 3|0 E3_><2) 1 0 4]0
0 0 1(1 0 0 1(1 0 0 1|1
2 1 410 2 0 1|4 2 0 1|4
01 3|1 0 1 0|3 01 0|3
E4)+3(2) 1 0 4|0 [ Eqy+23) 1 0 4|0 | Bzt 1 0 01
— loo 11| oo 1|t 7 oo 1|1
0 0 3|4 0 0 3|4 0 0 3|4
01 0]3 [1 0 01
E(4)_+2>(3) 1 0 01 E;,g) 01 013
0 0 1(1 0 0 1|1
0 0 0f1 L0 0 01
Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucién y por lo tanto P no estd en la variedad proyectiva M. %

Ejercicio 108. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 2 2
R=|0 1 0
2 0 2
1
Determina si el punto P = || 0 estda en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
2

el sistema de referencia R.



Grado en Ingenieria Informatica Tiempo Estimado

Leandro Marin

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 2 211 . 1 2 211 . 1 0 2|1
01 o0f0 | =510 1 00| Y101 0]0
2 0 212 0 2 110 0 2 1|0
. 1 0 2|1 . 1 0 01
5Pl o0 1 00 S50 1 0/0
0 0 110 0 0 110
1 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 0 = 0 . Estas coordenadas estan
0
R
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 109. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=

I
=y
oNno =~ o
NN N O

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

el =]

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

0 0 0|0 0 0 0fO 0 0 0|0
1 1 212 1 1 212 1 1 0|0
000 117230 0 1172890 0 1]1
0 2 211 0 2 211 0 2 211
1 0 2|1 0 2 012 0 2 012
0 0 010 0 0 010 0 0 010
Ea)+1(3) 1 1010 Eay 1 1010 E2)42(4) 1 00)2
- 00 11| =100 1|1 == 0 0 1|1
0 2 0|2 01 0f1 01 0|1
0 2 02 0 2 012 0 2 0|2
0 0 010 1 0 02 1 0 02
Eesyrin 1 0 012 Eon 0 0 010 Eoo, 0 0 111
S 0 0 1(1 — 10 0 1|1 =10 0 010
01 01 01 0f1 01 01
0 0 0f0 0 0 0|0 0 0 0f0O



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
1 0 02 1 0 02
0 1 0|1 0 1 01
E E
Y10 o000 =10 o0 1)1
0 0 1|1 0 0 00
0 0 00 0 0 00
0
2 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 1 = 1 . Estas coordenadas estan
1 1
R
1
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 110. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

— = O N
_= O =N
N O N O

Determina si el punto P = esta en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

NN OO

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 2 0|0 1 1 0]0 1 1 010
01 2|0 Ezj}) 01 210 E(.‘3)—+2>(1) 01 210
1 0 012 1 0 012 0 2 0|2
1 1 2|2 1 1 2|2 1 1 2|2
1 1 0]0 1 0 11]0 1 0 1[0
E(4)_+2>(1) 01 210 E(LH}@) 01 20 E(L“)(Q) 01 2|0
0 2 0|2 0 2 0|2 0 0 2|2
0 0 2|2 0 0 2|2 0 0 2|2
1 0 1]0 1 0 012 1 0 012
Ey3) 01 210 E1y42(3) 01 2|0 E2)11(3) 01 01
oo 11| " |loo1[1]| 7 oo 1]1
0 0 2|2 0 0 2|2 0 0 2|2
1 0 02
E1)+1(3) 01 011
— lo o 11
0 0 010
8 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 9 = 1 . Estas coordenadas estan
1
9 R

definidas salvo multiplos no nulos. O



Grado en Ingenieria Informatica

Leandro Marin

Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta

Previo: 60 min.

Clase:

F

Espacio Proyectivo 60 min.

Ejercicio 111. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

110 01
1 21 2 1
R=]0 01 2 1
1 1 1 0 2
0 0 0 01

Determina si el punto P = estdi en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

O = O = =

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 1 0 0 1|1 1 1 0 0 1|1 1 1 0 0 1]1
1 2 1 2 1|1 5 01 1 2 010 5 01 1 2 0/0
001 2 1{0] @BYloo0o1 2 1/0] B[00 121]0
1 1.1 0 2|1 1 1.1 0 2|1 0 0 1 0 110
000 0 1]0 | 000 0 1]0 | 000 0 1]0 |
1 0 2 1 1|17 (1.0 0 0 2|17 (1.0 0 0 2|1
oy oo 01 1 2 0]0 oy 011200 By sacs 01 00 2|0
— 001 2 110 - 0 01 2 1|0 - 0 01 2 1]0
0 01 0 1]0 001 0 1|0 0 01 0 1|0
(0000 1]0 10000 1[0 (0000 1[0
(1 0 0 0 2|1 [1 0 0 0 2|1 (1 0 0 0 Of1]
Eitia) 01 0 0 2|0 Eesyiaco 01 0 0 2|0 Eiiacs 01 0 0 2|0
-— 0 0 1 2 110 -— 0 0 1 0 1|0 -— 0 0 1 0 1]0
0 00 1 0]0 0 00 1010 0 00 1 010
|00 0 0 1|0 L0 0 0 0 1|0 | 10 0 0 0 1|0 |
1 0 0 0 0f1 10 0 0 0]1
© 0100 0]0], ) 01 00 0]0
AR 1 o 0 10 1|0 2210010 0|0
0 0 0 1 010 0 0 0 1 01/0
000 0 1]0 0 00 0 1]0
1 1
1 0
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 0 = 0 . Estas coordenadas estan
1 0
0 0 R

definidas salvo multiplos no nulos.

O

Ejercicio 112. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

N = =N
O O NN O
NN O N
_ o = O



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
2
Determina si el punto P = (1) esta en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
0

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

2 0 2 02

1 01 01 1 01 01
1 2 0 11]0 Eﬂ)) 1 2 0 110 E(Lﬁ}(l) 02 2 1/2
1 0 2 01 1 0 2 0|1 1 0 2 01
2 0 2 1|0 | 2 0 2 110 2 0 2 1|0 |
1 01 01 1 01 01 1 01 01
E3y+2(1) 0 2 2 1|2 Ey+1(1) 0 2 2 1|2 Es(2) 01 1 2|1
— oo 1olo| 7 Joo1olo|l "]oo10]o0
2 0 2 1(0 0 0 0 1|1 0 0 0 1|1
1 0 0 01 1 0 0 01 1 0 0 01
E(Lm)w) 01 1 2|1 E(ﬁ(s) 01 0 2|1 E<L+1>(4) 01 0 02
0 01 0f0 0 01 0/0 0 01 0(0
0 0 0 1|1 0 0 0 1|1 0 0 0 1|1
[ 2 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = (1) = g . Estas coordenadas estan
| 0 1 R
definidas salvo multiplos no nulos. O

Ejercicio 113. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

1 11
R=1{2 1 2
0 1 2

Determina si el punto P = || 0 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

11 1]07, 11 1]07, 11 1]0
2 1 210 2810 2o0[0|=2%]010]0
01 2|1 | 01 2|1 | 01 2|1

B | 2O L[0T gy [L O 1[0 g [L O L]0

DE® g 1 00| 28?10 10|00 =220 1 0]0

01 2|1 00 2|1 00 1|2
Eay4209) 10 01
DE® 0 1 00 .
00 12



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado
Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.
Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
0 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia Res P = || 0 || = 0 . Estas coordenadas estan
1 2

R
definidas salvo multiplos no nulos.

Ejercicio 114. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

0 2 2
R=|1 11
0 0 1
1
Determina si el punto P = || 1 estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en
1

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

1 12
Ey1) E2)+201) ol 2
1 1)1

0 2 2|1 0 1 2 0 1
11 1}j1f— |11 1}]1| — |10
0 0 1|1 0 0 1 0 0

0

0

1

2 01 0|1 = 1 0 2
PEO 1T 0 02 2o 1.
0 0 1|1 0 0 1
1 2
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 1 = 1 . Estas coordenadas estan
1 1
R

definidas salvo multiplos no nulos.

Ejercicio 115. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

_ == O
O = DN =
N O = O

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

[N R el NV

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

0 1 0|2 01 0|2 01 0|2
1 2 1|1 E(@)(l) 1 0 110 E(3)_+2>(1) 1 0 110
1 1 01 1 1 01 1 0 02
1 0 2|2 1 0 2|2 1 0 2|2



e D0y Grado en Ingenieria Informética Tiempo Estimado

Algebra y Matematica Discreta Previo: 60 min.

Espacio Proyectivo Clase: 60 min.
0 1 0|2 0 1 0|2 0 1 0|2
E(g)j}(z) 1 0 110 E(ﬁ}(m 1 0 110 Ezﬁ)) 1 0 11]0
0 0 2|2 00 2|2 0 0 1|1
1 0 2|2 0 0 1|2 0 0 1|2
0 1 0|2 0 1 0|2 1 0 02
E(2y42(3) 1 0 0|2 E(4)42(3) 1 0 012 E(,2) 01 012
oo 1|1l oo t|1| "loo 1|1
0 0 1|2 0 0 0|1 0 0 0|1

Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene
solucién y por lo tanto P no esta en la variedad proyectiva M. O

Ejercicio 116. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia
proyectivo dado por la matriz

=y

I
=N RO O
o NN = O
NN =N
NN O N

Determina si el punto P = estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

N O NN O

el sistema de referencia R.

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la
matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

00 2 20 001 1]0 001 1]0
011 0|2 o 011 0|2 Eeay ot 01 0 2|2
1 2 2 2(2 22112 2 2|2 28Y11 2 2 2|2
2 2 2 2|0 2 2 2 210 2 2 2 2|0
101 1|2 101 1|2 101 1|2
0 0 1 1]0 [0 0 1 1]0] 0 0 1 1]07
. 010 22|, 010 2{2], 010 2|2
OO 1 92 0 02| T 2HY 11 2 002 P8P 1 20 0]2
2 2 2 210 2 2 0 01/0 2 2 0 010
|10 1 1|2 10 1 1|2 ] | 100 02|
[0 0 1 110 [0 0 1 1|0 [0 0 1 1]0]7
E@y+1(2) 0 10 212 Ewyt12) 0 10 2)2 Ewy11(3) 0 10 2)2
2201 0 0 2|1 TPl 100 2{1] TPl 1 00 21
2 2 0 01/0 2 0 0 2|2 000 1/0
|1 0 0 0|2 |10 0 0|2 |1 0 0 0|2 ]
[0 0 1 1]0] [0 0 1 0|0 ] [0 0 1 007
E(5)1+2(3) 0 10 212 Eay+209) 0 1 0212 E2)+1(4) 0 1 00)2
201 0 0 2|1 Y100 2{1] Y100 21
000 1/0 000 1/0 000 1/0
| 000 0 1|1 000 0 1|1 000 0 11 |
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Como la columna de los términos independientes es una columna pivote, concluimos que el sistema no tiene

solucién y por lo tanto P no esté en la variedad proyectiva M.

O

Ejercicio 117. Sea M la variedad proyectiva definida sobre el cuerpo Zs que tiene el sistema de referencia

proyectivo dado por la matriz

=

Il
SO ~F, N O =
e =)
OO NN

Determina si el punto P =

O~ = NN

el sistema de referencia R.

estd en M y en caso de estarlo, calcula sus coordenadas proyectivas en

Solucion: Las coordenadas de P se puede obtener resolviendo el sistema RX = P y para ello , tomamos la

matriz ampliada del sistema y reducimos por filas

10 12 10 12 1
01 2|2 |, 01 2|2, 0
21 2|1 | Y10 1 0]0 | Yo
11 0|1 11 0|1 0
01 0|0 01 00| 0
(10 1]2] (10 127
01 22 01 22

Pome g g | | Pen® g o 1|1 | Fose
01 22 00 0]0
01 0/0 01 0/0
[1 0 0]1 1 0 01
01 22 01 00

iE L BV I T I U VRS I (R
00 0]0 00 0]0
00 11| (000 1)1

coo o~ e =)

OO OO

OO N

OO O+ O OO O+ O

=T = R SN O NN

S o= OO

_ O = NN

SO = O =
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2
2 1
Por lo tanto P escrito en el sistema de referencia R es P = 1 = 0 . Estas coordenadas estan
1 1 R
0

definidas salvo multiplos no nulos. O



