PRACTICA 2. ECUACIONES LINEALES Y MATRICIALES

ESCRIBE TU NOMBRE Y GRUPO

La forma maés simple de lo que entendemos como una ecuacién es una expresion del tipo
3x =12

donde z es lo que llamamos incégnita. Lo que multiplica a la z se denomina coeficiente y la parte derecha se llamara
término independiente. Resolver una ecuacion consiste en hacer transformaciones hasta conseguir que el coeficiente
se convierta en 1 y obtengamos el valor de z. En el caso de la ecuacién anterior, lo que hacemos es multiplicar por
% los dos miembros de la ecuaciéon. Con eso tenemos

r=1lz==--3-x==--12=4.

1

3 3
Un sistema de ecuaciones lineales es una expresiéon de la forma

xl—x2—5563—5x4=6

—x1 — X2 +2r3 + w4 =1

—xT2 — 21‘3 — 33;‘4 =5

1'4:72

Esta expresién nos puede parecer muy distinta a la ecuaciéon anterior, pero podemos escribir en forma matricial
como

AX =B
donde ahora A, X y B son matrices. Concretamente
1 -1 =5 =5 1 6
-1 -1 2 1 | e - 1
A= 0 -1 -2 -3 X = T3 B= 5
0o o0 0 1 T4 -2

La forma matricial serd la preferida por nosotros a lo largo de este curso. La matriz A se llama matriz de los
coeficientes, X la matriz de incégnitas y B la matriz de términos independientes. Para representar esta
ecuacién matricial se utiliza la matriz ampliada del sistema que denotaremos [A|B] y es la formada por dos
bloques, uno con la matriz A y otro con la matriz B. En este caso

1 -1 =5 =5 6
-1 -1 2 1 1

0 -1 -2 -3 5

o 0 0 1| -2

El objetivo de la matriz ampliada del sistema es simplificar las operaciones que tenemos que hacer para resolver
la ecuacion. La idea es la misma que en la ecuacién 3z = 12, vamos a hacer operaciones en ambos miembros
de la ecuacién hasta que consigamos que lo que multiplica a X sea 1 (o en este caso la matriz identidad). Las
operaciones que podemos hacer deben ser operaciones que nos mantengan el mismo conjunto de soluciones. Dicho
de otra forma, si hacemos alguna operacién a la matriz [A|B] y obtenemos la matriz [A’|B’], las matrices X tales
que AX = B deben ser las mismas que las que hacen A’X = B’. Esto sucede por ejemplo cuando hacemos una
operacion elemental por filas E porque tal y como hemos visto en teoria eso es lo mismo que multiplicar por la
matriz elemental F y todas las matrices elementales son invertibles. Entonces AX = B si y solo si FAX = EB.
El proceso que simplifica la matriz A utilizando operaciones elementales es la reducciéon por filas. El caso més
sencillo es que ese proceso termine dejando a la izquierda la matriz identidad

[A|B] = [I|B']
porque entonces tenemos que X = IX = B’ y ha hemos resuelto la ecuacién. En este caso diremos que el sistema

es compatible determinado. Veamoslo en el primer ejemplo:
1

[A]B] =
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Ejemplo 1. Estudia y resuelve si es posible el siquiente sistema de ecuaciones sobre R :

$171E275l‘3*5l’4:6
11— 22+ 2x3+x4 =1
—1'2—2.%‘3—3374:5

1'4:—2

Solucion:
Aunque el enunciado habla de R, vamos a usar los niimeros racionales QQ para conseguir resultados exactos y
evitar decimales.

A = matrix(QQ,[[1,-1,-5,-51,[-1,-1,2,1],([0,-1,-2,-3],[0,0,0,111)
B = matrix(QQ, [[6]1,[1],[5],[-211)

AB = block_matrix([[A,B]])

R = AB.echelon_form()

La matriz ampliada del sistema es:

1 -1 -5 -5 6
-1 -1 2 1 1
0 -1 -2 -3 )
0 0 0 11-2

[A|B] =

Reducimos por filas obteniendo la matriz

1.0 0 0 0
01 0 0|-1
0 010 1
0 0 0 1|-2

Como la matriz que nos queda a la izquierda es la matriz identidad, la que nos queda a la derecha es la solucién
X que estamos buscando. Es decir,

o

—_

o lo que es lo mismo,

1'1:0, CEQZ—]., .’Egz]., 1'4:—2.
Resuelve el siguiente ejercicio siguiendo el mismo método del ejemplo anterior.

Ejercicio 1. FEstudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre el cuerpo Zs.

3rg +23 =0

T — To+3x3 +3x4 =3
3r9 —x3+3x4 =4
3x1+x9+x3+2x4 =3

Solucion:

Vamos a ver otros casos que nos pueden aparecer cuando hacemos la reduccion de la matriz ampliada el sistema.
Concretamente vamos a ver qué pasa cuando aparecen filas de ceros.
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Ejemplo 2. Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre R

21‘171‘2:8

33‘1—333:—3
$2:—5
(E1:2
173:8

Solucion:
A = matrix(QQ,([2,-1,0],[1,0,-1],[0,1,0],[1,0,0],[0,0,111)
B = matrix(QQ, [[8],[-3],[-5],[2],[811)
AB = block_matrix(1,2,[A,B])
R = copy(AB.echelon_form())
R.subdivide(3,3)

Construimos la matriz ampliada del sistema y la reducimos por filas

2 -1 0| 8 1

1 0 —1|-3 0
[AB=l0 1 o0o|-5|=]|o0

1 0 0] 2 0

0o 0 1| 8 0 0

Como la columna de términos independientes es una columna pivote, el sistema es incompatible, pero vamos
a interpretar esta matriz reducida desde el punto de vista de las operaciones con matrices.
A1 = R.subdivision(0,0)
A2 = R.subdivision(1,0)
Bl = R.subdivision(0,1)
B2 = R.subdivision(1,1)

La matriz reducida indica que buscamos las matrices X tales que

1 0 0 0
01 0 0
00 1 |X= 0
0 0 O 1
0 0 O 0
esta ecuacién se puede dividir en dos ecuaciones
1 0 0 0
oo a0 ) (00 0)x- ()
0 0 1 0

La primera ecuacién no da ningin problema, pero la segunda si porque 0 multiplicado por cualquier cosa es 0, por
lo tanto la segunda igualdad es imposible y por eso el sistema no puede tener solucién.

El sistema sera incompatible en cuanto tengamos que algo multiplicado por O tiene un valor distinto de cero,
independientemente de lo que nos digan el resto de las ecuaciones. Esto se refleja en que siempre que la parte
derecha de la matriz tiene algin pivote, entonces el sistema es incompatible como se puede ver en este ejemplo:

Ejemplo 3. Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre Zs:
0=0
T, 4 3xy + 223 =0
—r14+x2+r3=1
—x1+ 312 =3
—21+3x2 =0

Solucion:
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A = matrix(Zmod(5),[[0,0,0],[1,3,2]1,[4,1,1]1,[4,3,0]1,[4,3,0]11)
B = matrix(Zmod(5), [[0], (0], [1], [3],[011)

AB = block_matrix(1,2,[A,B])

R = AB.echelon_form()

Determinamos la matriz ampliada del sistema

0 0 00
1 3 2|0
[AB]=| 4 1 1]1
4 3 013
4 3 010
Reducimos por filas obteniendo la matriz
1 0 11]0
01 20
0 0 01
0 0 00
0 0 00

Como la columna de términos independientes es una columna pivote, el sistema es incompatible.
También podemos tener filas de ceros pero con la parte derecha igualada a 0 como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4. Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre R :
—x9 + 323 =3
r1 — 2x9 +br3 =3
1 —3r2 +9x3 =7
T, — 229+ 33 =1
21 — 3x2 + 923 =5

Solucion:
A = matrix(QQ,[[0,-1,3],[1,-2,5],[1,-3,9],[1,-2,3],[2,-3,9]11)
B = matrix(QQ, [[3],[3],[7],[1],[511)
AB = block_matrix(1,2,[A,B])
R = AB.echelon_form()

Determinamos la matriz ampliada del sistema,

0 -1 3|3
1 -2 5|3
[AB]=] 1 -3 9|7
1 -2 3|1
2 -3 9|5
Reducimos por filas obteniendo la matriz
1 0 0] -2
010 0
0 0 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

Como todas las columnas de la parte de los coeficientes resultan ser columnas pivote, el sistema es compatible
determinado. Las dos filas de ceros que tenemos debajo lo tinico que nos dicen es que

(oo 0)=(5)

lo cual no aporta nada, por eso esta matriz reducida es totalmente equivalente a



PRACTICA 2. ECUACIONES LINEALES Y MATRICIALES 5

10 0 -2
0 1.0 0
0 01 1

y por eso el sistema es compatible determinado. La solucién es

-2
X = 0
1
o lo que es lo mismo
.’E1:—2, .’EQZO, 1’3:1.

Realiza los siguientes ejercicios del mismo modo que los ejemplos mostrados.

Ejercicio 2. FEstudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre el cuerpo Zs.

3xo —x3 =4
—r1+x9 =4

3x1 + 322 + 223 =3
T1 —T3=3

—r1 — X9 +x13=2

31’1—1’2+£L’3:1

Solucion:

Ejercicio 3. Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre el cuerpo Zs. (Fijate en que
la matriz de los coeficientes es la misma que en el ejercicio anterior y puedes reutilizar la definicidn de la matriz)

3rg —x3 =1

—x1 +x2 =2

3x1 + 3x2 + 223 =4
T, —x3 =2

—x1 — X2 +x3 =2

3r1 —x9+x3=3

Solucion:

Cuando el sistema no es incompatible, pero al reducir no tenemos que todas las columnas sean pivote, tenemos
los que se denominan sistemas compatibles indeterminados. Para solucionarlos podemos anadir los pivotes
que nos faltan junto con pardmetros libres. Vedmoslo en un ejemplo.

Ejemplo 5. Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre Zz :
3x1 + 2o + 3x3 + 514 + 225 = 3
3rx3+3rs+x5=1
drs =12

Solucion:
A=matrix(Zmod(7),[[3,1,3,5,2],[0,0,3,3,1]1,[0,0,0,0,4]1])
B=column_matrix(Zmod(7), [3,1,12])

AB = block_matrix([[A,B]])
R = AB.echelon_form()
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Determinamos la matriz ampliada del sistema

31 3 5 2|3
[AIBj]= 0 0 3 3 1|1
0 00 0 4|5
Reducimos por filas obteniendo la matriz
150 3 02
0 01 1 014
0 000 1|3

En esta matriz vemos que hay tres columnas pivote y nos faltan dos pivotes.

1 5 0 3 02
0 01 1 04
0 000 1|3

P.<alpha,beta> = Zmod(7) []
M = matrix(P,5,6)

M[:3,:] =R
M[3,1] = 1
M[4,3] =1

M[3,5] = alpha

M[4,5] = beta
M.subdivide([]1,5)

MR = M.echelon_form()
X = MR.subdivision(0,1)

Anadimos los pivotes que nos faltan en la parte izquierda y ponemos parametros libres en la parte derecha de
las filas que hemos anadido.

1 5 0 3 0|2

0 01 1 0|4

0 00 O0/'1]3

01 00 0]«

0 00 1 0|p

Continuamos la reduccién con esta matriz:

1 50 3 0|2 1 0 0 0 0|2c+46+2
0 01 104 01 0 00 Q
0000 1|3 |—=]00T1TO0F00 —pB+4
01 00 0]« 000 10 B
0 00 10| 0 00 01 3

Como ya tenemos la matriz identidad en la parte izquierda, la parte derecha es la solucién que buscamos

200+ 40 + 2
(0%
X = —B+4

s
3

donde los parametros «, S son elementos cualesquiera de Z7. Como en Z7 hay 7 elementos, tenemos 7 opciones para
a y 7 para 3 lo que nos da un total de 72 = 49 soluciones.
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WO R OO WO R UTUL WOk R W WOk WHFE WO ERERNODOD WOk R WO kON
WH WO kR WHR WOUN WHFR WO WHF WWUl WHF WNW W W, FHE Wk, Wwo o
WNDNDFE WNHNITITOD WNNE R WNDNDWN WNONDNO WD NN FE O WO W
WWH MU WWHFHULW WWHERF WWHF WO WWHE Nk WWwHEFEFNDN WwH—OOo
W OOON Wk OO WHEROPRUI W OWW WhrRONKFE WO, Wk OO
WU DO WU ULk WU RN WU WO WUl NIt WUt = W Wt O =
WODH U W WOHUTUlFE WO U O WO UTWhke WOH NN WO Utk O Wootowt

Ejercicio 4. Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre R :

1 — X9+ x3+ 214 =2
1112721'3751'4:71

$2—l‘3—21‘4=0

Solucion:

En la resolucién de este tipo de ecuaciones también podemos tener parametros que dependiendo de los valores
que tengan, nos pueden dar un tipo de sistema o de otro. Veamoslo en un ejemplo:

Ejemplo 6. Estudia y resuelve cuando sea posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre R dependiendo de los
pardmetros a y b.
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r1+a2+2x3—25 =0a—0b

3x1 4+ x9 + 223 — dxs = —13
—3x1 —x3+x5=>

—3x1 + 29 — 225 = —11

—2x1 —x3+ 225 = —a

Solucion:

P.<a,b> = QQI[]

A = matrix(P,[[1,1,1,0,-2],

[3,1,2,0,-4],

[-3,0,-1,0,11,

[-3,1,0,0,-2],

[-2,0,-1,0,211)

B = matrix(P, [[a-bl, [-13],[b], [-11],[-all)
AB = block_matrix([[A,B]])

R = AB.echelon_form()

Construimos la matriz ampliada del sistema y la reducimos por filas

1 1 1 0 -2|a-0 1 0 00 1 a—2b+13
3 1 2 0 4| —-13 01 00 1 3a —4b+ 26
-3 0 -1 0 1 b |l—-]10 010 —4|-3a+5-39
-3 1 00 —2| —11 0 0 0O 0 —2b+2
-2 0 -1 0 2 —a 0 0 0O 0| —2a+0b—-13

Las dos ultimas filas de esta matriz reducida nos dicen que
00 0 0O ¥ — —2b+2
00 0 0O S\ —2a+b-13 /-

Independientemente del valor de X, 0X = 0 por lo que la tnica posibilidad para que este sistema tenga solucion es

que ( 9% ;ib_—’—lg ) = 0. Si esto no sucede el sistema es incompatible. De la igualdad —2b+2 = 0 deducimos que
b=1y de —2a 4+ b — 13 = 0 deducimos que a = —6. Si sustituimos el la matriz ampliada estos valores obtenemos

R1 = R(a=-6,b=1)
R1.subdivide(3,5)
R2 = R1[:3,:]
R2.subdivide([],5)

10 0 0 1 5
01 0 0 1 4
0 01 0 —4]-16
00 0 0 O 0
00 0 0 O 0

Las filas de ceros ya no nos dan ninguna informacién (sélo dicen 0 = 0) y si las eliminamos no cambiamos las
soluciones del sistema.

10 0 0 1 5
01 0 0 1 4
0 01 0 —4]-16

El sistema ahora tiene tres columnas pivote y nos faltan dos. Para resolverlo anadiremos estos dos pivotes que
nos faltan y en la parte derecha introduciremos dos parametros libres

Q.<alpha,beta> = QQ[]
M = matrix(Q,5,6)
M.subdivide([],5)
M[:3,:] = R2
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M[3,3] =1
M[4,4] = 1
M[3,5] = alpha
M[4,5] = beta

MR = M.echelon_form()

Reducimos la matriz y ahora obtenemos la identidad a la izquierda

100 0 1 5 10 00 0| —-B+5
0100 1| 4 01 00 0] —p+4
001 0 -4,-16 |[—] 0010 0]43—16
0 0 01 0 o 0 0010 @
0 0 0 O 1 B 0 00 01 Jé]
—B+5
-B+4
y por lo tanto ya tenemos la solucién X = | 45 — 16
@
5

Este método de resolver sistemas de ecuaciones planteandolos como ecuaciones matriciales se puede generalizar
también al caso en que la matriz de términos independientes tiene méas de una columna.

Ejemplo 7. Encuentra todas las matrices X que cumplen la ecuacion matricial AX = B sobre el cuerpo Zs siendo

1 3 0 a 4
3 3 0 3 4
A= 1 3 2 B = 0 b
2 10 2a b
3 0 3 4 a

dependiendo de los parametros a y b.

Solucion:

.<a,b> = Zmod(5) []
matrix(P,[[1,3,0],[3,3,01,[1,3,2],[2,1,01,[3,0,311)
= matrix (P, [[a,4], [3,4]1, [0,b], [2*a,b], [4,al])

AB = block_matrix([[A,B]])

R = AB.echelon_form()

Construimos la matriz ampliada del sistema y la reducimos por filas

W = 7
I

1 3 0| a 4 1 0 0|2a+4 0
3 3 0 3 4 0 1 0|3a+2 3
13 2] 00 |—-1001 2a 3b+3
21 02 b 0 0 0 0 b+2
30 3| 4 a 0 0 0[3a+2 a+b+1

Las dos ultimas filas de esta matriz reducida nos dicen que para que el sistema sea compatible se tiene que

cumplir
b+2=0 3a+2=0 a+b+1=0

De ahi deducimos que b =3 y que a = 1.
R1 =R(a=1, b = 3)
R1.subdivide(3,3)
R2 = R1[:3,:]
R2.subdivide(3,3)
X = R2.subdivision(0,1)

Sustituyendo estos valores en la matriz reducida tenemos

1 0

O OO O
O OO = O
O Ol= O
O Ol O =
S O W o
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y eso nos da la solucién X =

O = O
= o O
N O =
N WO
O =
N WO

1
y al eliminar las filas de ceros tenemos | 0
0

Ejemplo 8. Encuentra todas las matrices X que cumplen la ecuacion matricial AX = B sobre el cuerpo R siendo

-2 2 2 -2 -1 -5 5
A= 0o+ 1 1 1 B = 2 3
01 -1 2 0 -3 -2

Solucion:
A = matrix(QQ,[[-2,2,2,-2,-11,[0,1/2,1,1,1],[0,1,-1,2,0]1)
B = matrix(QQ, [[-5,5],[2,3],[-3,-2]11)
AB = block_matrix([[A,B]])
R = AB.echelon_form()

Construimos la matriz ampliada y la reducimos

-2 2 2 -2 —-1|-5 5 1003 & 25%
o%11123->0102§—§§
01 -1 2 0|-3 -2 0010 5| £ %

Para completar los pivotes que nos faltan debemos introducir dos filas con los pivotes. En la parte derecha
introduciremos parametros libres. La matriz ampliada se reduce para obtener la solucién
P.<alphal,alpha2,alpha3,alphad> = QQ[]

M = matrix(P,5,7)

M[:3,:] =R
M[3,3] =1
M[4,4] = 1

M[3,5] = alphal

M[3,6] = alpha2

M[4,5] = alpha3

M[4,6] = alpha4d

M.subdivide([],5)

MR = M.echelon_form()
= MR.subdivision(0,1)

1003 & 2 % 1 000 0]-3a;—%az+2 73a27—a4+§
010 2 % —é 3 01000 —2al—§o¢3—% —2042—70444—%
0010 3 5 5 |—=>[ 00100 —z03+ 3 —sa4+ 3
0001 0 a a 00010 o 1%
000 0 1] a3z o4 00001 o3 oy

—3a; —Hag+ 2 —3ay— tay+ %

—207 — gag — % —209 — §Oé4 + g

La solucién es X = —3a3+ 3 —3a4 + 5 | siendo ag, az, as, ay ntimeros reales cualesquiera.
(65} (65
a3 Qg

Ejercicio 5. Encuentra todas las matrices X que cumplen la ecuacion matricial AX = B sobre el cuerpo Zs siendo

4 1 2 0 2 0
4 4 1 1 3 3
A=13 4 0 B=1]4 3 2
0 4 2 3 3 4
2 0 2 4 0 2

Solucion:



Ejercicio 6.

Solucion:

Ejercicio 7.

Solucion:

Ejercicio 8.

Solucion:

Ejercicio 9.

Solucion:
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Ejercicios Adicionales

Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre Zs:
T —x2+3x4 =0
To — Ty =3
21 4+ 229 + 3 + 224 =4
201 4+ 229 + 33+ 324 = 3
211 + 229 + 3x3 =3

Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre 711
201 —x9o+ a3+ x4 =1
201+ —x4 =2
To +2x3+3x4 =0

Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre Zz:
T1+a3—24 =2
7%14’%27%34’1’4:2
To+T3— Ty =2

$1—$3—$4:2

Estudia y resuelve si es posible el siguiente sistema de ecuaciones sobre R:

—x1 —bxr3+ 26 = —1
3$1+(E27I3+ZE5:O
—2rx1+ x4 =3



