PRACTICA 6. BASES.

ESCRIBE TU NOMBRE Y GRUPO

1. BASES Y COORDENADAS

Dado un espacio vectorial V' y unos vectores B = {vy,v2, -+ ,v,}, diremos que B es una base
de V si son linealmente independientes y generan V (es decir, todo vector de V se puede poner
como combinacién lineal de los vectores de B). Habitualmente pondremos los vectores de una base
como columnas de una matriz para que utilizaremos también la letra B. Utilizando la matriz B, la
condicién de ser base es que N(B) =0y que C(B) = V. Al nimero de elementos de una base se llama
dimension de V. Todas las bases tienen el mismo niimero de elementos.

Dado un vector v € V y una base B de V, llamaremos coordenadas de v en base B a los coeficientes

T1

T1,Ta9, - , Ty, tales que v = T1v1 + Tovs + - - - + 2,0, = Bz siendo x = : . Cuando escribamos
In

v = zp significard que v tiene como coordenadas en base B los valores x1, o, - ,x, (es decir, v =

Bx = zp). Podemos calcular directamente las coordenadas de v en base B si tenemos una matriz
inversa por la izquierda de B. Si AB = I entonces © = [x = ABx = Av.

Coordenadas en una base

Sea v € V' y B base de B. Entonces v = Bx = xp. Si AB = I entonces x = [ X = ABX = Av.

1 2 1 3
2 20 4
Ejemplo 1. SeaV=C(B) conB= |0 2 1 | yv= | 2 | sobre el cuerpo Zs. Demuestra que
0 0 3 0
2 0 3 2

B es una base de V' y que el vector v estd en el espacio vectorial V. Calcula sus coordenadas en base B
resolviendo el sistema de ecuaciones y con una inversa por la izquierda de B. Comprueba que ambos
métodos dan el mismo resultado.

Solucion:

Bv = block_matrix([[B,v]])
BvR = copy(Bv.echelon_form())
BvR.subdivide(3,3)

Bl = block_matrix([[B,1]])
B1R = copy(Bl.echelon_form())
B1R.subdivide(3,3)

A = BiR.subdivision(0,1)

H = B1R.subdivision(1,1)

Para comprobar que son base de V necesitamos ver que son linealmente independientes porque el
hecho de que generan V' es inmediato por la definicién de V. Para verlo podriamos reducir la matriz B,
pero como la tenemos que reducir para resolver el sistema de ecuaciones que nos dara las coordenadas
de v, vamos a hacer directamente el calculo de las coordenadas. Tenemos que encontrar los valores x;

1
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que hacen que

1 21 3
2 20 1 4
0 2 1 o | = | 2
0 0 3 x3 0
0 3 2
y para eso ampliamos B con la columna v y reducimos

1 2 113
2 2 04
0 2 1|2 ]| —
0 0 3|0
2 0 3|2

Como a la izquierda nos queda la identidad, sabemos que las columnas de B son linealmente inde-
pendientes y por lo tanto una base de V. El sistema resulta compatible, eso prueba que v € V' y por
ultimo, la solucién del sistema son las coordenadas de v respecto de la base B, es decir

3

4 1
v=| 2 | =11

0 0],

2

Como ponemos ver, aunque v tiene 5 componentes, escrito en base B sélo tiene 3 porque este nimero
siempre coincide con el niimero de elementos de la base.

Vamos a resolver el problema usando la inversa lateral. Para ello ampliamos B con la identidad y
reducimos

1 2 11 0 0 0 0 10 0j]0 O 0 2 3
2 2 0/0 1 0 00 01 0(0 0 3 4 0
0 21/00100]—]]00T1{000 20
00 3/00 0 10 00 01 0 4 3 2
2 0 3/0 0 0 01 0 00|01 4 3 4
Llamamos A a la parte que queda a la derecha de la identidad y H a la que queda a la derecha de los

ceros. -~
00 0 2 3
A=|0 0 3 4 0 H:[é?igi]

100 0 2 0
De nuevo, como al reducir nos ha quedado la identidad en la parte de B, eso prueba que los vectores

son linealmente independientes y por lo tanto base. Para calcular las coordenadas aplicamos la férmula

3
00 0 2 3 4 1
r=Av=|0 0 3 4 0 2 | =11
00 0 20 0 0

2

y vemos que las coordenadas son las mismas que antes. Para asegurarnos usando este método de que
el vector pertenece al espacio V' podemos comprobar que cumple las ecuaciones implicitas de V' que
vienen dadas por la matriz H, es decir Hv = 0. Si hacemos el cédlculo vemos que efectivamente cumple
la condicién de pertenecer al espacio:

Hv =

O =
= O
=
w W
=N
| I
N O N =W
Il
L —|



Cuando nos dan un espacio vectorial, uno de los problemas que nos pueden plantear es encontrar
una base de dicho espacio, vamos a ver los dos casos posibles:

e Si el espacio nos lo dan en forma paramétrica, es decir V = C(B).

En este caso puede que los vectores de B sean linealmente independientes, en cuyo caso
Si no son linealmente independientes debemos reducir la matriz B para
encontrar un subconjunto linealmente independiente que genere el mismo espacio. Tomando

ya son una base.
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esos vectores de B obtendremos la base que nos piden.

Ejemplo 2. Sea V = C(B) para la matriz B =

de V.

Solucion:
BR = B.echelon_form()

Reducimos la matriz B y vemos lo siguiente:

SO N

2

Las dos primeras columnas son linealmente independientes y por lo tanto la base que bus-

camos es

e El espacio nos lo dan en forma implicita, es decir, W = N(H).

En este caso lo primero que hacemos es pasarlo a forma paramétrica y aplicar el caso anterior
al conjunto generador obtenido. Si utilizamos el método explicado en este curso, el conjunto
obtenido ya es linealmente independiente, pero no es mala idea comprobarlo para asegurarnos,
sobre todo si hemos cambiado en algo el método.

OO N NN

O N W

2

N OO N

O NN NN

0

oo o

0

OO o+ O

Ejemplo 3. Sea W = N(H) para la matriz H =

una base de W.

Solucion:

Htl = block_matrix([[H.T,1]1])

Ht1R = copy(Htl.echelon_form())

Ht1R.subdivide(2,2)
B = Ht1R.subdivision(1,1).T

Trasponemos la matriz H, la ampliamos con la identidad y la reducimos.

1 0|1 0 O
0 1/0 1 0
4 410 0 1
3 310 0 0
2 410 0 0

O = O OO

= o O o O

1

N OO N

OO ==

o

OO N NN

1
0

N O N =W

0
1

4
4

sobre Zs. Encuentra una base

3
3

2
4

o O oo

o O ol O

[N Ne e

O = Ol O

— o OO

NN W

O N W W N

sobre Zs. FEncuentra
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Lo que nos queda a la derecha de los ceros es la traspuesta de la base que buscamos. Nos
podemos asegurar de que son linealmente independientes reduciendo

1 00 100
01 0 0 10
B=|1001|—-|0 01
1 2 2 0 00
3 20 0 00

Como efectivamente son independientes la base la podemos tomar igual a

1 00

010

B=|0 01

1 2 2

3 20
1
8

N 01 0 -2 -1
Ejercicio 1. Sea V. = N(H) con H = yv = | 6 | sobre el cuerpo Q.

001 -1 -1 9
4

Encuentra una base B de V' y calcula las coordenadas de v respecto de esa base.

Solucion:

2. SUMA, INTERSECCION E INCLUSION DE ESPACIOS VECTORIALES

Dados dos espacios vectoriales U y V' contenidos en K™, se llama espacio suma U + V al conjunto
de los vectores de K™ que se pueden poner como suma de uno de U y uno de V. Para calcular la suma
de dos subespacios los pondremos en forma paramétrica U = C(B) y V = C(B’). Los vectores de
U +V son los que se pueden poner como suma de una combinacién de los de B con una combinacion de
los de B y eso es lo mismo que decir que U+V = C([B|B’]). Esto nos daré la suma de los subespacios
en forma paramétrica.

Si U y V son espacios vectoriales contenidos en K™, se llama interseccion de estos espacios UNV
al conjunto de los vectores de K™ que estan en U y en V. Para calcular la suma de dos subespacios los
pondremos en forma implicita U = N(H) y V = N(H') y los vectores de U NV serd aquellos vectores
que cumplan las ecuaciones de ambos subespacios, es decir, UNV = N <[I§I,} ) Esto nos daré la
interseccién de los subespacios en forma implicita.

Si U y V son espacios vectoriales contenidos en K™, para comprobar si el espacio U estd contenido
en el espacio V procederemos de la siguiente forma:

e Si U nos lo dan en forma paramétrica y V en forma implicita, es decir U = C(B) y V = N(H’)
entonces U estard contenido en V' si todos los generadores de U (es decir para las columnas de
B) cumplen las ecuaciones de V, esto es equivalentes a que H'B = 0.

e SI U y V nos los dan en forma paramétrica, es decir U = C(B) y V = C(B’) entonces U estard
contenido en V si al reducir la matriz [B’| B] no hay ningtn pivote en la parte de B.

Si U y V son espacios vectoriales contenidos en K", para comprobar que son iguales tenemos que
ver que U esta contenido en V' y que V esta contenido en U. Si U estd contenido en V', entonces
dim(U) < dim(V). Si tenemos el contenido y las dimensiones son iguales, entonces U = V' y no es
necesario comprobar que V' estd contenido en U.
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Ejemplo 4. Consideremos las siguientes matrices sobre el cuerpo de 5 elementos.

By

=W =N

w

=S = =N O

Wk W NN

0 1 2 1
3 3 3 3
2 3 4 0
4 Ba=134 1 4
4 1 4 4
4 0 2 1

o

N Wk = O

Y los espacios vectoriales Vi = C(B1) y Vo = C(B3). Vamos a crear una matriz por blogues en los que
los dos bloques superiores sean B1t y BY y en los bloques inferiores Bt y 0. Reduciremos por filas y
vamos a comprobar que las filas de no ceros de la parte izquierda traspuestos son una base de la suma
Vi + Vo y la parte de la derecha de los ceros también traspuestos (eliminando las filas de ceros que
pudiera haber) son una base de Vi N Vs.

M = block_matriz([[B1.T,B1.T], [B2.T,0]])
MR = M.echelon_form()

SN RO N W
O W W WwNn o
— O R WN =N
s = W W= W
(S N e L s s

Comprobar que

OO OO o

seccion.

N = N Ok Wk Ww

eleoBoBeol "

O OO OO N =W

S oo R OO

OO O OoOWwNn O N

oo~ O OO

OO O OIN =N

O = OO OO

OO OOk W W

_0 O O O o

OO OO ==

OO OO Wk W

es base de

OO O OO OO
O O O oo o+ O
OO O OO OO
OO O oo OO
OO O RO OOO

la suma y que

OO R OO0 o oo

_ O W o kO

O OO NN - BN

_—NN O = OO

O = O OO0 o oo

— O O oo o oo

SO WN W= WW
N O W W~ O
e S S e N e

es base de la inter-

Para ver que son una base de la suma, vamos a calcularla por el método explicado en clase (construir

la ampliada [B;|Bs] y reducir):

B1B2 = block_matrix([[B1,B2]1])
B1B2R = B1B2.echelon_form()

_ W =N W

w

La base de la suma serfan las 6 primeras columnas de [By]

tanto es todo el espacio. Lo mismo que nos sucede con

— =N O

4

=W = NN

3

=k D WO

4

— W W w

0

s W N

2

— o s O W

Wk = O o

2

1 0 0 0{0 0 3
01 0 0|0 0 4
001 040 0O
00 0 1,0 0 2
00 001 0 3
00 0 0|0 1 4
B
10 0 0 0 O
01 0000
001 000
0 00100
0 00010
0 000 01

—= W OO N

2], pero eso tiene dimensién 6 y por lo

que no es mas que la
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base canénica (una base de todo el espacio). Entonces ambas son bases del espacio suma que en este

caso es el espacio total.

Para calcular la interseccién con el método explicado en clase, tenemos que pasar tanto C(Bj) como
C(Bs) a implicitas. Vamos a calcular Hy y Hj tales que C(By) = N(H;) y C(Bs) = N(Hs).

Bla = block_matrix([[B1,1]1])
B2a = block_matrix([[B2,1]1])
BlaR = copy(Bla.echelon_form())
B2aR = copy(B2a.echelon_form())
BlaR.subdivide (4,4)
B2aR.subdivide (4,4)

H1 = BlaR.subdivision(1,1)

H2 = B2aR.subdivision(1,1)

H1H2 = block_matrix([[H1], [H2]])

342 011 00O0O00O0 10 0 0{0 0 1 2 3 2
2 0 2 3|01 0000 01 0 0|0 00 3 0 2
1 21 20 01 0 0 O . 001 0|0 0 2 3 2 4
31 3 4|0 0 0 1 0 O 000 1004200
1 1 4 40 0 0 0 1 0 0 00 O0|1 0 3 1 2 3
343 4/0 0 0 0 0 1 00 0 O0/0 1 2 40 3
10 31 2 3
Hi=lo 12403
12 1 0(1 0 00 00O 10 0 0[{0 0 4 1 1 2
333 00 1 0 0 0 O 01 0000140 4
340 1|0 01 0 00 . 0 01 00 0 3 0 1 2
31 4 4|0 0 0 1 0 0 o0 0 10 0 0 1 2 3
1 4 4 3{00 0010 00 0O0OI1T O1 13 3
021 2/0 0 00 01 000 0|0 1 1 0 41
1 01 1 3 3
Ho=1p9 110 41
El espacio interseccion en forma implicita seria
10 31 2 3
01 2 4 0 3
inVe=N1 195771 3 3
01 1 0 4 1

Si le aplicamos las ecuaciones implicitas de la intersecciéon que hemos obtenido a los vectores que

queremos probar que son base de la interseccién obtenemos que

0
10 3 1 2 3 1
01 2 40 3 0
1 011 3 3 3
0 1 1 0 41 0
4

0

— N O = O

0 0
0 0

0 0
0 0

Esto prueba que el espacio generado por estos dos vectores esta contenido en la interseccién. Si
demostramos por ejemplo que tienen la misma dimensiéon habriamos terminado. Los dos vectores que
nos dan son claramente independientes porque las dos columnas tienen pivotes (podriamos reducir,
pero se ve inmediatamente que ya tenemos los pivotes y sélo tendriamos que reducir con ellos hacia
abajo). Para calcular la dimensién de la interseccién volvemos a pasar a paramétricas la representacién

implicita que tenemos de la interseccién
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HiH2t = H1H2.T

H1H2ta = block_matrix([[H1H2t,1]])
H1H2taR = copy(H1H2ta.echelon_form())
HiH2taR.subdivide (4,4)

101 01 0 0 0 0O 10 0 0{4 0 0 2 4 4
010 101 0O0O0O0 01 001 00400
321 1,00 1000 00101200311
1 410/000100]| [000T1[4003°0]1
2 03 4/0 0 0 0 1 O 00 0 0/0 10 3 0 4
333 110 0 00 01 00 000 010 21

La base que nos sale al calcular las paramétricas es la que estd a la derecha de los ceros y como
vemos tiene efectivamente dos vectores (que por cierto son los mismos que tenemos en el otro caso).
Esto prueba que las dimensiones son iguales y son el mismo espacio.

Ejemplo 5. Consideremos las siguientes matrices sobre el cuerpo de 5 elementos.

4 2 3 1 30 3 2
1 4 2 4 113 3
Bi=|3 4 4 4 Bo=|13 20
1 4 2 4 113 3
41 1 3 42 3 3

Calcula una base y la dimensidn de C(By) y de C(Bsy). Demuestra que ambos subespcios son iguales.

B1R = Bl.echelon_form()

B2R = B2.echelon_form()

B1B2 = block_matrix([[B1,B2]1)
B1B2R = B1B2.echelon_form()

Para obtener las bases, reducimos las matrices By y Bs.

4 2 3 1 1 0 0 1 3 0 3 2 1 010
1 4 2 4 01 00 11 3 3 01 20
Bi=|13 4 4 4|00 1 4 Bo=|13 2 0|—=/(00 01
1 4 2 4 0 0 0O 11 3 3 00 0O
4 11 3 0 0 0O 4 2 3 3 0 0 00

De la primera matriz vemos que nos salen pivotes los tres primeros por lo tanto una base del primer
espacio seria

4 2 3
1 4 2
3 4 4
1 4 2
4 1 1

En la segunda matriz nos salen pivotes la primera, la segunda y la cuarta por lo tanto la base en este
caso es

B> = = =W
N = W= O
W O W N

Como las bases tienen 3 elementos, la dimension es 3 en ambos casos.
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Para comprobar el contenido lo podriamos hacerlo con las bases o con los conjuntos generadores,
vamos a hacerlo en este caso con los conjuntos generadores y reducimos la matriz ampliada [By|Bs].

4 2 3 113 0 3 2 10 0 1{0 0 0 4
1 4 2 41 1 3 3 01 0014110
34 4 411 3 2 0| —=]0014|0 1 2 2
14 2 4)11 1 3 3 00 0 O0j0 O0O0O
411 3|4 2 3 3 00 0 0|0 0 0 O

Esta reducciéon nos dice que todas las columnas de By se pueden generar usando las columnas de By
(nos dan sistemas compatibles), por lo tanto C(Bz) estd contenido en C'(B;) y como ambos espacios
tienen la misma dimension, deducimos que son iguales.

Ejercicio 2. Consideremos las matrices definidas sobre el cuerpo Zs

0 41303 41 2 41 2 0 40 3
H1:2422443o g |0 0330423
031010 4 4 2 4011000 3
2 3 3 3 4 4 2 3 0 4 233011

y los espacios vectoriales Wy = N(H;y) y Wo = N(Hsz). Vamos a construir una matriz por bloques que
tenga en la parte izquierda Hi y Ho una encima de otra y en la parte derecha Hy y 0. Reduzcamos
por filas y vamos a ver que las filas no nulas de la parte izquierda es la matriz que nos da la forma
implicita de la interseccion y las que estan a la derecha de los ceros nos dan la forma implicita de la
suma.

M = block_matriz([[H1,H1], [H2,0]])

MR = M.echelon_form()

04 130341]/04130341
2 4 2 2 4 430242 24430
031010 44(03 1010 44
2 333 442 3|23 33442 3
2 41204 0300000000]|
00 330423/000000T00
401 10003/0000GO0O0UO00
(00423301 1/00000°00 0|
10 000 0O0O0/02 20113 3]
01 000O0TGO0U4|0 1 1 1 3 2 4 3
001000G0T1|/02 1372141
0001 00U0?2/00T1240 42
000O0T1O0GO0Z2[002 23231
000O0O0T1U0U3/0011414 3
000O0O0OT1T1|/02 03340 2
(000 000O0O0GO|1 341341 2]

Comprobar que

1.0 00 0 0 0 0]
01 0000 0 4
001000O01
WinNWy=N 0001000 2
000O0T1O0TO0 2
000O0O0T10 3
(000000 1 1|
Wi+W,=N([1 3 413 41 2])

Solucion:
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3. MATRICES DE CAMBIO DE BASE

Supongamos que B y B’ son bases de un mismo espacio vectorial V. La matriz de cambio de base
Pp/p es una matriz que cumple que para todo vector v € V, si escribimos v en las bases B y B’ como
v = xp = &z entonces x = Pp/pz’. Esta matriz es segin la teorfa igual a AB’ siendo A cualquier
inversa por la izquierda de B. Vamos a ver una forma de calcularla directamente:

Algoritmo: Tomemos la matriz [B|B’] y la reducimos por filas, nos aparecerd una matriz del tipo

ot ]

La matriz de cambio de base Pp/p es precisamente M.

Demostracion:

Hacer operaciones elementales a una matriz ampliada es como hacerlas a las dos partes al mismo
tiempo. Supongamos que P agrupa a las operaciones elementales que hemos hecho para obtener la
reducida. Entonces tenemos que

o[
-4

Si partimos P en la parte superior y la inferior

Estas relaciones nos dicen que
AB=I1,HB=0,AB'=M,HB =0

Esto nos dice que A es una inversa por la izquierda de B y que M = AB’ = Ppg/g segun lo visto
en teorfa. También nos dice que HB = HB’ = 0 lo cual es evidente porque H son las ecuaciones
implicitas del espacio y tanto B como B’ cumplen las ecuaciones por ser bases del espacio.

Veamos cémo se hace con un ejemplo:

Ejemplo 6. Calcula la matriz de cambio de base Pg:g siendo

4 -1 2 -3 4 11

1 -1 -2 -2 2 -3

B= 2 -1 0 B=|-2 2 3
-1 0 -2 0 0 -6

0 0 1 ;3 -1 2

matrices sobre el cuerpo de los nimeros racionales.

Solucion:

BBp = block_matrix([[B,Bpl])
R = copy(BBp.echelon_form())
R.subdivide(3,3)

P = R.subdivision(0,1)

Tomamos la matriz ampliada [B, B'] y la reducimos

4 -1 2[-3 4 1 100[-1 22
1 -1 —2(-2 2 -3 010/ 0 21
2 -1 0|-2 2 3|—=|00 1] 3 -1 2
-1 0 -2 0 0 —6 00 0[] 0 00
0 0 1| 3 -1 2 000/ 0 00
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La matriz de cambio de base Pg'p =

V= O =
NN
[N R V]

Este método también nos vale para ver de forma inmediata las matrices de cambio de base con la
canoénica. Si B es una base de K™ y C es la base candnica para sacar Ppc tendriamos que reducir
la matriz [I|B] pero esta ya estd reducida, por lo tanto Pgpc = B. Para obtener Pop tendriamos
que reducir la matriz [B|I] y la que obtendriamos a la derecha es precisamente la inversa, es decir,
Pep = B~L

Ejercicio 3. Consideremos las siguientes bases de espacios vectoriales sobre Zs.

2 0 4 2 0 4 3 0 00 3 2
4 3 2 0 3 2 4 2 0 4 3 4
101 3 2 3 1 1 4 310
Bi=134 3 9 1 Ba=14 0 4 0 Bs=11 111
3 4 3 2 4 0 4 1 4 0 4 4
3 4 4 2 2 3 30 3 3 4 2

Demuestra que son bases de un mismo espacio vectorial y calcula las matrices de cambio de base
PBlea PBZBS ) PB1B3' Comprueba que

Pp,p, P, B, = Pp,B,;-

Solucion:

4. MATRICES ASOCIADAS A APLICACIONES LINEALES Y DIAGRAMAS

Las matrices de las aplicaciones lineales en diferentes bases serdan una parte clave en los préximos
temas. Para indicar que un espacio vectorial se escribe en una base concreta vamos a poner como
subindice al espacio vectorial la base con la que estamos representando los vectores. Las bases candnicas
las representaremos por la letra C' que si es necesario completaremos con un subindice indicando el
tamano. Las matrices de cambio de base no son méas que las matrices asociadas a la aplicacion lineal
identidad con las bases distintas en los espacios de entrada y de llegada. La utilizacién de los diagramas
nos permitira calcular las matrices de las aplicaciones lineales en las bases que nos interese de forma
casi automaética.

Ejemplo 7. Sea la aplicacion f: R® — R? tal que

1 2 3
M(f)=] -3 -5 -8
-1 -5 -6
Si B' y B son bases dadas por las matrices
1 1 6 -2 7 3
B=|-10 -2| yB= 1 -4 -1 |,
0 0 1 0 o0 1

Calcula Mp p(f).

Solucion:

Mf = matriX(QQ, [[1,293] > [_3:_5’_8] > [_1,_5:_6]])
Bil=matrix(QQ,[[1,1,6],[-1,0,-21,[0,0,111)
B=matrix(QQ,[[-2,7,3]1,[1,-4,-1],[0,0,111)

Consideremos el siguiente diagrama:
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Ry, 4 gy S gy W g
f

Mps(f)

Si calculamos cada una de las matrices de esas aplicaciones tenemos que

e Mcp(id) = Pcp = B™'I = B~! porque B es cuadrada y su inversa por la izquierda es su
inversa.

o Mco(f) = M(f) nos la dan.

e Mpic(id) = Pgic = I7'B’ = B’ porque la matriz asociada a la base canénica es la matriz
identidad, que es cuadrada y su inversa es ella misma.

Por lo tanto

Mpp(f) =B 'M(f)B' =

-4 =7 5 1 2 3 1 1 6 10 12 82
-1 -2 1 -3 -5 -8 -1 0 -2 | = 1 4 25
0 0 1 -1 -5 -6 0 0 1 4 -1 =2

Ejemplo 8. Sea la aplicacion f: R* — R? tal que

o= 2 02 0]

siendo B’ y B las bases dadas por las matrices

6 -4 0 3

, -1 2 -4 7 [-15
B=1"0 2 5 -1 yB_{ ]

5 =3 -1 1
Calcula M (f).

Solucion:

MB1Bf = matrix(QQ,[[-2,-6,2,0],[-3,-9,3,011)
B1=matriX(QQ, [[6,_4,0,3] ) [_1’2,_4’_7] s [Os2,_5’_7] s [5’_3’_1’1]])
B=matrix(QQ, [[-1,5],[-2,9]11)

Consideremos el siguiente diagrama:

RL gy T g i g
f

Mcc(f)

Si calculamos cada una de las matrices de esas aplicaciones tenemos que
o Mcp: (Zd) = Pop = (B/)ilf = (B/)il.
e Mp/p(f) nos la dan.
° MBc(id) = Ppc = I"'B=B.

De donde

M(f) = Mco(f) = Mpe(id) Mpp(f) Mep/(id) = B Mp(f) (B')~" =
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19 3 2 =22
-1 5 -2 -6 2 0 23 3 3 =27
-2 9 -3 -9 3 0 19 4 1 -22
-7 =2 0 8
_ —897 —104 —-130 1053
| —1587 —184 —230 1863 |°
Ejemplo 9. Sea la aplicacion f: R? — R?* tal que
-2 -8
2 9
MC2Bl(f): 1 -4
-1 -1
Calcula Mc,p,(f) siendo By y By las bases dadas por las matrices
1 1 -2 -2 1 2 -1 8
1 2 -3 —4 01 -1 0
Bi=1 1 4 1 5|¥vB=|05 4 5
-4 -1 7 9 0 5 -6 —4

Solucion:

MC2B1f = matrix(QQ,[[-2,-81,[2,9],[-1,-4],[-1,-111)
Bl:matriX(QQ: [[1’1,_2’_2] ) [1,27_3,_4] B [1’_1,1’5] s [_4,_1:7,9]])
B2-matrix(QQ, [[1,2,-1,8],[0,1,-1,0],[0,5,-4,5],[0,5,-6,-4]11)

Consideremos el siguiente diagrama:

/ id
R2 R4 R4
< Mcsg, (f) o Mg, B, (id) b
w
Mcg,(f)

Si calculamos cada una de las matrices de esas aplicaciones tenemos que

e Mcp, (f) nos la dan.
o Mp p,(id) = B{lBl porque Bs es cuadrada y su inversa por la izquierda es su inversa.

Entonces
Mc,(f) = Mg, ,(id) Mcp, (f) = By' By Mcp, (f) =

1 2 -1 8 11 -2 -2 -2 -8
01 -1 0 1 2 -3 —4 2 9|
05 -4 5 1 -1 1 5 —1 -4 |~
05 —6 —4 -4 -1 7 9 -1 -1

371 1015

504 1370

495 1344

—~110  —300

Ejercicio 4. Sea la aplicacién f : R? — R? tal que

MBlc(f){g 8 2]



PRACTICA 6. BASES.

Calcula Mp,c(f) siendo By y Bs las bases dadas por las matrices

-2 3 =5 1 1 -2
Bl = 3 -5 8 Yy BQ = 3 4 -8
0 —4 5 -5 -3 7

Para resolver el problema puedes usar el siguiente esquema de diagrama:

K M (u) R M(f) e
M (w)

Solucion:
B1 = matrix(QQ,[[-2,3,-51,[3,-5,81,[0,-4,511)
B2 = matrix(QQ,[[1,1,-2]1,[3,4,-8],[-5,-3,711)
MfB1C = matrix(QQ, [[4,0,8],[3,0,611)
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