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Introduccion

1. Presentacién

Uno de los procedimientos mas fructiferos en el estudio de los anil-
los se basa en asociar a cada anillo con identidad R, su categoria de
modulos por la derecha unitarios Mod-R, y relacionar propiedades “in-
trinsecas” del anillo R con propiedades de dicha categoria. De este mo-
do, es posible caracterizar muchas de las clases de anillos mas clasicas
y mas importantes, como, por citar sélo algunos ejemplos, los anillos
semisimples (todo médulo es proyectivo), los anillos noetherianos por
la derecha (toda suma directa de inyectivos es inyectiva), los anillos
artinianos por la derecha (todo inyectivo es una directa de envolturas
inyectivas de mddulos simples), los anillos regulares (todo médulo es
plano): puede verse una lista mas completa de ejemplos en [6, pp.
183-186].

El estudio de los anillos asociativos generales (no necesariamente
con identidad) no ha tenido, en cambio, un desarrollo paralelo. Hay una
primera dificultad, de caracter basico, que ha impedido este desarrollo:
no esta claro como hacer una eleccion “candnica” y eficiente de una
categoria de modulos que se pudiese asociar al anillo asociativo R y que
permitiese “reflejar” ;| mediante propiedades categoricas, las del anillo
R. Esto no quiere decir que no haya habido intentos en esta direccién;
de hecho, podemos clasificar dichos intentos en dos grandes grupos:

(1). Se ha observado, en ocasiones, que es posible “aproximar” un
anillo con uno al anillo asociativo R. La més conocida de estas “aprox-
imaciones” es la construccién de la extension de Dorroh del anillo R,
que denotaremos ZR. Como es sabido, el conjunto subyacente de R
es precisamente el producto Z x R con la suma usual y el producto
definido por

(n,r)(m,s) = (nm,rs + mr + ns)

De este modo, 2R resulta ser un anillo con identidad (1z,0), de mo-
do que R se identifica con un ideal bildtero de ZR. La bondad de esta
“aproximacién” debe juzgarse como la medida en que las propiedades
del anillo R se vean reflejadas en las propiedades de ZR. Puesto que
ZXR es un anillo con uno, sus propiedades, a su vez, se corresponderan
con las de la categoria de médulos Mod-?*R. En este sentido, es digno
de ser destacado el siguiente resultado, por otra parte bien conocido
(véase, por ejemplo, [6]):
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TEOREMA 0.1. Sea R un anillo, y sea R su extension de Dorroh.
La categoria MOD-R formada por todos los R-mddulos por la derecha es
equivalente a la categoria Mod-?R formada por todos los R-mddulos
por la derecha unitarios.

A la luz de este resultado, es claro que la “aproximacién” de R
mediante su extensién ”R equivale a la eleccién, como categoria es-
cogida para asociar al anillo R con el fin de estudiar sus propiedades,
de la categoria MOD-R de todos los R-mdédulos por la derecha. Mien-
tras que esta eleccion es excelente en un sentido (porque la categoria
que asociamos a R tiene muy buenas propiedades, ya que es una cat-
egorfa de médulos unitarios para un anillo con identidad), queda por
ver si es “adecuada” , en el sentido de que las propiedades de R cor-
respondan de manera fiel a propiedades de MOD-R. Si ésto fuera asi,
entonces el estudio de anillos sin uno podria reducirse efectivamente al
de anillos con uno. Sin embargo, algunos problemas dependientes de
esta eleccién muestran que MOD-R puede no ser una buena categoria
para estudiar las propiedades de R (de hecho, si R es un anillo con
uno, no es MOD-R la categoria que elegimos para estudiar el compor-
tamiento del anillo R, sino la més pequena Mod-R). Los problemas
son debidos, naturalmente, a que las propiedades de R y 2R pueden
llegar a ser bastante diferentes. Podemos formular de modo preciso
la “diferencia” entre R y Z*R para hacernos una idea de las razones
por las que MOD-R no es una buena eleccion para la categoria que
intentamos asociar al anillo R.

Supongamos que R es un anillo con uno, y sea M € MOD-R. De-
notemos

M={meM:mR=0} M" =M/M.
Es facil ver que M ~ M'®M" . Ademaés si f : M — N es un morfismo
en MOD-R, y usamos las descomposiciones anteriores, M = M' & M" ,
N =N @& N” | entonces f se descompone también como f = f' & f”
con f' - M — Ny f" M — N".

Cada M’ es un R-modulo de tipo especial: es simplemente un grupo
abeliano cuya multiplicacién por los escalares de R es trivial, M'R = 0.
Por su parte, M” es un R-mo6dulo unitario, es decir, M” € Mod-R.
Esto significa que la categoria MOD-R se puede descomponer como
producto de otras dos categorias MOD-R = Mod-Z x Mod-R En reali-
dad, la parte que nos da la informacion sobre R es precisamente Mod-R
(la categoria que se le asocia a R cuando, como en este caso, R tiene
identidad), siendo la parte Mod-Z dependiente del factor Z que hemos
aniadido en la construcciéon de ZR. Esta “parte afiadida” aparece
también en cualquier categoria MOD-R, para R un anillo asociativo
arbitrario, y es la que justifica que la eleccién de la categoria MOD-R
para estudiar R no sea verdaderamente adecuada.

Con esta misma idea de “aproximar” los anillos sin uno por medio
de anillos con uno (lo que equivale a escoger una categoria usual de
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modulos como la categoria que “representa” al anillo dado), se ha
propuesto también usar el anillo End(Rpg) para estudiar R, al menos
en el caso de anillos R “no degenerados” en [39, Pg. 88].

(2). La segunda clase de intentos coincide en aceptar la posibilidad
de que la categoria de modulos adecuada para estudiar el anillo asocia-
tivo R no sea equivalente a la categoria de médulos sobre un anillo con
uno. Concretamente se han estudiado diversas categorias de modulos
sobre anillos asociativos, que no tienen porqué tener un generador fini-
tamente generado. En todos estos intentos, el concepto de R-moddulo
unitario (e.d., médulos Mg tales que MR = M) ha desempenado un
papel notable. Examinemos algunas de estas propuestas

(i). En los trabajos de Abrams [1] y Anh y Méarki [5], se supone que
R es un anillo con unidades locales y se le asocia la categoria Mod-R de
todos los médulos unitarios. Con esta eleccién, Abrams y Anh-Marki
han obtenido una respuesta positiva al problema que hemos planteado
al principio: la relacion entre las propiedades de Ry de Mod-R parece
ser muy estrecha y, en particular, ellos han obtenido una version para
anillos con unidades locales de la teoria de equivalencias de Morita,
que extiende a este caso practicamente todas las buenas propiedades
de las equivalencias de Morita clasicas. Esto sugiere si la elecciéon de la
categoria de R-modulos unitarios podria también tener éxito fuera del
restringido marco de los anillos con unidades locales.

(ii). Komatsu [21] estudié también equivalencias de Morita para
una clase mas amplia de anillos, los anillo s-unitarios, usando la misma
categoria Mod-R de los R-mo6dulos unitarios. Sus resultados son menos
completos que los anteriores, pero una parte de la teoria de Morita
clasica resulta ser ain valida es este contexto.

(iii). En varios trabajos, Xu, Shum y Turner-Smith [46] han de-
sarrollado una teoria de equivalencias (llamadas por ellos Morita-like
equivalences) que, esencialmente, estd basada en escoger también la
categoria de R-modulos unitarios Mod-R, para anillos R que verifiquen
la propiedad de que todos los submodulos de unitarios son unitarios.
Esta clase de anillos es mas general que las dos anteriores, pero el
estudio de estos autores estd lejos de ser completo.

(iv). Para el estudio de la clase, més general que las de (i) y (ii),
de los anillos idempotentes (e.d., los anillos R tales que R = R?),
una nueva eleccion de la categoria ha sido propuesta en [12]: Mod-R
denota ahora (se puede mantener la notacién porque, si R verifica la
condicién de que los submdédulos de médulos unitarios son unitarios,
entonces esta nueva categoria Mod-R coincide con la de los R-mddulos
por la derecha unitarios) la categoria de los R-médulos Mg que son, a
un tiempo, unitarios y libre de torsién (esta segunda condicién quiere
decir que sim € M y mR = 0, entonces m = 0). Usando esta categoria,
se puede obtener también una version adecuada y completa de la teoria
de Morita clésica para esta clase de anillos sin uno.
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(v). Podemos finalmente, considerar como otra propuesta la elec-
cién de una categoria de modulos para el anillo R, la construccién de la
categoria o[M] para un médulo arbitrario M sobre un anillo con uno:
véase [45]. Esta construccién permite asociar a un anillo asociativo ar-
bitrario R la categoria de Grothendieck o[Rg]. Esta categoria coincide,
si R es idempotente, con la de todos los submoddulos de médulos uni-
tarios; y en el caso general, contiene a todos esos médulos pero puede
incluir, posiblemente, otros, como el propio Rg.

El objetivo inicial de la presente memoria es, justamente, intentar
resolver el problema planteado al principio; es decir, dado un anil-
lo asociativo arbitrario R, asociarle una categoria de mddulos “ade-
cuada” en la que puedan estudiarse propiedades del anillo R como
propiedades categéricas, de manera andloga al caso de los anillos con
identidad. Con el fin de tener un criterio con el que medir la posible
“adecuacion” de esa categoria, nos fijaremos en los siguientes puntos.

(a). La construccién que demos deberia ser tal que, en el caso par-
ticular en que R es un anillo con uno, o un anillo con unidades locales,
la categoria elegida debe resultar equivalente a la categoria de los R-
moédulos unitarios. De esta manera, nuestra construccion generalizaria
los casos que se han podido estudiar con éxito hasta ahora. Por las
mismas razones, la construccién deberia, més en general, dar una cat-
egoria equivalente a la categoria Mod-R de mddulos unitarios y libres
de torsion en el caso particular de que el anillo R sea idempotente.

(b). La categoria elegida debe tener propiedades que la hagan, en
lo posible, ficil de manejar, con objetos y morfismos que se puedan
describir por condiciones que no sean dificiles de comprobar. Si no
podemos decir que este sea un requisito inexcusable, es claro que si
se trata de una condicién bastante conveniente. En este sentido, seria
deseable que la categoria construida tuviese propiedades cercanas a
las categorias de modulos para anillos sin uno, aunque ya hemos visto
que tendremos que admitir que no es exactamente equivalente a una
categoria de este tipo.

(¢). Una “condicién minima” que parece necesario imponer si
queremos que la categoria que construyamos refleje adecuadamente las
propiedades del anillo R, es que sea posible desarrollar una teoria de
Morita lo mas completa posible para estas categorias. De modo general,
este es un test basico para determinar si nuestra eleccion es, en prin-
cipio, aceptable. En efecto, si queremos que haya una relacion fuerte
entre las propiedades de un anillo R y las de la categoria asociada a
R, la existencia de una equivalencia de categorias entre las asociadas a
dos anillos R y S, debe implicar la existencia entre los anillos mismos.
En particular, identificar lo que seran las equivalencias de Morita para
las categorias que construyamos debe ser también un objetivo de este
trabajo.
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(d). Insistiendo en lo senalado en (c), hay un requisito técnico que
también nos parece necesario imponer, porque da una garantia bésica
de relacién entre propiedades del anillo y las de la categoria de médulos
asociada. Se trata de lo siguiente: si existe una equivalencia entre las
categorias de mddulos por la derecha para dos anillos asociativos da-
dos, R y S, entonces debemos también tener una equivalencia entre
las correspondientes categorias de los médulos por la izquierda. Es-
ta propiedad del cambio de lado nos parece un test de la bondad de
la eleccion: en efecto, las categorias de mddulos seran categorias de
modulos por un lado; el que la equivalencia por la derecha implique
la equivalencia por la izquierda da una cierta garantia de que las cat-
egorias elegidas estan reflejando efectivamente propiedades del anillo,
sin dependencia del lado considerado.

Para explicar las ideas que estan en la base de nuestra eleccién de la
categoria que queremos asociar al anillo asociativo R, debemos volver
sobre una propiedad ya citada anteriormente: si R es un anillo con uno,
entonces la categoria MOD-R de todos los R-mddulos por la derecha es
el producto de dos subcategorias, MOD-R ~ Mod-Z x Mod-R, donde
Mod-R consiste en todos grupos abelianos definiendo una multipli-
cacion trivial por los elementos de R, y Mod-R es la subcategoria
de R-moédulos unitarios. Es este caso, la “buena” categoria se ob-
tiene eliminando el factor no significativo Mod-Z, y quedandose con la
parte complementaria, Mod-R. Ahora bien: si R es un anillo general,
MOD-R sigue conteniendo a la categoria Mod-Z como subcategoria ple-
na, aunque ya no sea un factor directo. Aun asi, resulta posible “elim-
inar” esta parte cuyas propiedades no guardan relacion alguna con las
del anillo R, recurriendo a las técnicas de localizaciéon no conmutativa
que provienen de la tesis de Gabriel [8]. Concretamente, podemos con-
siderar la menor subcategoria localizante (o menor clase hereditaria
de torsién) de MOD-R que contiene a Mod-Z; si llamamos € a esta
subcategoria, entonces la categoria cociente de MOD-R respecto de C
“elimina” efectivamente la clase Mod-Z y serd, por las propiedades gen-
erales de la localizacién no conmutativa, una categoria de Grothendieck
equivalente a una subcategoria plena de MOD-R, que denotaremos co-
mo CMod-R, con un funtor de localizaciéon C : MOD-R — CMod-R,
que es adjunto por la izquierda del funtor de inclusién. Ademas de
las caracterizaciones que resultan de las propiedades generales de las
localizaciones aplicadas a este caso particular, los médulos de la subcat-
egoria CMod- R se pueden describir de forma directa: son los R-mdédulos
Mp, tales que el homomorfismo canénico Mr — Hompg(Rg, Mg) es un
isomorfismo.

La eleccion de CMod-R tiene, sin duda, importantes ventajas. Apli-
cando los criterios (a),(b),(c),(d) senalados arriba, vemos que responde
muy bien a los criterios (a) y (b): en efecto, si R es idempotente,
entonces hay una equivalencia entre CMod-R y la categoria Mod-R
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antes indicada, por lo que CMod-R podria generalizar las elecciones
hechas en los casos en que se dispone de una buena teoria de Mori-
ta. En cuanto a (b), al ser CMod-R una categoria de Grothendieck,
tiene propiedades bastante proximas a las de una categoria de médulos
sobre un anillo unitario, lo que facilita su manejo. Como se vera en
la memoria, la existencia de una equivalencia entre las categorias de
este tipo, CMod-R ~ CMod-S, implicara la existencia de unos ciertos
bimoédulos P y ) que nos describen el comportamiento de las equiv-
alencias de una forma bastante satisfactoria. Podemos pues afirmar
que el comportamiento de esta categorias en relaciéon con el criterio
(c) resulta también satisfactorio. Sin embargo, falla en el criterio (d).
En efecto, se demuestra en la memoria, que la categoria CMod-R se
reduce a la subcategoria trivial (cuyo unico objeto es 0) si y sélo si
el anillo R es T-nilpotente por la izquierda. Por lo tanto, si R es un
anillo T-nilpotente por la izquierda, pero no por la derecha, y S es T-
nilpotente por ambos lados, tendriamos que CMod-R ~ CMod-S, pero
las categorias de modulos por la izquierda no son equivalentes.

Sin duda, este inconveniente complica la situacion, pero es posible
todavia aplicar la misma idea de llegar a una categoria “eliminando” la
parte de Mod-Z usando otras técnicas. Asi podemos tomar la menor
clase libre de torsién que contiene a Mod-Z, digamos D, y aplicar las
técnicas de colocalizacién, duales de las anteriores, que aparecen por
ejemplo en [35]: alli se considera la clase de los médulos que son de
D-torsién y D-codivisibles (en el sentido de ser “proyectivos” respecto
de toda sucesién exacta corta

0—-X—-Y—-27—-0

de MOD-R para la que X € D), y la correspondiente subcategoria
plena es objeto de estudio. Sin embargo, este estudio sélo da buenos
resultados cuando la clase D es cerrada para cocientes, lo que, en nue-
stro caso, equivaldria a pedir que el anillo R fuese idempotente. En el
caso general, no tenemos, por ejemplo, la seguridad de que todo médulo
admita, como ocurre en la situacién dual, una “colocalizacion” .

Una manera de superar estas dificultades es la que elegimos en la
memoria: en lugar de tomar la clase de los médulos de D-torsion y D-
codivisibles, la ampliamos a la de los médulos de D-torsion, pero que
solo son “d-codivisibles” en el sentido débil de ser “proyectivos” con
respecto a sucesiones exactas cortas como la anterior, pero con X R = 0.
Por un lado, los médulos de D-torsién son, precisamente, los médulos
unitarios. Por otro lado, se tiene que los modulos d-codivisibles uni-
tarios (los médulos de la clase indicada) son justamente aquellos R-
modulos My tales que el homomorfismo canénico M ®r R — M es
un isomorfismo. Denotamos en la memoria esta subcategoria plena de
MOD-R como DMod-R. Como se ha visto, tenemos asi una alterna-
tiva distinta de CMod-R para la eleccién de la categoria asociada a
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R. Cémo podemos clasificar esta eleccion con respecto a los criterios
indicados mas arriba?

En primer lugar, si R es un anillo idempotente, DMod-R es equiv-
alente a la categoria Mod-R, lo que quiere decir que esta eleccién sat-
isface también el criterio (a): es una generalizaciéon de la eleccién de
la categoria en todos los casos en que se ha obtenido hasta ahora una
buena teoria de Morita.

Con respecto al criterio (b), la situacién es un poco menos satis-
factoria, ya que no sabemos si, en la situaciéon general, DMod-R ha
de ser siempre una categoria abeliana, dado que no esta claro si todo
monomorfismo es un nicleo. Sin embargo, en otros sentidos, el com-
portamiento de DMod-R es bastante bueno: por ejemplo, existe un
funtor D : MOD-R — DMod-R que resulta ser una especie de “colo-
calizaciéon” | en el sentido de que D es un adjunto por la derecha del
funtor de inclusion. Por otro lado, la categoria DMod-R admite una
familia de generadores con una descripcién bastante explicita. Volver-
emos enseguida a tratar sobre la existencia de esta familia.

El resultado que arroja el criterio (d) es, sin embargo, llamativa-
mente similar al que se tenia en el caso de la categoria CMod-R; efec-
tivamente, la categoria DMod-R se hace trivial si y sélo si el anillo R
resulta ser T-nilpotente por la derecha. Asi, el argumento del caso de
la CMod-R es aplicable aqui, para concluir que tampoco la DMod-R
permite “cambiar de lado” las equivalencias.

Ante este problema, y teniendo en cuenta que, en el caso de los
anillos idempotentes, las equivalencias si se pueden cambiar de lado,
observemos mas de cerca cudles son, en ese caso, las razones que ha-
cen que tal construccién sea factible. Veremos que estas razones se
condensan en los dos ingredientes siguientes:

(1). Existe una equivalencia CMod-R ~ DMod-R. Esta relaciéon no
puede darse en el caso general.

(2). La existencia de una equivalencia CMod-R ~ CMod-S implica
la existencia de una equivalencia R-DMod ~ S-DMod. Demostraremos
en la memoria que ésta es la propiedad que sigue siendo valida cuando
R es un anillo asociativo arbitrario.

Esta tdltima propiedad revela que, en realidad, siempre es posible
“cambiar de lado” las equivalencias; sélo que al cambiar de lado, las
equivalencias cambian a la otra categoria. Cuando, como en el caso
idempotente, las dos construcciones de categorias que hemos analizado
llevan a categorias a su vez equivalentes, la teoria de Morita funciona
satisfactoriamente.

Estos resultados parecen sugerir que podria encontrarse una relacion
si tomamos simultaneamente las dos categorias CMod-R y DMod-R co-
mo las adecuadas para reflejar las propiedades de R. Claramente, el
ejemplo que nos ha servido para mostrar que ni una ni otra cumplen
el criterio (d) no cumple esa misma funcién si empleamos las dos al
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mismo tiempo. Esta es la propuesta que tratamos de desarrollar en la
memoria. Manteniendo, pues, el objetivo general senalado al principio,
los objetivos concretos de este trabajo son estudiar, para un anillo aso-
ciativo arbitrario R, las categorias asociadas CMod-R y DMod-R; y, en
especial, elaborar una teoria de las equivalencias de Morita correspon-
diente a ese par de categorias, comprobando si las equivalencias por un
lado implican las equivalencias por el otro.

La categoria CMod-R proviene, como ya hemos indicado, de un
proceso de localizacion a partir de una categoria de moédulos. Este
proceso esta bien estudiado y ello pone a nuestra disposicion una in-
formacion bastante completa sobre las propiedades de estas categorias.
Sin embargo, la situacién con las categorias DMod-R es radicalmente
distinta. Sus propiedades son terra incognita, y es preciso crear nuevos
instrumentos y técnicas que permiten estudiarlas. En orden a poder
llevar a cabo este estudio, un concepto bésico empleado ha sido el de
soporte. Para explicar su significado, supongamos que R es un anillo
son es un ideal bildtero de un anillo con un A (es claro que siempre
podemos representar R de este modo). Sea X C R un conjunto gen-
erador por la derecha de R (e.d., suponemos XA = R), y sea M un
R-médulo por la izquierda unitario, m € M. Existe entonces alguna
“representacion” de m, esto es, una equacién

m = E TMy

con m, € M, casi todos nulos. Aplicando esto de nuevo a cada uno de
los m, podemos encontrar elementos m,, € M, casi todos nulos, tales

que
m = Z TYMye
(z,y)€X?

y asi sucesivamente. Las elecciones de estas “representaciones” son, en
general, arbitrarias, pero al irlas fijando, nos determinan subconjuntos
finitos de los conjunto X™ sobre los cuales el elemento correspondiente
en M puede no ser nulo. Esta forma de elegir los conjuntos de indices
nos establece el concepto de soporte unitario. El hecho es que es posible
construir, para cada soporte unitario ¢ sobre el conjunto X, un R-
médulo (o) que estd candnicamente asociado al soporte unitario o,
y de manera que (o)) estd en la categoria R-DMod. Utilizando estos
modulos, una “representacion” de un elemento m € M tal y como
hemos descrito antes, se convierte en un homomorfismo f : (o)) —
M para algin soporte unitario o. En otras palabras, la familia de
los médulos asociados a soportes unitarios constituye una familia de
generadores de R-DMod.

Como queda dicho, nuestro objetivo final es construir una teoria de
Morita que permita “cambiar de lado” las equivalencias. El camino
mas natural, a la vista de los comentarios anteriores, seria usar la
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propiedad (2) que hemos citado anteriormente, pero esto no es sufi-
ciente. Necesitamos para completar la teoria, encontrar las consecuen-
cias de la existencia de una equivalencia

DMod-R ~ DMod-S

lo que se complica notablemente por la mayor dificultad que presenta
el estudio de las categorias DMod-R.

En el caso de los anillo con uno, un instrumento clave para obtener
consecuencias de la existencia de una equivalencia como la anterior es el
teorema de Watts (ver por ejemplo [38, Pg.75]). En nuestra situacion,
ello nos sugiere estudiar las propiedades de los funtores

F : DMod-R — DMod-S

que verifiquen la condicién de conservar limites directos. En el caso
clasico, la demostracién depende de la existencia de un generador que
coincide con su anillo de endomorfismos, lo que no es el caso en nuestras
hipétesis. Ello nos lleva a introducir, dado cualquier generador G de
DMod-R, el modulo

C(F) := Homg(G, F(G))

donde E es el anillo de endomorfismos de Gr. Entonces se puede
obtener una transformacion natural de funtores entre — @z C (F) y el
funtor F'. Resulta que, si F' es equivalente a un producto tensorial,
entonces la anterior transformacion natural ha de ser una equivalencia,
lo que prueba que C (F') es, desde luego, la generalizacién adecuada del
anillo con uno, si queremos extender el resultado de Watts a nuestra
situacién. Hemos conseguido demostrar que la transformacién natural
indicada es, en todo caso, un monomorfismo en todo punto. Atin maés,
la misma transformacién natural resulta ser una equivalencia si y sélo
si el morfismo canodnico

lim F({(7))) — F({o))

dado para cada soporte unitario ¢ sobre un conjunto T-generador por
la izquierda del anillo R (donde la definicién de conjunto T-generador
es una cierta debilitacién de la de ser un conjunto generador con la
definicién dada mas arriba), y donde 7 recorre la familia inversa de los
soportes unitarios sobre el mismo conjunto, es un epimorfismo.

Los funtores F' que conserven limites directos y cumplen esta condi-
cién adicional los llamaremos funtores extensibles, puesto que son pre-
cisamente aquellos que se pueden extender a funtores entre las cate-
gorias MOD-R y MOD-S conservando la propiedad de conservar limites
directos. Usando este concepto que, de nuevo, no tiene andlogo en la
teoria de anillo con uno o en la teoria de anillos idempotentes, donde
todos los funtores que conservan limites directos son automaticamente
extensibles, llegamos a estar en condiciones de dar una respuesta sat-
isfactoria al problema original. De este modo, construimos el concepto
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de equivalencia de Morita para anillo asociativos como sigue: R y S
son Morita-equivalentes cuando existen equivalencias

CMod-R ~ CMod-S y DMod-R ~ DMod-S

de manera que la segunda de ellas estd dada por un funtor extensible.
Este concepto satisface el requisito (d) que habfamos anunciado ante-
riormente de “cambiar de lado” las equivalencias. Por otro lado, la
teoria obtenida por medio de este concepto de equivalencia generaliza
la de los casos considerados hasta ahora y las extiende efectivamente.
Como se ve en esta memoria, la clase de anillo que hemos denominado
tratables incluye propiamente a los idempotentes y sobre ella se puede
obtener una version satisfactoria de la teoria de Morita. Esto otorga
una cierta confirmacion a nuestra propuesta de usar el par de cate-
gorias (CMod-R, DMod-R) como el medio adecuado para un estudio
categérico de los anillos asociativos generales.

2. Andlisis de Resultados

Vamos a hacer ahora un repaso mas minucioso sobre los resultados
que se presentan en cada un de los temas de esta memoria.

El primero de los temas es un tema introductorio. En dicho tema
empezaremos realizando un repaso rapido sobre los conceptos de anillo
asociativo para ir fijando notaciones. De ahi pasaremos a la definicion
de categoria y de algunos conceptos categoricos clasicos, como los de
limites directos e inversos. También se repasara el concepto de funtor,
de funtor adjunto y de equivalencia de categorias. A partir de ahi se
pasara a las categorias aditivas y a las categorias que hemos llamado
abelianas por la derecha.

El concepto de categoria abeliana por la derecha es el que hemos
tenido que introducir para solventar el problema de que la categoria
R-DMod podria no ser abeliana (aunque como hemos mencionado antes,
este problema permanece abierto). La categoria R-DMod va a resultar
ser una categoria abeliana por la derecha en todo caso, y en ella se va a
poder hablar de sucesiones exactas por la derecha y de funtores exactos
por la derecha entre ellas. Las demostraciones que se realizan en el ca-
so de categorias exactas por la derecha, son esencialmente las mismas
que las de categorias abelianas realizando algunos pequenos cambios.
Puesto que sera necesario utilizar este tipo de propiedades mas ade-
lante, incluimos estas demostraciones aqui. También se analizard el
concepto de categoria reflexiva y correflexiva, de forma que podamos
calcular limites directos e inversos en categorias reflexivas y correflexi-
vas con respecto a categorias completas y cocompletas. El primer tema
concluira con un repaso de las propiedades de los funtores Hompg(—, —)
y — ®r —.

El segundo tema estd dedicado a los soportes. Un soporte, se
definira como un subconjunto ¢ C UkZOXk tal que para todo (z1 -+ x,) €
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¢ con n > 1 se tiene que (z1---x,-1) € (. Al conjunto de todos los
soportes sobre X se le denotard =(X).

A partir del concepto de soporte se consideran las uniones e intersec-
ciones de soportes y los operadores A, y Vz aplicados a soportes. La se-
gunda seccién de este tema esta dedicada al estudio de las propiedades
de estas operaciones sobre los soportes.

En la tercera seccién se introducen los dos tipos fundamentales de
soportes que se van a utilizar, que son los soportes de torsién y los so-
portes unitarios. Dicho de modo muy general, ambas son restricciones
sobre la infinitud, en el caso de los soportes de torsién se restringe al
impedir la existencia de cadenas infinitamente largas y en el caso de
los soportes unitarios se exige que cada elemento del soporte solo tenga
una ramificacién finita. El conjunto de soportes unitarios se denotara
Zu(X) y el de soportes de torsion se denotard =r(X).

La cuarta seccién nos introducira el Teorema del Grafo de Konig,
dado en forma de soportes, que nos dice que la intersecciéon entre un
soporte unitario y uno de torsion es finito. A este teorema se la ha
dado dicho nombre porque es una reformulacion equivalente a la de
este conocido teorema.

En términos generales, el Teorema del Grafo de Konig nos dice
que si imponemos a un soporte las dos restricciones de infinitud que
habiamos definido anteriormente (de torsién y unitario) obtenemos un
conjunto finito, por lo tanto estas dos condiciones son suficientes. Este
teorema serd fundamental para controlar la finitud de ciertos conjuntos
al realizar limites inversos.

Puesto que las condiciones de ser unitarios o de torsién, son restric-
ciones de finitud, es natural que las uniones infinitas de soportes de
torsién o unitarios puedan dejar de ser de torsiéon o unitarios respecti-
vamente. Sin embargo hay casos en los que va a ser necesario consider-
ar uniones infinitas de soportes de estos tipos. La seccién quinta esta
dedicada a las uniones de soportes unitarios y la sexta a las uniones de
soportes de torsion. En estas dos secciones se encontraran condiciones
que nos permitan hacer uniones infinitas sin salirnos de los respectivos
reticulos.

Al final de la seccién quinta se ve un lema que pone en relacién
de nuevo los soportes unitarios con los de torsion, este lema dice lo
siguiente

LEMA 2.33. Sea X un conjunto y sea 6 : Zy(X) — Z¢(X) una
aplicacion tal que

1. Para todo o € Zy(X) se tiene que 0(o) C o.
2. Para todo par de soportes unitarios sobre X, o C 7 se tiene que

O(o) C 6(7).

Entonces eziste un soporte de torsion & € Zp(X) tal que para todo
T € X(X) conT & & se tiene que 0(Vzo) C (T)) para todo o € Zy(X).
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Este lema, que aqui aparece desconectado y como una aplicacién
del Teorema del Grafo de Konig, sera la clave de la demostracion de los
teoremas centrales de la memoria. Hablando de modo muy general, los
soportes unitarios van a estar asociados a ciertos médulos y los soportes
de torsion, a elementos de dichos médulos. Este lema nos estudia una
aplicacién 0 : Ey(X) — Z1¢(X), que representard a una cierta forma de
fijar un elemento en cada uno de los médulos asociados a los soportes
unitarios. Esto serd de aplicacién al estudiar  lim  F'({o))).

aeE:(X)

La seccion séptima del Tema 2 estudia el método de induccién en
soportes de torsion. Ya se ha mencionado anteriormente, que para es-
tudiar la categoria R-DMod, es necesario desarrollar nuevas técnicas
de demostracion, éste es uno de esos casos. El método de induccién
en soportes de torsion se utilizara para demostrar un resultado que se
utilizara para encontrar descomposiciones de los médulos asociados a
soportes en sumas directas. La ultima seccién de este tema esta fuerte-
mente conectada con este hecho, ya que se estudiaran los subsoportes
unitarios escindidos. La relaciéon de orden o Cg 7 nos va a determinar
que el médulo asociado a ¢ va a ser un sumando directo del asociado
a 7 de forma canonica.

Este segundo tema nos introduce muchos conceptos, que en princi-
pio parecen estar poco motivados. Las razones para todas estas defini-
ciones se iran viendo en los sucesivos temas, pero se ha considerado
mejor hacer una introducciéon de este modo para evitar que razon-
amientos basados exclusivamente en el soporte, queden diluidas entre
los elementos del médulo asociado a él, que ya es fuertemente depen-
diente del anillo R.

El Tema 3 nos va a introducir las categorias asociadas a un anillo
asociativo R. Como hemos mencionado anteriormente, estudiaremos
las categorias CMod-R y DMod-R. La definicién con la que intro-
ducimos estas categorias es la que viene dada por la propiedad de los
modulos, concretamente M ~ Hompg(R, M)y M ~ M ®g R con los ho-
momorfismos canénicos. Menciondbamos también anteriormente que la
categoria CMod-R se puede construir también como categoria cociente
con respecto a una cierta teoria de torsion. Toda esta construccion se
hace también en este tema. Al hablar de médulos de torsién se intro-
ducird también el concepto de conjunto T-generador por la derecha.
Un subconjunto X C R es un conjunto T-generador por la derecha
del anillo R si R/X R es un R-moédulo por la derecha de torsion. Este
concepto generalizard la propiedad de ser un conjunto generador como
2ZXR-médulo. Muchas de estas construcciones no se pueden dualizar en
esta forma para la categoria DMod-R. En las dos tltimas secciones de
este tercer tema se ve que los modulos de CMod-R y DMod-R, aparte
de la estructura de R-mddulos, tienen estructuras de modulos sobre
anillos con identidad que cumplan algunas propiedades particulares.
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A este tipos de propiedades las llamaremos “Independencia del Anil-
lo Ambiente” , que con otras palabras significaria que las categorias
CMod-R y DMod-R tienen propiedades intrinsecas que no dependen de
la categoria de modulos unitario para un anillo con identidad en las
que las metamos, ya sea MOD-R o cualquier Mod-B.

En el Tema 4 se van a construir los médulos asociados a soportes
unitarios de los que ya hemos hablado varias veces. Dados dos soportes
unitarios 0 C 7 tendremos un epimorfismo canénico @, : (7)) — (o).
Cuando se tenga que 0 Cg 7, este epimorfismo sera escindido, y el
correspondiente monomorfismo escindido serd I',, : (o)) — (7). La
relacion entre el conjunto X y el anillo R vendra dada por una apli-
cacién 7 : X — R. Cuando 7(X) resulta ser un conjunto T-generador
por la derecha de R, deducimos que [], .z (x) (o)) es un generador
de la categoria R-DMod. Puesto que siempre se puede encontrar un
conjunto X y una aplicacién 7 : X — R tal que 7(X) sea un conjun-
to T-generador por la derecha de R, concluimos que R-DMod siempre
tiene un generador.

En este Tema 4 también se estudiaran de forma general los nicleos
de los homomorfismos de la forma ®,... Estos resultados serdan nece-
sarios para mas adelante. El tema concluye viendo que la construccion
de {(0)) es independiente de la eleccién del anillo con identidad que se
utilice en su definicién, ya sea la extension de Dorroh o cualquier otro
en las mismas condiciones que se vieron en el tema anterior.

En el Tema 5 se dedica a la construccién de los funtores de local-
izaciéon C : MOD-R — CMod-R que es adjunto por la izquierda de la
inclusion y del funtor D : R-MOD — R-DMod que va a ser adjunto
por la derecha de la inclusién de categorias. Para la construccion de
C no tenemos mas que utilizar las propiedades generales de las cat-
egorias cocientes, sin embargo, para el caso del funtor D tendremos
que utilizar un generador de la categoria R-DMod, que sabemos que
existe por haberlo demostrado en el Tema 4. La construccion de D
va a resultar independiente de la eleccién de dicho generador por la
unicidad de la adjuncion. La existencia de estos funtores tendra con-
secuencias inmediatas en las propiedades de las categorias CMod-R y
R-DMod. Concretamente CMod-R resulta ser una categoria reflexiva
con respecto a MOD-R y R-DMod una categoria correflexiva con re-
specto a R-MOD. Ahi se aplicaran todas las propiedades de este tipo
de categorias que se vieron en el Tema 1. Se prueba también que la
categoria R-DMod es abeliana por la derecha, completa y cocompleta.
Por ser CMod-R una categoria cociente, resulta ser una categoria de
Giraud (e.d. el funtor C conserva nucleos), sin embargo, la categoria
R-DMod no es coGiraud en general (e.d. el funtor D no tiene porqué
conservar contucleos). Este contraejemplo se verd en el ultimo tema.

El Tema 6 esta dedicado a los funtores extensibles. Una vez que
hemos visto propiedades generales de las categorias CMod-R y R-DMod,
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pasamos ahora a ver las propiedades de los funtores entre ellas. Conc-
retamente nos centramos en los funtores entre R-DMod y R’-DMod
que conservan limites directos. Entre estos funtores existen unos', que
denominaremos extensibles, que son precisamente los que vienen da-
dos por productos tensoriales por ciertos bimoédulos. En este tema se
probarda que si un funtor F' que conserva limites directos puede ser
equivalente a un funtor producto tensorial, necesariamente F' ha de
ser equivalente a C (F') ® g — mediante la transformacién natural que
denominamos ¢ : C(F) ® g — — F. Esto simplifica mucho los cédlculos,
ya que sélo tenemos que ver si una cierta tranformacion natural es una
equivalencia de funtores. El resultado concreto que se prueba es el
siguiente

TEOREMA 6.44. Sea F' € LDFun(R-DMod, A’-DMod) con R un
anillo y A" un anillo con identidad. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Existe un conjunto X y una aplicacion 7 : X — R con w(X)
un conjunto T-generador por la derecha de R tal que para todo
o € Zy(X), la aplicacion candnica

lim  F((7)) = F({o))

TE.Eu(X)

es un epimorfismo.

2. I es equivalente a un funtor de la forma P ®r — para algin
(A', R)-bimddulo con A'P = P.

3. Eziste un funtor F' € LDFun(*R-DMod, A’-DMod) que extiende
al funtor F, es decir F o Ip = F, siendo Ip : R-DMod —
XR-Mod la inclusion candnica.

4. FExiste un generador gM tal que la transformacion natural < :
C(F)®gr — — F construida a partir de M es una equivalencia
de funtores.

5. Para todo generador M, la transformacion natural ¢ : C (F)®pg
— — F construida a partir de M es una equivalencia de funtores.

6. Existe un conjunto X junto con una aplicacion m : X — R
tal que w(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R
y la construccion de ¢ : C(F) ®p — — F para el generador
G = [l ezyx) (o) es una equivalencia de funtores.

7. Eziste un conjunto X junto con una aplicacion m: X — R tal
que w(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y (.

IDe hecho es un problema abierto si todos los funtores que conservan limites
directos son extensibles puesto que no se ha encontrado ningun funtor que con-
serve limties directos y no sea extensible, sin embargo, se conocen muchos tipos
de anillos para los cuales todos los funtores entre las categorias asociadas a ellos
que conservan limites directos son extensibles. Estas clases incluyen todos los anil-
los con identidad, los idempotentes, los que tiene equivalencias entre las categorias
CMod-R ~ DMod-R, R-CMod ~ R-DMod, los T-finitamente generados y los xst
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es un isomorfismo para todo o € Zy(X) siendo < la construccion
asociada al generador [, .=y (x) (o).

8. Eziste un conjunto X junto con una aplicacion m: X — R tal
que 7(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y (o)
es un epimorfismo para todo o € Zy(X) siendo s la construccion
asociada al generador [, c=  (x) (o).

Todas esta condiciones son equivalentes a la condicion de que F' sea
un funtor extensible. Concretamente se toma como definicion la que
estd en el punto (1) de este teorema. El hecho de tomar un anillo A’
con identidad en lugar de tomar una categoria R’-DMod se solucionara
en la Seccion 7 de este mismo tema. La Seccién 6 estd dedicada a ver
las relaciones existentes entre C (P ®z —) y C (P). Concretamente se
ve que son el mismo moédulo. Este resultado nos induce como coro-
lario un resultado clasico para anillos con uno, concretamente que el
anillo de biendomorfismos de cualquier generador de R-DMod es la lo-
calizacién del anillo 2R (o de R, puesto que ambas coinciden), en la
categoria CMod-R. Si R es un anillo con identidad la localizaciéon de
R es el mismo R y por lo tanto la propiedad nos diria que el anillo de
biendomorfismos de un generador de R-Mod es R.

El Tema 7 estd dedicado a la Teoria de Morita y a problemas rela-
cionados. Se empieza viendo cuales son los bimédulos que nos pueden
proporcionar funtores entre las categorias que estudiamos. Asi aparece
el concepto de bimédulo permeable que no tiene correspondiente en el
caso de anillos con identidad ya que todos los bimédulos sobre anillos
con identidad son permeables por ambos lados con respecto a dichos
anillos. También aparece el concepto de homomorfismo permeable de
anillos por la derecha o por la izquierda, este tipo de homomorfismos
a : R — R’ generalizan para el caso de anillos sin uno del hecho de
que los homomorfismos de anillos con identidad lleven la identidad de
un anillo en la identidad del otro. Asi podemos considerar la categoria
de anillos con identidad y de homomorfismos de anillos entre ellos (que
llevan el uno al uno) como subcategoria plena de dos categorias que
incluyen todos los anillos asociativos pero restringen el tipo de homo-
morfismos de anillos de forma natural.

Utilizando ya todos estos resultados se puede llegar al teorema
central de Morita para anillos asociativos, que nos dice que las cat-
egorias CMod-R y CMod-R’ son equivalentes si y solo si las categorias
R-DMod y R’-DMod son equivalentes con una equivalencia extensible,
el teorema nos dara también la forma como vienen descritos los fun-
tores. Asi podemos definir la propiedad de que dos anillos Ry R’ sean
Morita-equivalentes como sigue: R y R’ son Morita-equivalentes si y
solo si CMod-R ~ CMod-R’, DMod-R ~ DMod-R’ siendo esta tltima
equivalencia extensible. Este concepto de Morita-equivalencia es ahora
simétrico.
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El resto del Tema 7 esta dedicado al problema de imponer la condi-
cién de que las equivalencias de categorias tengan que ser extensibles.
Asi se veran muchos tipos de anillos para los cuales todas las equiv-
alencias son extensibles. Estos anillos recibirdn el nombre de anillos
tratables, siendo un problema abierto si ciertamente existe algiin anillo
intratable.

El Tema 8 se dedicarda a la construcciéon de unos contraejemplos
sobre ciertos aspectos de la teoria. Se vera por ejemplo un anillo para
el cual la categoria R-DMod no se una categoria coGiraud en R-MOD.
También se tratara el problema de la abelianidad de R-DMod cen-
trando el punto donde estd concretamente la dificultad, aunque este
sigue como problema abierto. El segundo ejemplo es el de un anillo
T-finitamente generado para el cual las categorias CMod-R y DMod-R
no son equivalentes a través de los funtores C y D.

La memoria concluye con un indice terminolégico, la bibliografia
y un formulario que puede ser de utilidad como referencia rapida que
ayude a la lectura.

A lo largo de la memoria, algunos de los resultados se han nombrado
como “Ejercicios” , no se pretende con ello hacer una lista completa
de ejercicios, sélo se pretende dar indicaciones al lector sobre puntos
en los que podria tomar la iniciativa para probar resultados que son
relativamente accesibles y que permiten profundizar en los conceptos.
A pesar de ello, y puesto que todos los ejercicios vienen acompanados
de su correspondiente solucién, se podria perfectamente considerar la
palabra ejercicio como sinénimo de proposicion.
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TEMA 1

Preliminares

1. Fijando Notaciones sobre Anillos y Mdédulos

DEFINICION 1.1. Un anillo es una terna (R, +,-) donde R es un
conjunto no vacio, + y - son dos operaciones binarias de forma que
(R,+) es un grupo abeliano y (R, -) es un semigrupo cumpliendo las
siguientes propiedades adicionales de distributividad

re(s+t)y=r-s+r-t
(r+s)-t=r-t+s-t

para todo r,s,t € R. Las operaciones + y - generalmente quedan
implicitas y se habla de un anillo R sin especificar estas operaciones.
Diremos que R tiene identidad si existe un elemento 1z € R tal que

r-lg=r=1z-r VreR
DEFINICION 1.2. Sean R y S dos anillos y « : R — S una apli-

cacion. Diremos que « es un homomorfismo de anillos si es un homo-
morfismo de grupos abelianos que conserva la multiplicacién, es decir

(6% (6% [0

DEFINICION 1.3. Sea R un anillo y Z un anillo conmutativo con
identidad, diremos que R tiene estructura de Z-algebra si existe una
operacién

2 ZXR—R
tal que para todo y,z € Z y todo r, s € R,
z-(r+s)=z-r+z-s
(y+z2) r=y-r+z-r
z-(r-s)=(z-r)-s=r-(z-3)
y-(z-r)=(y-2)-r
ly-r=r

Al ser Z conmutativo, consideraremos que R tiene una unica multi-

plicacién por elementos de Z tanto por la derecha como por la izquierda,

por lo tanto
r-z:=z-r VzeZreR.

21
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NotA 1.4. Todo anillo R tiene estructura de Z-dlgebra siendo 7. el
anillo de los enteros.

NotA 1.5. Sea R un anillo con estructura de Z-dlgebra para algin
anillo conmutativo con identidad Z. Comprobar que el conjunto Z x R
con las operaciones de suma componente a componente y multiplicacion

(y,r)-(z,8)=(y-z,y-s+z-r+r-s)

es un anillo que habitualmente se denotard *R. Este anillo es un anillo
con identidad, siendo su elemento identidad el (17,0). Existe también
un homomorfismo de anillos canonico

R — %R

r — (0,7)

este homomorfismo es inyectivo.

A este anillo se le llama la extension de Dorroh de R asociada a Z .
Habitualmente consideraremos R contenido en su extension de Dorroh
haciendo la identificacion r = (0, 7).

DEFINICION 1.6. Sea R un anillo. Un R-mddulo a derecha es un
grupo abeliano M junto con una operaciéon

- MxR—M
que satisface las siguientes propiedades
m-(r+s)=m-r+m-s
(m+n)-r=m-r+n-r
m-(r-s)=(m-r)-s
para todo m,n € M y todo r,s € R.
Si R tiene identidad, diremos que el médulo es unitario si cumple
que
m-lp=m VYmeM

Si R es conmutativo, hablaremos simplemente de R-mddulos sin
especificar si son por la izquierda o por la derecha, en este caso para
nosotros sera lo mismo m - r que r - m.

DEFINICION 1.7. Sean R y S dos anillos. Diremos que M es un
(R, S)-bimédulo si M es un R-médulo por la izquierda y un S-médulo
por la derecha que cumple la siguiente propiedad adicional:

(r-m)-s=r-(m-s)
paratodor e R, me My seS.

EJEMPLO 1.8. Sea R un anillo. Todo R-médulo a derecha es un

(Z, R)-bimddulo con la estructura de Z-mdédulo inducida por el hecho
de ser un grupo abeliano.



1. FIJANDO NOTACIONES SOBRE ANILLOS Y MODULOS 23

DEFINICION 1.9. Sea R un anillo y sean Mp y Ng dos R-mdédulos
por la derecha. Un R-homomorfismo entre ellos es un homomorfismo
de grupos abelianos

f:M—N
que conserva la multiplicacion por elementos de R, es decir
fm-r)y=f(m)-r ¥Yme M,Vr € R
El conjunto de todos los R-homomorfismos entre M y N se denotard
HOHIR(MR, NR)

Los homomorfismos entre R-mddulos por la derecha se escribiran a
la izquierda de los elementos sobre los que se aplican, cuando utilice-
mos R-médulos por la izquierda escribiremos los homomorfismos a la
izquierda.

En general se puede definir la composicién de aplicaciones, uti-
lizaremos el criterio general de definir f o g como la aplicacién que se
define al aplicar primero g y luego f tal y como hemos hecho en este
caso. Sin embargo cuando utilizamos las notaciones para R-mddulos a
la izquierda tenemos lo siguiente

Sean rK, gRM y rN tres R-moédulos por la izquierda, entonces si

fEHomR(RM,RN) y gGHomR(RK,RM)
tenemos f o g definida por

(k)(fog)=((k)g)f
Esta es la definicién de la composicion fo g, pero se produce un cambio
de orden en la escritura. Para solucionar eso denotaremos

gxf=1Jog
en el caso de R-homomorfismos entre R-médulos por la izquierda. A

la operacion x la llamaremos la operaciéon opuesta de la composicion.
En este caso tendremos

(k)(g = f) = ((k)g)f
Esta notacién la utilizaremos exclusivamente para homomorfismos
entre R-modulos por la izquierda.

DEFINICION 1.10. Sea R un anillo, y sea Mz un R-médulo por la
derecha. Definiremos el anillo de endomorfismos de Mgz como

Endg(Mp) = Homp(Mg, Mg)

Sea rpM un R-moddulo por la izquierda, entonces M adquiere estruc-
tura de Endg(gr M )-mdédulo unitario por la derecha dotando a Endg(grM)
de estructura de anillo con la operaciéon * en lugar de con o. Para in-
dicar este cambio en la operacién hablaremos del anillo Endg(gM )P
cuando nos estemos refiriendo al anillo (Endg(gM), +, *).

Con esta estructura M es un (R, Endg(pM)°P)-bimédulo.
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DEFINICION 1.11. Sea R un anillo, pM un R-médulo por la izquier-
day E = Endgr(rM)°P. Definimos el anillo de biendomorfismos de g M
como

Existe un homomorfismo de anillos canénico entre R y BiEnd(zM)
dado por
a: R — BiEnd(gM)

I re

con r*(m) = r - m para todo r € Ry todo m € M.

2. Categorias

DEFINICION 1.12. Una categoria A es un sistema consistente en

1. Una clase ObA, cuyos elementos reciben el nombre de objetos
de la categoria A.

2. Para cada par de objetos (A, B) en la categoria, un conjunto
Hom4(A, B) cuyos elementos se denominan morfismos de A en

B.
3. Para cada terna de objetos (A, B,C') de la categoria, una apli-
cacion
o: Homyu(B,C) x Homug(A,B) — Homyu(A,C)

(f,9) = fog
Sujeto a los siguientes axiomas

CAT1 Siel par de objetos (X, Y) es distinto de del par (X', Y”) entonces
los conjuntos Hom 4 (X, Y) y Hom4 (X', Y”) son disjuntos.

CAT?2 Dados A,B,C'y D en ObA morfismos f € Homyu(A, B), g €
Homyu (B, C) y h € Homu4(C, D) entonces

(hog)of=ho(gof)

CAT3 Para cada objeto A existe un objeto idy € Homy(A, A) tal que
para cualquier par de objetos B y C y cualesquiera morfismos
f € Homu(A, B) y g € Homu(C, A) se cumple que

folda=f y idaocg=y.

A este morfismo se le llama el morfismo identidad correspondi-
ente al objeto A.

EJEMPLO 1.13. Denotaremos por Set a la categoria cuyos objetos
son los conjuntos y cuyos morfismos son las aplicaciones entre conjun-
tos.

EJEMPLO 1.14. Sea R un anillo. Entonces denotaremos MOD-R
la categoria formada por todos los R-mdédulos y los R-homomorfismos
entre ellos.
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EJEMPLO 1.15. Sea R un anillo con identidad. Entonces deno-
taremos por Mod-R la subcategoria plena de MOD-R formada por los
R-modulos por la derecha unitarios.

DEFINICION 1.16. Una categoria A se dice aditiva si cumple las
siguientes condiciones:

1. Posee objeto cero.

2. Cada dos objetos de A poseen un producto.

3. Para cada par de objetos Ay B de A el conjunto Hom4(A, B)
tiene estructura de grupo abeliano de forma que dados A,By C,
la composicion

o: Homu(B,C) x Homu(A, B) — Hom4(A, C)

es bilineal, es decir, para todos f,g € Hom4(A, B) y todo a,b €
Hom (B, C') se cumple que

(a+b)of=aof+bof
ao(f+g)=aof+aoyg

EJErcIciO 1.1. Sea A una categoria aditiva. Entonces todo nicleo
es un monomorfismo. Dualmente, todo conticleo es un epimorfismo.

Solucion:

Sea f : A — B un morfismo en A que posee un ntcleo k : K — A.
Vamos a ver que k es un monomorfismo. Supongamos que existen
dos morfismos hq,hy : C' — K tales que k o hy = k o hy entonces
ko (hy —hy) = 0y por lo tanto f o ko (hy —hg) = 0. Aplicando que
k es el nicleo de f al morfismo k o (hy — hg), sabemos que existe un
tinico morfismo « tal que ko (hy — hy) = k o a, pero nosotros sabemos
que hy — ho y 0 cumplen que

kO(hl—hg):():k:OO

por lo tanto hy — hy =0y hy = he.
La otra demostracién se sigue por dualidad. 0

DEFINICION 1.17. Diremos que una categoria & es exacta por la
derecha si verifica:

1. Posee objeto cero.

2. Posee nicleos y contucleos

3. Es conormal (todo epimorfismo es el conticleo de algin morfis-
mo).

4. Todo morfismo factoriza en un epimorfismo seguido de un monomor-
fismo.

Una categoria € se dice exacta por la izquierda si £°P es exacta por
la derecha.
Diremos que una categoria es exacta si lo es por los dos lados.
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De los axiomas que definen las categorias exactas por la derecha,
el tinico que no es autodual es el tercero, el de la conormalidad. La
propiedad dual de la conormalidad que cumplen las categorias exactas
por la izquierda es el de la normalidad, es decir, que todo monomorfismo
es el nicleo de algin morfismo.

DEFINICION 1.18. Diremos que una categoria A es abeliana por la
derecha (izquierda) si es aditiva y exacta por la derecha (izquierda).
Diremos que es abeliana si lo es por los dos lados.

En realidad, muchos de los resultados que vamos a ver para cate-
gorias abelianas por la derecha o por la izquierda, se podrian ver para
categorias exactas por la derecha o por la izquierda, pero algunas de las
demostraciones se complican y como a lo largo de esta memoria todas
nuestras categorias van a ser aditivas vamos a hacer casi todas estas
demostraciones solamente en el caso aditivo. Como el concepto de cat-
egoria abeliana por la derecha no es autodual, a veces reduciremos los
axiomas para conseguir que algunos resultados puedan ser aplicados
tanto a categorias abelianas por la derecha como por la izquierda.

PROPOSICION 1.19. Sea & una categoria con objeto 0, nicleos y
conucleos. Entonces todo nicleo es el nicleo de su conicleo. Dualmente
todo conicleo es el conicleo de su nicleo.

Demostracion:

Sea f: M — N un morfismo de €. Sea k: K — M el nicleo de f y
c¢: M — C el contcleo de k. Tenemos que probar que k es el nicleo
de c.

Por ser k el niicleo de f sabemos que fok = 0, y por ser ¢ el conticleo
de ky fok =0 deducimos que existe un morfismo a : C' — N tal que
f=aoc

Sea h : X — M tal que coh = 0, entonces 0 = aocoh = fohy por
ser k el nicleo de f, h ha de factorizar a través de k, es decir, existe
un unico 3 : X — K cumpliendo que ko 3 = h, que es precisamente la
condicion necesaria para que k sea el nicleo de c.

La ultima afirmacién se obtiene por dualidad. 0

COROLARIO 1.20. En una categoria exacta por la derecha, todo epi-
morfismo es el conicleo de su nicleo y en una categoria exacta por la
1zquierda, todo monomorfismo es el nicleo de su conicleo.

Demostracion:
Si e es un epimorfismo en una categoria exacta por la derecha, entonces
e es el contcleo de un cierto morfismo m y usando la proposicién an-
terior, eso implica que e es el contcleo de su ntcleo.

El otro caso es dual. O

PROPOSICION 1.21. Sea & wuna categoria con objeto 0, nicleos y
contcleos y sea f: M — N un morfismo en &, Entonces
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1. Sim: N — L es un monomorfismo en &, entonces el nicleo de
f es el mismo que el nicleo de mo f.

2. Sie: L — M es un epimorfismo en &€, entonces el conicleo de
f es el mismo que el conicleo de f oe.

Demostracion:

1. Sea k : K — M el nicleo de m o f, entonces como mo fok =
0 =m o0y m es un monomorfismo, deducimos que f ok = 0.
Por otro lado supongamos que h : X — M es tal que foh =0,
entonces m o f oh = 0 y por tanto existe un tinico morfismo
a: X — K tal que h = k o a, condicién que es precisamente la
de que k sea el ntcleo de f.
2. La demostracién en este caso es dual.

[l
PROPOSICION 1.22. Sea & una categoria exacta por la derecha, en-
tonces € es equilibrada, es decir, todo bimorfismo es un isomorfismo.
Dualmente, todas las categorias exactas por la izquierda, también
son equilibradas.

Demostracion:

Sea f : M — N un bimorfismo, es decir, un monomorfismo y un
epimorfismo a la vez y sea ¢ : N — (' el conticleo de f. Utilizando una
proposicion anterior, sabemos que f es el nicleo de este conticleo, pero
como co f =0y f es epimorfismo, deducimos que ¢ es el morfismo 0
y que C es el objeto 0.

Consideremos idy : N — N el morfismo identidad. Si componemos
este morfismo con ¢ obtenemos el morfismo 0, por lo tanto idy factoriza
a través del nicleo de ¢ que es precisamente f. Es decir, que existe un
h:N — M tal que foh =idy.

Como foidy = f =idyof = foho fyusando que f es un
monomorfismo, deducimos que idy; = ho f. n

Vamos a utilizar la siguiente notacion. Dado un morfismo f, el
nicleo de f se denotard f* y el contcleo de f se denotard f¢. Estos
morfismos estan definidos salvo isomorfismos. Llamaremos imagen de
f al niicleo del conticleo de f, es decir, a (f°)* que denotaremos f*°.
Del mismo modo, la coimagen de f sera el contcleo del nticleo de f, es
decir (f*)c = fe.

Si deseamos fijar los objetos desde los que parten o a los que llegan
los morfismos, usaremos la siguiente notaciéon. Supongamos que f :
M — N es un morfismo, entonces denotaremos f* : Ker(f) — M al
nicleo de f, f¢: N — Coker(f) al conticleo de f, f* : M — Coim(f)
la coimagen y f*: Im(f) — N la imagen de f.

DEFINICION 1.23. Sea & una categoria aditiva con niicleos y conticleos
y sea f : M — N un morfismo, vamos a definir el residuo de f, que
denotaremos res(f) del siguiente modo:
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Como f o f¥ = 0, entonces f factoriza a través del conticleo de
f*, es decir, a través de la coimagen de f, existe pues un morfismo
h : Coim(f) — N tal que ho f* = f.

Como f¢o f = 0 entonces f¢o ho f* = 0, pero como f* es
un conucleo, por el Ejercicio 1.1 es un epimorfismo y por lo tanto
f¢oh = 0, de donde deducimos que h factoriza a través del nicleo
del contcleo de f, es decir, a través de la imagen de f, y existird un
morfismo res(f) : Coim(f) — Im(f) tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

M _t,

fckl Tf’““
Coim(f) =9, 1m(f)

Si existieran dos morfismos o y § de Coim(f) — Im(f) tales que
ffoao f* = f = fkeo Bo f, utilizando que f* es un monomor-
fismo y que f° es un epimorfismo que sabemos por el Ejercicio 1.1,
deduciriamos que oo = 3, por lo tanto, la definicién de res(f) es tnica.

PROPOSICION 1.24. Sea A una categoria abeliana por la derecha,
entonces para todo morfismo f, res(f) es un monomorfismo y la de-
scomposicion de f en un epimorfismo sequido de un monomorfismo,
es

f=f<ores(f)o f*

—_— N~

mono ep1
salvo isomorfismos.
Dualmente, en una categoria abeliana por la izquierda, para todo
morfismo f, res(f) es un epimorfismo y la descomposicion de f en un
epimorfismo sequido de un monomorfismo es

f=f" ores(f)o f*
N ——

mono ep1
salvo isomorfismos.
Demostracion:
Consideremos una descomposicién de f en epi seguido de mono, f =
vow con v mono y u epi. Por la Proposicién 1.21 f* = (vou)k = uF

por lo tanto f* = u* y por ser u epi en una categoria exacta por la
derecha, © = u*. De ahi deducimos que

vou= f*ores(f)ou

y usando que u es un epimorfismo, deducimos que v = f* o res(f).
Como v es un monomorfismo, deducimos también que res(f) es un
monomorfismo.

La otra demostracién se sigue por dualidad. 0
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EJERCICIO 1.2. Sea € una categoria con objeto 0, nticleos y conticleos.

Entonces el nticleo y el conticleo del morfismo 0 son la identidad.
Todo monomorfismo tiene como nicleo 0, en particular id® = 0.
Todo epimorfismo tiene como contcleo 0, en particular id® = 0.
El nicleo de cualquier nicleo es 0.

El contcleo de cualquier contcleo es 0.

Ol Lo

Solucion:

1. Claramente ido0 =0y 0 oid = 0. Ademsés si tenemos cualquier
morfismo u tal que u o 0 = 0 entonces u factoriza a través del
morfismo identidad ya que u = w o id. Del mismo modo para
todo morfismo v con 0ov =0, v =id o v.

2. Sea a un monomorfismo, por definicién de ntcleo, aoa* =0y
como también 0 = « o 0 utilizando que « es mono, deducimos
que o = 0.

3. Sea 3 un epimorfismo, por definicion de conticleo, 3o 3 =0y
como también tenemos que 0 = 0 o § deducimos que (¢ = 0.

4. Sea f : A — B un morfismo en &, f* : Ker(f) — A su ntcleo
y h : C — Ker(f) un morfismo tal que f¥ o h = 0. Entonces
foffoh = 0y por definicién de ntcleo, existird un tnico
morfismo a : C' — Ker(f) tal que ff*oh = f*oa, pero claramente
existen dos, h y 0, por lo tanto han de ser iguales, es decir h
factoriza a través del morfismo 0 : 0 — Ker(f). La unicidad de
la factorizacion viene porque entre C' y 0 solo puede existir un
morfismo por definiciéon de objeto 0.

5. La demostracion de este apartado es dual de la del apartado
anterior.

O

3. Generalidades sobre Funtores

DEFINICION 1.25. Sean Ay B dos categorias. Un funtor covariante
F: A — B es una ley que

1. Asigna a cada objeto A de A un objeto F'(A) en B.
2. Asigna a cada morfismo f € Homyu(A, B) un morfismo F(f) €
Homg(F(A), F(B)) tal que
(a) F(ida) = idp(a) para todo objeto A de A.
(b) F(fog) = F(f)o F(g) para todo par de morfismos f €
Homu(B,C) y g € Homyu (A, B).

Un funtor contravariante es un funtor covariante entre AP y B.
Habitualmente utilizaremos la palabra funtor para referirnos exclusi-
vamente a funtores covariantes.

Los funtores se pueden componer de la manera obvia.
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EJEMPLO 1.26. Sea A una categoria y sea A un objeto de dicha
categoria. Se define el funtor
Homg(A, —) : A — Set

como la ley que asigna a cada objeto B de A el conjunto Hom4(A, B)
y a cada morfismo f: B — B’ la aplicaciéon

Homu(A, f): Homu(A,B) — Homgu(A, B')
g = feog
EJEMPLO 1.27. Sea A una categoria y sea A un objeto de dicha
categoria. Se define el funtor contravariante
Homyu(—, A) : A — Set
como el funtor
Hom gop (A4, —) : AP — Set.

DEFINICION 1.28. Sean A y B dos categorfas y F,G : A — B dos
funtores. Una transformacién natural 7 : F' — G es una ley que asocia
a cada objeto A de A un B-morfismo 74 : F(A) — G(A) tal que para
todo A-morfismo f : A — B el siguiente diagrama es conmutativo

F(4) —= G(4)

F(f)l lG(f)

G(B) —— G(B)

B
Si 74 es un isomorfismo para cualquier objeto A de A diremos que
T es un isomorfismo natural o una equivalencia de funtores.

DEFINICION 1.29. Sean A y B dos categorias. Diremos que son
equivalentes si existen funtores

F:A—-B v G:B—A
e isomorfismos naturales entre los funtores
FoG — Idg
GoF —1dy

Las categorias se dicen isomorfas si los isomorfismos naturales an-
teriores son igualdades, es decir, se cumple que

FoG=1dg
GOF:IdA

DEFINICION 1.30. Sean A y B dos categorias y sean F': A — By
G : B — A dos funtores. Diremos que F' es adjunto por la izquierda de
G (o que G es adjunto por la derecha de F) si existe un isomorfismo
natural

n : Homg(F (=), —) — Homu(—, G(-))
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Denotaremos esta relacion diciendo que
(F,G,n): A— B
es una adjuncion.

Una de las caracteristicas de los funtores adjuntos es que un funtor
determina su adjunto de manera tnica salvo equivalencias.

PROPOSICION 1.31. Sean A y B dos categorias, F' : A — B un
funtor. Supongamos que existen dos funtores G, G : B — A e isomor-
fismos naturales

1 - Homg(F(—), —) — Homu(—, G(-))

77/ : HOIl’l'B(F(—), _) - HOITIA(—, G/(_>>
Entonces existe un isomorfismo natural 7 : G — G’ tal que para todo
objeto A de A y todo objeto B de B,

Homg (A, 7) onap = 7]1473
es decir, que para todo f € Homg(F(A), B),
B © ﬁA,B(f) = 77:47B(f)'

Demostracion:
Ver [16, Proposition 7.3].

Esta proposiciéon nos dice que el adjunto por la derecha queda
univocamente determinado. La proposicion dual nos dirfa que el ad-
junto por la izquierda queda también univocamente determinado.

DEFINICION 1.32. Sean A y B dos categorias y sea
(F,G,n) : A—B
una adjuncién. Entonces definiremos para todo objeto A de A,
ug = Na,pa(idpay) : A— Go F(A).
Esta asignacion determina una transformacién natural
w:ldg - GoF

que se denomina la unidad de la adjuncion.
Definiremos también para todo objeto B de B,

v = 7]5(13)7B(idg(3)) :FoG(B) — B.
Esta asignacion determina también una transformacién natural
v:FoG — Idg
que se denomina la counidad de la adjuncién.
PROPOSICION 1.33. Sean A y B dos categorias y sea
(F,G,n): A—B

una adjuncion y sean u y v respectivamente la unidad y la counidad de
la adjuncion. Entonces
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1. Para todo f € Homg(F(A), B), nas(f) = G(f) oua.
2. Para todo h € Homu (A, G(B)), 172713(9) =wvgo F(h).

 Demostracion:
Esta es la férmula (7.3) dada en [16, Pégina 65]. 0

PROPOSICION 1.34. Sea A un objeto de A y B un objeto de B,
entonces

Vp(a)y © F(ua) = idpay
G(UB) o uG(B) = idg(B)

~ Demostracion:
Esta es la férmula (7.2) dada en [16, Pagina 65]. O

EjEMPLO 1.35. Sean A y B dos categorias equivalentes a través de
los funtores F': A — By G : B — A. Entonces F' y GG son adjuntos el
uno del otro por ambos lados.

4. Sucesiones Exactas

En esta seccién vamos a fijar una categoria abeliana por la derecha
A.

DEFINICION 1.36. Una sucesién en A,

Ay fi A, Jig1 Ai+1 .

se dice exacta en A; cuando el contucleo f; coincide con la coimagen de

. _ pek
fit1, es decir, ff = f{F.

Diremos que la sucesién completa es exacta cuando es exacta en
cada uno de los A; (excepto los extremos).

PROPOSICION 1.37. Una sucesidn del tipo
0 A—- B

es exacta si y solo si a es un monomorfismo. exacta.

Demostracion:
Por definicion de exactitud, si esta sucesion es exacta entonces «
0¢ =1id y como

ck _

o = o ores(a) o a®

i
deducimos que « es una composicién de monomorfismos y por lo tanto
un monomorfismo.

Por otro lado, si a es un monomorfismo, entonces por el Ejercicio
1.2, sabemos que af = 0 y por lo tanto a®* = (a¥)¢ = 0° que es la

condicion de exactitud que necesitamos. 0
PROPOSICION 1.38. Una sucesidn del tipo
B¢ 0
es exacta si y solo si B es un epimorfismo.
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Demostracion:
Por definicién de exactitud, esta sucesién es exacta si y solo si 0 = 3¢
y como 0% = id® = 0, entonces la sucesién es exacta si y solo si 3¢ = 0
que es equivalente al hecho de que (3 sea un epimorfismo por el Ejercicio
1.1. 0

5. Funtores Aditivos y Exactos por la Derecha

En esta seccion vamos a fijar dos categorias abelianas por la derecha
Ay B.

DEFINICION 1.39. Sea F' : A — B un funtor covariante. Diremos
que F' es un funtor aditivo cuando para todo par de objetos Ay B de
A, la aplicacion

Fap: Homgy(A,B) — Homg(F(A), F(B))
f — F(f)

es un homomorfismo de grupos abelianos.

NoTA 1.40. Por ser Fag un homomorfismo de grupos abelianos,
es particular, el morfismo 0, que es el elemento neutro, va siempre al
morfismo 0 a través de funtores aditivos.

Los funtores aditivos también conservan el objeto 0, ya que se puede
caracterizar el objeto 0 como el unico objeto que cuyo anillo de endo-
morfismos tiene unicamente un elemento ya que en todos los demds
objetos, existen al menos dos, el morfismo 0 y la identidad, sin embar-
go, en el objeto 0 estos dos morfismos coinciden.

PROPOSICION 1.41. Sea F' : A — B un funtor covariante. En-
tonces son equivalentes

1. F conserva sumas finitas.
2. I conserva productos finitos.
3. F es aditivo.

Demostracion:
Ver [16, Proposition 9.5]. O

DEFINICION 1.42. Sea F' : A — B un funtor aditivo. Diremos que
I es exacto por la derecha si conserva conticleos.

PROPOSICION 1.43. Sea F : A — B un funtor aditivo. Entonces
son equivalentes

1. F es exacto por la derecha.
2. Para toda sucesion exacta de la forma

0—-A—-B—-C—0
en A, la sucesion
F(A) — F(B)— F(C)—0

es exacta en B.
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3. Para toda sucesion exacta de la forma
A—-B—-C—=0
en A, la sucesion
F(A) — F(B) — F(C)—0
es exacta en B.

Demostracion:

Empecemos suponiendo que F' es exacto por la derecha y vamos a
demostrar (3). Para ello vamos a dar nombre a los morfismos de la
sucesion

A—,p-L.¢C 0
Como (3 es un epimorfismo y A es exacta por la derecha, § es un
contcleo y por lo tanto F(3) también es un contcleo por lo que F'(3)
es un epimorfismo en B.

Como [ es un epimorfismo, (3 es el conticleo de su ntcleo y por la
condicién de exactitud en B, el contcleo de o es 3. Como F' conserva
conticleos, entonces F'(«)® = F(f3), pero como F(/3) es un epimorfismo,
y B es exacta por la derecha, F'(/3) es el niicleo del contcleo de F(3), es
decir, F'(a¢) = F(3)°* que es la condicién que nos faltaba para probar
que

F(A)— F(B)— F(C)—0

es exacta en B.
La implicacién (3 = 2) es trivial. Vamos a probar ahora (2 = 1).
Empecemos viendo que un funtor de este tipo conserva epimorfis-
mos. Sea [ : A — B un epimorfismo en A. Como A es exacta por la
derecha, (3 coincide con el contcleo de su ntcleo, por lo tanto tenemos
la siguiente sucesion exacta

8" B
0 —— Ker(p9) A B 0
y aplicando el funtor F' obtenemos
k
FKer(5)) 22 pay 22 pBy —— 0

y utilizando la Proposicién 1.38 deducimos que F'(3) es un epimorfismo.
Vamos a probar ahora que F' conserva contcleos, para ello tomemos
un morfismo cualquiera o : M — N en A. Tenemos que probar que
F(af) = F(a)“.
Empecemos considerando la siguiente descomposicion

o = o’ ores(a) o a™®

Como a“* es un epimorfismo por ser un contcleo, podemos aplicar la

Proposicién 1.21 y deducir que

af = (™ ores(a))”.
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Ademas, como a es un conucleo, es el conticleo de su ntcleo de donde
deducimos que la siguiente sucesion es exacta

akcores(a)

N - Coker(a) —— 0
Si aplicamos el funtor F' obtenemos la sucesion exacta siguiente

0 —— Coim(a)

P . F(akcores(a)) F(ac)
(Coim(o)) —— F(N) ——= F(Coker(a)) —— 0
Por definicién de exactitud de la sucesién anterior sabemos que F(a*¢o
res(a))¢ = F(a®)®* y como F(a®) es un epimorfismo y B es exacta por
la derecha, coincide con el contcleo de su ntucleo, de donde deducimos
que F(a*eores(a))® = F(a).

Por otro lado, o = a* o res(a) o a* por lo tanto F(a) = F(a*® o
res(a)) o F(a*) y como F(a*) es un epimorfismo deducimos que

F(a)® = F(a*® ores(a))°

que habiamos probado antes que coincidia con F'(af). n

6. Categorias Reflexivas y Correflexivas

DEFINICION 1.44. Sean A y B dos categorias y sea J : A — B un
funtor pleno y fiel .

Diremos que A es una categoria reflexiva con respecto a B si y solo
si J tiene un adjunto por la izquierda.

Dualmente diremos que A es una categoria correflexiva con respecto
a B si y solo si J tiene un adjunto por la derecha.

En esta seccién vamos a estudiar principalmente las propiedades
de las categoria correflexivas ya que seran las que mas apliquemos a
lo largo de esta memoria. Las propiedades de las categorias reflexivas
vendran dadas por dualidad.

A partir de ahora fijaremos dos categorias A y B junto con un
funtor pleno y fiel J : A — B y un adjunto por la derecha de J que
denotaremos D : B — A.

Fijaremos también la unidad y la counidad de la adjuncién que
denotaremos respectivamente

w:ldg — DolJ
v:JoD —Idg
y el isomorfismo que da la adjuncién
n : Homg(J(—), —) — Homu(—, D(—)).
LEMA 1.45. Sea A un objeto de A y B un objeto de B. Entonces

para todo morfismo « : J(A) — B existe un inico & : A — D(B) tal
que o = vg o J(@).

Demostracion:
Este morfismo es concretamente & = nap(«). Utilizando la Proposicién
1.33, sabemos que @ = D(a)oua y que a = vg o J(@). O
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PROPOSICION 1.46. La transformacion natural v es una equivalen-
cia de funtores.

Demostracion:
Esta demostracién se puede ver en [16, Proposition 7.5]. Vamos sola-
mente a decir cual es el inverso de ux. El inverso de ux es el tnico
morfismo h tal que J(h) = vy(x). 0

LEMA 1.47. Sea L un objeto de B tal que para el morfismo vy :
JD(L) — L existe v}, : L — JD(L) con vy o v} = idy. FEntonces
’U}/ oV = idJD(L)-

Demostracion:

Por ser J pleno, existird un morfismo h : D(L) — D(L) tal que J(h) =
'U/L o vr,.

Para el morfismo o« = vy : JD(L) — L existen dos morfismos
idpy, h : D(L) — D(L) tales que vy, o J(idp)) = o = vy o J(h).
Utilizando pues la unicidad dada por el Lema 1.45 deducimos que h =
idD(L) y por lo tanto U/L ovr = idJD(L). 0

PROPOSICION 1.48. Sea ((M;)ier, (0ji + M; — M;)i<;) un sistema
directo en A tal que para ((J(M;))ier, (J(0j:) = J(M;) — J(M;))i<))
existe un limite directo (L,(q; : J(M;) — L)ier) en B. Entonces
(D(L), (D(QZ)OUMZ . Mz — D(L>)Z€I) es un limite directo de ((Mi)iela (in>i§j)
en A. Ademds, en este caso vr, : JD(L) — L es un isomorfismo.

Demostracion:
Empecemos viendo que vy es un isomorfismo. Para ello consideremos
la familia de morfismos vy, o JD(¢;) o J(u;) con i € I. Para todo i € [
se tiene que vy, o JD(q;) = ¢; © vy(u,), por lo tanto
v, 0 JD(q;) 0 J(u;) 0 0ji = qj © Vyary) © J (uag,) 00ji =

S

qj ©0j; = 4; = q; ©Vjm;) © J(unr,) = vp o JD(g;) o J(un,)
Por lo tanto, utilizando la propiedad universal del limite directo,
existe un unico morfismo v} : L — JD(L) el siguiente diagrama es
conmutativo para todo i € [

L . JD(L)

qu TDJ(%‘)

JMy) 2 1D

Es decir, v} o ¢; = DJ(¢;) o J(u;) para todo i € I. Entonces
UL, © UIL oq =vpoDJ(g)o J(u;) =gio Vj(M;) © J(ui) = g

por lo tanto vy o v} =idy y por el lema anterior deducimos que vy, es
un isomorfismo.
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Sea ¢ < j, por ser (L,q;) un limite directo, sabemos que ¢; = ¢; o
J(o;i). Llamemos a este morfismo «, y sean

a = D(q;) © un; 0 0ji
B = D(q;) o un,

Nuestro objetivo es probar que & = (3. Utilizando la naturalidad de v
y las propiedades de los funtores, tenemos que

v o J(@) = v o JD(q;) o J(un,) o J(0ji) =

qj 0 V() © J(ung;) oJ(05:) = g5 0 J(0ji) =

S

~~

id s ()

a=q; =g oidsan) = ¢ ovy © J(ur) =

v o JD(g;) o J(upg,) = vr o J(5)

y utilizando el Lema 1.45 deducimos que a = f3.

Sea (f; : M; — M);e; una familia de morfismos en A tal que para
todo i < j, fj 005 = fi;. Entonces para todo ¢ < j se tiene que
J(f;) o J(oj) = J(f;) por lo que utilizando la propiedad universal del
limite directo, deducimos que existe un tinico morfismo f : L — J(M)
tal que foq = J(f;) para todoi € I.

Denotemos por f = ujy; o D(f).

foD(a;) oung, = upy o D(f) 0 D(gs) 0 ung, =
uyf o DJ(f)ouy, =fi Viel
Supongamos que tenemos dos morfismos f y g tales que fo D(g;)o

upr, = g o D(q;) ouyy, para todo ¢ € I. Entonces para todo ¢ € [ se
tiene que

J(f) o JD(q;) o J(un,) = J(g) o JD(g;) o J(uar,)
Utilizando la naturalidad de v y que vy, es un isomorfismo sabemos que
JD(q;) = v;l 0 ; 0 V(M) Y €OMO Vyar,) © J(unr,) = idyar,) obtenemos
para todo ¢ € I que

J(f)ovptog = J(g)ov ' og
y utilizando la propiedad universal del limite directo deducimos que
J(f)ov;' = J(g) ov;t y por lo tanto J(f) = J(g) y por ser J fiel,
f=y. O
COROLARIO 1.49. Si A es una categoria correflexiva con respecto
a una categoria cocompleta B, entonces A es una categoria cocompleta.

Demostracion:
Basta aplicar la proposicién anterior para calcular el limite directo de
cualquier sistema directo. 0
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PROPOSICION 1.50. Sea ((M;)ier, (0ji + M; — M;)i<;) un sistema
inverso en A tal que para ((J(M;))ier, (J(0ji) + J(M;) — J(M;))i<j)
existe un limite inverso (L,(p; : L — J(M;))icr) en B. Entonces
(D(L), (u]_v[lioD(p,-) : D(L) — M,;);er) es un limite inverso de (M, )ier, (0i)i<;)
en A.

Demostracion:
Sea i < j. Por la naturalidad de u sabemos que Ujiou]}[li = u;jj oDJ(oj;)
por lo tanto

aji 0 upy, © D(pi) = upp 0 DJ (o) 0 D(p;) =

u;/llj oD(J(0j;)op;) = u}jj o D(p;)

Sea M un objeto en Ay f; : M — M, una familia de morfismos
tales que para todo i < j, 050 f; = f;. Entonces J(0j:) o J(fi) = J(fi)
por lo que existird un tnico f : J(M) — L tal que p; o f = J(f;) para
todo ¢ € I. B

Denotemos f = D(f)ouy : M — D(L). Entonces para todo i € I,

UJT/flz oD(pi)o f= u]_\/[lz o D(pio f) OUMUX;Z. o D(fi) oun = fi.
Supongamos que existen dos morfismos f,g: M — D(L) tales que
upp o D(pi)og=wuyoD(pi)o f Viel
Entonces
D(pi)of=D(p)og Viel=
JD(p;)o J(f) =JD(p;)o J(g) Viel=
vy © JD(pi) o J(f) = vyany 0 JD(pi) o J(g) Viel =
piovpoJ(f) =piovpoJ(g) Viel=
v o J(f) =vroJ(g)
y utilizando el Lema 1.45 deducimos que f = g. n
COROLARIO 1.51. Si A es una categoria correflexiva con respec-

to a una categoria completa B, entonces A es también una categoria
completa.

Demostracion:
Basta aplicar la proposicién anterior para calcular el limite inverso de
cualquier sistema inverso. 0

PROPOSICION 1.52. Si A es una categoria correflexiva con respecto
a una categoria B y B tiene un cogenerador, entonces A también tiene
un cogenerador.

Demostracion:
Sea C' un cogenerador de B. Vamos a probar que D(C') es un cogener-
ador de A, para ello tomemos dos objetos X e Y de A y dos morfismos

f,g: X — Y tales que f # g. Como J es un funtor fiel, J(f) # J(g)
por lo que aplicando la definicién de cogenerador podemos encontrar un
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morfismo « : J(Y) — C tal que ao J(f) # ao J(g). Por el Lema 1.45
sabemos que existe un tinico a : Y — D(C) tal que a = vg o J(@), pero
entonces voo J(ao f) # vooJ(@og) y por lo tanto J(a@o f) # J(@og).
Utilizando de nuevo que J es fiel, deducimos que @ o g # a o f, lo que
prueba que D(C') es un cogenerador de A. 0

7. Los Funtores Homz(—, —) y — Qg —

EJERCICIO 1.3. Sea R un anillo con estructura de Z-algebra sobre
un anillo conmutativo con identidad Z.

Sea M un (Z, R)-bimédulo, entonces M tiene estructura de #*R-
modulo por la derecha unitario con la operacion

m-(z,r)=m-z4+m-r

paratodoz € Z,r€ Ryme€ M.
Reciprocamente sea M un #*R-médulo por la derecha unitario, en-
tonces M tiene estructura de (Z, R)-bimédulo con las operaciones

z-m=m-(z,0) Vz€ZVmeM

m-r=m-(0,r) VreRYVYmeM
Estas operaciones son inversas la una de la otra.

Solucion:
Vamos a ir comprobando cada una de las condiciones de la definicién
de modulo.
Sean m,m’' € M y (z,r), (,7) € ?R.
e m((z,r)+ () =m(z+ 2, r+r)=m(z+2)+m(r+1) =
mz+mz +mr+mr’ = mz+mr+mz +mr’ = m(z,r)+m(2,1r').
o (m+m')(z,r) = (m+m)z+(m+m')r =mz+m'z+mr+m'r =
mz +mr +m'z +m'r =m(z,r) +m/(z,7).
o m((z,r)(2,r") =m(z2, zr' + 2'r+r1") = mzz' +mzr’ +mz2'r +
mrr’ =mz(Z ") +mr(Z,r") = (mz+mr)(Z,7") = (m(z,7)) (2, 7).
e m(lz,0) =mlyz +m0=m.
Sean m,m' € M, z,2 € Z, r,v" € R.
o z(m+m')=(m+m)(z,0) =m(z,0)+m(z,0) = zm + zm/.
o (z4+2Z)Ym=m(z+7,0) =m(z,0) +m
o z2'm =m(z2',0) = m(2'2,0) = m((2,0
z(2'm).
o 1;m=m(lg,0)=m.
(m+m')r=(m+m')0,r) =m(0,r)+m'(0,r) = mr+mr'.

mr + mr’.
o m(rr’) =m(0,rr’) =
o (zm)r = (m(z,0))(0,
(m(0,7))(0,2) =z
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EJERCICIO 1.4. Sea R un anillo, entonces utilizando la estructura
de Z-élgebra de R y las estructuras de (Z, R)-bimédulos de todos los
R-modulos a derecha, se pueden definir funtores que inducen un iso-
morfismo entre las categorias

MOD-R ~ Mod-*R
por el ejercicio anterior y por la propiedad adicional de que
Hompg(M, N) = Homag(M, N)
con las estructuras inducidas para dos R-mdédulos a derecha M y N.

Solucion:
En realidad lo que tenemos que ver es cémo se comportarian estos
funtores con los morfismos.

Sea f € Hompg(Mg, Ng), [ en particular es un Z-homomorfismo,
entonces para todo m € M, (z,7) € ZR tenemos

fm)(z,r) = f(m)z+f(m)r = f(mz)+f(mr) = f(mz+mr) = f(m(z,7))

Por lo tanto f es también un #R-homomorfismo. Reciprocamente
si Mg v Nog son dos ZR-médulos unitarios v f : M — N es un
ZXR-homomorfismo, en particular tendremos que para todo m € M y
todo r € R,

f(mr) = f(m(0,7)) = f(m)(0,7) = f(m)r.

|
El resultado del ejercicio anterior nos muestra entre otras cosas que

para cualquier R-moédulo M, el funtor
Hompg(M, —) : MOD-R — Mod-Z

es equivalente a través del isomorfismo de categorias, al funtor
Homzg (M, —) : Mod-R — Mod-Z

Otro tipo de funtores que tendra una especial importancia, son los
funtores producto tensorial. Vamos a definir el producto tensorial y
vamos a ver que también se puede utilizar la extensiéon de Dorroh.

DEFINICION 1.53. Sea R un anillo, Mr y gN R-mdédulos por el
lado que se indica y A un grupo abeliano. Una aplicacién

B:MxN—A

es una aplicacién bilineal R-equilibrada cuando
1. 6(7711 + mg,n) = ﬂ(ml,n) + 6(7712,71) le,mg - M, Vn € N.
2. B(m,ny +n2) = B(m,ny) + B(m,ny) VYm € M,Vni,ny € N.
3. B(mr,n) = B(m,rn) ¥Ym € M,Vr € R,Vn € N.
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DEFINICION 1.54. Sea R un anillo, Mr y gN R-mdédulos por el
lado que se indica. Un producto tensorial de M por N es un par
(T, 7) donde T es un grupo abeliano y 7 : M x N — T es bilineal
R-equilibrada y verifica: ”Dado un par (A, 3) con A grupo abeliano y
B : M x N — A bilineal R-equilibrada, existe un inico homomorfismo
de grupos abelianos f: T — A tal que foT = (3.7

Si existe un producto tensorial con la definicién dada anteriormente
podemos establecer una biyeccion entre los homomorfismos de gru-
pos abelianos de T a A y las aplicaciones M x N — A bilineales
R-equilibradas que a cada homomorfismo f : T — A lo lleve a f o .

Esta definicion también nos proporciona unicidad salvo isomorfis-
mos:

EJERCICIO 1.5. Sea R un anillo, Mg y gkN R-mo6dulos por el lado
que se indica. Si (T,7) y (T",7") son dos productos tensoriales de M
por N entonces existe un isomorfismo ¢ : T — 7" tal que p o7 = 7'.

Solucion:
Aplicando la propiedad de la Definiciéon 1.54 a 7 obtenemos un tnico
homomorfismo g : 7" — T tal que 7 = g o 7/. Aplicando la misma
definicién a 7/ obtenemos un tnico homomorfismo f : T — T” tal que
7' = for. Entonces tenemos que idpro7 =7 =go7 =gofory
utilizando la unicidad deducimos que g o f = idy. De forma simétrica
se prueba que f o g = idy. 0

Una vez probada la unicidad salvo isomorfismos podemos establecer
una notacion para el producto tensorial. El producto tensorial de M
por N con su estructura de R-moddulos, se denotard M ®ir N y los
elementos de la forma 7(m,n) se denotardan m & n.

Vamos a probar la existencia del producto tensorial basandonos en
la existencia del producto tensorial para moédulos unitarios sobre un
anillo con identidad utilizando la identificaciéon dada en el Ejercicio
1.3.

PROPOSICION 1.55. Sea R un anillo y sean Mp y gRN dos R-mddulos
por el lado que se indica, entonces M Qup N junto con

T . MXN — M®Z><RN
(m,n) — mQ®n

es un producto tensorial sobre R de M y N. En otras palabras, M Qg
N — M ®Z><R N

Demostracion:
Solo es necesario comprobar que M ®zg N cumple la propiedad de la
definicion de producto tensorial, y después utilizaremos la unicidad del
producto tensorial para obtener la conclusion que deseamos.

Sea A un grupo abeliano y G : M x N — A una aplicacién bilineal
R-equilibrada. Vamos a comprobar que entonces (3 es también una
aplicacién Z*R-equilibrada, para ello sea m € M, n € N y (z,7) € ZR.
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B(m-(z,r),n)=0F(m-z+m-r,n)=p(m-zmn)+ B(m-zn).

Por ser (3 bilineal y ser z un niimero entero, podemos decir que 3(m-
z,n) = zf(m,n) = B(m,z-n) y utilizando esta igualdad deducimos
que

ﬂ(m~7‘,n) +6(m z,n) = 6(771,7“7?,) —i—ﬂ(m,zn) =
B(m,r-n+z-n)=pB(m,(r z) n)

Utilizando la propiedad del producto tensorial M ®zgr N podemos
encontrar un tinico homomorfismo de grupos abelianos [ : M Qg N —
A tal que f o7 = (3, siendo esta la propiedad que buscabamos. n

Hay ocasiones en las que el grupo abeliano M ®r N tiene una
estructura adicional.

PROPOSICION 1.56. Sean R,S y T anillos y sean s Mp y g Ny bimddulos
como se indica, entonces M @p N es un (S, T)-bimddulo.

Demostracion:

La demostracién es similar a la que se hace en el caso de anillos con
identidad, vamos a recordarla. El inico problema que aparece es definir
el producto de elementos de S por elementos de M ®r N. Dado un
elemento

Z m; @n; € M @zr N

icl
y un elemento s € S, se puede intentar definir

S Zmi Qn; = Z(smi) QR n,;.
iel i€l
Sin embargo, esta definicion tiene el problema de que la expresion de
un elemento de M ®r N como suma de elementos de la forma m ® n
no es unica, tenemos pues que trabajar un poco mas para hacer la
definicion del producto.
Sea s € 5. Consideremos el homomorfismo canénico
7: MXN — M®rN
(m,n) — m®n
y la aplicacién bilineal R-equilibrada
Bs: MxN — M®zrN
(m,n) — (sm)®n
Por la propiedad del producto tensorial existe un tinico homomor-
fismo de grupos abelianos vs : M @ g N — M ®g N tal que v,o71 = .

Definiremos pues sw = vg4(w) para todo w € M @z N. Esto hace que
se cumpla la igualdad

sZmi Qn; = Z(smi) QR n,;.

iel i€l
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Utilizando esta igualdad y el hecho de que M es un S-mddulo por la
izquierda se puede comprobar facilmente que M ®g N es un S-méodulo
por la izquierda. De forma simétrica se hace la prueba de que M ®r N
es un T-moédulo por la derecha. La comprobacion de la propiedad de
bimédulo es también inmediata. 0

Tal y como vimos en el caso de los funtores Homg (M, —) y Homg(—, N),
en el caso de los funtores producto tensorial M ®p— v —®r N, podemos
reducir su estudio al caso de los funtores producto tensorial M ®Qzxp —
y — ®u=p N ya que son equivalentes de una forma candnica.

Utilizando el resultado correspondiente para anillos con identidad y
las extensiones de Dorroh se comprueba inmediatamente que se cumplen
las propiedades de adjuncion entre los funtores Hom y producto tenso-
rial. Es decir

PROPOSICION 1.57. Sean R y S dos anillos y sean sMg, rRN y sP
modulos como se indica. Entonces se tiene un isomorfismo de grupos
abelianos

a: Homg(M ®r N, P) — Hompg(N, Homg(M, P))

Dado por
(m)((af)(n)) = (m®mn)f.

Ademds « es natural en N y en P.

Demostracion:
Ver [3, Proposition 20.6].

Este resultado nos permite garantizar que los funtores Homg (M, —)
conservan limites inversos y que los funtores M ®g — conservan limites
directos.

PROPOSICION 1.58. Sea A un anillo con identidad, My y 4N dos
A-mddulos unitarios por el lado que se indica. Sea {n; : i € I} un
conjunto generador del mddulo AN y {m; : i € I} una familia de
elementos de M casi todos nulos. Entonces Ziel m;Qn; =0 en M4 N
si y solo si existe un conjunto finito F, unos elementos {zy: f € F'} C
M y{ag : (i, f) € I x F} C R cumpliendo las siguientes condiciones:

1. ay; = 0 para casi todo par (i, f) € I x F.

2. Y erapn; =0 para todo f € F.

3. mi =) ;cpTray para todoi € I.

Demostracion:
Ver [45, Seite 97]. O
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TEMA 2

Soportes

1. Primeras Definiciones y Notaciones

DEFINICION 2.1. Sea X un conjunto. Denotaremos 3(X) al con-
junto dado por Upenufor X™.

En esta definicién consideraremos que X contiene una O-tupla que
representaremos como &. En todos los casos consideraremos que si
k # j entonces X* no tiene elementos comunes con X7. El tnico caso
en que esto podria dar algtin problema es en el caso X° con X!, es
decir, en el caso en que @ € X. Para evitar esto consideraremos que
la unién U,enugop X" es una unién disjunta.

A los elementos de ¥(X) los denotaremos como T, 7, %, - - -. Deno-
taremos por A(T) el elemento de N U {0} tal que 7 € X*@. Con esta
notacion escribiremos T = zy - - - Tx).

Tendremos pues una notacién del tipo

Y=Y1"Y\w)

—a .« @

Los elementos de ¥(X) se pueden yuxtaponer del siguiente modo,
dados 7,7 € ¥(X), definiremos

TY=x1 - Ta@Y1 " Ya@)

Con esta definiciéon ¥(X) no es mas que el monoide libre sobre X,
siendo @ el elemento neutro de este monoide.

A veces, para algun tipo de notaciones nos interesara representar la
tupla con los elementos cambiados de orden, es decir, xy@g) - - - 71, esta
tupla se representara . En esta forma se podréan también yuxtaponer,
de forma que 1y = Txgz) - T1Yrg) Y-

Vamos a definir la siguiente relaciéon de orden entre los elementos
de X(X). Dados 7,7 € X(X), diremos que T < 7 si y solo si existe
w € X(X) tal que Tw = 7. Esta es claramente una relacion reflexiva,
antisimétrica y transitiva. En cierto modo, esta relacion se asemeja a
la relacién de divisibilidad, pero no utilizaremos la notaciéon de divisi-
bilidad porque estamos trabajando en un monoide no conmutativo.

SiT <7, el elemento w € 3(X) tal que Tw = ¥ estd univocamente
determinado. A este elemento lo denotaremos 7~'7. Esto no es mas
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que una mera notacién ya que T~ no es un elemento de ¥(X), por lo

tanto no tendra sentido escribir 717 sin 7 £ 7.
Cuando estemos utilizando las notaciones x y y, siT <y, y Z =
7'y, denotaremos y 2! al elemento z.

DEFINICION 2.2. Definiremos un soporte sobre X como un subcon-
junto ¢ C ¥(X) tal que para todo x1---x, € ( con n > 1 se cumple
que 1+ Tp_1 € C.

Al conjunto de soportes sobre X lo denotaremos Z(.X).

NoTA 2.3. Sea ¢ € Z(X), entonces para todo § € (, si T < 7,
entonces T € (. En particular, si ( # @ se cumple que @ € ( siendo el
reciproco también cierto.

Lo que hacemos pues con los soportes es completar conjuntos con
el orden que hemos definido, de tal modo que si un elemento pertenece
al conjunto, todos los que son menores que él también pertenecen al
conjunto.

Se podria dar una definicién alternativa de soporte sobre X como
sigue: Un subconjunto ¢ C (X)) es un soporte sobre X si y solo si
para todo ¥ € ( y todo ¥y < T, se cumple que i € (.

Vamos a establecer una representacion grafica de los soportes que
nos sera de utilidad para explicar la idea de algunas demostraciones.

Sea ( un soporte, vamos a representar cada uno de los elementos del
conjunto ¢ (a los que llamaremos nodos) como un punto. Si { # &, taly
como hemos visto antes se cumple que @ € (. Este nodo lo llamaremos
origen y lo pondremos a la izquierda de nuestra representacién. A la
derecha de este punto y unido mediante segmentos con él, dibujaremos
los puntos correspondientes a los nodos de (N X. A la derecha de éstos
los de ¢ N X? uniendo mediante segmentos los nodos de la forma z; 2
con x; que necesariamente es un nodo por definicion de soporte. Asi
sucesivamente representaremos los nodos de ¢ N X"*! a la derecha de
los de ¢ N X™ uniendo con segmentos los de la forma x; - - - z,x,1 con
Ty T,

Veamos un ejemplo de como se hace esta representacion. Supong-
amos que X = {a, b} es un conjunto con dos elementos, vamos a rep-
resentar el siguiente soporte:

¢ =1{9,a,b}
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Esta representacion grafica tiene tres puntos, que se corresponden
con los tres elementos del conjunto (, y dos segmentos, los que se
corresponden a las relaciones @ < ay @ < b.

Siguiendo con el mismo conjunto X vamos a representar el soporte

¢ ={9,a,b,aa,ab,aaa}

Del nodo @ salen dos nodos, al igual que del nodo a, sin embargo del
nodo aa solo sale uno. Estas representaciones se complicaran cuando
tratemos con conjuntos infinitos, pero ya iremos viendo esas cuestiones
cuando nos aparezcan.

Vamos a ver ahora algunos ejemplos sencillos de soportes.

EJEMPLO 2.4. Sea X un conjunto. El conjunto vacio, @, y el total
¥(X) son soportes sobre X.

EJEMPLO 2.5. Sea T € ¥(X), entonces definiremos
(7) ={y e X(X) :y <7}
Concretamente éste es el menor soporte que contiene a 7.

EJEMPLO 2.6. Sea (2,)neny € XY, entonces definimos ((x,, : n € N))
el soporte que viene determinado por el conjunto

{@,xl,fﬁle,"' 7x1"'xn7"'}

Este soporte lo representaremos graficamente de la siguiente forma
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Los soportes de tipo (Z)) v (z, : n € N)) tienen la propiedad adi-
cional de ser conjuntos completamente ordenados, es decir, si tomamos
dos elementos 7, Z en estos conjuntos, entonces se ha de cumplir que
y<Zoquez<7.

EJEMPLO 2.7. Sea n € N, entonces UZ:oXk es un soporte.

En algunos aspectos las sucesiones del tipo (x,),en € X se com-
portan de forma similar a los elementos de X(X). Vamos a denotar

Yo (X) = 2(X) U XV

y a extender la definicién de orden a los elementos de ¥ (X) como
sigue: Sean 7,7 € X(X), entonces

<y (@) < (W)

Con esta extension, < sigue siendo una relacion reflexiva, anti-
simétrica y transitiva. También vamos a extender la definicién de ((—))
para subconjuntos de ¥ (X), dado H C ¥, (X), denotaremos

(H)) = Uzen (7).

EJERcICIO 2.1. Demostrar que para todo H C X
que ((H)) es un soporte sobre X. Ademds H N 3(X)

Solucion:
Sea T € H, entonces existe § € H tal que T € ((7)). Si w < T, entonces
w <7y por lo tanto w € (7)) C (H)).

Dado T € H N X(X), entonces T € (7)) C (H)). O

2. Operaciones Basicas en Z(X)

Las dos primeras operaciones que se pueden definir son las de unién
e interseccién que se definen para soportes como la unién e intersec-
cién de los conjuntos subyacentes. Es facil ver que ambas operaciones
definidas sobre soportes nos dan soportes.

EJERCICIO 2.2. Sea X un conjunto, {¢; : ¢ € I} una familia no
vacia de soportes sobre X. Entonces U;c;(; v Mier(; son soportes.



2. OPERACIONES BASICAS EN Z(X) 49

Solucion:
Sea T € U;er(; v sea i < T. Entonces para algin ¢y € [ se cumple
que T € (;,. Utilizando que (;, es un soporte deducimos que y € (;, C
UierGi-

Sea T € Nicr(; v seay < T. Entonces para todo ¢ € I se cumple que
T € (; y como todos son soportes, Vi € I,y € (; por lo tanto iy € N;es(;.

O

DEFINICION 2.8. Sea X un conjunto, T € X(X) y ¢ € Z(X). Si
( = @ definiremos Vz( = &, si no es vacio, definiremos

Va( = {77 € 2(X) : 7 € (U (@)

Definiremos también
A ={y e X(X) Ty € (}.

NotA 2.9. Como se puede apreciar, si ( # & entonces el elemento
T estd tanto en el conjunto {Ty : § € (} como en (%)), en realidad
podriamos afinar un poco mas la definicion de VzC y decir que si ( # O,
entonces

Ve ={77 € ¥(X) : g € (} U (21 Tx@)-1))

pero no utilizaremos la definicion en esta forma para evitar tener que
expandir el elemento T. Solo lo haremos en algunos casos cuando

A7) = 1.

Vamos a tratar de ver graficamente lo que representan estas opera-
ciones.

Sea X = {a, b} un conjunto con dos elementos y sea ( = {&,a, b}.
Tomemos = = a, entonces

V.¢ ={9,a,aa,ab}

Graficamente tenemos

¢ Va(

Dicho de otra forma, al aplicar V, a ¢ hemos trasladado el nodo
origen a la derecha y hemos puesto un nuevo origen. El antiguo soporte
aparece a partir del nodo a del nuevo soporte. No hemos perdido pues
nada de informacién.

Tomemos de nuevo X = {a,b}, £ = {D,a,b,aa,ab,aaat y x = a,
entonces
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Aag = {®7 a? b? aa’}

Graficamente tenemos

La operaciéon A, traslada en nodo a al origen y se olvida de todo
lo demas que salia del antiguo nodo origen.

NotA 2.10. Sea X un conjunto, ¢ € =(X) yT € X(X). Entonces
A lNX ={ye X :Tye(}

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata de la definicién. 0
Vamos a ver es que las operaciones Vz y A, aplicadas a soportes
nos dan soportes.

EJERCICIO 2.3. Sea X un conjunto, ( € Z(X), T € X(X). En-
tonces Vz( y A,( son soportes sobre X.

Solucion:
Si ( = @ entonces Vz( = & que es un soporte. Supongamos que ( # &,
7€ Vz(yquew <. Siw < T entonces tenemos que w € (7)) C V(.
Podemos pues suponer que w £ T.

Como w £ T, entonces § £ x y por lo tanto T < 7§ y ademas
7'y € ¢. Como (7)) estd totalmente ordenado, w < yJy w £ T
entonces T < w, ademds, como W < 7, entonces T~ 'w < 7717, por lo

que T-'w € ¢ y por lo tanto w = T(T"'w) € V(.
Seay € Ay y seaw <7. Entonces 7y € ( y 7w < Ty, por lo que
Zw € ¢ y por tanto W € A,(. O
Vamos a comprobar que Vz y A, se comportan bien con las uniones
e intersecciones.

S

PROPOSICION 2.11. Sea X un conjunto, {¢; : i € I} una familia
de soportes sobre X yT € ¥(X). Entonces
la. Vz Uier G = Uier VzGi
1b. Ay Uier G = UierAgG
2a. Vz Nier G = NierVa(;
2b. Ap Nier G = MierAgG

Demostracion:
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la. Si Ujer(; = 9 entonces (; = & para todo ¢ € I y Vz(; = O para
todo ¢ € I por lo tanto Vz Ujer (; = U;eVz(; porque ambos
miembros son &.
Si Ujer(; # @ denotemos por Iy = {i € I : (; = @} y
Jo =1\ 1Ip. Si(; = @ entonces se cumple que {7y € 3(X) :
7 € (i} = @ = Vz(;. Utilizando esto y aplicando las definiciones
deducimos que

Vaz Uier G = () U{Ty € B(X) : ¥ € Uie1 G} =
(@)U (Vie{zy : 7 € G}) =
(@) U (Vier{zy : 7 € GHU
jeso{TY 1Y € G}) =
(Uier, Vi) U (Z) U (Ujes {77 1 7 € G}) =
(Uier, VzG) U (Ujes, Vz()) = Uier Va6

(U
)u

1b.
Ay Uier G = {7 € B(X) : TY € User G} =
Uier{y € (X)) : 77 € G} = Uier As G

2a. Tal y como vimos en la Nota 2.3 un soporte ( es vacio si y solo
si @ ¢ (. Aplicando esto a la interseccion deducimos que

NierGi = @ = T &€ NierG; =
dig e 1 @%(ioéflioef Ci0:®:>

Jdip €l Vily =93 = NierVali =0
Nicr(; # @ entonces para todo i € I, (; # & por lo que

Vi Nier G = {7y : J € Nie1Gi} U (T)) =
= Nier{ZTY : ¥ € G} U (7)) = Nier V(-
2b.
Ay Nier G =AY : 7Y € Nie1(i} =
Nier{T : TY € G} = NicrAsGi.

(Il
De aqui se deduce que A, y Vz conservan el orden ya que ¢ C ¢ si

y solosi (UE =&

EJERCICIO 2.4. Sea X un conjunto, ( € Z(X) y T € X(X), en-
tonces A,Vz( = (.
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Solucion:

Si ¢ = @ entonces Vz0@ = @y A, & = &, por lo tanto A, Vz0 = @.
Si ¢ # @ tenemos

AV = A ({777 € FU(T) ) =
{w:zwe{zy:7etu(@)}=C¢
O

PROPOSICION 2.12. Sea X un conjunto, ( € Z(X) y sean T,y €
Y(X) Entonces

2. A, A= AyyC.

Demostracion:

1. Si ( = @ la igualdad esté clara ya que ambos miembros son el
conjunto vacio. Supongamos que ¢ # &, entonces

VaVy( = Va( (7)) U{yw:w e (}) =
@) u{zz:ze (@)} V{rz: 2 {yw:we ()} =
(zy) U {zyw : w € ¢} = V(.

A A=A {w :Jw € () =
Z:7ze{w:yw e (}} = Ay (.
O

PROPOSICION 2.13. Sea X un conjunto T,7 € X(X) y ¢ € E(X).
Entonces

A£V§C = Alyq(’ siY<7T
%) en otro caso
Demostracion:

Empecemos suponiendo que T < 7. Podemos definir Z = Z~'% con lo
que Yy = Tz, entonces

AgVyC = Ap Vi = A VEVz( = Vi(.

Supongamos ahora que 7 < Ty tomemos Z = 7 'Z. Con la notacién
para en el otro sentido tenemos que z = z y~!, entonces x = zy, por lo
tanto B B

ApVy( = Ay Vgl = A4, Vy( = AC.

Supongamos por tultimo que no se cumplen ninguna de las dos de-
sigualdades anteriores. Si ( = @ la igualdad del enunciado es trivial.
Podemos pues suponer también que ¢ # &. Entonces
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AVy¢ =A({mz:2€ GU(@) ) =

{w:7wef{yz: 7€ GU@)}

53

Si 7w € ((y)) entonces T < 7 lo cual es imposible. Si 7w = yz
para ciertos W y Z, entonces 7,7 € (Tw)) = (([yz)), pero este conjun-
to estd completamente ordenado y por lo tanto tendriamos que tener
una relacion © < 7 o y < T. Esto hace que sea imposible encontrar

elementos w, Z tales que Tw = Yz y por lo tanto, el conjunto

{w:7w e {yz:Z7 €} U()}

es necesariamente el conjunto vacio.

EJERCICIO 2.5. Sea X un conjunto, z € X. Calcular

1. V.2

2. Ao

3. V.{@}

4. A {2}

5. V. A {2}

6. Ay((x))

7. VeAL()

Solucion:

1. V.2 = @ por definicién.

2. N,@={y:27 €@} =0.

3. Vo{o} ={ay:7e{2}}U(2) = ().
4. Ao} ={g: 2y € {0}} = 2.

5. V. A {9} =V, 0=0

6. Ay () = AV {2} = {2}

7. VAL (2) = VAV {0} =V, {9} =

O

DEFINICION 2.14. Sea X un conjunto, ¢ € Z(X) y T € (. Deno-
taremos ()¢ = VzA,(.

Graficamente podria representarse del siguiente modo.

{a, b}y

¢ =49, a,b,aa, aab, aaa, aaba, abaa, abab, abb, ba}

entonces

(aa)¢ = {9, a, aa, aab, aaa, aaba}.

Si X =

Representando el valor a por encima del b tenemos ( el conjunto com-

pleto y (aa)( es el que estd representado de forma punteada.
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PROPOSICION 2.15. Sea X un conjunto, ( € Z(X) y T € 3(X),
entonces

%) en otro caso

@)c:{{?e@fé@}u«@) SGTEC

En particular (z)¢ C ¢ en cualquier caso.

Demostracion:
Empecemos suponiendo que T ¢ (, entonces

Al ={y e B(X) Ty € (}

pero si T € ¢ no se puede dar que Ty € ( por definicién de soporte, por
lo tanto A,( =@y VzA( = 2.
Supongamos ahora que T € (, entonces

A ¢ ={y € X(X): Ty e}
tiene como minimo el elemento @ por lo que no es vacio y por lo tanto
Valy( = Va{y € X(X) : Ty € (} =
{7zeX(X):ze{yeX(X): 7y (}}U (@) =

{TzeX(X):mmeGuU(@) ={ye(: 7 <7 U(2).
O

PROPOSICION 2.16. Sea X un conjunto, ¢ € Z(X), 7,7 € X(X),
entonces (xy)¢ C (y)¢.

Demostracion:
Por la Proposicién 2.15 sabemos que (z)A,( € A,( y como Vg con-
serva el orden, tenemos que

(zy)( = Vizlyy ¢ = Vg(z)Ay¢ € V5A, (= (y)¢.
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PROPOSICION 2.17. Sea X un conjunto, ¢ € Z(X), 7,7 € X(X),
entonces
5t

IA A
SIS

)
()¢ si

¢
)

%) en otro caso

< g

(z)(y)¢ =

Demostracion:
Vamos a utilizar varias veces en esta demostracion la Proposicion 2.13.
Supongamos primero que Tz = 7, entonces

(z) (Q)C = VngvyAgg = vazAgC = VEAQC = VyAgg = (Q)C .
Supongamos ahora que yz = T, entonces
(z) (E)C = VEAQVQAQC = VEAgAQC = VTAQC = VzA.( = (2)¢
Si no se cumple ninguna de las relaciones T < 7 ni ¥ < T entonces
(z)(y)¢ = VzA, VA = V0 = O,
O

EJERCICIO 2.6. Sea X un conjunto, x € X. Calcular los soportes
¢ € Z(X) tales que ¢ = Uzecnx (2)C.

Solucion:

Si¢=2osi(={2} = X"se cumple que ( N X no tiene ningtn
elemento ' y por tanto U,ecnx VoA ¢ = 2.

Si ¢ # @, {2} entonces se cumple que X N({ # & y por lo tanto & €
Uzecnx (2)¢. Ademas para todo z; - -z, € ¢ se tiene que z;---x, €
(21)C € Ugeenx (z)¢ por lo tanto ¢ = Ugzecnx (2)C.

El resultado pues del ejercicio es que todos los soportes cumplen
esta condicién excepto {@}. O

3. Soportes Unitarios y de Torsion

DEFINICION 2.18. Sea X un conjunto. Un soporte sobre X diremos
que es finito si lo es como conjunto.

DEFINICION 2.19. Sea X un conjunto y sea ¢ € Z(X). Denotare-
mos

Seq(¢) = {(zn)nen € XN 12y -+ 2, €C Vn €N}

Diremos que un soporte ¢ es de torsién si Seq(¢) = @. Al conjunto
de soportes de torsién lo denotaremos =Zr(X).

EJEmMPLO 2.20. Todo soporte finito es un soporte de torsion.

IRecordemos que estamos denotando con @ la tnica O-tupla, v que este ele-
mento es diferente de todas las 1-tuplas que son los elementos de X.
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EJEMPLO 2.21. Sea X un conjunto, £ € N, entonces el soporte
Uk X"
es un soporte de torsion.

DEFINICION 2.22. Sea X un conjunto y ¢ € Z(X). Diremos que
es preunitario si para todo T € X(X), el conjunto A,{ N X es finito.

Diremos que ( es unitario si para todo T € ( el conjunto A,{ N X
es finito y no vacio. Al conjunto de soportes unitarios sobre X, lo
denotaremos Zy(X).

EJEMPLO 2.23. Sea X un conjunto y sea (x,)nen € XY una suce-

sion de elementos de X. Entonces ((z,, : n € N)) es un soporte unitario
sobre X.

Demostracion:
Los elementos de ((x, : n € N)) son precisamente

{@,1'1,1’11'2,"- ’xl...xt’...}
entonces aplicando la definicion de A,,...,, se tiene que
Ay (i n €N) ={D, 2111, 2pi1T410,- - } = (2420 : n € N))
y por lo tanto
XNAL oz :neN) ={z1}
que es finito y no vacio para todo t € N. 0

DEFINICION 2.24. Sea X un conjunto y ¢ € Z(X). Llamaremos
frontera exterior de ¢ o simplemente frontera de ( al conjunto

oc = 119 5i ( = @
| {FeZ(X)\C: Vg <T, 7€} en otro caso.

Sea X = {a,b} y ( = {9,a,b,aa} vamos a ver graficamente cémo
seria la frontera de (.

EJERCICIO 2.7. Sea X un conjunto y sea £ € Zp(X), entonces
EUIE € Ep(X).
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Solucion:

Si & = @, el resultado es cierto de forma trivial.

Lo primero que tenemos que ver es que £ U 0§ es un soporte. Para
ellosea® € EUJE yseay <. SiT € £ entonces por ser £ un soporte,
yeé&CEUOE. SiT e d¢ entonces §y € £ C EUOE.

Una vez visto que £ U 0§ es un soporte, tenemos que probar que
Seq(§ U 9¢) = @. Vamos a verlo por reduccién al absurdo suponiendo
que existe un (x,)nen € Seq(&UIJE). Como £ es un soporte de torsion,
(Tn)nen & Seq(€) por lo tanto existe un ng € N tal que 1 - - x,, & &.
Sea k el primer elemento para el cual x1- -2z, € £y 2121 & &
(notemos que si k = 0, @ € £ ya que £ # &, por lo tanto el k que
buscamos ha de existir). Por la definicién de frontera, - - - xp 11 € 0&.
Como (z,)nen € Seq(§ U 0E), entonces xq - - - x40 € EU 0.

Sixy---xpye € & entonces xq - - - xpyq € € por ser £ un soporte, lo
cual es una contradiccion.

Sixy-- a0 € 0, entonces xy -+ - xpyq € & por definicién de fron-
tera, pero esto tampoco es posible. n

EJERCICIO 2.8. Sea X un conjunto, £ € Z1(X) y z € X, entonces
A e =Zr(X) Vi€ e =Zp(X).

Del mismo modo, para todo 7 € %(X),
A € Ex(X) Vi€ e =p(X).

Solucion:

Sea (Zn)nen € Seq(Az€), entonces -z, € AL para todo n € N,
entonces tenemos que zx - - - x, € A€ para todo n € N por definicién
de A, y eso hace que la sucesién infinita (z, 1, za, -+, Ty, -+ ) esté en
Seq(&) lo cual es una contradiccién.

Sea (T )nen € Seq(Vi€), entonces x4 - - -z, € V£ paratodon € N.
Por definicién de V, esto hace que 1 = = y que z9---x, € £ para
todo n > 2 por lo tanto la sucesién infinita (x9, 23, -+, x,, -+ ) estd en
Seq(€) lo cual es una contradiccion.

El otro resultado se sigue inmediatamente por induccién en (7). o

EJERCICIO 2.9. Sea X un conjunto, z € X, ( € Zy(X), entonces
A € Ey(X) V(€ Eu(X)

Del mismo modo, para todo 7 € %(X),
Ay €Eu(X) Vy( € Zu(X).

Solucion:
Si ( = @ entonces tanto A, como V,( son el conjunto vacio que es
un soporte unitario. Podemos suponer pues que ¢ es no vacio.

Sea y € A,(. Por definicién de A,, se ha de cumplir que 2z € ( y
por ser ¢ unitario se cumple que X N A,,;¢ es un conjunto finito y no
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vacio, pero precisamente
X NAC=XNAAC

lo cual prueba que X N A,( es finito y no vacio.

Siz & (, entonces V,( = @ que es un soporte unitario, por lo que
podemos suponer que x € (.

Sea y € V,(, entonces pueden pasar dos cosas. La primera es que
Y = @, en cuyo caso tendiamos que

XNAV.C=XNV, (= {a}

que es finito y no vacio. La segunda posibilidad es que A(y) > 1, en
cuyo caso, por definicion de V,, tendriamos que § = xZ para un cierto
z € (. Entonces

XNANVE=XNAAV=XNAL

que es finito y no vacio porque ¢ € Zy(X) y z € €.
El otro resultado se sigue inmediatamente por induccién en (7). o

4. El Teorema del Grafo de Konig

TEOREMA 2.25. [TEOREMA DEL GRAFO DE KONIG]. Sea X un
congunto, ¢ un soporte preunitario sobre X y & € Zp(X) entonces (NE
es finito.

Demostracion:

Vamos a empezar probando que los conjuntos ¢ N¢ N X" son finitos
para todo n € NU {0}.

Para n = 0, ( N €N XY es finito porque X es finito y para n = 1,
(NENXT CCNX = Ag{N X que es finito por ser ¢ un soporte
preunitario.

Supongamos que lo tenemos probado para n. Vamos a probarlo
para n + 1.

Cﬁ g N Xn+1 —
{1 wpp € X" gy ox, € CNENX" Yy gy € XNA,, .0, (CNE)} C
le---anCﬁfﬂX”X N Axlxnc
siendo este ultimo conjunto finito porque es una unién finita (por

hipétesis de induccién) de conjuntos finitos (por ser ¢ preunitario).
Sea n > t, vamos a definir la aplicacion

fu o X"0OCNE — X'N(CNE
Ty, XXy
Esta aplicacion esta bien definida por ser ¢ y £ soportes.
Vamos a considerar los conjuntos Im( f,;). Estos conjuntos cumplen
la siguiente relacién de inclusion entre ellos

X'n ¢Ng= Im(ftt) 2 Im(ft+1,t) D D Im(ft+k,t> DR
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esta cadena de inclusiones ha de estabilizarse puesto que X*N ¢ N¢E es
un conjunto finito.

Podemos pues encontrar para cada t € N un n; > t tal que para
todo k > n; se cumpla Im( f,,;) = Im( fx;)

Vamos a ver como se comporta la aplicacién f;1;, sobre el conjunto
Im(fn,,e+1). Sea k = max(ng, 1),

Im(fr,e) = Im(fie) = fre(X*N¢NE) =
Jerrt(frenn (XN CNE) = frone(Im(fr i) = frrre(Im(fr,  611))

Tenemos pues una cadena de aplicaciones suprayectivas

+ = Im(fng 3) — Im(fn,2) — Im(fn 1) — Im(fng0)

Supongamos que Im( f,,, o) no es vacio, entonces existira x; € Im(f,, 1)
y un z tal que (z122) € Im(f,,2) ya que fa; es suprayectiva sobre el
conjunto Im(f,,2). De este modo podemos encontrar una sucesién
infinita (z,,)nen € X tal que para todo t € N se tenga que

(z1-+x) €Im(fnr) CX'NCNECE

lo cual es una contradiccién con el hecho de que Seq(¢) = @.

Por lo tanto Im(f,,,0) = @ y entonces X™ NENC = @ y a partir de
él todos los conjuntos X*NEN(C son también vacios. De ahi deducimos
que ¢ N ¢ es finito ya que estd contenido en U2, X* N¢EN ¢ que es una
unién finita de conjuntos finitos. 0

EJERCICIO 2.10. Sea X un conjunto y sea ¢ un soporte preunitario,
entonces existe un £ € Zy(X) tal que ¢ C &.

Solucion:
Pueden existir muchas formas de extender (, vamos a definir una de
las posibles:

(x1---x,) € €& se cumple alguna de las siguientes condiciones

1.xy--x, €C.
2. Existeun k € {0,--- ,n—1} talque x1---xp € (, 1 -2z € C
paratodox € X y xp = 2311 = -+ - = .

Lo que hemos hecho con esta construccién es poner una cadena
infinita en cada uno de los nodos de los cuales no salia ningin otro,
graficamente seria algo del siguiente tipo:

Supongamos que ( es el soporte que representamos a la izquierda.
El problema por el cual este soporte no es unitario es por los nodos de
los cuales no sale ningtin otro. El proceso que se hace es pegar en cada
uno de estos nodos una cadena infinita. El resultado lo representamos
a la derecha.
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EJERCICIO 2.11. Sea £ €
Zu(

S (X), € es un soporte finito si y solo si
existen ( € Ep(X)y ( € =

)?) con { =(NC.

Solucion:
Supongamos que ¢ € Zp(X) v ( € Zy(X). Entonces utilizando el
teorema del grafo de Konig, deducimos que ¢ N ¢ es un soporte finito.
En la otra direccién, tomemos & un soporte finito. Utilizando el
ejercicio anterior, podemos encontrar ¢ € Zy(X) tal que ¢ € . Como
todo soporte finito es de torsion, podemos tomar ( = £, pero entonces
queda claro que ¢ = (N . 0

EJERCICIO 2.12. Sea ¢ € Zy(X)

1. Para todo { € Ex(X), el conjunto 9§ N ¢ es finito.
2. Dar un ejemplo de algun soporte £ € Z(X) tal que 9 N ¢ sea un
conjunto infinito para algin ¢ unitario.

Solucion:

1. Consideremos el soporte de torsion & U 9€, como ( N 9§ C (N
(EU0E) y este tltimo es finito por el teorema del grafo de Konig,
entonces ¢ N J¢ es finito.

2. Consideremos X = {a, b} un conjunto de dos elementos, tomem-
08 €Omo

¢= UneNu{O}Xn

¢ =1{9,a,aa,aaa---}
Entonces

(NoE={aa---ab:necNU{0}}

n

que es un conjunto infinito.
Gréficamente seria un conjunto del siguiente tipo
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5. Uniones de Soportes Unitarios

En esta seccion vamos a estudiar el problema de cuando la unién
de una familia de soportes unitarios es a su vez un soporte unitario. Es
muy sencillo ver un caso en el que se comporta muy bien.

PROPOSICION 2.26. Sea X un conjunto, o1, ,0, € Zy(X), en-
tonces U}_ 0y es un soporte unitario sobre X.

Demostracion:
Sea T € U}_, 0y, entonces existe kg € {1,---,n} tal que T € ogy,.

Para cada k € {1,--- ,t} el conjunto X NA 0y es un conjunto finito
por ser todos los o, unitarios y para ko, X N Aoy, es no vacio por ser
oy, unitario, esto prueba que el conjunto

es finito y no vacio. O

EJERCICIO 2.13. Encontrar un conjunto X y una cantidad infinita
de soportes unitarios tales que su unién no sea un soporte unitario.

Solucion:
Sea X un conjunto infinito, y para cada = € X, sea

o, ={9,x,zx,---} = (= : n € N))
Entonces U,ecx0, no es un soporte unitario porque & € U ecx0, v

que es un conjunto infinito.
El problema graficamente es el siguiente: estamos uniendo infinitos
soportes del tipo
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y todos salen del nodo origen, pero en diferentes direcciones. La unién
de todos es un soporte del tipo

que no es unitario puesto que del nodo origen salen infinitas ramifica-
ciones. 0

Existe una forma muy sencilla de garantizar que la unién de una
familia de soportes unitarios sea también un soporte unitario. Es la
siguiente

LEMA 2.27. Sea (0;)icr una familia de soportes unitarios sobre X .
Entonces Uiero; es un soporte unitario si y solo si existe p € Zy(X)
tal que o; C p para todo @ € 1.

Demostracion:
Si U;e70; es un soporte unitario, esta claro que lo podemos tomar como
p v todos los g; cumplen que o; C p.

Reciprocamente supongamos que existe el p del enunciado. Vamos
a probar que para todo T € U,;cr0; se cumple que

X N A£ Uie[ o;

es finito y no vacio.

Para probar que es finito no hay mas que darse cuenta de que
AyUsero; € Agp por conservar A, el orden. Pero como @ € p, X NA,p
es finito y por lo tanto X N'A, U;es 0, es finito por ser un subconjunto
suyo.

Para ver que no es vacio tomemos un ¢y € [ tal que = € o;,, entonces
X N Agoj, es no vacio y estd contenido en X N A, Uies 0;. 0

PROPOSICION 2.28. Sea X un conjunto finito. Entonces todas las
uniones arbitrarias de soportes unitarios sobre X son soportes unitar-
108.
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Demostracion:
Sea p = Uenufoy X k. Este es un soporte unitario porque para todo
T € p se cumple que

XNAp=X

que es un conjunto finito y no vacio (si p es no vacio entonces X es
no vacio) por lo tanto p es un soporte unitario. Ademds contiene a
cualquier otro soporte unitario sobre X. 0

PROPOSICION 2.29. Sea o € Zy(X), entonces

0= U(Z'n)neNESeq(U) ((xn n e N))

Demostracion:

Vamos a probar los dos contenidos. Por un lado tenemos que si (2, )nen €
Seq(o) entonces claramente todos los xy - - - x, € o porlo que (x, : n €
N)) C o.

En el otro sentido pueden darse dos casos. El primero es que 0 = &
en cuyo caso Seq(o) = @ y el resultado es trivial. El otro caso es cuando
o # &, podemos entonces tomar sea - - - &, € 0. Vamos a probar por
induccién en k que para todo k € NU{0} existe un elemento x,, € X
tal que z1 -+ -2, Xpi1 - Tpak € 0.

Para k = 0 esta claro. Supongamos que hemos encontrado z,1,- - , Tpig_1
y queremos encontrar x,.,. Como x1--- T, x_1 € o por hipdtesis de
induccion y ¢ es un soporte unitario, entonces

XNA

"En+k71"'m10-

es un conjunto finito y no vacio. Por el hecho de ser no vacio podemos
tomar un elemento cualquiera z,4, € X NA, . .0 con lo que
tenemos que - - Tpip_ 1T,k € o utilizando la Nota 2.10.

Con esta definiciéon encontramos una sucesion infinita (x;)eny €
Seq(o) ya que para todo ¢t € N se tiene que x; - - -4 € 0, ademés

£ € (12 £ € N) € Upyyy,cnseato) (4 : b € N)

O

EJERCICIO 2.14. Encontrar un ejemplo de soportes unitarios que
al intersecarlos den un soporte no unitario.

Solucion:
El ejemplo se puede dar tomando como conjunto X = {a, b} con a # b,
y como soportes unitarios los siguientes

oc={9,a,aa,aaa,--- ,aaa---a,---}

7= {2, bbb, bbb, -+ bbb+ b, -}

En este caso cN7 = {@} que es un soporte finito no unitario puesto
que AglcNT)NX = @. 0
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PROPOSICION 2.30. Sea (0;)ie; una familia de soportes unitarios
sobre X con I # &. Entonces el mayor soporte unitario contenido en
MNic10; €8

U(wn)nENem’iEISCq(oi)((xn ‘n E N))

Demostracion:

Denotemos por 7 = U(z,),cnenic Seq(o) (Zn 1 1 € N)).

Utilizando el Lema 2.27 podemos deducir que 7 es un soporte uni-
tario ya que podemos utilizar como p cualquiera de los ;.

Para probar que 7 es el mayor soporte unitario contenido en la
interseccion de los o; consideremos un soporte unitario o tal que o C o;
para todo ¢ € I.

Entonces Seq(c) C Seq(o;) para todo i € I y por lo tanto Seq(c) C
NierSeq(o;). De ahi deducimos utilizando la proposicién anterior que

0 = Ug,esea(o) (Tn 1 € N) C U yeniesseq(on (zn :n EN)) =7

[l
Las uniones infinitas de soportes unitarios que mas nos van a in-

teresar son las que provienen de la siguiente proposicion:

PROPOSICION 2.31. Sea X un conjunto, 7 € Egy(X) y H : 7 —
Eu(X)\ {@} una aplicacion. Entonces el soporte

o=JV:H(@)

TET

es un soporte unitario sobre X que contiene a T.

Demostracion:
Sea §J € o, entonces ha de existir un Ty € 7 tal que ¥ € V4 H(To) y
como éste es un soporte unitario, entonces X NA,VzH (Ty) es no vacio
por lo que X N Ayo es no vacio. -

Para probar que es finito vamos a probar que

XnaeC ) XnVzH(®@)

TET

A@T)<A@)+1

Como 7 N (UngJrle) es un conjunto finito por ser éste ultimo

un soporte de torsion, la unién de la derecha es una unién finita de
conjuntos finitos y por lo tanto finita. Si probamos pues la inclusion
anterior habremos probado la finitud del conjunto X N A,o.

Sea w € X N A o entonces w € A,o y por lo tanto Jw € o por lo
que habrd de estar en alguno de los A, H(T) con T € 7.

Sigw e AH(ZT) conT € 7y A(T) < A(y) + 1 entonces claramente
tenemos que

we | XnV:H®@).

TET

A@)<A(y)+1
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Sigw € ALH(T) con T € 7y ANT) > A(Y) + 1 entonces A(yw) =
M)+ 1< AT) porloque § =12y y W= Trg)+1. En tal caso

w € {zagr1} = X N Vayg Hiz - ag+1) =
XNA Amk@)ﬂ---mlH(xl"'x)\(y)l) =
XNAV H(zy o) € | XnVH@)

TET

A@)<A@)+1
Nos queda por probar que 7 C ¢ pero eso es muy sencillo porque
para todo T € T se tiene que T € VzH(T) ya que H(T) # @ por
hipotesis. 0
La forma mas comtn en la que vamos a utilizar esta proposicion es
la siguiente:

ZA(g) 21

L1 TA()+1

COROLARIO 2.32. Sea X un conjunto, (x,)neny € X" una sucesidn
de elementos de X y H : NU {0} — Zy(X) \ {@} una aplicacion.
Entonces el soporte

o = UnENU{O} vxlmnH(n)
es un soporte unitario sobre X que contiene a (z, : n € N)).

Demostracion:
Basta aplicar el resultado anterior tomando como 7 el soporte uni-
tario (z, : n € N)) y como H la que nos da el enunciado definiendo
Vamos a ver una aplicacion directa de esta construccion en el sigu-
iente lema:

LEMA 2.33. Sea X un conjunto y sea 0 : Zy(X) — Zr(X) una
aplicacion tal que
1. Para todo o € Zy(X) se tiene que 6(c) C o.
2. Para todo par de soportes unitarios sobre X, o C 7 se tiene que
O(o) C 6(7).
Entonces eziste un soporte de torsion & € Zp(X) tal que para todo
T € X(X) conT €& se tiene que 0(Vzo) C (T)) para todo o € Ey(X).

Demostracion:
Vamos a definir £ como sigue

E={z € UneNU{O}Xk :Jdo € Zy(X) tal que 0(Vzo) ¢ (T)}

Lo que tenemos que probar es que & es un soporte de torsion,
con lo cual habremos concluido la prueba. Vamos a empezar vien-
do que es un soporte, para ello tomemos x;---x, € £ Si existe
un o tal que 0(Vy,..p,0) ¢ (21---x,)) se tendra en particular que
O(Virzy 1V, 0) & (21 2p-1)) ya que (1 2p-1)) C (21 24),
pero esto implica que existe un soporte unitario 7, concretamente V,, o
tal que H(VZBl""’EnflT) §Z ((xl o 'xn—l»’
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Aparte de demostrar que es un soporte tenemos que ver que es
de torsién, para ello vamos a probar que no existe ninguna cadena
(Zn)nen € Seq(&) suponiendo por reduccién al absurdo que existe una
que denotaremos (Z, )nen-

La existencia de esta cadena hace que podamos encontrar para todo
n € NU {0} un soporte H(n) tal que

O(Vaya,H(n)) & (21 - 20))
Si 0(Viya, H(n)) & (@1 2,)) es porque existe un elemento

yr- Yk € 0(Vayw, HN)) C Vi, .n, H(n)

tal que y1 -+ -y & (w1 -+~ 2n)). Comoyr -+ yp € Vo, H(n)eyr -y
(1 ---2,)), por definicion tendremos que k > n y que xy---x, =
Y1+ Yy porser 0(Vy, ..., H(n)) un soporte deduciremos que (x1 - - - x,,)) C
0(Vaoyoa, H(n)).
Aplicando el Corolario 2.32 sabemos que

0 = UnENU{O}Vxl---:an(n)
es un soporte unitario que contiene ((z,, : n € N))
Ademaés tenemos que
(21 20)) € O(Va,.a, H(n)) € 0(0)

para todo n € N de donde se concluird que ((z,, : n € N)) C 0(0) lo
cual es una contradiccién porque (o) es un soporte de torsion. n

6. Uniones de Soportes de Torsion

Esta claro que las uniones arbitrarias de soportes de torsién no
tienen porqué ser soportes de torsién, en particular porque cualquier
soporte se puede poner como unién de soportes de torsion.

PROPOSICION 2.34. Sea X un conjunto y sea ¢ € Z(X), entonces
¢ = Uzec(T)

Demostracion:
Si T € ( entonces por ser ¢ un soporte sabemos que (7)) C ¢ por lo
que Uzec(T)) <€ C.

Por otro lado, para cualquier T € ( se tiene que T € ((T)) por lo que
tenemos el otro contenido. 0

Sin embargo, como pasaba en el caso de soportes unitarios, la unién
finita de soportes de torsién es un soporte de torsion

PROPOSICION 2.35. Sea X un conjunto y sean ((;)icr una familia
de soportes de torsion con F un conjunto finito. Entonces Uicp(; €
Er(X).

Demostracion:
Sea (Zn)nen € Seq(Uier(;). Denotemos

F,={ieF:zy - -z, €}
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Para todo n > 1 tenemos que si ¢ € F,, entonces ¢ € F,,_; por ser (; un
soporte. Esto nos da una cadena de inclusiones del siguiente tipo

oo 21202, D Fpy 2

Como todos los F}, son finitos, ha de existir un cierto £k € N tal
para todo t > k, F), = F,. Si este [} fuera vacio entonces tendriamos
que no existe ningtin ¢ € F' tal que x1-- -2, € ( lo cual contradice el
hecho de que z1 - - -2, € U;jep(;. Por lo tanto Fj, es no vacio. Podemos
tomar un elemento f € Fj y como f € F; para todo t > k entonces
(zn)nen € Seq(Cr) lo que contradice el hecho de que (; es un soporte
de torsion. 0

Como sucedia en el caso de soportes unitarios es posible construir
soportes de torsion juntando infinitos soportes de torsion indexados por
otro soporte de torsiéon. Formalmente, el resultado es el siguiente:

PROPOSICION 2.36. Sea X un conjunto, ( € Zx(X) y H : ( —
Er(X) \ {2} una aplicacion. Entonces

es un soporte de torsion sobre X tal que ¢ C &.

Demostracion:

Sea (n)neny € Seq(§). Como ( es un soporte de torsién, existird un
cierto ng € N tal que -+ -z, € 9¢. Lo que vamos a probar, es que
(Zn)nen € Seq(Urs 'V, .oy H (21 - - -24)) lo cual contradice la proposi-
cién anterior.

Como zy - - -z, € VzH(T) esté claro que para todo n < ng tenemos
Ty Ty € u?gglvml,,.mH(xl Cee ).

Si n > ng entonces x1---x, ¢ ( pero xy1---x, € £ por lo que
existird un cierto ¥ € ¢ tal que xy---x, € Vy;H(7). Del hecho de
que z---x, € VzH(y) deducimos que z1 = yy, -+, 2y = y; con t =
max{A(y),n}, pero como Y € (y z1---x, & ( se tiene que cumplir que
A(¥) < n, es decir, que g € (x1---2,) NE = (1 xpy—1)) por lo que
A7) < mgy y por lo tanto

1 Ty € Viy ey H(@1 -+ T2)) C© UL Vg H (1 - - 3,).

Para ver que ¢ C ¢ no hay mas que notar que para todo T € (
tenemos que T € V;H(T) por ser H(T) # @. O

COROLARIO 2.37. Sea X wun conjunto, ( € Z¢(X) y H : ( —
Er(X) una aplicacion. Entonces

es un soporte de torsion sobre X.

Demostracion:
El conjunto £ es claramente un soporte por ser una unién de soportes.
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El tinico problema para deducir que es de torsion aplicando el re-
sultado anterior es que podria darse el caso de que para ciertos T € ¢
se tuviera H(T) = @. Para evitar esto definamos M (7) = H(z) U {@}.
Para esta aplicaciéon M tenemos que

y como & es un subsoporte de éste deducimos que también es de torsion
porque no puede contener sucesiones infinitas. 0

7. El Método de Inducciéon en Soportes de Torsién

En esta seccion vamos a explicar una técnica de demostracion basa-
da en el Teorema del Grafo de Konig a la que llamaremos induccién en
soportes de torsiéon. Aplicaremos esta técnica a un resultado concreto
para ver su funcionamiento.

DEFINICION 2.38. Sea X un conjunto, £ € Z1(X) y 0 € ZEg(X) \
{@}. Llamaremos

v No) =max{\(T): T €0 No}
Como 0¢ Mo es un conjunto finito y no vacio, entonces v(9& N
o) € NU {0}, ademds siempre existe al menos un 7 € 9¢ N o tal que
ANT) =v(0¢Na).
PROPOSICION 2.39. Sea £ € Z¢p(X), 0 € Zy(X) yz € X No,
entonces

V(OALENAo) =0 ¢ v(0AENA o) <v(0ENo)

Demostracion:
Empecemos notando que por el Ejercicio 2.8 A,¢ es un soporte de
torsién y A o es un soporte unitario.

Sea ¥ € 0A £ N Ao un elemento en el cual se alcanza el maximo,
es decir A(y) = v(0A N AL0).

Se pueden dar dos casos. El primero es que A(g) = 0 en cuyo caso
ya habriamos terminado porque v(0A, £ N A,o) = 0. Si A7) > 1
entonces tenemos por un lado que ¥ € A, o que por definicién de A,
significa que 2y € 0. Por otro lado 7 € A&y y1 - yag—1 € A€ de
ahif deducimos que 2y € £ y xy1 - - - ya@)—1 € & por lo que 27 € 9. De
todo esto concluimos que xy € J€ N o por lo que

v(OALENAL0) = A7) < A7) +1<v(ONo)
|
PROPOSICION 2.40. Sea X un conjunto, £ € Zp(X)\ {2} yo €
Eu(X)\ {@}. Entonces la aplicacion
a: {(z,9):z€ XNo,g€dAE{NAc} — 0No
(z,y) — ay

es una biyeccion entre ambos conjuntos.
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Demostracion:

Tenemos que empezar probando que estd bien definida. Para ello
tomemos x € X No ey € 0A (N A, 0.

Como y € Ao entonces 2y € o. Para ver que 2y € 9¢ tenemos
que considerar dos casos. El primero es que y = &, en tal caso & €
0A € por lo que A ( = @ y por lo tanto x & £. Pero como & # O
necesariamente xy = x € 0¢.

El segundo caso es cuando A\(7) > 1. En este caso 7 € A e
Y1+ Yag)—1 € Az€ de donde deducimos que 27 € £y xy1 - - - Yag)—1 € §
por lo que x7 € 0€.

La aplicacién « es claramente inyectiva. La tnica dificultad estéd en
ver que también es suprayectiva. Para ver la suprayectividad consider-
aremos un elemento w € d¢No. Como & # & se ha de dar que A\(w) > 1
por lo que podemos poner w = xy para un cierto 7 y un x € X. Como
w € o, del hecho de que ¢ sea un soporte deducimos que = € o y por
definicién de A, que ¥ € A,o. Para ver que § € 0A.€ tenemos que
considerar dos casos. El primero es el caso en que A\(y) = 0. En tal
caso tendriamos que x € 9¢ por lo que x € & y A £ ha de ser vacio.
Entonces 7 € 0A,¢ = {@}.

El segundo caso es cuando A\(7) > 1. En este caso tendriamos que
Y € £ pero xy1 - - - Yag)—1 € & de donde concluimos que § € 0A .

PROPOSICION 2.41. Sea X un conjunto, £ € Zx(X) y o € Zy(X).

Entonces
o= U (x)o

TEINO

Demostracion:

Si o0 = @ entonces O N o no tiene ningin elemento y la proposicién
se cumple porque unimos una familia vacia de conjuntos y esa union
por definicién es el conjunto vacio. Supondremos a partir de ahora que
o#D.

La demostracién se hard por induccién en v(90¢ N o) Empecemos
viendo el caso en que v(0£No) = 0. Si se da este caso entonces tenemos
que @ € J¢ por lo que necesariamente £ = & por lo que 9§ No = {}
y la igualdad del enunciado se reduce a 0 = VgAgo, igualdad que es
cierta por definicion de Vg y Ag.

Supongamos que hemos probado ya el resultado para todos los £ €
Er(X) y todos los 0 € Zy(X) tales que v(0 No) < n y vamos a
probarlo en el caso n.

Como o # {@} ya que es un soporte unitario podemos aplicar el
Ejercicio 2.6 y deducir que 0 = Uzexno(z)o. Sea z € X No. Por
hipétesis de induccién sabemos que

AIO' = U vyAgAxO-

YEOALENAo
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y aplicando V, a los dos miembros de la igualdad deducimos que

@o=|J (y2)o

YEOALENAzO

Uniendo esto con la igualdad del Ejercicio 2.6 tenemos que

o=Uexolr= U U wio= U @

re€XNo YEIALENAzo wedENo

siendo esta tultima igualdad consecuencia de la Proposicién 2.40. n

8. Subsoportes Unitarios Escindidos

DEFINICION 2.42. Sea o; una familia de soportes unitarios con ¢
recorriendo un cierto conjunto de indices I y tales que U;cro; es un
soporte unitario. Entonces diremos que la unién 7 = | J,; 0; es una
unién directa y lo representaremos 7 = |#,.; 0; si para todo i € I,
ai <U ien (i) aj) es un soporte finito (o equivalentemente de torsién

ya que todo subsoporte de torsién de un unitario es finito).

EJEMPLO 2.43. Sea X un conjunto, £ € Zp(X) y 0 € Zy(X).
Entonces

o= H—J (x)o

TEAENT

Demostracion:
El hecho de que 0 = Uzepeno(2)o ya lo vimos en la Proposicién 2.41.
Para ver que esta unién es directa denotemos F' = dNo y tomemos
T € F, I = F\{Z}. Tenemos que probar que (z)o NUgcr(y)o es finito.

Supongamos que no lo es y que podemos tomar una sucesion

(Zn)nGN € SGQ((Q)O' N Uyel(y)‘7>

El conjunto F' es finito y podemos tomar un ntmero natural ny >
max{\(w) : w € F}.

El elemento z; - - z,, € (z)o N Uger(y)o, por lo tanto existira un
geltalque z--- 2z, € (z)oN(y)o. Al haber tomado nyg > A(T), A(Y),
deducimos que que T,y € (21 - - 2p,)) ¥ como este conjunto esta com-
pletamente ordenado, podemos asegurar que T < 7o quey < T. Vamos
a ver que ninguno de los dos casos es posible.

Si 7 < T, como ambos son distintos se ha de dar que § < T y como
T € 0, entonces 7 € £ lo cual es imposible porque ¥ € 9¢ por estar en
F. Si 7 <7 se llega a una contradiccion simétricamente. 0

DEFINICION 2.44. Sean 0,7 € Zy(X) tales que 0 C 7. Diremos
que o es un subsoporte unitario escindido de 7 si existe otro subsoporte
unitario p C 7 tal que 7 = oWWp. A esta relacion la denotaremos o Cgy 7.
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LEMA 2.45. Seao,T,p € Zy(X) tales que T = oWp y sea (x,)nen €
XN, Entonces eriste ng € N tal que para todo m > ny,

(T x))TC0o 0 (T x1)T Cp

Demostracion:

Supongamos por reduccién al absurdo que esto no sucede, es decir, que
existe una cadena infinita (x,),en tal que par todon € N, (z,, -+ - 21)T €
oy (zn--x)T € p. En particular se tiene que para todon, zy - - -z, €
T porque si no tendriamos que (x,, - - -x1)T = & y ya habriamos llegado
a una contradiccion.

Tomemos un n € N. Si zy---x, € 0, como 7 = ¢ U p, entonces
tenemos que - - - T, € p, en particular (x; ---xz,)) C p. Ademas, para
todo xy w212z € (T -+ x1)T tendriamos que xq -+ Tpz1 -2 &
o puesto que si estuviera en o, por definicién de soporte tendriamos que
xy -+, € 0. Hemos probado pues que si x - - - x,, € 0, necesariamente
(- x1)T C p, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto zq -+ -z, € o
para todo n € N. Del mismo modo se prueba que x;---x, € p para
todo n € Ny asi se llega a una contradiccion con el hecho de que o N p
sea finito. n

PROPOSICION 2.46. Sean o C 7 dos soportes unitarios. Las sigu-
tentes condiciones son equivalentes

l.oCg .
2. Eziste un soporte de torsion & y un subconjunto finito FF C 0ENT
tal que 0 = Uzep(x)T.

Demostracion:
(2=1). Sea G = (0§ NT)\ Fyseap=Uzeq(z)r. Por la Proposicién
2.41 sabemos que pU o = 7. Ademas vimos en el Ejemplo 2.43, que
para todo T € 9 N7, el conjunto

(2)7 N Ugeoen-(y)T
yFET

es finito, en particular, para todo T € G, (z)7 N o es finito, pero
entonces p N o = Uzeg(x)T N o es un conjunto finito por ser una unién
de conjuntos finitos.

(1 = 2). Denotemos por p a un soporte unitario tal que pWo = 7.
Consideremos el soporte siguiente

{={zelX):@rZoy (@) Zp}

Este conjunto es un soporte ya que si T € £ y ¥ < T entonces (z)7 C
(y)T por lo tanto (y)T tampoco puede estar contenido en ninguno de
esos dos soportes. El soporte & es un soporte de torsién aplicando
directamente el Lema 2.45.

Sea F={ze€dnr:(x)trColyG={z€on7:(z)r Cp}.
Por definicién de &, esta claro que para todo T € 0§ N T se tiene que
tener uno de estos dos contenidos, o (z)7 C o o ()T C p, por lo tanto

TeF,07xeG. Estohaceque FUG =0({NTy FNG = @. Ademas
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Para todo T € F, tenemos que (z)7 C o, por lo tanto (z)7 C (z)0,
ademas el otro contenido se tiene porque el operador (z) conserva el
orden, por lo tanto (z)7 = (z)o para todo T € F. Del mismo modo se
ve que (z)7 = (z)p para todo T € G.

Ademas es una simple comprobacién ver que 9§ No = F y que
0¢ N p = G. Por lo tanto tenemos que

o= UEEF(Q)U = UfeF(&)T

que era lo que queriamos probar. 0

EJERCICIO 2.15. Sea 0 Cg 7 con 0 = Ugzep(z)T para un cierto
subconjunto F' C 0§ N 7. Entonces

1. F=0¢(No.
2. Para todo T € o \ € se tiene que (z)o = (z)7.
3. Para todo ¢ € Zx(X) tal que £ C ( se tiene que 0 = Uzeacne ()7

Solucion:

1. SeaT € F. Como T € (z)7 entonces T € o por lo tanto F' C
0¢ N o. Reciprocamente, sea T € 0 N o, entonces

T € 0§ N (Uyer(y)T) = Uyer (08 N (y)tau)

Si demostramos que para todo 7 € 9ENT se tiene que IEN (y)T =
{7} entonces habremos terminado. Vamos pues a demostrar ésto:
Sea Z € 9§ N (y)7, por el hecho de que Z € (y)7, tenemos que
ze{wer:g<wtU(®m). Size€ (y) entonces como este
conjunto es completamente ordenado y ¥ € 0§ tendriamos que
Z = 7. Del mismo modo, si Z € 7 cumple que §j < Z, como 7, Z €
0¢ se tendria que ¥ = Z. En cualquiera de los casos tenemos que
(y)T N O& = {¥} que era lo que necesitdbamos probar.

2. Sea T € o\ . Entonces existird un y € 9 No tal que g < 7.
Como o C 7 entonces (z)o C (z)7. Para probar el otro contenido
tomemos Z € (z)7 = (z)(y)7, entonces Z € (y)7 C 0. Ademss,
como zZ € (z)T se cumplird alguna de estas dos condiciones, o
zZ < 7T o7Z < Z En cualquiera de los dos casos, esa condicién
unida al hecho de que Z € o nos fuerza a que z € (z)o.

3. Como ¢ C (, se tiene que para todo T € 9¢ No, (x)T = (z)0o,
por lo tanto

Ufeacmo@)T = Uzgamg@)a = 0.

O

EJERCICIO 2.16. Encontrar un ejemplo de dos soportes unitarios
o C 7 para los cuales no se tenga 0 Cg 7
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Solucion:
Sea X = {a,b}. Vamos a considerar el soporte 7 = (X)) que es un
soporte unitario y

0= (a:neN)={2,a,aa,aaa,--}

Claramente o C 7, pero para todo T € o se tiene que (z)o # (z)7, la
razén es porque (z)o = o paratodoT € 0 y Tb € (z)7 \ 0. O

EJERCICIO 2.17. Sean o, T dos soportes unitarios tales que o Cg T,
entonces existe un unico soporte unitario p tal que oW p = 7.

Solucion:
Supongamos que existen dos, py p’ y sea (Z,)nen € Seq(p). En partic-
ular esto significa que x;---x, € 7 para todon € N, y como o0 Np' es
finito, existird un ng € N tal que para todo m > ng, x1-- -z, € o N p'.
Si -2, € 0 entonces z; - - - x, € 0 para todo m > ny ya que o es
un soporte y llegariamos a una contradiccion con el hecho de que o N p
sea finito. Tenemos pues que para todo m > ng, 1 -, € p' por lo
tanto Seq(p) C Seq(p').

Simétricamente se prueba que Seq(p') C Seq(p). Entonces

p = Useseq(n) (T7) = Usreseq() (T) = 1"
O
EJERCICIO 2.18. Larelacién Cg es una relaciéon de orden en =y (X).

Solucion:

Sea ¢ un soporte unitario, entonces ¢ = o W & por lo que 0 Cg, 0.

Sio Cq 7y 71 Cq o en particular tenemos que 0 C 7y 7 C 0, por
lo tanto o = 7.

Si p Co 0 Cg T entonces existen soportes unitarios p, o’ tales que
pWwp =cyowo =r.

Sea p = p' Ucd’, entonces pUp =0"UpUp =o' Uo =7, ademés
pNp=( Npu(cnp) C(pNp)U(c'No) que es una unién de dos
conjuntos finitos y por lo tanto finito. Esto prueba que pwWp = 7y por
lo tanto que p Cg 7. n
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TEMA 3

La Definicion de las Categorias

En este capitulo vamos a fijar, a no ser que se diga expicitamente,
un anillo R y un anillo con identidad A tal que R sea un ideal bildtero
de A. Cuando hablemos de A-mddulos nos referiremos siempre a A-
modulos unitarios. Las construcciones las vamos a hacer basandonos
en esta eleccién. Veremos mas adelante que estas construcciones son
independientes de la citada eleccién.

1. La Categoria CMod-R

Sea M4 un A-médulo por la izquierda. El grupo abeliano Hom 4 (R, M)
tiene estructura de A-mdédulo por la derecha con la operacion

(f-a)(r)= flar) VYf &€ Homy(Ra, Ma),a € A;r € R.
Denotaremos
)\M MA — HOIIIA(RA, MA)
como Ay (m)(r) = m - r para todo m € M y todo r € R.

EJERCICIO 3.1.
A IdMod—A — HOHIA(RA, —)
es una transformacion natural de funtores.

Solucion:
Sea f: M4 — Ny un A-homomorfismo. El diagrama que tenemos que
probar que es conmutativo es el siguiente:

MA )\—M> HOHIA(RA, MA)
fl lHomA(RAJ)

NA e HOHIA(RA, NA)
AN

Para comprobar la conmutatividad vamos a ver que para todo
m € M se cumple que Homa(Ra, f)(Aar(m)) y An(f(m)) son el mismo
elemento de Hom (R4, M4), es decir, que

Vm € M,Vr € R Homyu(Ra, f)(Aa(m ))():

(f o Ap(m))(r) = f(Anr(m)(r)) =
f(m) -r = Ax(f(m))(r).
Por lo tanto Hom4 (R4, f)(Ay(m)) = An(f(m)) v la transformacién es
natural. 0

75
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DEFINICION 3.1. Sea R un anillo. Denotaremos por CMod-R a la
subcategoria plena de Mod-A formada por los A-mdédulos M tales que
Axs €s un isomorfismo.

NoTA 3.2. Sea A un anillo y sea M un A-mddulo de la categoria
CMod-R, entonces se cumple que

Vme M,mR =0 sty solo st m =20

ya que el conjunto de los m € M que cumplen la condicion mR = 0
son precisamente los elementos de Ker(A\yr). Esta propiedad también la
cumplen todos los A-submaodulos de M4 aunque no estén en la categoria
CMod-R.

DEFINICION 3.3. A los A-mddulos por la derecha M4 que cumplen
la condicion de que para todo m € M, mR = 0 si y solo si m = 0 los
llamaremos libres de torsion y a la clase de A-mdédulos por la derecha
libres de torsién la denotaremos JF.

PROPOSICION 3.4. Sea M4 un A-mddulo a derecha de la categoria
CMod-R. Un A-submddulo Ny de My estda en CMod-R si y solo si
M/N es libre de torsion.

Demostracion:
Denotemos por j : Ny — My la inclusién candnica. FEmpecemos
suponiendo que M /N es libre de torsién. Vamos a probar que

)\N . NA — HOHIA(RA, NA)
es un isomorfismo. Por una parte
Ker(Ay) ={n € N:nR =0} C Ker(A\y) =0

por lo tanto Ay es un monomorfismo. Para ver que es un epimorfismo
sea h : Ry — Ny un A-homomorfismo. Si componemos h con la
inclusién canonica, j o h es un A-homomorfismo entre A y M por lo
tanto existe un m € M tal que h(r) = m - r para todo r € R. El tnico
problema es probar que m pertenece efectivamente a N, pero eso se
comprueba facilmente porque para todo r € R, m-r € N, por lo tanto
(m+ N)R=0en M/N que es libre de torsion, entonces m + N =0 o
lo que es lo mismo, m € N, por lo tanto h = Ay (m).

Reciprocamente supongamos que Ay es un isomorfismo y que ten-
emos un m € M tal que (m + N)R = 0. Definamos h : R — N
como h(r) = m - r, la imagen de h estd efectivamente en N ya que
m-r+ N =0 para todo r € R.

Por ser Ay un isomorfismo, podemos encontrar un n € N tal que
h(r) = n-r paratodo r € R, pero entonces deducimos que (m—n)R = 0
y como M es libre de torsion, m =n € N, es decir m + N = 0. n

EJERCICIO 3.2. Sea R un anillo con identidad, entonces CMod-R =
Mod-R = &.
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Solucion:
Sea M € Mod-R, vamos a ver que Aj; es un isomorfismo viendo que
Ay es monomorfismo y epimorfismo. Sea m € Ker(\y), entonces
An(m)(r) = 0 para todo r € R, en particular Ay (m)(1g) = 0, pero
Ay (m)(1g) =m - 1g = m por ser M un A-mdédulo unitario.

Para ver que es epimorfismo sea f : R — M un A-homomorfismo.
La antiimagen de f va a ser precisamente f(1g).

A (f(Lr))(r) = f(1r) -r = f(1r-7) = f(r)

y esto para todo r € R, por lo tanto f = Ap(f(14)) tal y como
afirmabamos.

Por otra parte sea M € CMod-R, este médulo es libre de torsion
ya que los elementos m € M tales que mR = 0 son precisamente los
elementos de Ker(Ays) = 0.

Finalmente tomemos un M € F. Tenemos que ver que para todo
m € M se cumple que m - 1g —m = 0. Para ello vamos a ver que este
elemento es anulado por todos los de R. Sea r € R,

(m-1lg—m)-r=(m-1g)-r—m-r=
m-(lg-r)—m-r=m-r—m-r=0.
O

DEFINICION 3.5. Denotaremos por I¢ : CMod-R — Mod-A al fun-

tor inclusion que a cada médulo de CMod-R lo lleva a él mismo con-
siderado en Mod-R.

A veces consideraremos los modulos dentro de Mod- A mencionandolo,
pero sin utilizar la notacién de I¢ para no recargar excesivamente la
escritura.

NoTA 3.6. Sean My y Ny dos A-modulos de CMod-R y sea f un
homomorfismo entre My y Na. FEntonces f es un isomorfismo en
CMod-R si y solo si es un isomorfismo en Mod-A.

Demostracion:
La razén es porque CMod-R es una subcategoria plena de Mod-A.

PROPOSICION 3.7. Sea ((Mi)iela (Tij : Mj — MZ)ZS)) un sistema in-
verso con M; € CMod-R para todo @ € I. Entonces lim M; calculado
i€l
en Mod-A pertenece de hecho a CMod-R.
Demostracion:
Como todos los M; € CMod-R sabemos que \p; es un isomorfismo
para todo 7 € I. Lo que vamos a probar es que Ay p, s también un

isomorfismo.
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La forma mas répida de verlo es sabiendo que el funtor Hom4 (R4, —)
conserva limites inversos ya que tiene un adjunto por la derecha. En-
tonces

Hom (R4, lim M;) ~ lim Homy (R4, M;) ~ lim M;

iel el iel

y la composicién de estos isomorfismos es precisamente Ay, az, - 0

PROPOSICION 3.8. Sea ((Mi)iela (Tij : Mj — MZ)ZS)) un sistema in-
verso con M; en CMod-R para todo i € I. Entonces liin M; calculado
i€l
en Mod-A es también el limite inverso de dichos objetos en la categoria
CMod-R.

Demostracion:
Puesto que todos los objetos de CMod-R son A-moédulos por la derecha
y todos los morfismos de CMod-R son también A-homomorfismos, sabe-
mos que lim M; cumple la propiedad universal del limite inverso en la
iel
categoria CMod-R. Como ademas pertenece a la categoria, utilizando
la unicidad del limite inverso deducimos que este ha de ser precisamente
el limite inverso del sistema. 0

NotA 3.9. Lo que hemos probado, en otras palabras, es que el fun-
tor Ic : CMod-R — Mod-A conserva limites inversos.

2. La Categoria DMod-R

Sea M4 un A-médulo por la derecha, la aplicacién
6: MxR — M
(m,r) +— m-r

es bilineal y A-equilibrada, por lo que el siguiente homomorfismo esta
bien definido
py: M4 R — M

maer = m-r

EJERCICIO 3.3. pt: — ®4 R — Idmoed.4 €s una transformacién nat-
ural.

Solucion:
Sean M, y N4 dos A-modulos por la derecha y sea f : M — N un
A-homomorfismo entre ellos. Consideremos el siguiente diagrama

MxR—"- M@sR 5 M

indAJ/ f®ARJ/ J/f

NxR — N®4R — N

UN
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Siendo 7 y o los candnicos. El cuadrado exterior es conmutativo ya
que
fopyor(m,r)=f(m-r)=f(m) r=
pnoaoo (f(m),r)=puyooofxida(m,r)
El cuadrado de la izquierda también es conmutativo por definicién
de f ®4 R. Por lo tanto tenemos que

jnof®iRoT=fouyor

y utilizando que 7 es suprayectiva deducimos que
pno f®aR=fopuy.

O

DEFINICION 3.10. Denotaremos por DMod- R a la subcategoria ple-
na de Mod-A formada por los A-mddulos M tales que iy, es un iso-
morfismo’.

Nota 3.11. Sea M4 un A-médulo de DMod-R, entonces MR = M
ya que M R es precisamente la imagen del homomorfismo pup;. Ademds
esta propiedad es heredada por cualquier cociente de M,y aunqgue no
pertenezca a la categoria DMod-R.

DEFINICION 3.12. Un A-mddulo por la derecha My se dice que es
unitario si MR = M. A la clase de A-mdédulos por la derecha unitarios
la denotaremos U.

PROPOSICION 3.13. Sea My un A-mddulo de DMod-R y K 4 un A-
submddulo de My. Entonces M /K estd en DMod-R si y solo si K es
unitario.

Demostracion:
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

K L~ M/K ——0

MKT :TMM T!LM/K

K@sR—— MR —— M/K@AR — 0
j@idg pRidg
El homomorfismo iy es un isomorfismo y jiy/x es siempre un epi-
morfismo porque M/K es unitario. Tenemos que probar que pix es un
epimorfismo si y solo si 157/ es un monomorfismo.
Supongamos primero que fiy/x €s un monomorfismo y tomemos un
k € K, j(k) € M y por lo tanto podemos tomar un v € M ®4 R tal

que i (v) = j(k)-
pay © (p @1dg)(v) = po par(v) = poj(k) =0

'Estos médulos han sido llamados firmes en [37].
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y usando que fip7/x es un monomorfismo deducimos que (p®idg)(v) = 0
por tanto v € Ker(p®idg) = Im(j®idg) y podemos tomar w € K®4 R
tal que v = (j ® idg)(w).
jopx(w) = pyo (j ®idg)(w) = par(v) = j(k)
de donde deducimos que k = pg(w) ya que j es un monomorfismo.
Reciprocamente supongamos que fix es un epimorfismo y sea w €

Ker(ua k). Usando la suprayectividad de M ®4 idg podemos tomar
we M ®a R tal que (p®idg)(v) = w.

p o py(w) = pnyi © (p @ idg)(v) = 0
y entonces uy(w) € Ker(p) = Im(j). Usando la suprayectividad de
pr podemos encontrar z € K ®4 R tal que j o ug(z) = pun(v), pero

Jjouk(z) = up o (j ®idg)(z) y usando que gy es un isomorfismo,
deducimos que v = (j ® idg)(z). Entonces

w= (p®idg)(v) = (p®idg) o ( ®idg)(2) = 0.

O

EJERCICIO 3.4. Sea R un anillo con identidad, entonces DMod-R =
U = Mod-R.

Solucion:
Sea M € DMod-R. Como MR = Im(upy) = M estd claro que M es
unitario.

Supongamos que M € U. Vamos a ver que M € Mod-R, es decir,
que m - 1gm para todo m € M. Como m € M = MR podemos
encontrar elementos m; € M y r; € R con i € {1,--- n}, tales que

m=>y m-r;.

m~1R: (imzrl)1R:imz(r21A):imZm:m
=1 i=1 =1

Por 1ultimo tomemos M € Mod-R. Todos los elementos m € M
podemos ponerlos como iy (m ® 1g), esto prueba que s es suprayec-
tiva. Para ver que es inyectiva tomemos Z?:l m; @ r; € Ker(uay), es
decir, Y »  m; - r; = 0, entonces

Zmz®rZ:Zm,®r,1R:Zmz7’,®1R:O®1R:0

i=1 i=1 i=1

([l

DEFINICION 3.14. Denotaremos por Ip : DMod-R — Mod-A al

funtor inclusién que a cada moédulo de DMod-R lo lleva a él mismo
considerado en Mod-A.

A veces consideraremos los médulos dentro de Mod-A mencionandolo,
pero sin utilizar la notacién de Ip para no recargar excesivamente la
escritura.
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NoTA 3.15. Sean My y Na dos A-mddulos de DMod-R y sea f
un homomorfismo entre My y Na. Entonces f es un isomorfismo en
DMod-R si y solo si es un isomorfismo en Mod-A.

Demostracion:
La razén es porque DMod-R es una subcategoria plena de Mod-A.

PROPOSICION 3.16. Sea ((M,)icr, (1ij : Mj — M;)i<;) un sistema di-

recto con M; € DMod-R para todo 1 € I. Entonces ILm M; calculado en
i€l

Mod-A pertenece de hecho a DMod-R.

Demostracion:
La forma mas rapida de ver esta demostracién es teniendo en cuenta
que el funtor — ®4 R conserva limites directos puesto que tiene un
adjunto por la izquierda, por lo tanto si M; ®,4 R ~ M, para todo
1 € I, entonces

(lim M;) ®4 R >~ lim (M; ®4 R) >~ lim M;
iel iel icl

Ademaés, la composicion de estos isomorfismos es precisamente fijim az; -
O

PROPOSICION 3.17. Sea ((MZ‘>Z'€[, (Tij : Mj — Mz)z§]> un sistema di-
recto con M; en DMod-R para todo v € I. Entonces liln M; calculado
icl
en Mod-A es también el limite directo de dichos objetos en la categoria
DMod-R.

Demostracion:
Puesto que todos los objetos de DMod-R son A-mdédulos por la derecha
y todos los morfismos de DMod- R son también A-homomorfismos, sabe-
mos que lim M; cumple la propiedad universal del limite directo en la
i€l
categoria DMod-R. Como ademads pertenece a la categoria, utilizando
la unicidad del limite directo deducimos que este ha de ser precisamente
el limite directo del sistema. 0

NotA 3.18. Lo que hemos probado, en otras palabras, es que el
funtor Ip : DMod-R — Mod-A conserva limites directos.

3. Moébdulos de Torsién y Libres de Torsién

DEFINICION 3.19. Diremos que un A-médulo por la derecha My
estd anulado por R cuando MR = 0.

EJERCICIO 3.5. La clase de A-médulos por la derecha anulados por
R es cerrada para submodulos, productos, coproductos y cocientes.

2Denotaremos por MR a las sumas finitas de productos de elementos de M por
elementos de A. Decir que M R = 0 es equivalente a decir que para todom € M y
todor € R, mr =0
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Solucion:
Sea M, € Mod-A un A-mddulo anulado por Ry K4 un A-submédulo
de M 4. Vamos a ver que tanto K4 como M /K son anulados por R.

Sea k € K yr € R, como k en particular estd dentro de M se
cumple que k-r =0 en M y por lo tanto también en K, esto implica
que KR = 0.

Por otro lado seam+ K € M/K y r € R,

m+K)-r=m-r+K=0+K

por lo tanto (M/K)R = 0.

Sea (M;);e; una familia de A-médulos por la derecha anulados por

R. Si (m;)ier € [[;e; Mi y r € R, entonces

(Mi)ier -7 = (mi - 1)ier = (0)ier
por lo tanto (J[,.; M;)R = 0. El coproducto [[,.; M; también esta
anulado por R por ser un A-submodulo del producto. 0

Lo que prueba el ejercicio anterior es, con la notacion de [42, Section
VI.1], que la clase de A-médulos a derecha anulados por R es una clase
de pretorsion y prelibre de torsion. Lo que nos interesa de momento a
nosotros es el hecho de que sea una clase de pretorsion.

Por [42, Proposition VI.1.4] sabemos que asociado a una clase de
pretorsion existe un prerradical idempotente que sobre un A-mddulo
M, se define como el mayor A-submoédulo que pertenece a la clase.
Vamos a definir un prerradical que probaremos posteriormente que es
el prerradical asociado a la clase de médulos anulados por R.

DEFINICION 3.20. Sea M4 € Mod-A, definiremos
t(My)={me M:mR=0}

PROPOSICION 3.21. Para todo A-mddulo My € Mod-A, t (M,) es
el mayor A-submddulo de M, que estd anulado por R.

Demostracion:

Lo primero que se debe comprobar es que t (My) es efectivamente un
A-submoédulo de My4.

Como 0 € t (M,) entonces para todo m € t (My), todoa € Ay
todo r € R, se tiene que (m-a)-r=m-(a-r) =0 € t (My), por lo
tanto m - a € t (Ma).

Sean my, my € t (My), entonces para todo r € R,

(mi—mg)-r=my-r—me-r=0—-0=0

por lo tanto m; — mgy € t (Ma).
Sea K4 un A-submoédulo de My tal que KR = 0, entonces para
todo k € K, kR = 0. De ahi se deduce que K C t (My). O
Definiremos t sobre A-homomorfismos por restriccion, es decir, da-
do un A-homomorfismo f : My — N, en Mod-A, se define

t(f) (m) = f(m) Vme M.
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Con esta definicién t constituye un prerradical idempotente que por la
proposicion anterior y [42, Proposition VI.1.4] es el prerradical idem-
potente asociado a la clase de pretorsion formada por los A-mddulos a
derecha anulados por R.

PROPOSICION 3.22. Sea M4 € Mod-A, las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. t (My) = 0.
2. Homy (K a, M4) = 0 para todo A-mdédulo a derecha K4 anulado
por R.

3.VmeMy m-R=0=m=0.

Demostracion:
(1=3). Sim- R =0 entonces m € t (M,) y por tanto m = 0.

(3 = 2). Sea K4 un A-mdédulo por la derecha anulado por Ry sea
f: K4 — My un A-homomorfismo,

Vke KNreR, fk)-r=f(k-r)=f(0)=0

y si aplicamos (3) deducimos que para todo k € K, f(k) =0, o lo que
es lo mismo, que f = 0.

(2=1). Como t (M) esta anulado por R, aplicando (2) sabemos
que Homy (t (Ma), M) = 0, en particular la inclusién canénica

jit(MA)—>MA

ha de ser el homomorfismo 0, pero esto es posible inicamente cuando
t (MA) - 0 O

Los A-modulos a derecha que cumplian la condicién (3) anterior
fueron llamados libres de torsiéon en la Definicién 3.3.

La clase & de A-médulos por la derecha libres de torsion, es efecti-
vamente una clase libre de torsién con la definicién dada en [42, Section
VI.2], concretamente esta es la clase libre de torsién generada por los
A-médulos anulados por R.

DEFINICION 3.23. Un A-mddulo a derecha My se dird que es de
torsién si Homyu(My, Fa) = 0 para todo Fy € F. La clase de A-
moédulos a derecha de torsién se denotard 7.

Utilizando [42, Section VI.2], la clase T es la menor clase de torsién
que contiene a los A-médulos anulados por R. El par (T, F) constituye
una teoria de torsion en la categoria Mod-A.

Asociado a la clase de torsién T existe un radical idempotente que
denotaremos T, y que se define para un A-moédulo M, como el mayor
A-submédulo de My que pertenece a la clase T. Los A-moédulos de T
se pueden caracterizar también por la propiedad de que My = T (M4).

Utilizando que la clase de torsiéon T es cerrada para extensiones,
[42, Proposition VI.2.1], se deduce que T (M,) se puede caracterizar
también por la propiedad de que M/T (M) es libre de torsién y que
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si para algun A-submédulo K4 C M, se cumple que M /K es libre de
torsion, entonces K4 C T (My).

En [42, Section VI.1] tenemos una construccion de T a partir de
t que vamos a exponer aqui porque a partir de ella podremos encon-
trar caracterizaciones de T (M,) que utilizaremos a lo largo de esta
memoria.

Sea M4 € Mod-A. La construccién se realiza por induccion trans-
finita del siguiente modo. Denotemos t1 (My) =t (My).

Si a no es un ordinal limite, es decir, si & = 41 para algtin ordinal
3, entonces definiremos t, (M) por la propiedad de que

t (M/tg (M)) = to (M) /ts (M)
en nuestro caso
to (Ma) ={me My :mR Ctg(May)}
Si o es un ordinal limite se define

to (Ma) = Ugcats (Ma)

Esta definiciéon nos proporciona una cadena creciente de prerradi-
cales t,, que, fijado un M, € Mod-A, tendran que estabilizarse, es de-
cir, para todo M4 € Mod-A existird un ordinal « tal que t,y1 (Ma) =
to (My), o lo que es lo mismo, que

t (M/to (M)) = ta (M) /to (M) =0

Este t, (M4) es precisamente T (My).
Vamos a establecer una caracterizacién mas operativa de T (M),
es la siguiente

PROPOSICION 3.24. Sea M4 € Mod-A, entonces
T (Ms) ={m € M :¥(rp)nen € R Ing €N tal que mry - -1, = 0}

Demostracion:

Supongamos primero que m € T (M,). Como hemos observado
antes, existe un ordinal a para el cual T (My) = t, (Ma4), por lo tanto
to (Ma) = tog1 (M), Sea (rp)neny € RYN una sucesién de elementos
de A. Queremos ver que existe un ny € N tal que mry---r,, = 0.
Para ello supongamos que no es cierto y vamos a construir una cadena
descendente de ordinales del siguiente modo:

Como m € t,(My), existird un ordinal minimo 3, tal que m €
tg, (Ma). Parai=1,2,--- definiremos ; como el primer ordinal para
el cual mry---1; € tg, (Ma).

Por nuestra hipétesis de que la sucesién nunca llega a anular a m
podemos asegurar que los ordinales (3; no pueden llegar nunca a ser
0. También por la construccién de los tz cada 3; ha de ser un ordinal
sucesor (si f3; fuera un ordinal limite, la contradiccién apareceria en el
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hecho de que mry---1; € Uycgty (M4) pero no existe ningtin v < f;
tal que mry - -1 € t, (Ma)).

Para comparar el ordinal 3; con el ordinal (3,1 supongamos que
B; = v+ 1. Claramente ;11 < v+ 1, lo que queremos probar es que
esta desigualdad es estricta.

Como mry---r; € tyy1 (Ma), entonces mry ---r;R C t, (My), en
particular mry - - 7741 € t, (Ma), esto implica que fi41 < v < ;.

Hemos encontrado pues una sucesion estrictamente decreciente de
ordinales

Bo> B> [y >---

y eso es una contradiccion puesto que todo conjunto no vacio de ordi-
nales ha de tener un elemento minimo.

En el otro sentido supongamos que m € T (M4) = t, (My4). Ten-
emos que encontrar una sucesiéon infinita (r,),eny € RY tal que para
todo n € N se cumpla que mry - -7, # 0.

Como m & t, (My) sabemos que mR < t, (M4) (ya que estamos
suponiendo que t, (Ma) = tor1 (Ma)). Podemos pues encontrar un
elemento r; € R tal que mry € t, (Ma).

Lo que hemos probado en realidad es que para todo m ¢ T (M)
existe un r € R tal que m -r ¢ T (My). Aplicando esta propiedad
recursivamente podemos encontrar una sucesion (7, ),en € RY tal que
mry - 1rp € T (Ma) para todon € N, en particular mry - - -, # 0 para
todo n € N. 0

EJERCICIO 3.6. Sea R un anilloy g Mg un (R, R)-bimédulo. De-
mostrar que T (M) con la operacién inducida por M, es un (R, R)-
bimoédulo.

Solucion:
De hecho, el inico problema que podria aparecer es el de que existiera
un m € T (Mg) y un " € R’ tal que m ¢ T (Mg), pero esto es
imposible ya que si (r,)nen € RY, entonces por estar m € T (Mg)
podemos encontrar un ny € N tal que mr; - - -r,, = 0, pero esto implica
que

(r'm)ry-rp, =7r'(mry-- 1) =0

lo que prueba que r'm € T (Mg) ya que esto lo podemos hacer para
cualquier sucesion de elementos de R. 0

DEFINICION 3.25. Sea X un subconjunto de A. Diremos que X es
un conjunto T-generador por la derecha de A si R/XR € 7.

Es evidente que existen conjuntos T-generadores por la derecha
para cualquier anillo R, ya que si tomamos X = R, R/R? es siempre
de torsién al estar anulado por R. En algunos casos sera posible tomar
un conjunto T-generador mas manejable, en tales casos puede ser de
utilidad la siguiente caracterizacion.
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PROPOSICION 3.26. Sea M4 € Mod-A y X un subconjunto T-
generador por la derecha de A, entonces

T (My) = {m € M :¥(zp)nen € X" Ing € N tal que may - - - x,, = 0}.

Demostracion:
Denotemos momentaneamente

K={mé& M :¥(x,)nen € X" Ing € N tal que ma; - --z,, = 0}.

Como X C R, por la proposicién anterior sabemos que T (M) C
K. Para probar el otro contenido vamos a utilizar la reduccién al
absurdo.

Sea m € My \ T (My4). Por la proposicién anterior podemos en-
contrar una sucesion (r,)ney € RY tal que kry---r, # 0 para todo
n € N.

Como R/XR € T podemos encontrar un n; € N tal que ry---r,, €

X R, es decir,
t
/r’l...rnl — Zl.is’i
i=1
para ciertos ' € X y s* € R. Ademds para todo n > n; se tiene que

t

i
g TS Tpy41 Ty # 0
i=1

Si para todo i € {1,--- |t} existiera un z; € N tal que
m:cisirmﬂ coery, =0
entonces tomando n = max{z; : i = 1,--- ,t} tendriamos que
ma's'ry 1 =0 Vie{l,---,t}

y llegariamos a una contradiccién porque
t
E ma's'ro, 41T # 0
i=1

y alguno de sus sumandos ha de ser no nulo.
De lo anterior deducimos que existe un ¢ € {1,--- ¢} tal que

ma's'rp, 41T, 0 VN > ng.

La existencia de la sucesién infinita (s%, 7,11, 7n, 2, - + ) con la propiedad
anterior nos garantiza que max’ & T (My).

Lo que hemos probado en conclusién es que para todo m € My \
T (My) existe un x € X tal que max € My \ T (My).

Aplicando esta propiedad de forma recursiva deducimos que para
todo m € M \ T (M,) podemos encontrar una sucesion (z,)neny € X
tal que mxy---x, # 0 para todo n € Ny por lo tanto m ¢ K. Esto
prueba que K\ T (My) =2 y que K C T (Mj). O
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4. La Categoria CMod-R como Categoria Cociente

Una de las construcciones mas interesantes que se pueden realizar
a partir de teorias de torsién en categorias de médulos unitarios para
anillos con identidad, es la de categoria cociente. La teoria de torsién
(T,F) la hemos considerado dentro de la categoria Mod-A. Vamos a
realizar la construccién de la categoria cociente de Mod-A médulo la
teorfa de torsién (T, F), que veremos que coincide con CMod-R.

Utilizando la caracterizacién dada en la Proposicion 3.24 es trivial
ver que la clase de A-médulos de torsion T es cerrada para submoédulos,
eso hace que la teoria de torsion (T, F) sea una teoria de torsién hered-
itaria y que el radical T sea exacto por la izquierda (ver [42, Sec-
tion VI.3]), esto también se puede deducir a partir de [42, Proposition
VI.3.3] por el hecho de que la clase de mddulos anulados por R es
cerrada para submodulos y cocientes.

A partir de [42, Theorem VI.5.1] se puede calcular la topologia de
Gabriel § asociada a la teoria de torsion (T, F).

G = {a4 ideal por la izquierda de A : A/a € T}

Vamos a utilizar esta topologia de Gabriel para calcular la categoria
cociente Mod-(A, ). Esta construccién se puede ver en general en [42,
Chapter IX].

Dada la topologia de Gabriel G, se define en [42, Section IX.1] un A-
modulo M4 como G-cerrado si para todo ideal a € G, el homomorfismo
canonico @, es un isomorfismo con la definicién dada a continuacién:

Ya: My — Homy(a, M)
m = pa(m)

wa(m): a — M
a — m-a

La categoria cociente Mod-(A, §) se identifica en [42, Section IX.1]
con la subcategoria plena de Mod-A formada por los médulos G-cerrados.

DEFINICION 3.27. Sea M, € Mod-A. Diremos que My es T-
inyectivo si para toda sucesién exacta corta en Mod-A

0 Xa Ya Za 0

tal que Z, € T y todo A-homomorfismo f : X, — My, existe un
A-homomorfismo ¢ : Y4 — M4 que extiende a f, es decir, tal que el
siguiente diagrama es conmutativo.

XA — YA
S
Ma

—— My
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DEFINICION 3.28. Sea M4 € Mod-A. Diremos que M4 es t-inyectivo
si para toda sucesion exacta corta en Mod-A

0 X4 Ya Za 0

tal que Z4 estd anulado por Ry todo A-homomorfismo f : X, — My,
existe un A-homomorfismo ¢ : Y4 — M4 que extiende a f, es decir, tal
que el siguiente diagrama es conmutativo.

XA E— YA
/| |
My My

Lo mas interesante de estos dos conceptos es que en realidad coin-
ciden.

PROPOSICION 3.29. Un A-mddulo a derecha M, es T-inyectivo si
y solo si es t-inyectivo.

Demostracion:
Como todo A-médulo anulado por R estd en T, estd claro que todo
A-médulo T-inyectivo es t-inyectivo. La dificultad esta en la otra di-
reccion.

Supongamos que M4 es t-inyectivo y que tenemos un A-homomorfismo
f: X4 — M, y una sucesién exacta corta del tipo

0 — X4 25 vy —25 Z4 0

Si o es un ordinal denotaremos

Xo={yeY :ny) € ta(Za)}

denotando to(Z4) = 0. En este caso tenemos que Xy ~ X. Deno-
taremos fo : Xg — M el homomorfismo inducido por el isomorfismo
anterior y el homomorfismo f: X — M.
Si < « se tiene que tg(Za) C t, (Za) por lo tanto Xz C X,,.
Para cada ordinal @ vamos a encontrar un A-homomorfismo f, :
X, — M cumpliendo la propiedad de que para todo ordinal 8 < «, f,
extienda a f3, es decir, el siguiente diagrama sea conmutativo

Xﬁ can Xa
Is J/ J/fa
M —— M

siendo el homomorfismo entre Xz y X, la inclusién candnica.
Todos estos homomorfismos los vamos a ir construyendo por induc-
cién transfinita. Empecemos definiendo f;.

Xi={yeY:nly et(2)}
por lo tanto para todo y € X; y todo r € R, n(y)r = 0, es decir
yr € Xy. Esto prueba que X;/X, estd anulado por A y aplicando la



4. LA CATEGORIA CMod-R COMO CATEGORIA COCIENTE 89

hipotesis de que M4 es t-inyectivo podemos construir f; : X; — M tal
que el diagrama

can
Xo — Xy

W |

M — M
sea conmutativo.
Supongamos que hemos encontrado la familia de homomorfismos
fs con las condiciones anteriores para todo ordinal 3 < «. Vamos a
definir f,. Se pueden dar dos casos:
Si a = 3+ 1 para algin ordinal (3, es decir, si & no es un ordinal
limite, tenemos

Xo=Xpri={yeY ny) €tp1(2)}

definiéndose ts;q (Z) a partir de la relacién

t (Z/t5(2)) = tp (2) [ts (Z)

por lo tanto para todo y € Xgiq y todo r € R se tiene que n(yr) +
tg (Z) =0, es decir, yr € Xg. Podemos otra vez extender fj utilizando
la propiedad de que My es t-inyectivo ya que X,/ Xz estd anulado por
R. Asi encontramos f, : X, — M tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

Xﬁ can Xa
Is J/ J/fa
M — M

Si a es un ordinal limite, se tiene que

Xo={y €Y :n(y) € Uscats (Z2)} = Usca X3

Para definir f,, utilizamos las definiciones de los fg anteriores definien-

do fo = lim fg, es decir, dado un y € X, podemos encontrar un § < «
B<a

con y € Xz, se define f,(y) = f3(y).

Por propiedades generales del limite directo se puede ver que esta
definicién es correcta.

Para concluir, si Z € T, existe un ordinal « tal que Z = t, (Z),
entonces definiremos g = f, yva que X, =Y. n

PROPOSICION 3.30. Sea M4 € Mod-A. Las siguientes condiciones
son equivalentes:

1. My € CMod-R.

2. My € Mod-(A,9).

3. My es libre de torsion y T-inyectivo.

Demostracion:
(1=3).
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M 4 es libre de torsién porque t (M) = Ker(Ay) = 0 ya que Ay es
un isomorfismo.

Para ver que M4 es T-inyectivo vamos a ver la condicién equivalente
de ser t-inyectivo.

Consideremos la siguiente sucesion exacta corta en Mod-A con ZR =
07
B

«

0 X4 Ya Z A 0
y sea f: X4 — My un A-homomorfismo. Vamos a extender la defini-
cién de f a todo Y en dos pasos, vamos a empezar definiendo

v YA — HOIIlA(RA, MA)

del siguiente modo. Seay € Y ysear € R. Como [(y) € Z, B(y)r =0
por lo que yr € Ker(f) = Im(«) por lo tanto existe un x, € X tal que
a(z,) = yr. Por ser @ un monomorfismo podemos asegurar que este
x, es unico. Asi podemos definir de forma univoca

Y(y)(r) = f(x,) € My

Sobre esta definicién hay que hacer muchas comprobaciones, em-
pezaremos viendo que y(y) =€ Hom (R4, M) para todoy € Y.
Seanr,s € R, a € A,

a(z,_s) =y(r—s)=yr—ys = a(x, — r5) = T,_s = T, — Ty

YY) (r —s) = f(xr—s) = flzr —x5) = (y)(r) — v(y)(s)

a(xr) = y(ra) = (yr)a = a(z,)a = a(ra) = T, = 0

1(W)(ra) = f(xra) = flara) = f(zr)a = v(y)(r)a
Vamos a probar ahora que v : Y4 — Homyu(Ra, M) es un A-
homomorfismo. Empecemos viendo que y(ya) = v(y)a, es decir, que
para todo r € R se tiene que y(ya)(r) = (y(y)a)(r). Por la definicién de
la estructura de A-moédulo de Hom (R4, Ma) se tiene que (y(y)a)(r) =
v(y)(ar). Por lo tanto lo que tenemos que probar es que y(ya)(r) =

() (ar)

Y(ya)(r) = f(v) con v € X, av) = (ya)r
v(y)(ar) = f(w) con w € X, a(w) = y(ar)
Como a(v) = a(w), entonces v = w y se tiene la igualdad que
buscédbamos.
Sean y1,y2 € Y. Vamos a ver que
Y —y2) = () — (1)
para ello tomemos r € R,

(Y1 — y2)(r) = f(v) con a(v) = (y1 — ya)r
V(i) (r) = v(y2)(r) = fwr) — f(w2) con a(wr) = yi7, a(w2) = yor
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por tanto a(v) = a(w; — ws) y v = wy — ws.
Yy —y2)(r) = f(v) = flwr —w2) = fwr) — f(wz) =
Y(y)(r) = v(w2)(r) = (v(y1) — 7 (w2))(r)

Vamos a comprobar ahora que el siguiente diagrama es conmutativo

XA E— YA

7| [
My —— Homyu(Ra, My)

AM

Es decir, que para todo x € X, y(a(z)) = Ay (f(x)). Como ambos son
homomorfismos entre Ry y M4 tenemos que ver que coinciden sobre
todos los elementos de R 4.

Sear € R,

Y(a(z))(r) = f(2) con z € X, a(z) = a(z)r

es decir, v(a(z))(r) = f(ar) = f(x)r = Ay (x)(r).

Utilizando ahora el hecho de que A, es un isomorfismo, podemos
tomar como g = )\Xj 0.

(3=2).

Sea a € G, tenemos que probar que

0q: My — Homu(a, M)

es un isomorfismo. Empecemos viendo que es un monomorfismo,

Ker(pq) = {m € M4 : ma =0}
Si probaramos que Ker(p,) € T (M,), podriamos deducir que ¢, es
un monomorfismo del hecho de que My, es libre de torsion.
Sea m € Ker(vq) ¥ (7n)nen. Como A/a € Ty 14 € A, podremos
encontrar un ng € N tal que

larirg--rp, € a
entonces
mry -« Tpy =mlary---r,, €Ema=0

lo cual prueba que m € T (M,).
Para probar que ¢, es un epimorfismo, tomemos f : a — M un
A-homomorfismo, y consideremos la siguiente sucesion exacta corta

0 a A Ala —— 0

Por ser M4 T-inyectivo y A/a de torsién, existe un g : A — My
que extiende a f. Denotemos m = g(14),
Va € a, f(a) = g(a) = g(1aa) = glaa = ma = pq(m)(a)

Esto prueba que f = pq(m) y que @, es suprayectiva.
(2=1).
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Es trivial porque R € Gy pa : Ra — Homy(Ra, M) es precisa-
mente Ays. O

5. Modulos Unitarios y Médulos Evanescentes

En la Seccion 3 estudiamos las consecuencias de que la clase de
moédulos anulados por R fuera una clase de pretorsién. Tal y como se
vi6 en el Ejercicio 3.5 se probaba también el hecho de que esta clase de
modulos es también una clase pre-libre de torsién. En esta seccién nos
vamos a ocupar de diferentes tipos de moédulos que aparecen debido a
este hecho.

Por [42, Proposition 1.4] sabemos que asociado a una clase pre-
libre de torsién, existe un radical que sobre un A-moédulo My se define
como el mayor A-submédulo de M tal que el cociente de M modulo
dicho submodulo pertenece a la clase. Vamos a definir el radical que
probaremos posteriormente que es el radical asociado a la clase de
moédulos anulados por R.

DEFINICION 3.31. Sea M, € Mod-A, definiremos u (M4) = MR =
{ sumas finitas de productos de elementos de M por elementos de R}.

EJERCICIO 3.7. Sea M, un A-moédulo por la derecha, entonces
M/u (M) estd anulado por R. Ademds, si para un cierto A-submddulo
N4 de My, el médulo cociente M /N estd anulado por R, entonces
u(M)CN.

Solucion:
Seame€ Myr e R (m+u(M))r =mr+u(M) =0 ya que
mr € MR = u(M). Supongamos que M/N estd anulado por R,
entonces para todo m € M y todo r € R, mr + N = 0, es decir,
mr € N por lo tanto MR C N. 0

PROPOSICION 3.32. Sea M,y € Mod-A, las siquientes condiciones
son equivalentes:
1. u (MA) = MA
2. Homa(Ma, K4) = 0 para todo A-mddulo por la derecha K anu-
lado por R.

Demostracion:
(1 = 2). Sea f: My — K4 un A-homomorfismo con KR = 0y
MR = M, entonces para todo m € M podemos encontrar elementos
m; € My r; € R tales que m = ) .myr;, por lo tanto f(m) =
Y. f(my)r; € KR =0 lo que prueba que f = 0.

(2 = 1). Consideremos el médulo M/MR que estda anulado por
A, si aplicamos (2), la proyeccién canénica p : M — M/MR es el
morfismo 0, pero esto sucede solo si M/MR = 0, es decir, si M = MR.

O
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Los A-médulos que cumplian la condicién anterior fueron llamados
unitarios en la Definicién 3.12 y la clase de estos médulos se denoto U.

Como U es la clase de torsion generada por la clase pre-libre de
torsion formada por los A-médulos anulados por R, utilizando los re-
sultados de [42, Section VI.2| sabemos que es cerrada para cocientes,
coproductos y extensiones.

Asociada a esta clase de torsion, existe un radical idempotente que
denotaremos U que dado un A-médulo M, se define como el mayor
A-submédulo unitario de M 4. La definiciéon de U para morfismos es la
restriccion, como en todos los casos de prerradicales.

La clase de médulos libres de torsiéon para este radical idempo-
tente U se denotarda V y sus médulos los llamaremos evanescentes. En
términos de U, diremos que un médulo M 4 es evanescente si U (My) =
0.

En [42, Section VI.1] se da una construcciéon general de U a partir
de u. Vamos a hacerla aqui para nuestro caso particular.

Sea M4 un A-médulo por la derecha. Definiremos u' (M) =
MR. Sea o un ordinal. Si @ = 3 + 1 para algin ordinal definiremos
u® (M) =u” (Ms) Ry si a es un ordinal limite, entonces definiremos
u® (Ma) = Ng<au’ (My). Para todo médulo M, este proceso debe
terminar para algin ordinal, es decir, podemos encontrar un ordinal
v tal que u? (M) = u'™! (My), por lo tanto u” (M) es unitario. Se
definird U (M) = u” (M,) (este ordinal v puede ser diferente para
cada médulo My).

Vamos a terminar esta parte dando una proposiciéon que en cierto
modo dualiza la propiedad de t-inyectividad que cumplen los médulos
de CMod-R. En algunos aspectos la categoria DMod- R tiene propiedades
duales a las de CMod-R, aunque no de forma general, veremos mas ade-
lante algunas cosas que no se dualizan.

PROPOSICION 3.33. Sean K4 y La dos A-mddulos con K C L y
sea h: D — L/K un homomorfismo con D unitario. Entonces existe
un unico g : D® 4 — L tal que el siguiente diagrama es conmutativo

L — L/K

3] [
D®sR —— D.
[222)

Ademdas, st D estd en DMod-R, utilizando que pp es un isomorfismo,
podemos levantar h a un f : D — L.

Demostracion:
Sead € Dyr € R, h(d) =1+ K para un cierto [ € L, vamos a
definir g(d,r) = Ir. Tenemos que empezar probando que no depende
de la eleccion de [, para ello supongamos que existe un " € L tal que
I'+ K =1+ K, entonces | — ' € K y por lo tanto (I — I')r = 0 por
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lo tanto Ir = Ir’. Supongamos que d,d" € D, para h(d) = | + K,
h(d") = 1"+ K entonces h(d — d') = (Il —1') + K y por lo tanto para
todor € R, g(d—d,r) = (l—=1U)r =g(d,r) —g(d',r). Esto prueba que
g es lineal en la primera variable. La demostracién de que es lineal en
la segunda variable es una sencilla comprobacién. Para probar que es
A-equilibrada, consideremos und € D, r € Ry a € A, como h es un A-
homomorfismo, tenemos que si h(d) = [ + K, entonces h(da) = la + K
por lo tanto g(da,r) = (la)r = l(ar) = g(d, ar).
Lo que deducimos de lo anterior es que podemos definir

g: D®,sR — L
d@r —  g(d,r)

Con este homomorfismo que hemos definido esta claro que el siguiente
diagrama es conmutativo

L — L/K

o] [
DysR —— D
1D
Para concluir vamos a probar la unicidad. Supongamos que existen
91,92 : D ®4 R — L tales que g1(d®@r) + K = h(dr) = g2(d®71) +
K, entonces g; — go es un homomorfismo entre D ® 4 R y K, que es
necesariamente 0 porque D ®4 R es unitario y KR = 0. 0

6. La Independencia del Anillo Ambiente

A lo largo de este tema hemos construido una serie de categorias
dentro de la categoria Mod-A donde A es un anillo con identidad del
cual R es un ideal bilatero. Al principio del tema afirmdbamos que las
construcciones iban a ser independientes de esta eleccion, esto es cierto
en parte, es decir, las clases de médulos T, F, U y V no son indepen-
dientes de esta eleccién, las que si son independientes de esta eleccion
son las categorias CMod-R, DMod-R, R-CMod y R-DMod. Este es el
resultado que vamos a probar aqui. Veremos también que existe otra
categoria independiente de esta eleccion que definimos a continuacion.

DEFINICION 3.34. Llamaremos Mod-R a la subcategoria plena de
Mod-A formada por los médulos M unitarios y libres de torsion, es
decir, aquellos que cumplen que MR = M y que para todo m € M, si
mR = 0 entonces m ha de ser 0.

PROPOSICION 3.35. Sea 2R la extension de Dorroh de R y A otro
anillo con identidad del cual R es un ideal bildtero, y supongamos
que las categorias CMod-R DMod-R, Mod-R, R-CMod, R-DMod y
R-Mod han sido construidas considerando que todos los modulos son
ZXR-mddulos unitarios. Entonces
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1. CMod-R es la subcategoria plena de Mod-A formada por todos los
mddulos M tales que Hom (R, M) es candnicamente isomorfo a
M.

2. DMod-R es la subcategoria plena de Mod-A formada por todos
los modulos M tales que M ®4 R es canonicamente isomorfo a
M.

3. Mod-R es la subcategoria plena de Mod-A formada por todos los
modulos M tales que MR = M y para todo m € M, mR = 0
implica que m = 0.

Y lo mismo para las categorias por la izquierda.

Demostracion:

(1.1). Sea M € CMod-R, tenemos que dotar a M de estructura de
A-moédulo, para ello tomemos a € Ay m € M, tenemos que definir
ma, para ello consideremos el R-homomorfismo Ay (m) : R — M que
a cada r € R lo lleva a mr, claramente A es un R-méduloy A/R € T
como R-mdédulo, por lo tanto A\y(m) se extiende a todo A de forma
tnica, y podemos definir ma = \y;(m)(a).

Es sencillo ver que con esta operacién M adquiere estructura de A-
modulo y que esta estructura extiende a la de R-médulo. Tenemos que
comprobar que M es un A-moédulo unitario, es decir, que mly = m
para ello consideremos el elemento ml, — m € M, si multiplicamos
este elemento por cualquier r € R, (mly — m)r = (mla)r — mr =
m(1lar) — mr = 0 por lo tanto m1 —m € t (M) = 0 y entonces
ml A =M.

Esta estructura es ademas tnica, para ello supongamos que pode-
mos definir dos estructuras de A-moédulo que extienden a la estructura
de A-médulo, vamos a utilizar para las dos multiplicaciones o y ,
(moa—m=xa)r=m(ar) —m(ar) = 0 por lo tanto moa —m*a €
t (M) =0y entonces moa=mxa.

(1.2). Vamos a ver que si M € CMod-R, con esta estructura de
A-médulo que le hemos dado, cumple que Homa(R, M) ~ M, para
ello consideremos el homomorfismo canénico A4, : M — Homu (R, M)
que a cada m lo lleva a A\{;(m) : R — M definido por \{,(m)(r) =
mr. Si m € Ker(\{;), entonces mR = 0 y por lo tanto m = 0 por
estar M € CMod-R. Por el otro lado supongamos que tenemos un
A-homomorfismo f : R — M. Este A-homomorfismo es claramente un
ZXR-homomorfismo puesto que saca los elementos de R y de Z fuera, y
por lo tanto existe un m € M tal que para todo r € R, f(r) = mr.

Supongamos ahora en la otra direccion que tenemos un A-moddulo
unitario tal que Homu (R, M) ~ M con el homomorfismo canénico,
vamos a ver que Hompg(R, M) ~ M. Para ello consideremos los dos
homomorfismos canénicos \y; : M — Homa(R,M) y Ay : M —

3Esta independencia en el caso de las categorias DMod-R, R-DMod, CMod-R
y R-CMod es citado en [37]
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Homp(R, M). Sabemos que \4; es un isomorfismo y queremos probar
que Ay también lo es. Para ello supongamos que m € Ker(\y/) en-
tonces para todo r € R, mr = 0 y por lo tanto m € Ker(\y,) = 0.
Por otro lado supongamos que tenemos un f € Homg(R, M), vamos a
probar que f es también un A-homomorfismo, para ello consideremos
r€ Rya€ A, f(ra) — f(r)a tenemos que probar que es cero, para
ello sea 7 € R, f(ra)r — f(r)ar = f((ra)r) — f(r(ar)) = 0 esto prueba
que f(ra) — f(r)a € Ker(\4;) = 0. Como f es un A-homomorfismo sea
m = (\3,)7H(f), f(r) = mr para todo r € Ry por lo tanto Ay (m) = f
tal y como queriamos probar.

(1.3). Tenemos que probar por tltimo que si M, N € CMod-R,
Hompg(M,N) = Homus(M,N). Una de las direcciones es evidente,
puesto que R C A todo A-homomorfismo es un R-homomorfismo. En
la otra direccién sea f : M — N un R-homomorfismo y sean m € M,
a € A, f(ma) — f(m)a es necesariamente 0 puesto que multiplicado
por cualquier elemento de r da 0 y N es libre de torsion.

(2.1). Sea ahora M € DMod-R, tenemos que dotar a M de estruc-
tura de A-médulo, para ello seam € My a € A, m = Y, m;r;, por
lo tanto podemos definir ma = (>, m;r;)a = >, m;(r;a), operacion
que esta definida puesto que r;a € R. El problema de esta defini-
cién es que puede depender de la eleccién que hemos hecho para pon-
er m = »_.myr;. Para comprobar la independencia de esta eleccién
supongamos que 0 = Y smsys donde {ys: J € A} es un conjunto gen-
erador de R por la izquierda sobre el anillo 2R, entonces Y ; msys = 0
implica que ) ;m; ® ys = 0 en M ®zg R y entonces podemos aplicar
la Proposicién 1.58 y encontrar elementos df € R con k = 1,--- ,n
casi todos nulos, y mq,---,m, € M tales que

> diys =0 Vk
4

ms = Z mkdlg )
k

Esto hace que podamos escribir

> ms(ysa) = mids(ysa) =
6 k,0
> muldiysa) = > mi((Y_ diys)a) = 0
ko 3 5

El hecho de tomar ys como un conjunto generador no es restrictivo
puesto que cualquier subconjunto de R lo podemos extender a un con-
junto generador anadiendo los elementos ms = 0 que sean necesarios.

De este mismo modo se demuestra que la definicién que hemos dado
es la tunica posible que extiende a la multiplicacién por elementos de

R.
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(2.2). Sea M a la vez un A-médulo y un ZR-médulo unitario tal
que para todo r € Ry todo m € M la multiplicacién mr sea la misma
multiplicando como A-médulo o como R-médulo. Sean pf; : M@4R —
My uy : M ®g R — M los dos homomorfismos candnicos, lo que
tenemos que probar es que p4; es un isomorfismo si y solo si py; es un
isomorfismo. Puesto que Im(uf;) = MR = Im(uy;) tenemos que p4,
es epimorfismo si y solo si pys es epimorfismo. Vamos a verlo también
para los monomorfismos. Supongamos py; monomorfismo. Sea {ys :
d € A} un conjunto generador por la izquierda de R sobre el anillo
PRy Y sms @ys € Ker(un), entonces > smsys = 0y por lo tanto
Ysms ®ys € Ker(fia) = 0 aplicando la Proposicién 1.58 podemos
encontrar elementos df € 2R casi todos nulos con k = 1,--- ,ny
elementos mq,--- ,m, € M tales que

> diys =0 Vk
é

ms =Y mdi V0
k=1

Entonces

Zm5®y5:Zkad’§®y5
5

5 k=1
Puesto que my € M = M R podemos encontrar my, y 75 € M tales
que my = Y, My T, por lo tanto

Z Z mkdlg Qys = Z Z Z mktfktdlg Q@ Ys
5 k=1 5 k=1 ¢

Ahora los rd¥ € RE“R = R C A y podemos pasarlos a través del
producto tensorial M ®4 R y deducir

SN iad @ ys =
5 k=1 ¢

Z Z Mt @ Z fktd§y5 =0
k=1 t 5

En la otra direccién la demostracion es entéramente andloga, lo
tinico es que en este otro caso los elementos df estarfan en A, pero
igualmente ;¥ € RA = R y podemos pasarlos a través del producto
tensorial M ®p R, obteniendo la misma conclusion.

(2.3). Sean M, N € DMod-R, tenemos que comprobar que Homg(M, N) =
Homu (M, N). Por estar R C A, todo A-homomorfismo es un R-
homomorfismo, veamos la otra direccién, supongamos que f : M — N
es un R-homomorfismo y sea m € M, a € A, si ponemos m = Y m;r;
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= flmiria) =37 flmiria =3 f(miria = f(m)a

(3.1) En el dltimo caso supongamos que M € Mod-R, tenemos que
definir la multiplicaciéon de m € M por a € A, para ello utilicemos que
M = MR y pongamos m =y, m;r; y definamos ma = ), m;(r;a), de
nuevo tenemos que comprobar la independencia de esta eleccion, y para
ello supongamos que 0 = » . m;r; y queremos ver si » .m;(r;a) = 0.
Sea r € R cualquiera,

gmlrl T—Eml ria
gm,mar :Emm ar) =0

y por lo tanto ZZ m;(ra) € t (M) = 0 que era lo que queriamos
probar. Esta definicion ademés ha de ser la tunica que extienda a la
multiplicacién por elementos de R.

(3.2). Puesto que las condiciones de ser unitario y libre de tor-
sion estan definidas en términos exclusivos de R, dado un moédulo M
con estructura de R-modulo y A-mddulo siendo esta tltima estructura
compatible con la de R-moédulo, M € Mod-R si y solo si MR = My
para todo m € M, mR = 0 implica m = 0.

(3.3). Sean M, N € Mod-R, vamos a ver que Hompg(M,N) =
Hom, (M, N). Como antes todo A-homomorfismo es un R-homomorfismo.
En la otra direccion la demostracion es idéntica al caso de DMod-R.

Puesto que la condicién de que R sea un ideal bilatero de A es
simétrica a izquierda y derecha, la demostracién de que los médulos de
R-DMod, R-CMod y R-Mod tienen estructura canénica de A-mddulos,
se hace por simetria. O

7. Una Visién Mas General

Vamos en esta seccion a generalizar el hecho de que las categorias
puedan ser construidas dentro de una cierta categoria de modulos uni-
tarios para un anillo con identidad. Estos resultados van a generalizar
a los de la seccién anterior.

Vamos a fijar en esta seccién, un anillo R, un anillo con identi-
dad B, un homomorfismo de anillos § : R — B tal que Ker(f) y
Coker([3), con su estructura de R-mdédulos por la derecha, sean de tor-
sion. Las categorias CMod-R y R-DMod, que son las que vamos a
considerar, supondremos que estdn construidas dentro de Mod-R y
ZXR-Mod respectivamente. En estas condiciones todos los B-médulos
tienen estructura de R-moddulos a través de (3.

Cuando hablemos de B-mddulos, nos referiremos a B-moédulos uni-
tarios.
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PROPOSICION 3.36. Sea rMg un (R, E)-bimddulo para cierto anil-
lo E tal que gM estd en R-DMod. Sea Ng un E-maodulo por la derecha,
entonces Homg(Mp, Ng) estd en la categoria CMod-R con la estructura
de R-modulo inducida por la de M.

Demostracion:
Para simplificar un poco la escritura vamos a denotar H = Homg(Mg, Ng).
La estructura de R-médulo de H viene dada de la siguiente forma

(hr)(m) = h(rm) Yh e H,r € R,m € M.

Vamos a empezar viendo que el homomorfismo canénico piy : R®pg
M — M es un E-isomorfismo. Para ello solo tenemos que ver que es un
FE-homomorfismo puesto que ya es biyectivo por ser un R-isomorfismo.
La estructura de E-médulo de R ®zr M viene dada por la férmula

(r®@m)e:=r® (me)
por lo tanto, para todo m € M y todo r € R,
pr(r @ m)e = (rm)e = r(me) = pp (r @ me) = pp((r @ m)e).
Consideremos ahora el homomorfismo candnico
Mg : H — Hompg(R, H)

que tenemos que probar que es un isomorfismo. Si h € Ker(Ay) en-
tonces para todo r € Ry todo m € M se tiene que h(rm) = 0 por lo
tanto h(M) = h(RM) = 0. Esto prueba que Ay es un monomorfismo.
Para ver que es un epimorfismo, consideremos un R-homomorfismo
f:R— H, sea
f: RegM — N
rem  —  f(r)(m).

Con esta definicién f es claramente un R-homomorfismo y un E-
homomorfismo. Si componemos con y;; obtenemos

fo pt M — N
Vamos a calcular )\H(fo pyt)- Sear € R, m € M,

A (f o paf)(r)(m) = (f o paf)(rm) = f(r @m) = f(r)(m)

por lo tanto Ag( f o ,u;j) = f lo cual prueba la suprayectividad de Ag.
([l

LEMA 3.37. Sea Z un grupo abeliano, Ng C Mg dos R-mdédulos por
la derecha, gW un R-mdodulo por la izquierda unitario yh : MxW — Z
una aplicacion bilineal y R-equilibrada tal que para todo n € N y todo
w € W, h(n,w) = 0. Entonces para todo m + N € T (M/N) y todo
w € W, se tiene que h(m,w) = 0.
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Demostracion:

Supongamos por reduccién al absurdo que existe un m € M tal que
m+ N €T (M/N)yunw e W tal que h(m,w) # 0.

Como w € W = RW podemos encontrar w; € W y r; € R tales
que w = »_ . Como h(m,w) # 0, podremos encontrar un i tal
que h(m,r;w;) # 0. Lo que hemos probado pues, es que para todo w
con h(m,w) # 0 podemos encontrar un " € Ry un w’ € W tal que
h(mr',w") # 0.

Realizando este proceso de forma recursiva, podemos encontrar
sucesiones (7;);en ¥ (w;)sen tales que paratodon € N, h(mry - - -1, wy,) #
0. Pero ésto serfa una contradiccién porque como m + N € T (M/N)
podremos encontrar un ny € N tal que mry ---r,, € N y por lo tanto
h(mry -« 7y, W) = 0 contradiciendo lo anterior. O

PROPOSICION 3.38. Sea Mpr un mddulo de CMod-R, entonces Mg

tiene una unica estructura de B-modulo por la derecha que extiende a
la de R-modulo.

Demostracion:
Sea m € M, este elemento nos determina un homomorfismo

Ay(m): R— M

Utilizando que 8 : R — B considerado como R-homomorfismo de
modulos por la derecha tiene ntucleo y contcleo de torsién, podremos
extender de forma tnica el homomorfismo Ay (m) a un homomorfismo

Ay(m):B— M

La unicidad de este levantamiento hace que A sea lineal, por lo tanto
Ay nos permite dotar a M de estructura de B-moédulo. Ademas este
modulo es B-unitario, ya que para todo m € M y todo r € R,

e (m)(1p))r = Aag (m) (r?) = mr

y de ahi deducimos que Ay (m)(1g) —m € t (Mg) = 0.

Si M tuviera otra estructura de B-mddulo que extendiera a la es-
tructura de R-modulo, entonces tendriamos para cada m € M un ho-
momorfismo f,, : B — M dado por f,,(b) = mb, pero como esta es-
tructura extiende a la de R-mdédulo, entonces f,,(r) = mr = Ay (m)(r)
y por lo tanto f,, = Ay por ser tinico el levantamiento. 0

PROPOSICION 3.39. Sean Mg, Nr dos R-mddulos por la derecha
que tienen ademds una estructura de B-modulos por la derecha que
extiende a la de R-maodulos. Supongamos que Ng es R-libre de torsion.
Entonces

HOHIR(MR, NR) = HOIIlB(MB, NB)

En particular, ésto es cierto para todo par de médulos de CMod-R.
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Demostracion:
Todo B-homomorfismo es un R-homomorfismo porque R° C B y la
estructura de B-modulo extiende a la de R-moédulo. Reciprocamente
supongamos que f : Mgr — Ng es un R-homomorfismo, m € M, b€ B
y (Tn)neN S RNv

fmb)ry - = f((mb)ry---n) = f(m(bry-- 1))

Como B/R" es de torsién como R-mo6dulo por la derecha, existird un
no € N tal que para todo k > ng, ar; - - -7, € R® y por lo tanto

f(mbyry -« = f(m(bry---ri)) = f(m)(bry---ri) = (f(m)b)ry-- -7y

de donde deducimos que f(mb) — f(m)b € T (Ng) = 0 para todo
m € M y todo b € B, por lo tanto f es un B-homomorfismo. 0

PROPOSICION 3.40. Sea kM € R-DMod. Entonces pM tiene una
unica estructura de B-modulo unitario que extiende la de R-mddulo.

Demostracion:
Utilizando la Proposicién 3.36 sabemos que BiEnd (g M) estd en CMod-R.
Consideremos el homomorfismo

a: R — BiEnd(gM)

dado por la multiplicacién por elementos de R. Este es un homomor-
fismo de anillos pero también de R-moédulos por la derecha.

Como Ker(f3) es de torsion y BiEnd(gM) es libre de torsion, ten-
emos que Hompg(Ker(3),BiEnd(zM)) = 0 y por lo tanto podemos
factorizar a por este nicleo y considerar la estructura de R-mddulo
como

a@: R/Ker(f) — BiEnd(gpM).

Este es un homomorfismo de R-médulos por la derecha, pero como
Ker () es unideal de R, R/Ker(/3) es un anillo, y @ es un homomorfismo
de anillos porque

a((r+ Ker(0))(s + Ker(8))) = a(rs + Ker(f)) =

a(rs) = (rs)* =r*s* =a(r + Ker(5))a(s + Ker(3)).

Utilizando por ultimo que BiEnd(gM) € CMod-R y que Coker(/3)
es de torsion, podemos extender el homomorfismo anterior a un R-
homomorfismo

& : B — BiEnd(g M)
Por la Proposicién 3.39 este R-homomorfismo es también un B-homomorfismo
con la estructura canénica de B-homomorfismo que tiene BiEnd(zrM)

por estar en CMod-R. Ademdas & es un homomorfismo de anillos, ya
que si b,c € B,y (rn)nen € RY, entonces

(a(b)a(c) — a(be))ry - -y = G(b)élery - - 1) — dlbery - - - 1y).
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Como B/R? es de torsién como R-mdédulo por la derecha, podremos
encontrar un ng tal que cry -+ -7,, € R° = R/Ker(a) y por lo tanto

a(b)a(ery -« rpg)—a(bery - rpy) = &(b)(cry - 1pg)—&(bery « - - 1py) = 0.
Esto prueba que
a(b)a(e) — albe) € T (BIEnd(gM)) =0

y por lo tanto que & es un homomorfismo de anillos y que g M tiene una
estructura de B-mdédulo que extiende a su estructura de R-modulo.

Vamos a ver también que es unitario, para ello no tenemos mas que
darnos cuenta de que &(1p) = lgignda(m), Pero esto es trivial ya que la
diferencia entre los dos multiplicada por cualquier elemento de R es 0,
y por lo tanto estd en t (BiEnd(gM)) = 0.

Para comprobar que esta estructura es tinica supongamos que ex-
iste otro homomorfismo de anillos & : B — BiEnd(gM) tal que &of =
a = @ o (3. Estos homomorfismos de anillos serian en particular homo-
morfismos de R-mddulos por la derecha, pero por la igualdad anterior
& — a factorizaria a través del contcleo de 8 que es de torsién como R-
médulo por la derecha. Entonces como BiEnd(gM) es libre de torsidn,
concluimos que & = a. O

PROPOSICION 3.41. Sean pkM y rN dos R-mddulos por la izquierda
que tienen ademds una estructura de B-mdodulos unitarios que extiende
a la estructura de R-mdodulo. Supongamos ademds que RM = M.
Entonces

HOIIIR(RM,RN) = HOHIB(BM,B N)

En particular ésto es cierto para todos los modulos de R-DMod.

Demostracion:
Como la estructura de B-mddulos es compatible con la de R-modulos,
esta claro que todo B-homomorfismo entre ellos va a ser también un
R-homomorfismo. El problema esta en la otra direcciéon. Supongamos
que f € Homg(gM,g N). Consideremos el siguiente homomorfismo de
grupos abelianos

h: BpM — N
bam — (bm)f —b(m)f

Para todos los elementos de R’ tenemos que h(r® @ m) = (rm)f —
r(m)f = 0 por lo tanto, utilizando el Lema 3.37 deducimos que h(b ®
m) = 0 para todo b € By todo m € M, es decir, que f es un B-
homomorfismo.

Hasta ahora lo que hemos probado es las categorias CMod-R y
R-DMod son subcategorias plenas de Mod-B y B-Mod respectivamente.
Vamos a ver que dentro de estas categorias se pueden caracterizar tam-
bién por propiedades similares a las que nos sirvieron para definirlas
dentro de Mod-A y A-Mod.
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PROPOSICION 3.42. Utilizando la tinica estructura de B-mddulos
que extiende su estructura de R-mddulos, la categoria CMod-R se puede
identificar con la subcategoria plena de Mod-B formada por los B-
mddulos M tales que el homomorfismo®

Aﬁ: M — HOHIB(RBB,MB)
m AP (m)

con AT, (m)(rb) = mrb, es un isomorfismo.

Demostracion:
Lo que tenemos que probar es que Ay : M — Hompg(Rg, Mg) es un
isomorfismo si y solo si A¥; es un isomorfismo.

Por un lado tenemos que

Ker(A\})) ={m € M : mrb=0Vr € R,b € B}
pero como 1lg € B, tenemos que
Ker(A\Y)) = {m € M : mr = 0¥r € R} = Ker(\y)

por lo tanto tenemos que Ay es un monomorfismo si y solo si A\J; es
un monomorfismo.

Supongamos pues que ambos son monomorfismos. Vamos a probar
que uno de ellos es suprayectivo si y solo si lo es el otro.

Supongamos que Ay es suprayectivo y consideremos f : RBp —
Mp. Definamos f : R — M dado por f(r) = f(rlg). Como 1p
conmuta con los elementos de R, tenemos que f es un R-homomorfismo,
por lo que podemos encontrar un m € M tal que f(rlg) = mr para
todor € R. Seab € B, r € R,y (r,)nen una sucesién de elementos de
R,

(f(rb) —mrb)ry---r, = f(rory---ry) —mrbry -1y,
Para algin ng € N tendremos que bry - - -1, € R’ y por lo tanto
flrory - rpy) —mrbry---rp, =0

de donde deducimos que f(rb) — mrb € T (Mg) = 0 y por lo tanto
f(rb) = mrb para todo r € Ry todo b € B.

Supongamos por otro lado que A%, es suprayectivo y consideremos
f: Rrp — Mp un R-homomorfismo. Vamos a definir f : RBg — Mg
dado por f(rb) = f(r)bparatodor € Ry todo b € B. Tenemos que ver
que es una buena definicién, para ello supongamos que Zle rib; =0

con r; € Ry b € B. Entonces Zlef(ri)bi = 0 ya que estd en

4Este es un homomorfismo de R-médulos, pero no de B-médulos puesto que si
b,c € B, r € R no se tiene porque dar que brc € RB. Esta propiedad generaliza
el caso en el que A es un anillo con identidad en el que R es un ideal bildtero
considerando el homomorfismo de anillos dado por la inclusién candnica. En tal
caso RA = R y el homomorfismo Ay; es de A-médulos. La posible dificultad
que viene del hecho de que Hompg(RBg, Mp) no tenga estructura de B-mdédulo se
soluciona en el caso en que )\ﬁ sea un isomorfismo, porque entonces la estructura
de B-mdédulo de M se lleva a Homp(RBg, Mp).
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T (Mg) = 0. La prueba de que estd en T (Mg) se hace tomando una
sucesion arbitraria (s,)n,en en Ry viendo que existe un ng € N tal que
para todos los b; se tenga que b;s; - - - s,, € R°, entonces se tendrd que

k k

Z f(ri)bisi -« sn, = f(z 7ibiS1 -+ Sny) = 0.

i=1 i=1

Para este homomorfismo f podremos encontrar un m € M tal que
para todo r € R, y todo b € B, f(rb) = mrb, en particular para todo
r € R tendremos que

f(r)=f(r)lp = f(rig) =mrlp =mr
con lo que \j; es suprayectiva.

Si consideramos la clase de R-moddulos de torsién T, la clase de
modulos que estan en Mod-B y en T es una clase de torsiéon en la
categoria Mod-B ya que Mod-B es cerrada para todo tipo de limites.
Vamos a ver lo que pasa con la clase de modulos libres de torsion.

LEMA 3.43. Sea Mp un B-mddulo. Entonces M considerado con

su estructura de R-modulo es libre de torsion si y solo st para todo
B-mddulo T € T, Hompg(T, M) = 0.

Demostracion:

En una direccién es trivial, ya que si Tg es un B-mddulo, en partic-
ular es un R-médulo con la estructura inducida y si 7' € T, entonces
Hompg(T, M) = 0 y por lo tanto Homp(7, M) = 0 ya que todo B-
homomorfismo es un R-homomorfismo.

En el otro sentido no tenemos mas que tomar 7' = T (Mg) que
ademas de ser un R-submodulo de M, es un B-submoddulo, ya que
para todo m € T (Mg), b € By (rp)neny € RY existird un ny € N tal
que bry - -rp, € RP y como m € T (Mg) existird un n; > ng tal que
mbry -1, = 0, por lo tanto T (Mg)B C T (Mg) y como B tiene
identidad el otro contenido es trivial. 0

Una vez que hemos visto que podemos considerar las subclases de T
y F formadas por los R-mddulos de dichas clases que tienen estructura
de B-moédulo compatible con la de R-moédulo, parece natural pregun-
tarse cual es la categoria cociente de Mod-B modulo dicha teoria de
torsion. El resultado es el que podriamos esperar.

PROPOSICION 3.44. Sea Mg € Mod-B. Entonces Mr € CMod-R
si y solo si Mg € Mod-(B, G) siendo G la siguiente familia de ideales

G={ag < Bp:B/acT}

Demostracion:
En un sentido es trivial, ya que si Mp € Mod-(B,§G), en particular
Hompg(RBg, Mp) ~ Mg con el homomorfismo canénico ya que RB €

g
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En el otro sentido supongamos que Mpr € CMod-R y sea a € G.
Tenemos que probar que el homomorfismo
Ya: M — Hompg(a, M)
m = pa(m)
con p4(m)(a) = ma es un isomorfismo. Como My es libre de torsion,
entonces Homp(a, M) = Homg(a, M).

Ker(pq) = {m € Mp : ma =0}

Si probaramos que Ker(p,) € T (Mg), podriamos deducir que ¢, es
un monomorfismo del hecho de que Mg, es libre de torsion.

Sea m € Ker(¢q) v (Tn)nen. Como B/a € Ty 1 € B, podremos
encontrar un ng € N tal que

137’17’2"'7”n0 ca
entonces
mry -« Tp, =mlpry-- -1y, € ma=>0

lo cual prueba que m € T (Mg).

Para probar que ¢, es un epimorfismo, tomemos f : a — M un
R-homomorfismo, y consideremos la siguiente sucesion exacta corta

0 a B B/a —— 0

Por ser My T-inyectivo y B/a de torsién, existe un g : B — Mp
que extiende a f. Denotemos m = g(1p),

Va € a, f(a) = g(a) = g(1pa) = g(1p)a = ma = @a(m)(a)
Esto prueba que f = pq(m) y que @, es suprayectiva. O
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TEMA 4

Moédulos Asociados a Soportes

En este tema empezaremos fijando un anillo R, un anillo con iden-
tidad A tal que R sea un ideal bildtero en él, y un conjunto X junto
con una aplicacion m : X — R. Esta aplicacién se puede extender a
otra que denotaremos igual

T:5(X)—- A
definida como sigue
™ (@) =1 A
7(T) = m(x1) - 7(Tr@))
De esta forma 7 se convierte en un homomorfismo de monoides mul-
tiplicativos.

Cuando hablemos de A-mdédulos, nos referiremos a A-mdédulos uni-
tarios.

1. Médulos Asociados a Soportes Unitarios

Sea 0 € Zy(X). Vamos a construir un R-mddulo asociado a o del
siguiente modo:

Si 0 = @, definiremos (o)) = 0.

Si 0 # @ consideremos L = A el coproducto de copias A con
el conjunto de indices o. Vamos a denotar (z)l al elemento que tiene
14 en la componente T-ésima y 0 en todas las demas componentes.
También denotaremos

@k = (@)l Y 7yl

yeEXNAgzo

Esta es una suma finita ya que por ser ¢ unitario, el conjunto X NA,o
es finito (y no vacio).

Llamaremos K al A-submddulo por la izquierda de L generado por
los elementos {(z)k : T € o}.

Con estas notaciones definiremos

(o) = L/K
(@), =@I+K Vreo
PROPOSICION 4.1. Para todo o € Zy(X) y todo n € NU {0},
(o) =D A,
{ze€o,A\(T)>n}

107
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Mas en general, para todo o € Zy(X) y todo £ € Z1(X),

(o) =Y Ala),.

TET\E

Demostracion:
Vamos a hacer la demostraciéon por inducciéon en n. Para n = 0 el
resultado es evidente ya que el conjunto {(z), : T € o} es un conjunto
generador de (o).

Supongamos que lo hemos probado para n y que queremos probarlo
para n + 1, entonces utilizamos el hecho de que para todo T € X",

@,= Y. W, DY, A,
YyEXNAzo {ZE€o AZ)>n+1}
por lo tanto
Y. Aa,= Y Al), = (o).
{z€o,A\(Z)>n} {z€o,A\(Z)>n+1}

Para ver la segunda parte no tenemos mas que darnos cuenta de
que como o N ¢ es finito, podemos encontrar un n € N tal que para
todo T € o con A(T) > n se tiene que T ¢ & por lo que

Yo A, = > Al), = (o)
Teo\E {z€o,A\(T)>n}
O

COROLARIO 4.2. Sea 0 € Zy(X), 0 # &, y sea 4M un A-mddulo
por la izquierda. Entonces para definir un homomorfismo f : (o)) — M
basta encontrar un soporte de torsion & € Z¢(X) y definir f para los
elementos

{(z), :Tea\¢}
y comprobar que con esta definicion se cumplen las relaciones

Y. Wy, f = (@),)f VEeo\§

yeEXNAgzo

Demostracion:
Es una consecuencia inmediata del hecho de que

{{z), 7€\ }

sea un conjunto de generadores para el médulo (o) = L/K y que las
relaciones antes mencionadas son las que aparecen entre los generadores
por definicion del submodulo K. 0

PROPOSICION 4.3. Para todo o € Zy(X), (o) es un R-mddulo
unitario, es decir, R{{(o)) = (o).
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Demostracion:
Todos los elementos de (o)) son sumas finitas de elementos de la forma
a{z), cona € Ay T € o, pero

alz), = Y an(y)lyz), € R{o)

yeXNAzo

ya que a-r € R para todoa € A, r € R. 0

EJERCICIO 4.1. Sea 0 € Zy(X), T € 0 y n € NU {0}, entonces

@,= > =@y,

yeEX"NAzo

Solucion:
Haremos la demostracion por inducciéon en n. Para n = 0 tenemos un
tinico elemento en X% N A,0 que es precisamente el elemento @. Pero
(@) = 14 por definicion.

Para el caso n = 1 lo tenemos por definiciéon del médulo. Supong-
amos que lo tenemos demostrado para n y lo queremos demostrar para
n—+ 1.

(@), = D m(2)ea), =

z€XNAgzo
aplicando la hipétesis de induccién a (zz)_,

Y or@) ), = > wz) > w@ye), =

z€EXNAgzo z€XNAgo JEX"NA 0o

> > w(ep)lyzz), =

{zeX:7zzc€0} {ye X" :T2yE€OT}
> r@)wz), = > w(w)(wz),
{weXntl.zweo} weX"HNAzo
O
LEMA 4.4. Sea 0 € Ey(X), 0 # &. Entonces para todo elemento

a € (o) existe un ng tal que para todo n > ngy ezisten elementos
{r(Z) e R:T€on X"} tales que

a= Y r@,

Demostracion:
Vamos a utilizar las notaciones dadas en la definicién de (o).

Como « € L/K podemos encontrar elementos a(T) € A con T € o,
casi todos nulos tales que

a=) a@z),

TEOo
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Puesto que solo hay un ntmero finito de elementos a(Z) no nulos,
podemos encontrar un ng € N tal que para todo T € ¢ con A(T) > ng
se tenga que a(T) = 0.

Sea n > ng. Sea T € X" N o, entonces definiremos

r(@) =Y a@rF 'T).
y<z
Como 7 < T, tenemos que a(y)m(y'T) € R, por lo tanto r(T) € R
para todo T € X" No. Ademas

a=> a@),= Y  a@iz),=

TE€o {zeo:\(T)<n}
Sooa@m Y w@y), =
{Z€a:A(T)<n} geEX—A@NAgo

> > (@) (y){yz), =

{z€o:A\(T)<n} {7:A(7)=n—\(T),Tyco}

o Na@ra@ o), = Y. @),

zeX"No <z zeX"No

PROPOSICION 4.5. Sea o un soporte unitario no vacio y sea

Y a@)a),

rzeX"No
un elemento de (o)) con a(T) € A. Entonces son equivalentes
L > e xnne a(T){z), =0.
2. a(7)(z), = 0 para todo T € X" No.
3. Existe un m > n tal que para todo Z € X™ N o se tiene que

a(z1 -+ z)7(Zpe1 v+ 2m) = 0.

Demostracion:
La implicacién (2 = 1) es trivial y la (3 = 2) es consecuencia inmediata
del Ejercicio 4.1. EI tnico problema estd en la implicacién (1 = 3).
Si se cumple la condicién (1) es porque el elemento Y vu, a(T)(z)!
esta en K.

Podremos encontrar pues elementos b(T) € A casi todos nulos tales

que
> @@l = @k
TEX"No yco
Como casi todos los b(7) son nulos, podremos encontrar un m € N
que sin pérdida de generalidad podemos suponer mayor o igual que n
tal que para todo ¥ € o con A(y) > m se tenga b(y) = 0. Entonces

tenemos que
Y a@ (@i =

zeX™No
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D pwk= Y k=

yeo {yea:A@)<m}
Yoo Wi D w@)El] =
{y€o:A(y)<m} z€XNAyo
>yl - > b()m(2)(zy)l =
{7€a:A(m)<m} {H2)€ox X:A\F)<mgz€a}
dooowmwi— Y. @) ()l =
{7€a:A(G)<m} {yz€a:A(yz)<m}
Z b(y)(y)l — Z b(wy -+ - @) -1) T (Wr@)) (W)l =
{mea:A @) <m} {weo:1<A(w)<m}
Z b(7) (g)l - Z by - ~yx(y)_1)7f(yx@))(g)l =
{7€a:A([G)<m} {g€a:1<A(g)<m}

b(2)(2)l + > (0@ = by1 -+ - (@) W

{yea:1<A(y)<m—1}

= Y by Y )T () U (y)
yeonXm
Poniendo juntos el principio y el final, tenemos que

Y a@@)l=0b2)(@)+

zeX"No

> (0@) = by - ya@ -7 (W) W)

{yea:1<A(@@)<m—1}

= Y b YT ()L (y)
yeonXm
Esta es una igualdad en L que es un A-mddulo libre sobre el conjunto
{l(Z) : T € 0}. Podemos pues igualar coeficientes de los dos miembros,
de forma que obtenemos las siguientes relaciones

a(@) = b(@) — b(y: - - 'yn—l);T(yn) =by) VgeonX"
0="0(")—by1 - yu)T(Yn+1) = bH)—a(yr - yn)7(Yn+1) VY € X"no

0 = b(wz) — a(w)n(Z) Vw_:z € o, \(W) =n, \(Wz) <m
0="0(y1 " Ym-1)T(Wm) = a(y1- - Yn)T(Wnt1- - Yym) Vg€ X" No
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Existe otra forma de ver los médulos del tipo ((¢)). Para ello vamos
a considerar un soporte unitario o # @. Vamos a definir

n
Fn — AX No

como para todo n € N, X" N ¢ es finito, podemos considerar F;,, como
un producto o como un coproducto. Si para un T € X" N o definimos
(x)f como el elemento de F), que tiene 14 en la componente Z-ésima y 0
en todas las demas componentes, entonces tendremos que todos los ele-
mentos de F), se pueden poner como sumas de los (z)f con coeficientes
en A.

Vamos a definir los siguientes homomorfismos

Onmr1: o — Fo.q
(@)f — ZyeXOAgaW(x)(yl)f
Componiendo estos morfismos definiremos para todo i < j, ¢;; =
Piji+1 * X P15
PROPOSICION 4.6. Con las notaciones anteriores,
(o) ~lim F,.

neN

Demostracion:
Vamos a definir
h: L — lim F;,
neN

()l — ((i)f)%(z)

donde con g, denotamos la aplicacion canoénica entre F,, y lim Fj.
kEN
Como L es libre este homomorfismo estd bien definido. Ademés es

claramente suprayectivo. El tinico problema esta en ver que Ker(h) =
K.
Los generadores de K son los elementos

@k=(@)l- Y =wyy)l
yeXNAzo
Si les aplicamos h a estos elementos obtenemos

(@kh = (@) Nae = Y 72 Haren =

yeEXNAzo

(@) f)enns1 — Z 7(y) (W) oz +1 = (0)ar@)+1 = 0

yeXNAzo
Lo que hemos probado pues es que h se puede factorizar a través
del K y definir un epimorfismo
h:{o) — lim F,.

neN
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Para completar la prueba tenemos que ver que es un monomorfismo.
Supongamos que tenemos un elemento

> a@)(z), € Ker(h).

zeX™No

Escrito en términos de morfismos esto significa que existe un m > n
tal que

(_ Z a(f)(l)f)gpn,m =0

y por lo tanto, para todo T € X" No, a(xy - x,)7m(Tpi1 - Tp) = 0
que es precisamente la condicion que hemos visto equivalente a que

> @), =0

zEX™No
O

PROPOSICION 4.7. Para todo soporte unitario o, el mddulo (o))
estd en la categoria R-DMod.

Demostracion:
Si 0 = @ entonces (o)) = 0 y este mdédulo pertenece trivialmente a la
categoria R-DMod. Podemos pues suponer que o # &.

Hemos visto anteriormente que el médulo (o)) cumple que R{{o)) =
(o), es decir, que el homomorfismo candnico

Iigoy : @A (o) — (o))

es un epimorfismo. Tenemos que comprobar que también es un monomor-
fismo, para ello consideremos un elemento genérico del ntcleo de fig).
Este elemento serd de la forma >7;_ s, ® oy con s; € R, oy € (o) y
cumpliendo que 37} _, spay = 0.

Para cada «ap, podremos encontrar un elemento n, € N con las
condiciones del Lema 4.4. Tomando n = max(nq,--- ,n,) y utilizando
el citado lema, podemos escribir cada uno de los a4 como

= Y @),

con r*(Z) € R. Como

5 (z skrk@) ), =0

zeX"No \k=1

podemos utilizar la Proposicion 4.5 y deducir que existe un m > n tal
que para todoy € X™ N o,

t
> s (yn y) T (Ynar - ym) =0
k=1
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por lo tanto

Zsk QX ap = Zsk ® Z Tk(f)@)U =

zeX™"No

dosme Y @ Y w@)y), =

TeX™No geXm "NAgo

> Yoo D srt@ny) @ (yz), =

TEXMNoyeXm "NAgzo k=1

oY 0y =0

TEX"No ye X~ "NAgzo
|

LEMA 4.8. Sea 4Py un (A', A)-bimddulo para un anillos con iden-
tidad A'. Sea 0 € Zy(X), 0 # &. Entonces para todo o € P @4 (o)
existe un n € N y unos elementos p(T) € P conT € o N X" tales que

a= > p(@) @ (),

Demostracion:
Claramente podemos poner o como &, p; ® 3 con ; € (o). Uti-
lizando el Lema 4.4 con cada uno de los [3;, podemos encontrar un
n € Ny elementos r'(Z) € R con T € X" N ¢ tales que

Bi= Y r@,
zeEX™No
por lo tanto

k k
a= sz' ® 0 = sz' ® Z r'(@)(z), =

zeX™No

5 (zpﬂ@) o (1),

zeEX™No \i=1
(|

PROPOSICION 4.9. Sea 4 Pa un (A’, A)-bimddulo, o un soporte uni-

tario no vacio y
Y. @ ® (),

rzeX"No
un elemento de P ®4 (o)) con p(T) € P. Entonces son equivalentes
LD sexnne P(T) @ (z), = 0.
2. p(7) ® (z), = 0 para todo T € X" No.
3. Existe un m > n tal que para todo Z € X™ N o se tiene que

p(zl Tt Zn)ﬂ-(zn-i-l e Zm) = 0.
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Demostracion:

Las demostraciones (3 = 2 = 1) son inmediatas. El problema estd en
la demostracién de (1 = 3).

Para ponernos en las condiciones del Lema 1.58 tenemos que hacer
que los elementos de (o)) que tomamos formen un conjunto generador
de (o)) como A-médulo. Vamos a definir p(Z) = 0 para todo T € o,
T X"No.

Por lo tanto ) ___ p(T) ® (z), = 0 y aplicando el Lema 1.58 pode-
mos asegurar que existen elementos as(Z) € A con f recorriendo un
conjunto finito ' y € o junto con elementos gy € P tales que

1. af(T) = 0 para casi todo (f,Z) € F' X 0.
2. > e, ar(T)(z), = 0 para todo f € F.
3. p(T) = >_scr qras(T) para todo T € o.

De la primera condicién podemos deducir que existe n;y € N que
podemos considerar mayor o igual que n tal que para todo T € ¢ con
A(T) > nq, se tenga as(T) = 0 para todo f € F. De ahi deducimos que
para todo f € F,

Z (Zaf(xl"'xi)ﬂ-(xi-i-l"'l’m)) <xn1 ...x1>0 =0

TEONX"1 1=0

y utilizando la Proposicién 4.9 deducimos que podemos encontrar ng >
ny tal que para todo f € F,

no
Z“f(xl o )T (Tigy - Ty) = 0
1=0

Por la definicién que hemos hecho anadiendo ceros en los p(Z) con
T € 0\ X", tenemos la identidad

no
p(a1 - Tp)T(Tng1 - Tng) = Zp(xl )T (Tigy e Ty) =
=0

no
SN apap(@r - a)w(@ipr - w,) =

feF i=0

ng
ZQf Zaf(l"l e )T (Tig1 - Ty ) = 0.

feF =0

-~

g

=0
O

PROPOSICION 4.10. Para todo o € Zy(X), el mddulo (o) es un
modulo plano en A-Mod.
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Demostracion:
Sean M, C Ny dos A-médulos de Mod-A, denotemos con j : M — N
a la inclusion candnica. Tenemos que probar que

J® (o) : M®a{o) = N®ao)

es un monomorfismo de grupos abelianos. Para ello tomemos un el-
emento de Ker(j ® ((¢))), como en particular éste elemento estard en
M ®4 (o)) podremos encontrar un n € N y elementos m(z) € M con
T € X" N o tales que dicho elemento se escribe como

Z m(f) ® <l>a'
zeX"No
Si le aplicamos j ® (o)) obtenemos
0= Jm@)® (), €N o)
TeX™No
por lo tanto podremos encontrar un ng > n tal que para todo (zy - - - x,,) €
X™ Mo, j(m(xy - 2p)m(Tps1 - Tpy)) = 0 de donde deducimos que
m(xy - )T (Tpyr - Tny) = 0y que

S m@® (@), =0eMea (o).

zeX"No

2. Descomposiciones en Sumas Directas

DEFINICION 4.11. Sean o, 7 dos soportes unitarios con ¢ C 7.
Entonces definiremos
Py (7)) — (o))

el homomorfismo que viene definido sobre los generadores como

(), )8, = 3 W8l S2€0
=TT 0 en otro caso

EJERCICIO 4.2. Realizar las siguientes comprobaciones con respec-
to a la Definicién 4.11

1. que es una buena definicion.

2. que ®,, es un epimorfismo en A-Mod.

3. que (((0)))oezy(x), (Pro)ocs) constituye un sistema inverso en la
categoria A-Mod.

Solucion:

1. La unica comprobacién que es necesaria en este caso es que para
todo ¥ € T,

(@) )P = Y w(y)(ya),)Pro.

yeXNAzT
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Si T ¢ o, entonces para todo y € X, Ty € o por lo que en este
caso ambos miembros serian 0. Si T € o, entonces

XNA,r={ye X :ayert={ye X :TycotU{ye X :Ty € o\o}
Entonces tenemos

(@) )P = (), = Y 7w(y){yz), =

yeXNAgzo
> ) (yz),) P =
yeXNAgzo
S o))+ Y w (W) ((ya),) P, =
yeEXNAzo geXﬂ(AgT\Ago) P

'

=0

> 7w (z),) P,

yEXNALT

que era lo que teniamos que probar.

2. Para cualquier elemento T € o, como T € 7, tenemos que
((z) )®., = (z),, por lo tanto Im(®P,,) tiene todos los gener-
adores de (o)) por lo que ha de ser todo el médulo.

3. Supongamos que p C ¢ C 7 son soportes unitarios. Una apli-
cacién directa de la definicién nos muestra que ®,, * ®,, = ®,,.

Esto junto al hecho de que Zy(X) sea un conjunto dirigido
inferiormente con la relacién contraria a < (dados dos soportes
unitarios, su unién conjuntista es un soporte unitario), hace que
(({o))oezy(x)s (Pro)ocs) constituya un sistema inverso.

O

DEFINICION 4.12. Sea o un soporte unitario, T € X(X). Definire-
mos

T(2), 1 (Beo) — (o)
Wa,e — W2,
™™ (T), : (Vzo) — (o)
wolg, — (W),

Si Ayo = @ definiremos 74 (z), = 0y si Vzo = @ definiremos 7Y(7), =
0.

EJERCICIO 4.3. Comprobar que con la asignacién de valores dada
en la Definicién 4.12, tanto 7% (z), como 7" (T), estan bien definidos.

Solucion:
Empecemos viendo el caso 7%(z),. Siy € Ago, entonces Ty € o por
definicién de A,o.
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Tenemos que comprobar también que se conservan las relaciones
entre los generadores, para ello tomemos § € A0,

> Ty, ) (@), =

2€XNAyAzo
o w@) e, = (W), (@),
2EXNAyz0o B
Para el caso 7¥(T),, denotemos n = A(Z).

{ZzeVzo: AZ) >n} =
{Ze{mzyeX(X):yeoa} : AZ) >n}U{Z € () : ANZ) >n} =
{zy:yeotu{z}t={zy:7€ 0}

Realmente la definicién se ha dado para el conjunto {7y : 7 € o}
pero por la Proposicién 4.1 sabemos que ese es un conjunto generador

de {(¢)). Vamos a comprobar que se cumplen las relaciones entre los
generadores, para ello tomemos 7y tal que iy € o

S ) fepa), )n"(@), =

T

2€XNVyzAgo
Y. @, = Y w(@)w), =
2€XNV5VzAzo z2€XNVyo

(W), = (yr)g )" (T),-

PROPOSICION 4.13. Sean T,y € X(X), 0 € Zy(X), entonces
L m¥(T)g o, * " (§), = 7 (TY),-
2. m(2) 5 0 ¥ 70 (Y), = 70 (2Y) -

Demostracion:

1. Empecemos viendo que coinciden los conjuntos origen e imagen
de ambos miembros

v

w (f)v

T (Ve 2 (o)
(Vo) 222 (i)

Si 0 = @ entonces todos los morfismos son el morfismo 0 y
la igualdad se da trivialmente. Si ¢ # @ entonces para todo Z €
Y(X) se tiene que Vzo # & ya que A,Vzo = 0. Supongamos
que 0 # 9.

Vamos a ver que ambos morfismos coinciden sobre el conjunto
de generadores

(VzVgo))

{{zy2)y, , Z €0}
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((zp2)y. 7" @), ) 7° @), =
(e g )7 (@), = &), = (2y2) g )7" (71),.

2. Empecemos de nuevo comprobando los conjuntos origen e ima-

gen

T (2)ayo w2 (y),

(BpByo) —— (Byo) — (o)

w4 (zy),

(Agyo) — (o)

Si Ayyo = @ entonces m8(zy) = 0y 74(z),,, = 0 por lo
que tenemos la igualdad de forma trivial. Podemos suponer pues
que Ay 0 # 9.

Tomemos Z € A,y0, entonces Tz € Ayo y §2z € 0,

(D)7 @)a,) 7@, = (z2)5,)7 (W), =

(zay), = (2 a,,0)7" (21) -

PROPOSICION 4.14. Sea @ € (X)) y o € Zy(X). Entonces
(&) v * 7 (T), = 1dyo)
T (T), * 7rA(§)VW = idyv.o)
Demostracion:
Empecemos comprobando los conjuntos origen e imagen
T(2)v,o + {A:Vao) — (Vo)
m(T), : (Vao)) — (o)

pero utilizando el Ejercicio 2.4 sabemos que A,Vzo = o, por lo tanto
las composiciones son correctas.

Si 0 = @ entonces Vzo = @ y todos los objetos y morfismos del
enunciado son 0, por lo que se cumple la proposicion de forma trivial.
Supongamos que ¢ # &, entonces Vzo # & ya que A,Vzo = 0.

Para comprobar las igualdades del enunciado vamos a ver que los
morfismos en cuestién coinciden sobre conjuntos generadores.

Seay € 0 = A;Vzo,

(), o)™ @), ) 7°(7),, =
(y2) )" (@), = (¥, = (1), )id(e)-

Sea Z € Vzo con \(Z) > A(T), es decir Z = Ty para un cierto g € o,

entonces
(), )77 (@),) 7 @),y =

— xT

(©) )7 (2) v, = W)y, = (2)v,0
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PROPOSICION 4.15. Sea 0 € Zy(X), T,y € X(X), entonces

mV(Z), siTZ=T7
T (2) g, * 7 (H), = 7°(2), SiYE=T
0 en otro caso

Demostracion:
Vamos a hacer uso de la Proposicion 2.13. Si no se cumple ni que 7 < 7%
ni que ¥ < T entonces A, Vyo = & por lo tanto 74(z), , = 0.

Supongamos que T < 7§ y sea z = f‘ly. Entonces
7T—A(E)V—U * ﬂ-v(y) = WA(&)VHU * Trv (l'_Z)o_ =

THL)gv.o ¥ T (T)y.o ¥ 7" (2), = id(v.oy ¥ 77 (2), = 77 (2),-

Supongamos ahora que ¥ < Ty sea Z =7 . Entonces 7Z =T, o

en notacion inversa, x = 2y. Por lo tanto
ﬂ-A (g)vya * ﬂ-v(y)o' = ﬂ-A(ﬂ)vga * ﬂ-v(y)o' =

(2 a,v,0 * T W, * 77 @), = 74(2), * (e = 7°(2),,-
(|
DEFINICION 4.16. Sea ¢ un soporte unitario, T € X(X). Vamos a

definir
L)oo+ ((2)o)) — (o)
como ['y)op = 77 (T) 5, * T0(2),-
Esta definicién se generalizara en la Definicién 4.20.

EJERCICIO 4.4. Sea T € X(X), 0 € Zy(X). Entonces para todo
7 € (z)o con A\(Y) > A(T) se tiene que

((E) @)0>F(£)070 = <E>U

Solucion:
Por la Proposicién 2.15 sabemos que si 7 € (z)o entonces § € {w € o :
Z) < w} U (@) pero si A(y) > A(T) entonces necesariamente § € o y
T < 7. Supongamos que § = TZ.

0 n otro caso
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Demostracion:
Comprobemos que los rangos de los morfismos

((@)(y)o) (o) —22% (o)

Utilizando la Proposicién 2.17 sabemos que (z)(y)o es igual a (y)o si
T <7,a (z)osiy < Ty al soporte vacio si no se cumple ninguna de
las condiciones anteriores. Esto prueba que el médulo ((z)(y)o) es
precisamente el que tiene que estar en cada caso. Al mismo tiempo
prueba que si no se cumple ni ¥ < Z ni ¥ < 7% entonces la composicién
es el morfismo 0 ya que es el inico que puede partir del médulo 0 que
es el asociado al soporte vacio.
Supongamos primero que T = gz, entonces

L@ @)oo
_

Fowewe *Twee =T (@) a,vpa,0 * T (@vin,e * T @) a,e * 7 W), =

(@) a0 * TDa, * W), = 7 (@) s, * T (20), =

T (%) p,0 * 7(2), = D)o,
Supongamos ahora que i = Tz, entonces

F@)wowe*Loo = WV(E)AQVQAEU * WA(&)V@AEU * (D) a0 *x T (Y), =

7Tv (E)AiAga * 71-V(E)Aya * WA(Q)J = 7Tv (y)AEU * WA(Q)U = F(y)ava

PROPOSICION 4.18. Sea 0 € Zy(X), T,7 € X

—~

X). Entonces

Fayowo SYST
Lo * Powo = Pajoo  SITST
0 en otro caso.
Demostracion:

Empecemos suponiendo que T y ¥ no cumplen ninguna de las dos rela-
ciones, ni T < yni g < Ty que existe un Z € (z)o con A(Z) >
max(A(T), A(7)) tal que ((2) o) (@)oo * Poy)o # 0. Como Z € (z)o y
A(Z) = A(T) entonces T < Z, por lo tanto ({(2) ,),)'@)e0e = (2),, Pero
como ((z), )<I>U7(y # 0, necesariamente se ha de cumplir que Z € (y)o,
pero como hemos tomado Z cumpliendo que A\(Z) > A(y) entonces esto
implicaria que 7 < Z lo cual es una contradiccién porque supondria que
7,7 € (Z)) que es un conjunto totalmente ordenado.
Lo que hemos probado pues es que para todo Z € (xz)o con A\(Z) >

max(A(Z), A(Y)) se cumple que ((2),),) @)oo * Po,y)s = 0, pero esto

implica que I'(3)5,5 * Py, (y)c = 0 por el hecho de que el conjunto

{(2) o+ 7 € ()0, A(Z) = max(A(T), A(7))}

sea un conjunto generador del médulo {((z)o)).



122 4. MODULOS ASOCIADOS A SOPORTES

Supongamos ahora que T < § y sea zZ € (z)o con A(Z) > A(y) >
A(T). Entonces

(2 e @oo = (2)o

(2) o SiZE(y)o
((2),)Po ()0 = { v B = ((2)(@)0) @)
0 en otro caso
Supongamos por ultimo que § < Ty sea Z € (z)o tal que A\(Z) >
AT) > A(@). Esto hace que ¥ < Z y como Z € o entonces Z € (y)o,
podemos pues deducir que

((2) @)a)r(z)ma * Qo (y)o = (<§>a)q)a,(g)0 =

{@)(y)a sz €y } = (2 = (D) ) T@wewo

0 en otro caso

PROPOSICION 4.19. Sea 0 € Zy(X) y & € Zx(X). Entonces

1. VT € N0, Dwyoo * Poa)e = idy@)oy-
2.V2,y€06N0, T#Y, [woo * Poy)o =0.

3. Va € (0)), @ =3 zcoeno ()o@ * @)oo
De todo lo anterior se deduce que

on =~ JT o).

TEIENT

Demostracion:
Utilizando la Proposiciéon 4.18 deducimos inmediatamente el apartado
(1). El apartado (2) también se deduce de dicha proposicién teniendo
en cuenta que si T,y € 0, si T < g entonces T € £ NI = I lo cual es
imposible, del mismo modo se prueba que ¥ £ T, por lo tanto, siT # ¥
entonces tampoco se pueden dar ninguna de las desigualdades T < 7
ni 7 <7 con lo que deducimos (2) usando la Proposicion 4.18.

Para obtener el apartado (3) vamos a escribir @ como

a= Y a@@)z),

zeX™No

tal y como nos asegura que lo podemos hacer el Lema 4.4. El ntimero
m se tomard de modo que para todo T € 9§ N o y para todo

W E (x)o N (Uyeasmo(y)g)
=
se tenga que A\(T) < m. Esto se puede hacer porque estos conjuntos
son finitos. Realmente si miramos con precisiéon la demostracién del
Ejemplo 2.43, para conseguir que m cumpla esta condiciéon es suficiente
con tomar m > max{A(Z) : T € 9 No}.
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Sea T € 0§ N o, denotaremos Fr = X™ N (z)o. Utilizando la
Proposicién 2.41 sabemos que
Uzeaeno s = X" No

y por la eleccién de m sabemos que para todo T € 0No, FrNUgeoens =
J.

()P0 * Twow = Y a5((¥) )Po w0 * oo =

yeX™m™No
Z a’ﬂ(<y>(w)o)r(£)0,0
yelx B
y como m > A(T) entonces
> a5 T wae = Y ag(y),
yEFs - yeFs

Uniendo todas estas igualdades deducimos que

Y (@ ¥ Twoo = Y Y agly), =

TEIENT TEINo YyeFx
- aply), = Y. agly), =o.
YE€EUzcoeno Fr yeEX™No

O

DEFINICION 4.20. Sean oy 7 dos soportes unitarios tales que o Cg
T, entonces vamos a definir

Loz (o) — (7))
del modo siguiente: utilizando la Proposicion 2.46 sabemos que existe

un soporte de torsién ¢ y un subconjunto finito F© C 9¢ N 7 tal que
0 = Uzep(z)T, entonces definiremos

FJ,T = Z ¢U,(£)T * F(g)r,‘r
TEF
EJERCICIO 4.5. Demostrar que el valor de I'; ; dado en la Defini-

cién 4.20 no depende de la eleccién del soporte £ ni del conjunto finito
F.

Solucion:
Utilizando el Ejercicio 2.15 sabemos que F' = 0§ No, por lo tanto F' no
supone ninguna eleccién. Lo que si supone una eleccion es el soporte
de torsién £. Supongamos que tenemos dos soportes de torsién &, &
tales que
Uzeoaeno (2)T = 0 = Ugeaeno () tau.

Sea ( = £UE’. Este soporte es un soporte de torsiéon por ser una unién
de dos soportes de torsion. Ademads, por el Ejercicio 2.15 sabemos que
para todo T € d( No, (z)T = (x)o, por lo tanto

o = Ufeacmo@)a = U§€8C00(£>T-
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Si demostramos que la definicién de I', - hecha con £ es la misma
que si la hacemos con (, de forma simétrica tendriamos que la definicion
hecha con ¢’ es la misma que la hecha con ¢, por lo tanto tendriamos
el resultado que deseamos.

La definicién de I', - hecha con £ es

Tor= D oy *Dwypr =

TEAENT

> Y T * P * Tywn@r * Tonr

TEIENT FEI(N ()T
Como 5y € 0C y &€ C (, entonces T < 7 para todo T € 9§ N o y todo

Y € 9¢ N ()7, por lo tanto (y)(z ) (W7 = Yoy (2)T = (z)o, de
ahi deducimos que

Z Z Do @)r * Playr ()@ * Dy)@yr,@r * L@yrr =

TedNo yed¢N(z)T

Z Z D, ( *F(y

TEdENo ged(N(z)o

> Ot *Tprr = ¥ Poyr * Dy

y€ICN(Uzeaens (z)o) yeo(No

que es precisamente la igualdad que buscabamos. n

PROPOSICION 4.21. Sean p,o, T soportes unitarios tales que p Cg
o Cqg T, entonces
FP7U * FU7T = Fﬁﬂ"

Demostracion:
Tomemos £ y £ dos soportes de torsion tales que 0 = Uzegeno (2)T y
p = Ugeaernp(y)o. Tomemos ¢ = £ U ', entonces tenemos que o =
Uzeacnos (2)T ¥ p = Ugeacnp(2)o = Ugeacn,(2)7. Aplicando la definicién
tenemos que
Fpoxlor=

<Z<I>p(w ¥ Ty )(Z@U(y Ty )

TEICNP geI(nNo
Si T,y € 0C, entonces T e § no son comparables a no ser que sean
iguales, y tenemos que I' ()50 ¥ P4 ()r = I'(2)0,0*Po (y)o €S igual a id(z)0)
siT =7y 0 en otro caso, esto reduce nuestra suma del siguiente modo

( > Ope *F(m)cw) * < Y oyl @w> =
TedCNp yedNo

Z Do) ¥ L@yrr = Lo

ZEACNp



2. DESCOMPOSICIONES EN SUMAS DIRECTAS 125

PROPOSICION 4.22. Sean o4,--- ,0,,T soportes unitarios tales que
W 0, = T, entonces

L. Ty, 7 % ®r 5, = idye,) para todo i.

2.1, .x®_, =0 am todo i

3. szzl ¢T70'7i Z* FJi,Tp: 1d<<7'>> : 7& ]
Todo lo anterior prueba que

() =~ T Gou-

i=1
Demostracion:
Como todos los 0; Cg 7, podemos encontrar &; € Zp(X) tal que o; =
Uzeog;no, (2)7. Tomando ¢ = U} ,&;, deducimos que 0; = Uzeacno, (Z)T-
El morfismo identidad en «O'] )) se puede poner como

Z (I)oj,(g)crj * F@)Ujvgj'

Qeag‘ﬂoj
Por lo tanto
FO’i,T * ®’T,O'j =
( Z (I)Ui,(g)r * F(g)r;r) * (I)TO']- * Z ®Uj7(g)0'j x F(g)aj,Uj
T€I(N0o; yeaCﬂO’j
Z (I)Ui,(g)'r * F(g)r;f * (I)T,(y)'r * F(g)aj,Uj
TEI(NOT;
yeaCﬂO’j

Si 7 # y entonces I'y)r - * $r (), = 0 por lo tanto si i # j la suma de
estos morfismos es 0. Si ¢ = j tenemos que

Y P * Dwyrr * Pryr * Doy =

TEI(NOT;
yeacﬂdj
Z Doy @)r * L@y * Pr)r * L@)oion =
TEINT;
Z Dy, () * @)y * Lw)oiyor =
9068(001
Z (PO'Z, (z) (z)oi,04 ld«az»
TEA(NO;

Para ver la tltima parte pongamos

n

E : Pro; * oy

1=1
E , E Pro; ¥ Doy, (@)o; * F(z)dim # Uo7 =
1=1 T€ICN
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Z (I)T,cri * (I)Ui,(g)'r * F(g)ﬂai * Foi,ﬂ' =

TEANUL_ 0y

Y Py # Dyrr = iy,

TEICNT
[l

PROPOSICION 4.23. Sean o C 7 dos soportes unitarios. Entonces
1. Para todo @ € Oo N7 se tiene que I'z)rr * Pr (x)r = id@)r)-
2. Paratodo T, € doNT, conT # 7 se tiene que I' gy, %P7 (,)r = 0
3. Para todoZ € 0o N7, 'gyrr ¥ $rp = 0.
4. Para todo o € Ker(®,,), el conjunto

{f €doNT: (05>(I)7-,(g)7— #* 0}

es finito.
5. Para todo o € Ker(®,,,), se tiene que

Q= Z (O‘)q)ﬂ(z)f * L(@)r,r-

TEJoNT

De todo lo anterior se deduce que
Ker(®,,) ~ [ (@7)-
TEJoNT

Demostracion:
Los apartados (1) y (2) se deducen directamente de la Proposicién 4.18.
(3). SeaT € doNTy T E (x)T con A(Y) > A\(T), entonces

((@ (Q)T)F(Q)T,T * (b'r,a = (<y>7)q)7',a

pero este tltimo elemento es 0 porque y € do por lo tanto y & o.
(4). Sea o € Ker(®,,). Como « en particular estd en (7)), pode-
mos encontrar un n € N y unos elementos r(Z) € R con T recorriendo

X™ N7 tales que
a= Y @),

TEX"NT
Si aplicamos @, , a este elemento obtenemos

0= ()P = Y r(@z),
zeXNo
de donde deducimos que podemos encontrar un m > n tal que para
todoz € X" No, r(zr- - 2,)7(2ne1 - 2m) = 0, por lo tanto
o= 3 vl w)m (o o) (@),
TeX™N(T\0o)

Vamos a probar que el conjunto

{Zedont:(a)®;(x). #0}

es finito viendo que estd contenido en {Z € 7 : A(T) < m}.
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SeaT € TNAdo con A(T) > m. Como T € Jo, entonces xy - - - T, € T,
por lo tanto

(@)@ (z)r = 7(21 -+ )T (Tpygr - - 'M(f))(@@)f =0

ya que 7(xq -+ Ty )T (Tpy1 - - Tn) = 0 para todo xq - - -z, € 0.

(5). Sea o € Ker(®,,). Vamos a seguir con las notaciones del
apartado anterior.

Consideremos el soporte de torsién & = oM (U X*) (es de torsién
por ser un subsoporte de uno de torsién). Empecemos demostrando que

NT={T€donN7:\NT) <m}U{T €0:AT)=m}

Sea xq - € 0ENT. Porestar xy - - - x, € 0 sabemos que xq -+ - T_1 €
&, Por estar este elemento en & sabemos que £ < m. Si k < m
entonces -+, € U;' X! y necesariamente tendriamos que tener
que xp---x & o por lo que deduciriamos que x1---xp € do. Si por
el contrario z1 ---x, € Oo entonces como x1---x,_1 € o, tendria que
ser porque xy- - Iy € 0, pero como (zy---xy) € £ tenemos que tener
xy-xp € UPGPXY es decir & > m. Como antes hemos deducido que
k < m concluimos que se tiene que cumplir £k = m.

Hemos probado que 0§ N7 C{T € do N7 : ANT) <m}U{T € o
A(T) = m}, para ver el otro contenido no hay mas que aplicar en cada
caso la definicién de frontera.

Entonces tenemos que

Q= Z (@)Pr(a)r * Digyrr =

TEIENT
Y (@ Twyrr + Y, ()P ¥y =
TEJoNT zeX™No -0
A@T)<m -
Y (@%@ *Trr = Y (@)Prwr Ty =
TEJoNT TEJoNT T
AT)>m -
Z (@)®r ()7 * T@)rr-
TEJoNT

3. Homomorfismos con Mdédulos del Tipo (o))

DEFINICION 4.24. Sea oM un A-médulo por la izquierda y f :
(o)) — M un homomorfismo para algtin soporte unitario o. Denotare-
mos

X(f)={T €0 : Lo x f # 0}

PROPOSICION 4.25. Sea f : (o)) — M un A-homomorfismo, en-
tonces x(f) es un soporte unitario.
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Demostracion:
Como x(f) C o, para todo T € x(f), X N A,x(f) € X N Ao que
es finito, por lo tanto X N A,x(f) es finito, tenemos que probar que
también es no vacio, para ello tomemos T € x(f), n = \(T),

0£ oo f = Y Pyew@e * Lw@ow@e * Dweo * f

yexXntin(z)o
Siy € X" N (x)o entonces § = Tz para algin z € X, ademds

z € Ay(z)o = Ayo. Reciprocamente, si z € Ao N X entonces Tz €
XN (2), podemos pues poner la igualdad anterior como

Y. Pwew@e * Ty@e@e * Lwee * =

ygeXntin(z)o

> Pwene * Tego@e * Dgos * =

z€EXNAgzo

Z (I) o,(zz)o * F(zg)a,a * f
2€XNAzo
Por lo tanto, como la suma de estos morfismos no es nula, alguno de
ellos ha de ser no nulo y de ahi deducimos que para todo T € x(f),
existe un z € X N Ao tal que Tz € x(f) o lo que es lo mismo, que
X NALx(f) es no vacio. O

PROPOSICION 4.26. Sea [ : (o)) — M un A-homomorfismo. En-
tonces la aplicacion

fo () - M
<£>X(f) = ((@),)f

es un homomorfismo de A-mddulos. Ademds se cumple que .\ (p) xf =
f.

Demostracion:
La comprobacién de que ®, () * f = f es trivial a partir de la defini-
cion. El tnico problema estd en comprobar que se cumplen las rela-
ciones entre los generadores.

Sea T € o \ x(f), entonces I'(g)s» * f = 0y por lo tanto

0= (&) (o) T @eo * f = ((2),)f
Sea ahora T € x(f),

S o f+ D ww) (), f =

yeXNAzx(f) yeXNAgzo
jyéx(f)

—~

=0
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Yo W f = Y w9 ({ya) )T

yEXNAzx(f) yEXNAzxX(f)
O

PROPOSICION 4.27. SeanT C o dos soportes unitariosy f : (o)) —
M, g: (7)) — M, A-homomorfismos tales que @, . x g = f, entonces
L x(f)cr. B
2. .y * f =g siendo f el homomorfismo definido en la proposi-
cion anterior.
3. x(f) = x(9)-
4. f=7.

Demostracion:
Sea T € x(f), entonces por definicién de x(f) tenemos que I'g)g» * f #
0 por lo tanto I'(z)ss * @0 ¥ g # 0y tendra que existir un 7 € (z)o tal

que
(¥,

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A(y) > A(T), pero
entonces

) )F(m)cr,cr * (I)U,T *g 7& 0.

z)o’ &

0 7é (<g>(z)0)r(£)a,a * (I)U,T *g =

(<g>0) * (I)U,T *g

por lo tanto ¥ € 7 y como 7 es un soporte y T < ¥ entonces T € T.
Esto prueba que x(f) C 7.

La prueba de (2) consiste tinicamente en calcular la imagen de cada
uno de los generadores. Aplicando dos veces (1) deducimos (3) y (4)
es una consecuencia directa de (3) y de la definicién de f y 3. 0

PROPOSICION 4.28. Sea 4 M un A-mddulo por la izquierda y con-
sideremos [ : (o) — M y g : (1) — M dos A-homomorfismos tales
que representan al mismo elemento de

lim o ({(p), M).

pEEU(X)

Entonces x(f) = x(g), el morfismo f o x(f)) — M representa al
mismo elemento y f =7.

Demostracion:
Que estos dos morfismos representen al mismo elemento significa en
términos de morfismos, que existe un soporte unitario p > o U 7 tal
que ¢,, * f = ®,. * g. Entonces utilizando la proposicién anterior
deducimos que

X(f) = x(@po * ) = x(Ppr * g) = x(9).

Ademads, como P, (f) * f = f deducimos que f y f representan el
mismo elemento en  lim  Homa({(p)), M). 0
pEEU(X)
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DEFINICION 4.29. Sea 4M un A-médulo por la derecha y sea
a€ lim Homyu((o), M).

O'EEU(X)

Denotaremos con x(«) a x(f) donde f : (o)) — M es cualquier mor-
fismo que represente a o'y con @ : ((x(«))) — M al morfismo corre-
spondiente a f.

Notemos que la Proposicion anterior nos garantiza que la definicién
no depende de la eleccion de f : 0 — M siempre que f represente a .

4. Un Generador Para R-DMod

Para construir un generador en la categoria R-DMod necesitamos
exigir una condicion adicional al conjunto X y a la aplicacién 7 : X —
R. Esta condicién va a ser la de que m(X) sea un conjunto T-generador
por la derecha de R con la Definicién 3.25. De momento empecemos
viendo algunos resultados previos.

LEMA 4.30. Sea 4M un A-mddulo por la izquierda, X un conjunto
T-generador por la derecha de R. Entonces RM = M si y solo si
XM =M.

Demostracion:

Si XM = M, como X C R, tenemos que M = XM C RM y por lo
tanto M = RM ya que el contenido RM C M siempre se da.

Antes de ver el reciproco, vamos a ver que si M = RM, se cumple
que para todo a € A y todom € M, si am ¢ X M, entonces existe 1’ €
Rym' € M tal que ar'm’ ¢ XM. Sirm & XM, como m € M = RM
podemos encontrar una suma finita del tipo m = Zle rym;conr; € R
y m; € M. Como am ¢ X M, entonces Zle ar;m; ¢ XM por lo que
podremos encontrar un i € {1,--- ,t} tal que ar;m; € X M puesto que
si todos estan en X M su suma también estda. Para este ¢ tomaremos
como ' =r; y m' =m,;.

Vamos por fin a probar el resultado, si RM = M supongamos que
existe un m € M \ XM, entonces tal y como acabamos de probar,
existird un 1, € Ry un my € M tal que mym; € XM. Aplicando
de nuevo el resultado, encontramos un 7o € Ry un mo € M tal que
rirome & X M. Asi sucesivamente encontramos una sucesion (7,,),en
de elementos de R y otra (my,),en de elementos de M tal que para
todon € N, ry---r,m, & XM. Ahora bien, como X es un conjunto
T-generador por la derecha de R, podremos encontrar un ny € N tal
que 11Ty, € XR, pero entonces ry---r,;my, € XRM C XM, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto M = X M. 0

PROPOSICION 4.31. Sea X un conjunto, m : X — R una apli-
cacion. Las siguientes condiciones son equivalentes

1. m(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R.
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2. Para todo A-mddulo por la izquierda oM tal que RM = M se
cumple que m(X)M = M.

3. Para todo A-maddulo por la izquierda 4 M en la categoria R-DMod
se cumple que m(X)M = M.

Demostracion:
La implicacién (1 = 2) la hemos visto en el lema anterior. La (2 = 3)
es trivial ya que todos los mddulos de la categoria R-DMod cumplen
que RM = M. Vamos a ver que (3 = 1). Para ello supongamos por
reduccién al absurdo que existe una sucesion (r,,),en tal que para todo
n €N, r--r, € 7(X)R. Consideremos el conjunto X’ = N y la
aplicaciéon ' : N — R dada por 7'(n) = r,. Consideremos también el
soporte unitario sobre X', o’ = (n : n € N)) y el médulo ((¢')).

Por la Proposicién 4.7 sabemos que ((0”)) estd en la categoia R-DMod,
por lo que se tendré que cumplir que 7(X){(0")) = {(¢’)), en particu-
lar, (@)_, € m(X)({c"). Podemos pues encontrar elementos =, € X y

ni € N tal que
t

(@), = Z () (ng - - 1),
k=1
Tomemos n = max(nq, - -+ ,n;), entonces

~+

por lo tanto

t
(Tl"'rn — Zﬁ(xk)rnk+1...rn> (n---1),, =0
k=1

y podemos aplicar la Proposicion 4.5 y deducir que existe un ng > n
tal que

t
(Tl Ty — E W(xk)rnk—l—l te Tn) Tntl " Thy = 0
k=1

por lo que
t
T Thy = Z 7T(:ljk)"ﬂnk-i-l Tt Ty € 7T(‘X)R
k=1
lo cual es una contradiccion. O

PROPOSICION 4.32. Sea X un conjunto no vacio, m(X) — R una
aplicacion y aAM un A-mddulo por la izquierda. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes

1. 7(X)M = M.
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2. Para todom € M existe un soporte unitario o y un A-homomorfismo
f i o) — M tal que ((2),)f = m.

Demostracion:
(2=1). Sim = ((@),)f entonces

m=() (n@){x),)f= Y mlz)((z),)f €n(X)M

rzeXNo rzeXNo

por lo tanto para todo m € M tenemos que m € w(X)M.

(1 = 2). Si m = 0 claramente para cualquier soporte unitario o, el
homomorfismo 0 nos cumple que ((@),)0 = 0. Podemos pues suponer
que m # 0. Vamos a ir construyendo el soporte y el homomorfismo al
mismo tiempo de forma recursiva.

Sea Vo = {@} v ho : Vo — M la aplicacién que lleva @ a m.
Como m € M = mw(X)M, podremos encontrar unos ciertos elemen-
tos x1---xr € X que sin pérdida de generalidad podemos supon-
er todos distintos, y unos my ---my € M todos no nulos, tales que
m = Y. m(z;)m;. Definiremos Vi = {z1,---, 23} y by : Vi — M, la
aplicacion que lleva z; a m;.

Supongamos que ya hemos definido el conjunto finito V,, C X" y
la aplicacién h, : V,, — M, vamos a definir V,,.1 y h,41 del siguiente
modo. Sea T € V,, como h(Z) € M = w(X)M podemos encontrar un
subconjunto finito W5 C X y una aplicacién gz : W — M \ {0} tal
que h,(T) = > ey T(y)gz(y). Definiremos

Vipr={z1- - 2pp1 € X" iny 2y, € Vi T € Wayn, )

hn—i—l : Vn+1 - M

Ty Tpyr = gxl---xn(zn+1)~
Una vez definidos todos los V,, definiremos ¢ = U,enV,,. Por con-
struccion, para cada y - - - 2,41 € V11 tenemos que zy---x, € V,, ya
que partimos de los elementos de V,, para encontrar los de V,,, ;. Tam-
bién por la construccién, para todo = € o, el conjunto X N Ao = W5
que es finito y no vacio (no puede ser vacio porque si no tendiamos que
ha@) (T) = 0y eso es imposible. Esto prueba que o asi definido es un so-
porte unitario sobre X. Definiremos h : ¢ — M como h(T) = hyz)(T).
Si ponemos ((¢)) como L/K podemos definir f : L — M como

((2))f = h(T), adem4s, para todo T € o se tiene que

S w7 f =D #(h(E@) = h(@y) = (y2))) f

por lo tanto ((z)k)f = 0 para todo T € o y podemos pues definir
f:{o) — M como ((z)l + K)f = ((z)l)f. De este modo obtenemos

el homomorfismo f : (o)) — M tal que ((@),)f = ho(D) =m. O

PROPOSICION 4.33. Sea X un conjunto, m : X — R una aplicacidn
tal que (X)) es un conjunto T-generador por la derecha de R. Entonces
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[T o

O’EE(_I(X)

el modulo

es un generador de la categoria R-DMod.
Ademds, este generador es un modulo plano como objeto de A-Mod.

Demostracion:
Sean f,g : M — N dos morfismos en R-DMod tales que f # ¢. En-
tonces existird un elemento m € M tal que (m)g # (m)f. Como el con-
junto 7(X') es un conjunto T-generador por la derecha de R, 7(X)M =
M vy aplicando el resultado anterior podemos encontrar un soporte uni-
tario o y un homomorfismo h : (o)) — M tal que ((&),)h = m. Con-
sideremos también la aplicacién canénica p, : J[ czy(x) (7)) — (o),
entonces p, * h * f # p, * h *x g ya que difieren al menos en el val-
or que toman para el elemento de [ .= (x) (7)) que tiene (@), en la
componente o-ésima y 0 en todas las demas.

La razén por la que este médulo es plano en A-Mod es por ser
coproducto de modulos planos, siendo estos médulos planos como con-
secuencia de la Proposicion 4.10. 0

5. La Independencia del Anillo Ambiente 11

Hasta ahora hemos construido unos ciertos médulos en R-DMod.
Sabemos que R-DMod es una subcategoria plena de A-Mod para cualquier
anillo A en el que R sea un ideal bilatero. Mas aun, sabemos que si
0 : R — B es un homomorfismo de anillos con B un anillo con identi-
dad, tal que Ker(3) y Coker((3) es de torsién como R-mdédulos por la
derecha, entonces R-DMod es una subcategoria plena de B-Mod.

El caso del anillo B y el homomorfismo 3 : R — B con nicleo y
contcleo de torsién incluye en particular al caso del anillo A en el cual
R es un ideal bilatero, por lo tanto vamos a ver la independencia de
esta eleccién en este caso general.

Sim: X — R es la aplicacién que estamos considerando, podemos
componerla con 3 y obtener fom : X — B. Dado un 0 € Zy(X),
podemos construir el médulo (o)) utilizando la extensién de Dorroh
de R, ZR, por un lado y por otro podemos construir el médulo que
momentdneamente denotaremos ((o))” con la aplicacién So y el anillo
B (B en particular es un ideal bilatero en B). Vamos a ver que ambos
modulos son isomorfos de la forma canodnica.

PROPOSICION 4.34. Con las notaciones anteriores, el homomorfis-

h ga» ()

), — (z),

es un isomorfismo.
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Demostracion:
Sio = @ entonces (o)) y (o))’ son iguales a 0y en particular isomorfos.
Podemos pues suponer que o # &.

Como (o))’ es un B-médulo, en particular es un »R-médulo, y h
estd bien definido como consecuencia del Corolario 4.2.

Supongamos que tenemos un elemento de la forma

> r(@)(z), € Ker(h)

zeXNo

entonces Y - vnno (1(T))7 (), = 0 en (o)’ Podemos pues encontrar
un k > n tal que (r(Z)7(y))? = 0 para todo Ty € o N X* con T € X",
por lo tanto r(Z)w(y) € Ker(3) para todo bry € o N X* con 7 € X™.
Usando que Ker(3) es de torsién, podremos encontrar un ¢ > k tal que
para todo Tz € X' No con T € X", se tenga que r(T)w(Z) = 0, pero de
ahi deducimos que

> @), =0 (o).
zeX"No
Para probar la suprayectividad, tenemos que ver que todos los ele-
mentos de la forma b(x)  estan en Im(h) para todo b € By todo T € o.
Como Coker(3) es de torsién, podremos encontrar un n > 0 tal que
para todo J € A o N X", br(y) € RP, pero entonces

br), = Y be(@){y), € Im(h).

O

NoTA 4.35. Como Mod-B es una subcategoria plena de Mod-R,
los mddulos (o)) también son planos en Mod-B.



TEMA 5

Los Funtores C y D

En este tema vamos a fijar un anillo R, un anillo con identidad B
y un homomorfismo de anillos § : R — B tal que Ker(3) y Coker(f3),
considerados como R-médulos por la derecha, sean de torsion.

Cuando hablemos de B-moédulos, siempre nos referiremos a médulos
unitarios como B-mddulos, asi se evitaran confusiones al decir que un
modulo Mg es unitario, ya que M tiene dos estructuras, la de R-médulo
y la de B-médulo. Si a lo largo del tema decimos que un modulo
Mp es unitario, nos referiremos a que es unitario como R-modulo, es
decir, MR = M, ya que como B-moédulo siempre sera unitario sin
mencionarlo expresamente. Lo mismo pasara cuando digamos que Mp
es libre de torsion, evanescente o de torsion, nos referiremos a que lo
es como R-modulo.

Esta misma terminologia se utilizara cuando tratemos modulos por
la izquierda.

1. El Funtor C : Mod-B — CMod-R

Asociado a cualquier categoria cociente existe lo que se conoce co-
mo el funtor de localizacién [42, Page 199]. Ya vimos en resultados
anteriores que la categoria CMod-R es una categoria cociente de la cat-
egoria Mod-B con respecto a la clase de médulos de torsién. Esto hace
que tengamos un funtor

C : Mod-B — Mod-(B, §)

donde § = {ap < Bp : B/a € T}. Puesto que estamos identificando
Mod-(B,§) con CMod-R, podemos considerar que nuestro funtor va
entre

C : Mod-B — CMod-R

De acuerdo con [42, Proposition I1X.1.11], el funtor C es adjunto
por la izquierda del funtor de inclusién entre las categorias

Ic : CMod-R — Mod-R.
Si Mp es libre de torsion se puede definir

C (MB) = I@HomB(GB, MB)
ac§
135
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tal y como se ve en [42, Lemma [X.1.6] y existe un homomorfismo
canoénico que denotaremos

LMZMB%C(MB).

Este homomorfismo tiene la propiedad de que Coker(ty;) € Ty que
Ker(tp) = T (Mp) = 0 en este caso.

Siendo algo mas precisos, t); es un homomorfismo entre Mpg e
Ic(C (Mp)) ya que Mp y C(Mp) son objetos de categorias diferentes
y hay que considerarlos dentro de la misma categoria. A veces abusare-
mos un poco de la notacién e identificaremos C (Mp) con Ico C (Mp).

Utilizando [42, Lemma IX.1.6] definiremos en el caso general

C (Mp) = C(M/T (M))
y el homomorfismo
LMZMB—>ICOC(MB)
como la composicién de la proyeccién canénica py : Mg — M /T (M)
con tyrrmy - M/T (M) — Ico C(M/T (M)).
De nuevo se cumple que Coker(cys) = Coker(ear/r(ar)) es de torsion

y Ker(tpr) = Ker(py) = T (Mp).
Esto convierte a ¢ en una transformacién natural de funtores

L IdMod—B — IC oC

que cumple que para todo Mp € Mod-B, Ker(tys) = T (Mg) y Coker(tp) €
J.

PROPOSICION 5.1. Sea f : Mg — Np un B-homomorfismo. En-
tonces son equivalentes

1. C(f) es un isomorfismo.
2. Ker(f) y Coker(f) son de torsion.

Demostracion:
La naturalidad de la transformacién ¢ nos hace que el siguiente diagra-
ma sea conmutativo

M, C(M)

M
| |ew

N —— C(N)

(1 =2). Sea m € Ker(f), entonces C (f) (tar(m)) = en(f(m)) =0
y por lo tanto ty;(m) = 0 por lo que m € T (M).

Sean € Ny sea (rg)gey € RY. Como C(f) es iso, existe un
m € C (M) tal que ty(n) = C(f) (m).

Como Coker(cy) es de torsién, existird un kg € N tal que mry - - -7y, =
tpr(m) para algin m € M. Entonces

in(f(m)) = fCf(em(m)) = en(nry -+ ry,)
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y por lo tanto f(m) — nry---ry, € Ker(ty) por lo que existird un
k1 > kg tal que

f(m,rko-l-l o 'Tk1) =Nnry-c Ty S Il’Il(f)

Como ésto lo hemos hecho para toda sucesion (r;)zen € RY, deducimos
que Coker(f) es de torsion.

(2=1). Seam € C (M) tal que C (f) (m) = 0. Sea (rp)reny € RY.
Para m podremos encontrar un ky € N tal que mry ---ry, = tp(m)
para un cierto m € M, por lo tanto ¢y (f(m)) = 0.

Como Ker(tx) es de torsion, existird un ky > ko tal que f(m)rggs1 -« re, =
0y como Ker( f) también lo es, existird un ko > ky tal que mry, 1+« rg, =
0, pero esto nos prueba que mr; - - -1, = 0. Como se puede probar para
cualquier sucesion de elementos de R, deducimos quem € T (C (M)) =
0 por ser C (M) libre de torsién.

Para ver que Coker(C (f)) es 0 vamos a probar que es de torsién
y libre de torsién al mismo tiempo. La razén por la que es libre de
torsién es por la Proposicion 3.4.

Seam € C(N) y (ri)reny € RY. Como Coker(iy) es de torsién
podemos encontrar un kg € N tal que 7ry - - -ry, = tn(n) para algin
n € N. Como Coker(f) también es de torsién, podremos encontrar un
ki1 > ko tal que nry,4q1 -+ -5, = f(m) para algin m € M, pero entonces

nry - 1hy = C(f) (e (mrkerr -+ 1,)) € I (C ().

Como esto lo podemos hacer para toda sucesién de RY, deducimos que
Coker(C (f)) es de torsién, pero como también era libre de torsion,
concluimos que Coker(C (f)) = 0. O

EJERCICIO 5.1. Sea Mp un médulo libre de torsion, h : X — Yp
un B-homomorfismo con contcleo de torsion y f : Xg — Mp un B-
homomorfismo. Entonces si existe un g : Y — Mp tal que go h = f,
este g es unico.

Solucion:
Supongamos que existen dos homomorfismos ¢, y go entre Yp y Mp
tales que g; o h = f = g, o h. Entonces tenemos que (g3 — g2) o h =0,
por lo tanto g; — go factoriza a través del contcleo de h, es decir, existe
un homomorfismo v : Coker(h) — Mp tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

Ys —— Coker(h)

- E

Mp Mp
pero como Homp(Coker(h), Mp) = 0 por ser Coker(h) de torsién y Mp
libre de torsién, se ha de cumplir que v = 0 y entonces g1 — g2 = 0.

EJERCICIO 5.2. Sea C' : Mod-B — CMod-R un funtor tal que
existe una transformacion natural

L/ . IdMod—B — IC o C/
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cumpliendo para todo Mp € Mod-B que Ker(¢y,) = T (Mp) y que
Coker(t),;) € TJ. Demostrar que existe una equivalencia de funtores
o : C — C' tal que para todo Mp el siguiente diagrama es conmutativo

MB e MB

’
LA{J/ J/L]\/I

IC oC (MB) E— IC e} C/ (MB)
Ic(om)
Solucion:
Por ser ¢}, un morfismo con nicleo y contcleo de torsion, tenemos que
C (¢}) es un isomorfismo para todo M. Ademds es natural por ser ¢/
natural. Tenemos pues el siguiente diagrama conmutativo

M L (M)
(

te/ ()

Como C' (M) € CMod-R, entonces tc/(a) €s un isomorfismo que
compuesto con el inverso del isomorfismo C (¢};) nos da el isomorfis-
mo natural que buscabamos y por lo tanto la equivalencia entre los
funtores. 0

2. El Funtor D : B-Mod — R-DMod

LEMA 5.2. Sea f : Mg — Npg un epimorfismo en R-DMod, en-
tonces Ip(f) es un epimorfismo en B-Mod.

Demostracion:
El submédulo Im(Ip(f)) es un submdédulo unitario de Ng, por lo tanto
N/Im(Ip(f)) € R-DMod. Consideremos la proyeccién canénica p :
N — N/Im(Ip(f)).

El morfismo f * p es el morfismo 0, pero como f es un epimorfismo
en R-DMod se ha de cumplir que p = 0, por lo tanto Im(Ip(f)) = N
por lo que Ip(f) es un epimorfismo. O

DEFINICION 5.3. Sea M un generador de la categorfa R-DMod y
sea gL un B-mdédulo por la izquierda, sea H(L) = Hompg(gM,p L),
denotaremos

nL MELD) T,
el homomorfismo dado por ((m)nem(r))nL = Y pem(r) (mn)h.

Vamos a definir D (Lg) = M%) /U (Ker(n;)). Denotaremos vy, :
D (L) — Lg el homomorfismo dado por

((mn)nerw) + U (Ker(ne)))ve = ((mn)herw))ne-
PROPOSICION 5.4.
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1. El médulo D (gL) dado en la Definicion 5.3 estd en la categoria
R-DMod.

2. La asignacion D dada para objetos se puede extender para mor-

fismos de forma que D se convierte en un funtor.

Para todo gL en B-Mod, Im(v;) = U (pL).

4. Para todo gL en R-DMod, el homomorfismo vy es un isomorfis-
mo.

Bl

Demostracion:
(1). Como M esté en R-DMod y esta clase de médulos es cerrada para
coproductos, MHE) también estd en R-DMod, y como U (Ker(ny,))
es unitario, podemos utilizar la Proposicién 3.13 y deducir que D (gL)
estd en R-DMod. (2). Sean gL y pK dos R-mdédulos por la izquierda
y f :p L —p K un homomorfismo entre ellos. Este homomorfismo
induce otro
Hompg(M, f): Hompg(M,L) — Hompg(M,K)
h — hx f

Como habfamos utilizado la notaciéon H(L) para Hompg(M, L), uti-
lizaremos también H(K) = Hompg(M, K) y H(f) = Hompg(M, f).
A partir de f vamos a definir el morfismo

MED) . pEL) A HE)
(ma)nem(r) (ZheH(f mh)heH(K)
donde con H(f)~*(h) denotamos el conjunto {h € HIL): (hH(f) =
h}. Dicho de otro modo, si g : M — MWHEL) v G, M — MUHE) gon
las inyecciones candnicas, entonces para todo m 6 M , (m)gn) MHED) =

(m)qh*f :
Vamos a comprobar que con esta definicién, M) es un homo-
morfismo de B-médulos que hace conmutativo el siguiente diagrama

MED)
M(H(f))l lf
MHEE) 1K g

Sean (mp)nemr) ¥ (My)ner(r) elementos de MWEL) v sean a 'y ¢ dos
elementos B, entonces

(a(mn)nenw) +a' (my)nenw) M) = (amy, +a'm} ) e (r)) M) =

Z (amyp, + a'my,) =

heH(f)=*(h) heH(K)

a Z mp + a,/ Z m;L) =

heH(f)=1(h) heH(f)~'(h) heH(K)
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a Z mp, +d Z my) =
heH ()= (h) heH (K) heH ()= (h) e H(K)
a((mh)heH(L))heH(L))M(H(L)) + a’((m;l)heH(L))M(H(L))'
Sea (mn)ner(r) € MWL) por un lado tenemos que ((mn)nerr(ny) (N

f) = ZheH(L)(mh)h *f.

Por otro lado

((ma)ner) (MUY 5y = > m Nk =
heH(f)~1(h) heH(K)
> Z <w>ﬁ= > (ma)hx f =
heH(K) he H(f)~ heH(K) he H(f)~1(h)
= D (ma)hxf.
heH(L)

Siendo esta ultima igualdad consecuencia de que la aplicacion

¢: H(L) — {(h,h):he H(K) he H(f)"*(h)}
ho — (hx f,h)

es una biyeccién.
Sea m € Ker(n;), entonces 0 = (m)ng, * f = (m)MPU) x ne v por
lo tanto (m)MHE)) € Ker(ng). Esto prueba que (Ker(n;))MHEW) C
Ker(ng) y por lo tanto (U (Ker(n.))) M) C U (Ker(nk)) y pode-
mos definir
D (f): D (Lg) — D(K5p)
m+ U (Ker(ny)) —  (m)MUHF)

Con esta definicién obtenemos ademas la conmutatividad del diagrama

D(L) %> L

D(f)l Jf

D(K) 2 K.

El resto de las comprobaciones necesarias para ver que D es un
funtor se realizaran en el Ejercicio 5.3.

(3). Sea gL un B-mddulo por la izquierda y sea m € U (gL). Sea
X un conjunto y 7 : X — R una aplicacién tal que 7(X) sea un con-
junto T-generador por la derecha de R (ya vimos que estos conjuntos
y aplicaciones existen para cualquier anillo). Utilizando la Proposi-
cién 4.32 sabemos que existe un soporte unitario ¢ y un homomorfis-
mo f: (o)) — U (L) tal que ((@),)f = m. Por ser M un generador
tenemos un epimorfismo 7y : MHEWD) — (7)) v como (@), € (o))
podemos encontrar un subconjunto finito I C H({{0))), y unos elemen-
tos {m; € M :i € I} tales que (@), = >, (m;)i.
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Consideremos los homomorfismos
M —— (o) —1 U(sL) — 5L

donde ¢ : U(pL) —p L es la inclusién candnica. Sea Iy = I/ ~
el conjunto de clases de equivalencia de I con la relacién ¢ ~ ¢ siy
solosii* f*xq =14 % fx¢q. Para cada clase de equivalencia v € I
definiremos h, =i f * ¢ para un i € v (por la definicién de la relacién
de equivalencia, esta definiciéon no depende de la eleccién de i) y m, =
> icy Mi, entonces obtenemos que m = ZUE]O (my)h, donde m, € My
h, € H(L), siendo todos los h, distintos. Esto prueba que m € Im(ny).

Como esto se puede hacer para todos los m € U (L), hemos probado
que U (L) C Im(nz). El otro contenido es trivial porque Im(7.) es un
cociente de un modulo unitario y por lo tanto es unitario y ha de estar
contenido en U (L).

(4). Para probar el ultimo apartado, supongamos que gL € R-DMod,
entonces en particular es unitario y por lo tanto n; es un epimor-
fismo, pero utilizando la Proposicién 3.13 deducimos que Ker(n;) es
unitario y por lo tanto U (Ker(n,)) = Ker(ng). Esto prueba que
Ker(vy) = Ker(n)/U (Ker(nz)) = 0 y junto con el hecho de que v, es
un epimorfismo, concluimos que 77, es un isomorfismo. n

EJERCICIO 5.3. Sean K,K' y K" tres B-mo6dulos por la izquierda
ysean f : K — K'y f': K — K", B-homomorfismos. Entonces

D (fxg)=D(f)*D(g).

Solucion:
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

D(K) .

o Js

D (K) = K’

o0 s

VKH

D (K)" X% K"
La conmutatividad del cuadrado exterior se deduce de la conmutativi-

dad de los dos cuadrados interiores. Podemos pues asegurar que el sigu-

iente diagrama es conmutativo con los dos morfismos, tanto D (f * f”)
como D (f) D (f'),

D(K) X~ K
D(f)*D(f')lD(f*f') lf*f’
D(K)" 2 K"
Denotemos e = D (f)«D (f')—D (f * f’). Lo que hemos probado es que

exvgn = 0y por lo tanto existe un morfismo € : D (K) — Ker(vg~) tal
que exvt., = €. Pero Ker(vgn) = Ker(ng)/U (Ker(ngn)), en particular
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U (Ker(vgn)) = 0 y € es un morfismo entre un médulo unitario y uno
evanescente, por lo que ha de ser 0. Esto prueba que ¢ = 0 y el resultado
del ejercicio. O

LEMA 5.5. Sea L € R-DMod y sea K € B-Mod, entonces para todo
B-homomorfismo f : L — K existe un unico f : L — D (K) tal que

T*VK:]C-

Demostracion:
Empecemos probando la existencia y posteriormente probaremos la
unicidad.

Dado f: L — K consideremos el siguiente diagrama conmutativo

D(L) %> L

| |y

D(K) 2 K.

Como vy, es un isomorfismo, podemos definir f = 1/;1 x D (f) que
cumple la condicién del enunciado.

Para ver la unicidad, supongamos que tenemos dos morfismos g1, gs :
L — D (K) tales que g *vg = f = go*xvi. Entonces (g1 —g2)*vk = 0,
por lo tanto podemos encontrar un morfismo h : L — Ker(vg) tal que
hx vk = g, — go. Pero Homp(L, Ker(vk)) = 0 porque L es unitario y
U (Ker(vk)) =0, por lo tanto h =0y g1 = go. O

PROPOSICION 5.6. El funtor D : B-Mod — R-DMod es un adjunto
por la derecha de la inclusion canonica Ip : R-DMod — B-Mod.

Demostracion:
Para probar ésto tenemos que encontrar un isomorfismo natural entre

Homp(Ip(—),—) — Homp(—,D (—)).

En realidad nos resulta mas cémodo ver el isomorfismo en el otro sen-
tido, para ello tomemos L € R-DMod, K € B-Mod, definiremos

ALK - HOHIB(L, D (K)) — HOHIB(L, K)
= [ *nk
Este homomorfismo es claramente natural. Para probar que es un iso-
morfismo veamos que es mono y epi. Para ver que es mono supongamos
que tenemos un morfismo f : L — D (K) tal que f *xnxg = 0. La de-
mostracion del Lema 5.5 nos dice que f ha de ser 0. También ese mismo
lema nos da la antiimagen de cualquier morfismo f: L — K. n

3. Primeras Consecuencias de la Existencia de C y D

PROPOSICION 5.7. La categoria CMod-R es una categoria reflexiva
con respecto a la categoria Mod-B vy la categoria R-DMod es correflexiva
con respecto a B-Mod.
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Demostracion:
Hemos visto por propiedades generales de la localizacion que el funtor
C es un adjunto por la izquierda de I¢ y en la seccién anterior que D
es un adjunto por la derecha de Ip. Ademas las categorias CMod-R y
R-DMod son respectivamente subcategorias plenas de Mod-B y B-Mod,
i.e. los funtores I¢ e Ip son funtores plenos. 0

Este resultado nos permite utilizar todos los resultados que obtu-
vimos en el Tema 3 sobre categorias correflexivas y sus duales sobre
categorias reflexivas. Por ejemplo, al ser B-Mod y Mod-B categorias
completas y cocompletas, deducimos que R-DMod y CMod-R son cat-
egorias completas y cocompletas.

PROPOSICION 5.8. Sea ((M,)icr, (0ji + M; — M;)i<;) un sistema
wmverso en R-DMod, entonces el limite inverso de dicho sistema en la
categoria R-DMod es

lim M; =D [ limIp(M;) | .
iel iel

Del mismo modo, si ((M;)ier, (05 © M; — M;)i<;) es un sistema
directo en R-DMod, entonces el limite directo de dicho sistema en la
categoria R-DMod es

lim M; = D (1131 ID(Mi)>

i€l el

teniendo en cuenta que en este caso se tiene que Wiy pr, €S Un 1S0mor-

fismo.

Demostracion:
La parte del limite inverso es consecuencia de la Proposiciéon 1.50, la
del limite directo es consecuencia de la Proposicion 1.48 o también de
la Proposicién 3.16.

Notemos que v es precisamente la counidad de la adjuncién. 0

PROPOSICION 5.9. Sea ((Mi>iela(aji M, — Mj)igj) un sistema
inverso en CMod-R, entonces el limite inverso de dicho sistema en la
categoria CMod-R es

el icl
teniendo en cuenta que en este caso se tiene que Limr, €S UN 1SOMoT-

fismo.
Del mismo modo, si (M;)ier, (0ji : M; — M;)i<j) es un sistema
directo en CMod-R, entonces el limite directo de dicho sistema en la
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categoria CMod-R es

lim M; = C (li@ IC(MZ-)> )
iel iel

Demostracion:
Esta demostracion se puede hacer dualizando la de la Proposicién 1.50
y la de la Proposicién 1.48 o también de la Proposicion 3.7. También
se puede ver en general para categorias cocientes en [42, Proposition
X.1.2].

Notemos que ¢ es precisamente la unidad de la adjuncion. n

La categoria CMod-R, por ser una categoria cociente, es de Giraud
y por lo tanto Grothendieck, ver [42, Chapter X]|. El generador de
la categoria es precisamente C (B) utilizando [42, Proposition X.1.3].
Ademas al ser Grothendieck, en particular sabemos que es abeliana
por ambos lados. Los resultados relativos a la propiedad de ser una
categoria de Giraud no pueden dualizarse.

NoTA 5.10. La categoria R-DMod es una categoria aditiva.

Demostracion:
Al ser una subcategoria plena de B-Mod, podemos utilizar su estructura
aditiva. Ademads el objeto 0 de B-Mod esta en la subcategoria R-DMod.

O

PROPOSICION 5.11. Sea f :p L —p K un morfismo en R-DMod.
Entonces f es un monomorfismo en R-DMod si y solo si Ker(Ip(f))
es evanescente.

Demostracion:
(=). Supongamos que existe un elemento m € U (Ker(Ip(f))) \ {0}.
Consideremos un conjunto X y una aplicacién 7 : X — R tal que 7(X)
sea un conjunto T-generador por la derecha de R. Para el elemento
m podemos encontrar un soporte unitario ¢ y un homomorfismo h :
(o) — U (Ker(In(f))) tal que ({(&),)h = m. Pero entonces hxf =0y
sin embargo h # 0 lo cual contradice que f pueda ser un monomorfismo.

(«<). Sea gK € R-DMod y h :p K —p L tal que h* f = 0, entonces
h factoriza a través de Ker(f), es decir, existe un h : K — Ker(f) tal
que h* f¥ = h, pero Homp (K, Ker(f)) = 0, por lo tanto h = 0. 0

PROPOSICION 5.12. La categoria R-DMod es una categoria abeliana
por la derecha.

Demostracion:
Hemos visto ya que es una categoria aditiva y que tiene ntcleos y
contucleos.

Para ver que R-DMod es conormal supongamos que f : L — K es
un epimorfismo en R-DMod, entonces utilizando el Lema 5.2 sabemos
que Ip(f) es un epimorfismo en B-Mod, ademds su ntcleo es unitario y
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tenemos un epimorfismo vke(s) : D (Ker(f)) — Ker(f), si componemos
este morfismo con la inclusién f* : Ker(f) — L tenemos vier(s) * f*
D (Ker(f)) — L que es un morfismo en R-DMod. El contcleo de este
morfismo en R-DMod es el mismo que en B-Mod que es L/Ker(f) ~ K,
por lo tanto f es precisamente el contucleo de este morfismo.

Nos queda por ultimo ver que todo morfismo se descompone en
mono y epi. Sea f : X — Y un morfismo en R-DMod. Denotemos
Z = X/U(Ker(In(f))) vy e : X — K la aplicacién candnica. Por ser
X un médulo de R-DMod y U (Ker(Ip(f))) unitario, tenemos que Z €
R-DMod, ademaés e es un epimorfismo. Denotaremos por m : 7 — Y
el morfismo que a un elemento x + U (Ker) (Ip(f)) lo lleva a (x)f. El
nicleo de Ip(m) es precisamente Ker(f)/U (Ker(f)) € V por lo tanto
aplicando la proposicion anterior m es un monomorfismo.

Claramente e x m = f. Lo unico que nos queda por probar es la
unicidad de la descomposicién. Supongamos que tenemos otro Z' €
R-DMod y otros morfismos ¢/ : X — Z' ym’ : Z/ — Y tales que ¢
es un epimorfismo en R-DMod, m’ un monomorfismo en R-DMod y
exm = f.

Por ser ¢’ un epimorfismo y Z’ un médulo de R-DMod, Ker(Ip(e'))
es unitario, ademéds claramente Ker(Ip(e')) C Ker(Ip(f)), por lo tanto
Ker(Ip(e')) C U (()Ker(In(f))) = Ker(Ip(e)). Como exm = €' *m/,
tenemos que

Ker(Ip(e))/Ker(Ip(e')) C Ker(m') € V

por lo tanto Ker(Ip(e)) = Ker(Ip(e')). Esto nos prueba que e = ¢,
pero como ambos son epimorfismos, los podemos cancelar y deducir
que también m = m/. 0

PROPOSICION 5.13. Sean R y R’ anillos y sea rPr un bimddulo.
Entonces C (Pg) tiene una unica estructura de (R', R)-bimddulo tal que
p: P — C(P) es un homomorfismo de bimddulos.

Demostracion:
Sea 1" € R'. Podemos definir el R-homomorfismo
L(ry: P — P
p = 1'p
Si aplicamos el funtor C a éste homomorfismo obtenemos C (L(7”)) :
C (P) — C (P). Definiremos
r'z = C(L(r")) (x) Vr'e R,ze C(P).
Por la definicién y la naturalidad de la transformacion ¢, sabemos
que para todo p € Py todo r’ € R,

tp(r'p) = tp o L(r')(p) = C (L(r)) o tp(p )ZT’LP p).

Sean ', s’ € R'. Claramente L(r' + §') =
que C es un funtor aditivo deducimos que C (L(r



146 5. LOS FUNTORES C Y D

C (L(s")). El resto de las propiedades que son necesarias para ver que
C (P) es un R'-médulo por la izquierda se ven de forma similar.

Vamos a ver que tiene estructura de bimédulo. Para ello tomemos
reR,reRyxeC(P),

(r'z)r = (C(L(r") (2))r = C(L(r")) (zr) = r'(ar).

Por tdltimo vamos a ver que esta definicién es unica. Supongamos
que existiera otra forma de definir una operacién - : R’ x C(P) — P
que dotara a P de estructura de (R, R)-bimédulo tal que tp es un
homomorfismo de bimoédulos.

Sea r’ € R'y x € C(P), vamos a probar que 'z —r' -z = 0 viendo
que estan en la torsién de C(P). Para ello tomemos (7, )neny € RY,
Como Coker(cp) es de torsion, existird un ng € N tal que

/ /
TTY Ty, P TTL - T, 7 Xy - - 1y € Im(P),
sea p € P tal que tp(p) = xry - - -1y, entonces
/ / /
r'ary -y = 1'tp(p) = tp(r'p)

r'eary s rpy = 1" 1p(p) = tp(r'p)
por lo tanto (r'z — 1" - x)ry---r,, = 0, lo que prueba que r'z —r' -z €
T (C(Pg)) =0y por lo tanto la unicidad de la operacién. O

NotaA 5.14. Con esta estructura, el homomorfismo canénico tg :
B — C(Bg) es ademds de un homomorfismo de bimddulos, un homo-
morfismo de anillos.

Demostracion:
Ver [42, Pégina 217]. O

PROPOSICION 5.15. Todos los médulos de R-DMod tienen una tinica
estructura de C (Bg)-mddulos unitarios que extiende la estructura de
B-mddulos.

Demostracion:
Consideremos gL € R-DMod y el homomorfismo de anillos

~v: B — BiEnd(pL)

dado por b”(m) = bm para todo b € B y todo m € L.

Este homomorfismo de anillos ~ es también un homomorfismo de
B-mdédulos ya que para todo a,b € By todom € L, (ab)?(m) = abm =
a(b¥(m)).

Utilizando el hecho de que BiEnd(gL) € CMod-R, podemos levan-
tar v a un homomorfismo 7 : C (Bg) — BiEnd(gL) tal que Joip = 7.

Tenemos que comprobar que de hecho éste es un homomorfismo de
anillos ya que de momento solo sabemos que es un homomorfismo de
R-modulos.

Para ello tomemos ¢, d € C (Bg), si probamos que (F(cd)—7(c)7(d)) €
T (BiEnd(gL)) = 0 habremos terminado. Sea (r,)nen € RY, podemos
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encontrar un ng € N tal que cdry-- -7y, dry---1p, € Im(tp). Sean
a,b € B tales que tg(a) = cdry -+ -1y, tp(b) = dry - - - Ty, entonces

7(0d>7’1 C o TpgTne+1 = 7(arno+1> = 7(a>7(rn0+1> =

F(eb)¥ (e (Tng+1)) == F()T(bep(rne+1)) = F()V(d)r1 - - - ragTng+1-

Para probar la unicidad de esta extensién, supongamos que ex-
istieran dos homomorfismos 7,5 : C(Bg) — BiEnd(gL) tales que
FYoig =7 =7o0tg. Como estos homomorfismos de anillos extienden
la estructura de R-mddulo, han de ser también R-homomorfismos de
modulos.

La diferencia entre estos dos homomorfismos al componerla con ¢p
es 0, por lo tanto ha de factorizar a través del conticleo de tg que es de
torsién, pero entonces ha de ser 0 porque

Hompg(Coker(tp), BiEnd(pL)) = 0.

O

PROPOSICION 5.16. Sean X,Y, Z mddulos de R-DMod, y sean f :
X =Y, 9:Y — Z homomorfismos entre ellos. Entonces la sucesion

x 1.y 2.7 0
es exacta en R-DMod si y solo si
In(X) 2% 1hv) 292 1502 —— 0

es exacta en B-Mod.

Demostracion:
(=). Eso es consecuencia de que como Ip tiene un adjunto por la
izquierda por lo que es exacto por la derecha.

(«). El morfismo g es un epimorfismo por el Lema 5.2. Para probar
que la sucesién es exacta en Y tenemos que probar que f¢ = g*°.

El conticleo de f es precisamente el morfismo

fe:Y = Y/Im(Ip(f))

ya que los limites directos calculados en R-DMod son los mismos que los
calculados en B-Mod. El niicleo de g es la composicion de los morfismos
siguientes

VKer(Ip (9)) Ip(g9)*

D (Ker(In(g))) Ker(Ip(g)) Y

como consecuencia de la Proposicién 5.8.

El contcleo del niicleo de g va a resultar pues el contcleo de este
morfismo, que como es un limite directo, es el mismo que el calculado
en B-Mod. Como Ker(Ip(g)) es unitario por ser g un epimorfismo,
entonces Vker(ip(g)) €5 Un epimorfismo y por lo tanto el contcleo del
nicleo de g es igual al conticleo de Ip(g)*, que resulta ser

g Y — Y/Ker(Ip(g)).
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Pero como la sucesiéon
In(X) 2% 15v) 29 152) —— 0

es exacta en B-Mod, Ker(Ip(g)) = Im(Ip(f)), de donde concluimos
que g = f¢ que era lo que querfamos probar. n



TEMA 6

Funtores Extensibles

DEFINICION 6.1. Sea R un anillo, A’ un anillo con identidad y F :
R-DMod — A’-Mod un funtor que conserva limites directos.

Diremos que F' es extensible si existe un conjunto X y una apli-
caciéon 7 : X — R con m(X) un conjunto T-generador por la derecha
de R tal que para todo o € Zy(X), la aplicacién candnica

lim  F((7) — F({o))
TEEY(X)
es un epimorfismo.

EJEMPLO 6.2. Si R tiene algin conjunto T-generador por la derecha
finito, entonces todo funtor F' : R-DMod — A’-Mod que conserve
limites directos es extensible.

Demostracion:
Tomemos X dicho conjunto T-generador por la derecha finito y = :
X — R la inclusion de X en R.
El soporte ¥(X) es un soporte unitario en este caso y
lim  F({r)) = F((X(X)))
TEEY (X)

ademés, para cada o € Ey(X), el homomorfismo canénico

FEX))) = F((a)

que aparece es precisamente F’ (CDE( X),U) que es un epimorfismo porque
5 (x),0 €s un epimorfismo y F' conserva limites directos y en particular
es exacto por la derecha. O

EJEMPLO 6.3. Sea 4 Pr un (A’, R)-bimédulo con A’P = P. El
funtor
P ®r — : R-DMod — A’-Mod
es un funtor extensible.

Demostracion:
Sea m : X — R una aplicacién tal que m(X) sea un conjunto T-
generador por la derecha de R. Sea 0 € Zy(X). Los elementos de
P ®p (o)) se pueden poner como sumas finitas de elementos de la for-
ma p @ (x), para algin p € Py algin T € o. Si demostramos que
todos estos elementos estan en la imagen del morfismo
lim P &g (7)) — P ®r (o)
reE:(X)

149
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habremos terminado. Vamos pues a probar ésto:
Consideremos el elemento que denotaremos p@(z) € lim P &g (1)
reZu(X)
definido como p ® (z)._ si T € 7y 0 en caso contrario. Este elemen-
to estd en este limite inverso y ademads trivialmente se tiene que su
componente en P ®p (o)) es precisamente p ® (z),_. O
Nuestro objetivo en este Tema es precisamente caracterizar los fun-
tores que cumplen la propiedad de ser extensibles. Veremos que son
precisamente aquellos que se pueden poner como producto tensorial
por un cierto bimodulo.

1. La Categoria de Funtores que Conservan Limites Directos

DEFINICION 6.4. Sean Ry R’ dos anillos, vamos a denotar
LDFun(R-DMod, R'-DMod)

la categoria cuyos objetos son los funtores F' : R-DMod — R'-DMod que
conservan limites directos, y cuyos morfismos son las transformaciones
naturales entre ellos.

Tenemos que probar que de hecho esto es una categoria, ya que
podria darse el caso de que para dos funtores que conserven limites
directos F'y F’, la clase de las transformaciones naturales entre F'y
F’ podria no ser un conjunto. En esta seccién vamos a ver que eso es
imposible.

PROPOSICION 6.5. Sean F, F’' € LDFun(R-DMod, R’-DMod) y sea
rM un generador de la categoria R-DMod. FEntonces si tenemos dos
transformaciones naturales o, 3 : F — F tales que apr = Bar, entonces

a=[.

Demostracion:
Sea I un conjunto de indices y consideremos el médulo M@, Sea g, :
M — MW la inyeccién canénica. Entonces tenemos por la naturalidad
de ay § que

F(qi) * oppy = apg * F'(qi) = B+ F'(@) = Fq) * By

Como esto lo podemos hacer para todo i y los funtores 'y I conservan
coproductos, deducimos que o ;1) = By0)-

Para probarlo en general consideremos un médulo N € R-DMod, y
un epimorfismo

MY - N —0.

Esto se puede hacer por ejemplo utilizando el epimorfismo 7y dado en la
Definicién 5.3. Si aplicamos los funtores F'y F” a dichos epimorfismos,
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obtenemos un diagrama como sigue
F(MY) —— F(N)
J/OCM(J) :ﬁM(J) ﬁNlaN
F'(MY)) —— F'(N).
Como F' conserva limites directos, en particular es exacto por la derecha
y por lo tanto el morfismo F(M(J)) — F(N) es un epimorfismo, pero

entonces By y ay compuestos con el dan el mismo morfismo y han de
ser iguales. O

COROLARIO 6.6. Sean F, F' € LDFun(R-DMod, R’-DMod), entonces

las transformaciones naturales entre F y F' forman un conjunto.

Demostracion:
Sea M un generador de la categoria R-DMod. En la proposicion anteri-
or, probamos que las transformaciones naturales entre F'y F’ se podian
considerar contenidas dentro de Hompg/ (F (M), F(M')), pero como éste
es un conjunto, concluimos que las transformaciones naturales entre F’
y F’ también son un conjunto. 0

Este corolario hace que podamos hablar propiamente de la categoria
LDFun(R-DMod, R’-DMod).

2. Funtores que Conservan Coproductos

Sea (M;);e; una familia de objetos de la categoria R-DMod. Tal
y como hemos visto en resultados anteriores, el coproducto de dichos
objetos calculado en R-MOD estd en R-DMod y por lo tanto este objeto
también es el coproducto de estos objetos en R-DMod. Aparte de los
morfismos candénicos ¢; : M; — ]_[jel M; existen otros p; : ]_[jej M; —
M; que son las proyecciones en cada una de las componentes. Lo que
vamos a hacer en esta seccién es ver como se transfieren estos morfismos
en el caso de funtores que conserven coproductos.

LEMA 6.7. Sea (M,;);e; una familia de objetos en R-DMod y M €
R-DMod junto con los morfismos (q; : M; — M );c; un coproducto de
dicha familia. Entonces existen morfismos (p; : M — M;);e; cumplien-
do las siguientes condiciones:

1. g; * p; = idpy, para todo i € 1.

2. ¢ixp; =0 para todo i # j € I.

3. Vm € M, el conjunto {i € I : (m)p; # 0} es finito.

4.Yme M, Y, (m)p;* ¢ =m.

Reciprocamente, sea (M;);c;r una familia de objetos de la categoria
R-DMod y M € R-DMod junto con los morfismos (q; : M; — M);er y
(pi : M — M;);er cumpliendo las condiciones (1),(2),(3) y (4) anteri-
ores. Entonces

(M, (i : M; — M);er)
es un coproducto de los objetos (M;);cr en la categoria R-DMod.
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Demostracion:
La primera parte es evidente puesto que M =~ [[.., M; en R-MOD
y podemos utilizar las proyecciones canodnicas. Para ver el reciproco
consideremos una familia de morfismos (h; : M; — H);c;. Para definir
g : M — H utilizaremos la férmula

(m)g = Z(m)pi * .
iel
Notemos que esta suma es finita fijado un elemento m por la propiedad
(3). Tenemos que ver que para todoi € I, ¢;xg = h;. Para ello tomemos
m; € MZ‘,

((ma)gi)g =D _(mi)gi * pj * hy = (ma)gi % pi % hi = (mi)h;
jel
para ver la unicidad consideremos g : M — H otro morfismo tal que
para todo i € I, §* ¢; = h;. Entonces

(m)g = Z(m)Pz‘ * Qi x g = Zpi * hi = (m)g.
iel icl
([l

LEMA 6.8. Sea (M;);cr una familia de objetos de la categoria R-DMod
y M € R-DMod junto con los morfismos (q; : M; — M );e; un copro-
ducto de la dicha familia. Sean (p; : M — M;)icr una familia de
morfismos tales que

1. g; x p, = idyy, para todo i € 1.

2. qi*pj; =0 para todo i # j € I.
Entonces estos morfismos han de cumplir también las condiciones

3. Vm € M, el conjunto {i € I : (m)p; # 0} es finito.

4. Vm e M, Eie[(m)p; *g; =M.

Si ezistiera otra familia de morfismos (pl! : M — M;);e; cumpliendo
las condiciones (1) y (2), necesariamente se tendrd que cumplir que
P, = p! para todo i € 1.

Demostracion:
Utilizando el Lema 6.7, sabemos que existe una familia de morfismos
(pi + M — M;);e; cumpliendo las condiciones (1),(2),(3) y (4). Si
probamos la unicidad a partir de las dos primeras el lema quedara
demostrado.

Sea m € M, e I el conjunto finito {i € I : (m)p; # 0}. Para todo
i,j € I se cumple que g¢; * p; = ¢; * p; ya que si i = j entonces ambos
morfismos son id,, y si ¢ # j entonces ambos son 0. Por lo tanto

(m)ph =Y (m)p; * q; * pi = > _(m)p; = q; % p; = (m)p;.

j€lo j€lo

//

Hemos probado que p; = p;. Del mismo modo se prueba que p/ = p;

por lo tanto p; = p! para todo i € I. 0
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PROPOSICION 6.9. Sea F' : R-DMod — A’-Mod un funtor que con-
serve coproductos y sea (M;)ier una familia de objetos de R-DMod,
M € R-DMod junto con los morfismos (q; : M; — M );c; un coproduc-
to de dicha familia. Sean (p; : M — M;);e; unos morfismos cumpliendo
que

1. g; * p; = idps, para todo i € 1.

2. ¢ixp; =0 para todo i # j € I.

3. Ym € M, el conjunto {i € I : (m)p; # 0} es finito.

4.Yme M, Y, (m)p; * ¢ =m.

Entonces tenemos que

1. F(q) * F(p;) = idp,) para todo i € I.
2. F(q)* F(pj) =0 para todo i # j € 1.

3. Vm' € F(M), el conjunto {i € I : (m')F(p;) # 0} es finito.
4.¥m' € F(M), > .c;,(m')F(p;) * F(q;) =m'.

Demostracion:

Como F' conserva coproductos, en particular es aditivo y conserva el
objeto 0 y los morfismos 0.

También como consecuencia de que F' conserve coproductos, ten-
emos que F'(M) junto con los morfismos (F(g;) : F(M) — F(M;))ier
es una suma directa de la familia (F'(M;));c;. Los morfismos (F'(p;))ier
cumplen las condiciones (1) y (2) por ser F' un funtor aditivo. Entonces
utilizando el Lema 6.8, podemos deducir que también se cumplen las
condiciones (3) y (4). 0

3. El Grupo Q(F)

En esta secciéon vamos a fijar dos anillos R y R’ junto con dos
conjuntos X, X’ y aplicaciones 7 : X — R, ' : X’ — R’ tales que
7m(X) es un conjunto T-generador por la derecha de Ry 7'(X’) es un
conjunto T-generador por la derecha de R'.

DEFINICION 6.10. Sea F' € LDFun(R-DMod, R’-DMod). Denotare-
mos

Q(F) = lim  lim  Homp({o"), F'({o)))
O’EEu(X) U’EEU(X/)
Antes de dar ejemplos de elementos en estos conjuntos vamos a ver
un poco mas en detalle como son estos elementos

Sea w € Q(F), entonces w = (Wy)sezy(x) de forma que w, €
lim  Homp ((o”)), F({a)))-
o' €2y (X')

Tal y como denotamos en la Definicién 4.29, para los elementos w,
tenemos x(w,) € Ey(X’) y un morfismo

Wo = ((x(w5))) = (o))

que representa a w,.
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LEMA 6.11. Sean o O 7 dos soportes unitarios, entonces x(wy) 2
x(w;), ademds el siguiente diagrama es conmutativo.

{(x(wy)) == F({o))

q);c(wcr)x(w-r)l lF(%T)

(x(wr)) —— F({r))

T

Donde con @;(WJ)X(W) representamos el morfismo candnico que existe

entre {(x(wo))) y (x(w-)).

Demostracion:
Como w €  lim lim  Homg ({(0), F'({c)))), tenemos que

O'EEU(X) O'IEEu(X’)

(ws) 11211 Homp ((o")), F(®or)) = w-

o' €Zy(X)

Esto, en términos de los morfismos que representan a w, y w, significa
que W, y W, * F(®,,) representan el mismo elemento en

lim  Homp ({o"), F((7))).
o' €2y (X)
Utilizando la Proposicién 4.28 deducimos que x(w,) C o y que el
diagrama del enunciado es conmutativo. 0

PROPOSICION 6.12. Sea (0,w) un par en el que 6 : Zy(X) —
Su(X') es una aplicacion que conserva el orden y W es una familia
de morfismos tales que para todo o € ZEy(X),

W, = (0(0)) — F({o))

y tal que para todo par o O T, el siguiente diagrama es conmutativo
(€o))

lF({)M)

e . F
(O(r)) —— F({7))

Entonces tenemos que

(@e])oezux) € lim  lim  Homp ({o), F'({0)))

o€Eu(X) o' €2y (X7)

donde con [W,| representamos la clase de equivalencia del morfismo W,
en lim  Homp ({o"), F({0)))-

o' €Ey(X")

Ademds todos los elementos de Q(F') pueden representarse como un
par de esta forma, aunque no necesariamente de forma univoca.
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Demostracion:
Por la construccién
[@,] € lim  Hompg ({o), F({o)))-
o' €Sy (X)
La condicién de que
@] lm  Homp((o), F(@,,)) = ]
o' €2y (X')

es consecuencia directa de la conmutatividad del diagrama del enunci-
ado.

La tultima afirmacion es la que hemos hecho se obtiene tomando
0(c) = x(w,) para un w € Q(F'). La razén por la que no tiene que
ser univoca esta representaciéon es porque podemos tomar diferentes
aplicaciones 0 : Zy(X) — Ey(X'). 0

PROPOSICION 6.13. Sea T € X(X), entonces las familias de ho-
momorfismos w8(xz) y 7V (T) dadas en la Definicion 4.12 estin en

Q(IdR—DMod)-

Demostracion:
Ya hemos probado anteriormente que las aplicaciones Vz y A, conser-
van el orden. Quedaria por probar la conmutatividad de los diagramas
siguientes

(Do) ZD% (o) (Veo) 22 (o)
(D) —— () (V=) —— ()

Para hacer ésto vamos a aplicar directamente las definiciones: Sea
7y € Ayo,
(), )7 @)y % Por = ((y2),,)Por =

<@>T siTy €T B <ﬂ>7 siy € AT B
0 enotrocaso [ |0 en otro caso [

Yy Si y S AxT
<{<—>A£T = }) WA(&)T = (<E>A O-)q)AEUAET * ﬂ-A(g)T'
0 en otro caso ©

Sea Ty € Vzo,

(<%>VEJ)7TV(E)U * (I)UT = (<y>g)q>a'r =

() siger _ (@>vﬂ siger (7). =
0 en otro caso 0 en otro caso

<{<%>V9¢T sizy € VzT }) 7V(T), = (<ﬂ>vfa)q>vfgvf7 « 77 (T) ..

0 en otro caso
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O

DEFINICION 6.14. Sean R, R/, R” anillos, X ,X’, X" conjuntos,  :
X =R 7n:X — R, 7" : X" — R" aplicaciones tales que m(X),
' (X') y #"(X") son conjuntos T-generadores por la derecha de R,
R’y R" respectivamente. Sean F' € LDFun(R-DMod, R’-DMod), F’ €
LDFun(R-DMod, R"-DMod) y w € Q(F), w’" € Q(F"). Entonces definire-
mos w’' ow € Q(F" o F') del siguiente modo:

Consideremos para w un par (0,w) y para w’ un par (¢, w') que
representen a w y a w’ respectivamente como en la Proposicién 6.12,
entonces w’ o w serd el elemento de Q(F’ o F') representado por la apli-
cacion €' o 6 y los morfismos wy, * F'(w,).

EJERCICIO 6.1. Con las notaciones de la Definiciéon 6.14, compro-

bar que w’ow estd efectivamente en Q(F” o F') y que su valor no depende
de la eleccién hecha de (6, w) ni (¢/,@").

Solucion:
Tenemos que comprobar las condiciones de la Proposicién 6.12. La
primera es que 6’ o 6 conserva el orden, pero eso es trivial a partir del
hecho de que 6 conserva el orden y € también.

Sean ¢ O 7 dos soportes unitarios sobre X. Por la eleccion de (6, w)
tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

(0(0)) —= F({o))
‘I’é<a>9(r>l lF(‘I’w)
(0(m) —— F))

Si aplicamos F’ a este diagrama obtenemos la conmutatividad del

cuadrado de la derecha del siguiente diagrama, la conmutatividad del
cuadrado de la izquierda viene por la eleccién de (0, @").

@’ F/(w)

"

(0'0(a)) — F'({0(o))) Fro F({o)
cb/e/’e(a)e'e(f)l F/(‘I’éw)e(r))l lF'OF(‘Pw)

(00(7)) —— F'((0(7)) ——— F'oF(())

W) F'(w,)

La conmutatividad del cuadrado exterior nos da las condiciones que
buscabamos.

Vamos a probar ahora la independencia de la eleccion de (0, w) y
(0", w"). Para ello consideremos (¢, 7) y (¢',7’) dos pares que cumplan
las condiciones de la Proposicion 6.12 y que representen respectiva-
mente a w y a w'.

Sea ¢ un soporte unitario. Como w, y 7, representan al mismo ele-
mento, podemos encontrar un soporte unitario sobre X’ que llamaremos
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P tal que p' 2 0(0) U (o) y el siguiente diagrama es conmutativo

WY 20 (o)

O
(6(0)) —— F({o))-

Como W, y ¥}, representan al mismo elemento, tenemos un p” 2
0'(p) U (p) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

11 S

) Lo, (&' (X))

® (o) FZ’
()N —— F{M.

Esto nos hace que los cuadrados de la esquina inferior derecha y
la superior izquierda del siguiente diagrama sean conmutativos. La
conmutatividad de los otros dos cuadrados viene por las condiciones
dadas a 7 y @' en la Proposicién 6.12.

v

//l

y e, () SO, (o))

p
J/ p!10(p") J/Eg(f")
p

\@

w, FI@, )

@ —— F)) — F({e0)))

l 0(0")6'0(c) l (@ 9(0)) lF'(%)

W (o F'(we)
(0'0(0)) —— F'((0(0))) —— FoF((a))
La conmutatividad del cuadrado exterior nos dice que efectivamente los
morfismos Wy, * F'(W,) y U, * I"'(U,) representan al mismo objeto
en

lim  Homp: ({o”)), F" o F({c))).

o eR U(X”)
[l

NotA 6.15. Con esta notacion obtenemos como consecuencia de la

Proposicion 4.13 que para todo T,y € X(X),
m'(T) o’ (y) = 77 (TY)
7 (z) o7t (y) = 7 (xy)

EJERCICIO 6.2. Sean R’ anillos, X conjuntos, 7* : X* — R' apli-
caciones tales que 7'(X") es un conjunto T-generador por la derecha
de R!, para i = 1,2,3,4, F' € LDFun(R-DMod, R"*'-DMod) para
1 =1,2,3. Entonces

1. (w?ow?) ow! = w3 o (w?ow!) para todo w' € Q(F?),i=1,2,3.
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2. (w?+v*) ow! = w?ow! + v* o w! para todo w? v? € Q(F?),
wh € Q(F).
3. w? o (w' + v') = w? o w! + w? o v! para todo w' € Q(F?),
wh, vt € Q(FY).
Deducir que para todo funtor ' : R-DMod — R’-DMod que conserve

limites directos Q(F') es un bimédulo unitario sobre los anillos con
identidad Q(IdR—DMod> y Q(IdR’-DMod>-

Solucion: .
(1). Sean (0",w') pares que representan a w' para ¢ = 1,2,3. El
elemento w® o w? viene representado por (6° o 62, wp,  * F*(w},)) por
lo tanto (w? o w?) o w!

(93 o} 92 o} 91, @3291

viene representado por
* I (Wo,, * F(W,,)))

o1

El elemento w? o w' viene representado por (6% 061, * F'(W;,)) y

por lo tanto w? o (w? o w') viene representado por

(93 06%0 91,@2291 * F2(@§101 * Fl(w}n)))

o1

que es precisamente el mismo morfismo que representaba a (w3 o w?) o

wl.

(2). Sean (0%, w?), (0, w") y (p? v?) pares que representen respec-
tivamente a w?,w! y v2. Denotaremos

92Ug022 EU(Xz) — EU(X3)
oy P(o2) Up?(02)

Esta aplicacién claramente conserva el orden. El elemento w?+v? viene
representado por

2.2 52 ) 2 2
(9 Ue7, (I>02U4p202,0202 * We, + ®92U4p202,4p202 * ,UO'Q)
por lo tanto (w? 4 v?) o w! viene representado por

((92 U 902) © ‘917 (®%€2U@2)0101,620101 * wglal—i_

(I)%Wu@?)elal,gp?elal * 63101> * Fl (@}71)) =
(P U)o, ¢%92U¢2)9101,92910'1 * Wy, * I (W, )+

2 —2 1/—1
q)(02U<p2)910'1,<p29101 * 'Uglo.l x [ (’on_l)).

Por otro lado, w? o w!

: 2,01 2 1(1
viene representado por (6% 0 0%, wp, , * " (w,,))
y v* ow' por (p* o 0", 75, * F'(w,,)) por lo tanto w? o w' + v o w'
viene representado por

2,1 201 52 2 11
(070" U 70 s Plo20104201)0, 02010, * Woig, * F (W, )+
2 ) 11
(I)(9291U30201)01,g020101 * 09101 * I (w01>>‘

que es precisamente el par que representaba a (w2 + vz) ow! ya que
para todo oy,

(020" U 020" (o) = 620%0, U p*0' 0y = (62 U p?)(0'0y).
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(3). Sean (0%, w?), (', w"), (¢!, ") pares que representen respecti-
vamente a w?w! y vl.
El elemento w' + v! vendrd representado por

1 1 1 —1 1 —1
(0 U % 7(1)(01U<p1)01,9101 * wol + (I)(€1U<p1)01730101 * Ucr1)

por lo tanto w? o (w' + v!) viene representado por el par

2 il A1y 2 1/l 1
(9 © (9 U (p )7w(91Ug01)0'1 * F (¢(91U4p1)0'1,910'1 * wo’1+
1 1
¢(91U4p1)0'1,g010'1 * Udl))'
Por otro lado, el elemento w?ow' viene representado por (6206, @y, *
F(w@},)) y w*ou® por (020", @, * F'(T,)) por lo tanto, w? o w' 4

w? o v! viene representado por

2 ol 2 o1 2 o 11
(07080 V0" 00", Qipropripzop)oy 020101 * Waig, * I (W, )+

2 —2 1/=1
(I)(02061U920301)01,9230101 * Wiy * P ('Uol))

Pero este par €s el mismo que representaba a w? o (wl + ’Ul) Ya que
92091U920¢1:920(91Ug01)y

2 —2 _ =2 1 1
¢(92091U€204p1)01,929101 * 'UJ910_1 - w(GIUgol)crl * F (®(€1Ug01)0'1,910'1)

tal y como se ve en la Proposicién 6.12.

La identidad del anillo (Idg.pmod) €s precisamente el elemento rep-
resentado por el par (idzy(x),id(sy). Claramente los bimédulos del tipo
Q(F) son unitarios. 0

Hasta ahora hemos definido Q2(—) para objetos. Vamos a definirlo
para morfismos (es decir para transformaciones naturales entre fun-
tores) y probaremos que con estas condiciones {2(—) se convierte en un
funtor.

DEFINICION 6.16. Sean I, G : R-DMod — R’-DMod dos funtores
que conserven limites directos y sea o : ' — G una transformacion
natural. Entonces definiremos Q(«) : Q(F) — (G) del siguiente
modo: Dado un w € Q(F') representado por el par (6,w), definiremos
(w)(a) el elemento de (G) representado por (6, W, * oy ).

EJERCICIO 6.3. Demostrar que el valor de (w)§2(a) dado en la
Definicién 6.16 no depende de la eleccién del par (6, W) que represente
aw.

Solucion:
Supongamos que los pares (6,w) y (p,U) representan a w y sea o €
Zu(X). Entonces como W, y U,, existird un soporte unitario p’ €
Zu(X') tal que @’p,g(a) x W, = @’p,so(a) * U, pero entonces

(I)/p,@(o) * Wy * o)y = ) * Uy % o)

/
p'e(o)

por lo tanto W, * ey representa el mismo elemento que U, * ayey.
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EJERCICIO 6.4. Sean F,G : R-DMod — R/’-DMod dos funtores que
conserven limites directos y sea a : F' — G una transformacion natural.
Entonces Q(a) : Q(F) — Q(G) es un homomorfismo de bimédulos.

Solucion:
Sean w,v € Q(F) y (0,w), (p,T) pares que representen a w y a v
respectivamente. Entonces

(9 U o, /(€U<p)a,00 *Wo + (I)I(GU@)U,QDU * EU)

representa a w + v, por lo tanto (w + v)€2(a) viene representado por
(‘9 U 2 ( /(6U<p)a,00 * Wo + q)/Qng)U po * EU) * a<<0>>> =

(9 U, (I)I(GU@)U,GU * Wo * o) + (I)(GUSO)U po ¥ Vg * Oé«g»)

que es precisamente el par que representa a (w)Q(a) + (v)Q(«).

Sean w € Q(F), g € Q(Idg.pmod) representados por (0,w) y (7, )
respectivamente. Tenemos que probar que (w o g)Q2(a) = (w)Q(«) o

El elemento w o g viene representado por (6 o 7y, W, * F( )) En—
tonces (w o g)§2(«) viene representado por (6 oy, w., * (g, ())-
Utilizando la naturalidad de a deducimos la conmutatividad del sagu—
iente diagrama

ga
)

F({(vo)) 22=% F((o))

la«’w» lo‘«o»

G((vo)) 2L Gr(oy)

por lo tanto
(0 07, Wy * F(G,) * o) =

(0 0, Wyo * 0y * G(7,))
que es precisamente el par que representa a (w)Q(«a) o g.
Por el otro lado sean w € Q(F) y g € Q(Idr.pmoq) representados
respectivamente por (6, W), (v,7). El elemento gow viene representado

por (v ©0,Gg, *Wo) v (90 w)SAe) por (y 00, Gy, * W * a()) que es
precisamente el par que representa a g o (w)Q(«). 0

PROPOSICION 6.17. Sean F,G, H : R-DMod — R’'-DMod tres fun-
tores que conserven limites directos y sean o : F' — G y 6 : G — H
transformaciones naturales, entonces Q(a * 3) = Q(a) *Q(5), es decir,
Q se convierte en un funtor

Q: LDFUI’](R—DMOd, R/—DMOCI) — Q(IdR/_DMOd)—MOD—Q(IdR_DMOd).

Demostracion:
Sea w € (F) representado por (0,w), entonces (w)Q(a * (3) viene
representado por (0, W, * oy Byoy)- Por otro lado, (w )Q(a) viene

a) ) por (0, Wy * ey *Bioy)

representado por (6, Wy * oy, ) ( 1) x QB
)Q2(ax 3). O

que era el par que representaba a (w
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COROLARIO 6.18. Sean F,G : R-DMod — R'-DMod dos funtores
que conserven limites directos, y sea o : F' — G una equivalencia entre
dichos funtores, entonces Q(a) : Q(F) — Q(G) es un isomorfismo de
bimodulos.

Demostracion:
Sea # : G — F la transformacién inversa. Utilizando la Proposicion
anterior, para todo w € Q(F), (w)Q(«) * Q(F) = w y para todo v €
Q(G), (vV)Q2B) * Qa) = v. Por lo tanto Q(«) es un isomorfismo con
inverso (/). O

4. La Transformacién ¢ : C (F)®z — — F

En esta seccién vamos a fijar un anillo R, otro anillo con identidad
A’. Consideraremos un F' € LDFun(R-DMod, A’-DMod). Al ser A’ un
anillo con identidad, tenemos que A’-DMod = A’-Mod, pero seguire-
mos utilizando la notacién A’-DMod para evitar confusiones. También
fijaremos un generador M de la categoria R-DMod.

Denotaremos F = End(gM). El médulo M adquiere estructura de
E-médulo por la derecha unitario con la operacién m - e = (m)e. De
esta forma F'(M) adquiere también estructura de E-mddulo unitario
con la operacién m’' - e = (m')F(e) para todo m’ € F(M). Esto nos
permite hacer la siguiente definicién:

DEFINICION 6.19. Con las notaciones anteriores, definiremos C (F') =
Hompg(M, F(M)).

También denotaremos

c®m —  c(m)

EJERCICIO 6.5. Realizar las siguientes comprobaciones asociadas a
la Definicién 6.19:

1. C(F) es un (A’, R)-bimddulo unitario como A’-médulo.

2. ¢yr estd bien definido y es un A’-homomorfismo.

Solucion:

1. Esto es un resultado general para los médulos del tipo Hompg(X,Y)
cuando los médulos X e Y tienen estructura de bimodulos. Recor-
daremos tnicamente cémo se definen las operaciones. Sean ¢ €
C(F),d € A,re Ryme M, entonces (a'c)(m) := a'(c(m)) y
(cr)(m) = c(rm).

2. Consideremos la aplicacion

g: C(F)xM — F(M)

(c,m) —  c(m).
Esta aplicacion es bilineal y R-equilibrada con la operacion defini-
da en el apartado anterior, por lo tanto, utilizando la Defini-
cién 1.54 deducimos que existe un unico homomorfismo ¢y, :
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C(F)®r M — F(M) dado por (¢ ® m)syy = ¢(m). Ademés
utilizando la estructura de A’-médulo de C (F') @z M dada en la
Proposicién 1.56 deducimos que ¢y; es un A’-homomorfismo.

O

DEFINICION 6.20. Sea I un conjunto de indices. Vamos a definir
sym : C (F) QR MO - F(M(I))
como la aplicacion inducida por ¢,; en cada una de las componentes ya
que C(F) @g MDD ~ (C(F) @z M) y F(MD) ~ F(M)D) porque
ambos funtores conservan limites directos.
LEMA 6.21. Sean I e .J dos conjuntos de indices, y sea f: M) —

MY) un R-homomorfismo. Entonces el siquiente diagrama es conmu-
tativo

C(F)or MO “% c(pygr MW
J/gM(I) kM(J)
F(MD) LU B,
Demostracion:

Vamos a utilizar las siguientes notaciones. Dados ¢ € I, j € J deno-
taremos por

pi MY S M g M—MD

]_Dj:M(J)—>M @:M—)M(‘])
las proyecciones e inyecciones en cada una de las componentes. Estos
homomorfismos cumplen las condiciones del Lema 6.7.

Sean i € I, j € J, denotaremos e;; = ¢; * [ *p; : M — M. Estos
elementos estdn en £ = End(gM). Vamos a utilizar varias veces la
Proposicién 6.9.

Consideremos un elemento ¢ € C (F) y un m € M. Si probamos la
conmutatividad del diagrama para un elemento de la forma ¢ ® (m)g;
entonces lo habremos probado para todos ya que todos los demas se
pueden poner como sumas finitas de elementos de esta forma. Vamos
pues a centrarnos en probar que el diagrama conmuta para el elemento
c® (m)g;.

Por definicién de ¢y, tenemos que

(c® (m)gi)spn = (c(m))F (),
por lo tanto
(c® (m)gi)spn * F(f) =
(c(m))F(qi = f) = Z(C(m)>F(Qi « f D) x F(q;) =

> (e(m))F(ey) * F(q;) =) _(c(mey))F(G;) =

jed jed
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> (el(m)g; = £+ B;)) = () _c® (m)g* f*D; % q,)snw) =
Jjed jeJ
(c® D (m)g; = f Py *Ty)spen = (¢ ® (m)gi * sy =
jeJ

(c® (m)g)(C(F)® f)* Spren-
O

PROPOSICION 6.22. Sea g N un R-mddulo por la izquierda de R-DMod,

H(N) = Hompg(gM,g N) y sea ny : MEN) — N el epimorfis-
mo canonico dado en la Definicion 5.53. Entonces existe un unico A’-
homomorfismo que denotaremos sy : C(F) ®r N — F(N) que hace
conmutativo el siguiente diagrama

C (F) @ MEWN) SEEN 0 py o N

lgM(H(N)) lCN
FMHEO) EACIN )

Demostracion:
Empezaremos probando la unicidad y posteriormente probaremos la
existencia.

Supongamos que existe dos morfismos hy, hy : C(F)®r N — F(N)
tales que

C(F)@nN*hlng(H(N))*F(nN):C(F)®nN*h2.

Entonces C (F) ® ny * (hy — he) = 0 y como ny es un epimorfismo,
C (F) ® ny también lo es y deducimos que hy — hy = 0.

Para probar la existencia vamos a denotar I(N) = Homg(r M, Ker(ny))

y por oy la composicion de los morfismos

M) Ker(ny) —2— MEW)

donde j es la inclusion canodnica. Utilizando la Proposicién 5.4 en su
punto (3), sabemos que Im(py) = Ker(ny) ya que ny es un epimor-
fismo entre médulos de R-DMod y por lo tanto tiene niicleo unitario.
Esto hace que la siguiente sucesion sea una sucesion exacta en R-DMod
(y en R-MOD)

MUIN) PN rHN) N 0

Aplicando los funtores C (F') @z — y F' que conservan coimites y en
particular son exactos por la derecha, obtenemos el siguiente diagrama
de filas exactas

C(F)@MUIM) C (F)@MHN) C(F)@N —— 0

J/<M(I(N)) J/<M(H(N)) J/§N

FMUIM) Flen), F(MHEO) RACION F(N) ——0

MKer(npr)
e

C(F)®en (C(F NN
—
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La conmutatividad del cuadrado de la izquierda nos viene dada por el
Lema 6.21. La existencia del morfismo ¢y viene como consecuencia de
la exactitud de las filas ya que

C(F) @ pn * sy * F(nn) = Sy * Fon) * F(ny) =0

por lo tanto <y ) * F(ny) factoriza a través de (C(F) ® ¢n)¢ =
C(F) ® ny. El morfismo ¢y es el resultado de dicha factorizacién. 4

PROPOSICION 6.23. La asignacion ¢ : C(F) g — — F es una
transformacion natural.

Demostracion:
Sean L y N en R-DMod y h : L — N un homomorfismo. En la
demostracion de la Proposicion 5.4 se vié que el siguiente diagrama era
conmutativo
MHEEL) 1 o1

M(H(h))l lh

MHEN) . N

N

de donde podemos deducir la conmutatividad de los diagramas

C(F) @ MED) S8 cpy gL
(6.23.1) <C(F)®M(H(h))l JC(F)@h
C(FY@g MHEWN) — C(F)®zr N

C(enn

F(MEHWD)) Flw), F(L)
(6.23.2) F<M<H<h>>>l F(h)

F(MEMN)Y — F(N)
F(nr)

La construccion de ¢y v ¢z, nos da la conmutatividad de los diagramas

C(F)®@nn
—_—

C(F) @z MHEND) C(F)®r N

(6.23.3) gM(H(N))J/ l§N

F(MHEND) — F(N).
F(nn)

C(F) @ MH@) ZEEm,

C(F)®grL
(6.23.4) <M<H<L>>l lq

FMHED)Y  — R(L).

F(nr)
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y el Lema 6.21 nos da la conmutatividad de

C(F) @p MHL) CEeMe) C (F) @p MEN)
(6.23.5) <M<H<L>>l lgM(H(N»
F(MUHED) - F(ME),
F(MHR))

De ahi obtenemos las siguientes igualdades
C(F)®n,+«C(F)® hxgsy = por 6.23.1
C(F)® MH®™) « C(F)®ny * sy = por 6.23.3
C(F)® MM s ¢\ iy * F(n) = por 6.23.5
Sy (L)) * F(M(H(h))) * F'(ng) = por 6.23.2
Sy * F(nr) = F(h) = por 6.23.4
C(F)®mng *sp * F(h).
Por lo tanto
C(F)@n*x(C(F)®hxsy —sxF(h)) =0
y como C (F) ® n, es un epimorfismo, deducimos que
C(F)®@h*oy =g« F(h)
que es precisamente la condicion de naturalidad de <. n

PROPOSICION 6.24. La transformacion natural ¢ es una equivalen-
cia de funtores si y solo si Sy es un isomorfismo.

Demostracion:
Si ¢ es una equivalencia de funtores, trivialmente ¢;; es un isomorfismo.
Vamos a probar el reciproco. Por un lado tenemos que si ¢y es un
isomorfismo, entonces ¢;,;) es un isomorfismo para todo conjunto de
indices I ya que es un isomorfismo componente a componente.

Para ver que es un isomorfismo para todo moédulo, consideremos el
siguiente diagrama conmutativo de filas exactas

C(F)®@pNn C(F)@nN
_—

C(F)oMUIW) C(F)@MWHEWN) =0, C(F) @ N —— 0

ﬁJ/CM(I(N)) ﬁJ/CM(H(N)) SN

Fu@y Een o gy Fo gy

Como ¢y * F(ny) es un epimorfismo, entonces C (F) @ ny * sy
también lo es y por lo tanto ¢y lo es.

Supongamos que tenemos x € Ker(sy). Como C (F) ® ny es epi,
tenemos y € (C(F)®@ny)~ 1( ). Como (y)spmvy * F(nn) = 0 entonces
existe z € C(F) ® MUWM) tal que (2)C(F) ® oy = y pero de ahi
deducimosquex—()C(F)@@N*(C(F)@mv—o O

—)0

~—
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COROLARIO 6.25. Sea kN € R-DMod, n € N yc € C(F). En-
tonces
(c®n)on = (c(m))F(g)
donde g : M — N es cualquier homomorfismo con n € Im(g) y m €
g~ (n).

Demostracion:
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

C(F)®p M M F(M)

C(F)@gl lF(g)
C(F)®r N —~- F(N).
Utilizando la conmutatividad de este diagrama deducimos que
(c@n)y = (c@m)(C(F)@gx*o) =
(c®@m)eu * F(g) = (c(m))F(g).
([l

NOTA 6.26. En esta seccion hemos hecho la construccion de C (F')
y de la transformacion natural s : C(F)®g — — F. Esta construccion
esta basada en la eleccion de un generador de la categoria R-DMod,
sin embargo la notacion no hace referencia a dicho generador. Lo que
haremos para hacer la distincion del generador utilizado es decir ”Sea
C(F) el bimddulo construido a partir del generador ... ys: C(F) Qg
— — F' la transformacion natural asociada.”

En realidad la construccion estd muy relacionada cuando utilizamos
diferentes generadores.

PROPOSICION 6.27. Sean rM y prM' dos generadores de la cate-
goria R-DMod, sean C (F) y C' (F) los bimddulos asociados a cada uno
de estos generadores y sean s : C(F)®@p— — F y¢' : C' (F)®@gr— — F
las transformaciones naturales asociadas. Entonces existe un isomor-
fismo de bimaodulos

a:C(F)— C(F)
tal que para todo RN € R-DMod, (o ® N) * <y = sy, o dicho de otro
modo, el siguiente diagrama de funtores y transformaciones naturales

es conmutativo
C(F)®g— - S F

o | [

C(F)®p— — F

<

Demostracion:
Sea H(M') = Homg(M, M") y consideremos el epimorfismo candnico

nag : M)y
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Sea c € C(F), m' € M'. Vamos a definir

ale)(m)y =Y (c(ma))F(h)

heH(M')

donde (mp)her vy € MHEMM)) es tal que ((mn)herun)me = m/, es de-
Cir, Y hepmun(mn)h = m'. Tenemos que hacer varias comprobaciones
con respecto a «, una de las primeras cosas es ver que la definiciéon no
depende de la eleccién de (mp)pemmry. Antes de ver ésto vamos a ver
un poco mas en detalle cémo es F/(AFH M),
Denotemos con

pp s MEM) o Ar g s M — MHEOD)

las proyecciones e inyecciones canodnicas.

Sea z € F(MWM)))  Utilizando la Proposicién 6.9 podemos de-
ducir que el conjunto {h € H(M') : (2)F(pn) # 0} es finito y que
2= henury(2)F (pr) * F(gn). Tendremos que hacer uso de esta igual-
dad un poco mas adelante.

Para probar que la definicién de a(c)(m’) es independiente de la
eleccién de (mp)hem(mry siempre que se cumpla que ((mp)nem(vry) v =
m/ basta probar que si (mp)remvry € Ker(nar) entonces

S (clm)E(R) = 0.
heH (M)

Cémo Ker(nys/) es unitario, tal y como vimos en la demostracién
de la Proposicion 5.4 sabemos que existe un homomorfismo g : M —
MHEM) ta] que

(mn)nemoury € Im(g) € Ker(na).

Tomemos un m € M tal que (m)g = (mp)henr). Es decir, my, =
(m)g * pp, pero g * p € E por lo tanto

c(mn) = c((M)g = pr) = (c(M))F (g * pn) Vh € H(M').

Entonces, usando el hecho de que h = ¢, * ny tenemos que

Y (elm)E(h) = (c(m)F(g*pn*h) =

heH(M') heH(M’)
> () F(gsprrquena) = (> () F(g))F(prrqn)) F () =
heH(M') heH(M’)

(c(m)) F(g) * F(nar) = (c(m))F (g * nar) = 0
=0
tal y como queriamos probar.
Vamos ahora a ver que a(c) con la definiciéon anterior estd en
C' (F). Para ello consideremos m' € M’y € € Endg(M’). Tomemos
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(mn)nemr) tal que 32, c iy (ma)h = m/, entonces usando la conmu-
tatividad del diagrama

MHMY) Dy

M(H(E,))l le’

MHMY)

que se ve en la Proposicion 5.4, deducimos que

ale)(m'e)y= > ¢ > | F(h) =

heH(M') {h€H(M'):hxe'=h}

> (c(mp))F(h*e) =

heH(M’) {h€ H(M'):h*e’=h}

Y (ctm)F(h) | F(e') = (a(e)(m) F(e).

heH(M')
Para probar que « es un homomorfismo de bimédulos, tomem-
osunc € C(F), d € A, r € R, (mn)henury € MEM) v m! =
ZheH(M’)(mh)h-

(aler))(m') = Y ((er)(mp) F(h) =

> (elrma))F(h) = (a(c)(rm')
ya que »_, (rmp)h = >, r(my)h = rm’. Por otro lado

a(d'e)(m') = _((a'e)(mp)F(h) =Y (a(c(mn)))F(h) =

h h

' (Y _(c(mn)F(h) = d'(a(c)(m')) = (d'a(c))(m).
h
Para probar que « es un isomorfismo, la forma mas facil es construir
su inverso. Consideremos H'(M) = Hompg(M', M) y el epimorfismo
canonico
IE MHEOD) g

A partir de él construiremos  : C'(F) — C(F) simétricamente a
la construccion de «. Vamos a ver que (3 es el inverso de a. Sea
deC(F),meM, (myrea) tal que m’ = >, (my)h. Para cada
my, # 0 tomemos (M, )wer () tal que Y., (mj,)h' = my, para todo
h. Si mj, = 0 definiremos mj,;,, = 0 para todo h’. Entonces

(o B)())(m') =D (B()(mn)) F(h) =

h
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Sl V() F(h) = 3 ¢ () F (3 1) =

hih! h,h! cE

O (mpy )= ) = (m).
h,h!

Simétricamente se prueba que o a = ide(r)

Notemos que hemos probado que para todo ¢ € C(F), m' € M’,
m € M f: M — M con (m)f = m, se tiene que a(c)(m') =
(c(m))F(f) ya m" = (m)f = ((m)gs)nr. Utilizando ésto podemos
probar que (o ® N) * ¢y = ¢y del siguiente modo:

Sea c € C(F),n e Nyg: M — N tal que n € Im(g). Sea
m € M tal que (m)g = n. Utilizando el Corolario 6.25 sabemos que
(c®@n)sy = (¢(m))F(g). Por otro lado consideremos f : M' — M tal
que (m’)f = m para algin m’ € M’ entonces

(a(c) @n)sy = (ale)(m) F(f * g) =
(c((m)f))F(g) = (c(m))F(g) = (c @n)sy.

Como ésto es cierto para todo ¢ € C (F) y todo n € N deducimos que
(@ ® N) %<y = sn.
Hasta ahora habiamos definido C para un funtor fijo F' € LDFun(R- DMod A’-DMod).
Vamos a ver ahora como se puede definir para transformaciones natu-
rales de forma que podamos conseguir un funtor

C : LDFun(R-DMod, A'-DMod) — A’-MOD-R.

DEFINICION 6.28. Sean F, F’ € LDFun(R-DMod, A’-Mod) y sea « :
F — F’ una transformacién natural. Definiremos
C(a): C(F) — C(F)

c = apoc

EJERCICIO 6.6. Sean F, F’ € LDFun(R-DMod, A’-DMod) y sea « :
F' — F’ una transformacién natural. Demostrar que con el valor de
C («v) dado en la Definicién 6.28, C («) estd bien definido y es un ho-
momorfismo de bimédulos.

Solucion:
Por la naturalidad de o sabemos que para todo e € End(zgM), F(e) *
ay = apxF'(e), por lo tanto ayy es también un E-homomorfismo. Es-
to prueba que si ¢ € Hompg (M, F(M)) entonces aproc € Hompg(M, F'(M)).
Para ver que es un homomorfismo de bimédulos consideremos ele-
mentos o’ € A, ce C(F),re RymeM

(C (@) (er))(m) = an(er(m)) = an(c(rm)) =
C(a) (e)(rm) = ((C(a)(¢))r)(m).
(C(a) (ac))(m) = an(ac(m)) = aan(c(m)) = (a(C (a) (¢)))(m).

Las comprobaciones relativas a la linealidad son consecuencia de la
aditividad de los funtores. 0
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EJERCICIO 6.7. Sean F,G, H € LDFun(R-DMod, A’-DMod) y sean
a: F — Gy p: G — H transformaciones naturales. Entonces
C(ax*fB) =C(a)*C(B). Ademés C (idr) = ide(p).

En otras palabras,

C : LDFun(R-DMod, A-DMod) — A’-MOD-R

es un funtor.
Concluir a partir de ésto que si a : F' — G es una equivalencia de
funtores, entonces C («) es un isomorfismo.

Solucion:
Sea ¢ € C (F) entonces

Claxp)(c)=(a*f)uoc=Pyocayoc=
Au o (C(a) () = (C(F) o C(a))(c) = (C(a) xC(B))(c).

Si aplicamos C a la transformacién natural identidad idg : FF — F
nos da la identidad ya que C(idr)(c) = idpas) o ¢ = ¢ para todo

PROPOSICION 6.29. Sean F, F’ € LDFun(R-DMod, A’-DMod) y sea
a: F — F' una transformacion natural.

Entonces para todo gRN en R-DMod, el siguiente diagrama es con-
mutativo

C(F)or N 2% c(FY@r N

o [

F(N) ——  FI(N)

an
donde s : C(F)®r— — F y<y : C(F') @ — — F' son las transfor-
maciones naturales asociadas.

Demostracion:
Empecemos comprobando la conmutatividad del diagrama para el gen-
erador M. Sea ¢ € C(F), m € M, entonces
(c®@m)(C(a) ® N)*cy = (o 0 ¢)(m) = anr(c(m)) =

Qpr © §M(C X m)) = (C X m)gM * Qg
En el caso general, tomemos c € C(F), n € N, g: M — N tal que
n € Im(g) y m € M tal que (m)g = n. Utilizando el Corolario 6.25
tenemos que

(c®@n)(sy *xay) = (¢(m))F(g) * ay = Por la naturalidad de «

(e(m))an * G(g) = ((apr 0 ¢)(m))G(g) = (ap 0 c @ n)sy =
(c®n)(C(a) ® N) *
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PROPOSICION 6.30. Sean F,F € LDFun(R-DMod, A’-DMod), «
F — F" una equivalencia de funtores. Entonces si F' es tal que < :
C(F)®p — — F es una equivalencia', G cumple la misma propiedad.

Demostracion:
Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

C(F)or M 2 Cc(FYor M

(NIJ/ J/§§\/I

F(M) ——  F'(M)

an

Como ¢y, apr y C () ® M son isomorfismos, entonces ¢, es un iso-
morfismo. O

5. Funtores Extensibles y Funtores Producto Tensorial

En esta seccion R seré un anillo, X un conjunto, 7 : X — R una
aplicacién tal que 7(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de
R, A" un anillo con identidad y F' : R-DMod — A’-Mod un funtor que
conserva limites directos.

Denotaremos por G = [, ez (x) (0)-

DEFINICION 6.31. Sea a = (ag)sezy(x) € lim  F({o) y w €
O'EEU(X)
Q(Idr.pmod) representado por (6, w). Entonces definiremos

& 0w = (000 F(@)Joezuvy € lim F((T))
TEEY(X)

EJERCICIO 6.8. Realizar las siguientes comprobaciones relativas a
la Definicién 6.31:

1. La definicién de o o w no depende de la eleccién de (6, w).
2. aowe lim  F({7)).
TEEY (X)

Solucion:

1. Supongamos que (0, W) y (¢, ) representan a w. Entonces dado
un o € Zy(X) existe un p € Zy(X) que contiene a §(0) y a ¢(o)
y tal que @,,) * V5 = @pg(5) * W,. Por lo tanto

(a9(0)) F'(Wo) = () F'(Ppo(o))) F' (W) =
() F(Ppp(o) * Vo) = ((p) F(Ppp(o)) F(V5) =
(aw(o))F(UU)'

'En en Teorema 6.44 veremos que esta condicién es equivalente a que F sea
extensible
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2. Sean o C 7 dos soportes unitarios.
(00 w),)F(10) = (ctp)) E(T, 5 Br) =

(o) F(Poryo(o) * We) = (o)) F (W0,).
(|

LEMA 6.32. lim F({o)) tiene estructura de (A’, 2(Idg.pmod))-

aeE:(X)
bimodulo unitario con la operacion dada en la Definicion 6.31.

Demostracion:
La estructura de A’-mddulo unitario es la usual que se deduce del hecho

de que F({o))) € A’-Mod.
Sean a, # € lim  F({(0))) y sean w,v € Q(Idp.pmod) representa-
O'EEU(X)
dos por (0, ) y (¢,v). Sea también o’ € A'.

(d'a) ow = ((d'a)oo * F'(Ws))oezy(x) =
((d'ago) * F(Ws))s €Ey(X) = a' (o) * F(wa))aeau(X) =
a'(aow).

(a+ ) ow = ((a+ B)ooF (Ws))oezy(x) =
(a0 + B5)F(Wo))sezy(x) =
((ao) F(Ws) + (B6) F(Wo))oezy (x) =
((a0) F(Ws))oezy (x) + ((Bo) F(Ws))oezy(x) =
aow+ fFow.

ao(w+v)=
((0up)o ) F(P(0ug)o00 * Wo + F(P(gup)opo * Us))aezy (x) =
((oug)e ) F (P oup)a00 ) ' (Wo ) +(oug)o ) F (Poup)ope ) ¥ F (Ts) Jsezy (x) =
(o) F(Wy) + (o) F(Ts))oezy(x) = @ 0w+ aow.

Qo (w © U) = ((achU)F(wsM * EU))UEEu(X)

(@00) F(y0) * F(,) ez ) = (@0 w) 0.

oo 1Q(IdR-DMod) = ((aU)F(id<(U>>>>JEEU(X) -

((a0)idp(goy))oezu(x) = (Q0)oezy(x) = a-
|

Denotaremos ¢, : ((¢) — Gy p, : G — (o)) a las inyecciones y
proyecciones canonicas en la componente o-ésima.
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LEMA 6.33. Sea C(F) el bimédulo construido a partir del gener-
ador G y sea c € C(F) yg € G. Sea f: (o) — G un homomorfismo
tal que ((@),)f = g, entonces

c(g) = c(((9))40) F' (po + f)-

Demostracion:
Denotemos e, = p, * f € End(gG). Entonces por definiciéon de C (F')
tenemos que

c(((2),)40) F(po * [) = c(((9),)45) F(es) =
(((2)5)40 * €5) = c(((D)4)4o * o * ) = c(9)-

O

PROPOSICION 6.34. Sea C(F) el bimddulo construido a partir del
generador G y ¢ : C(F)®g— — F la transformacidon natural asociada.
Entonces son equivalentes

1. ¢ es una equivalencia de funtores.
2. ¢g es un isomorfismo.
3. Soy €s un isomorfismo para todo o € Zy(X).

Demostracion:
La demostracion de (2 = 1) ya la hemos visto y la de (1 = 3) es trivial.
Nos queda por ver (3 = 2).

Como F'y C (F)®g— conservan coproductos tenemos isomorfismos

canénicos F'(G) = [[ ez, x) F((0) y C(F)®rG = [ [, ez x) C (F)®r
(o). Con estas identificaciones vamos a ver que

G = H So) -
O'EEu(X)

Sea c € C'y g € G. El elemento ¢ ® ¢ se identifica con

(c® (@po)oczox) € [ CTHF)@ (o)

O'EEU(X)

Si aplicamos [ ] ¢,y obtenemos

((c® (9)Po)soy)oczu) € T F({o)).

O'EEU(X)

Utilizando el Corolario 6.25 deducimos que (¢®(9)ps )0y = (¢(9))F(ps),
por lo tanto

(c® (9)Po)sioy)oezux) € [ F{o) =

OEEY (X)

((c(9))F(ps))oezu(x)
pero éste es precisamente el elemento que identificamos con ¢(g) =
(¢ ® g)se en la identificacion F(G) = [[, ez x) F'({o))- O
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PROPOSICION 6.35. Sea ¢ € Z¢(X) y o € Zy(X). Denotemos
Ac(o) ={h: (o) = G:VT € a NI, ((x),)h = 0}.
Si el soporte es del tipo UZ;éXk No utilizaremos la notacion abreviada
£0(0) = By 1ying(0) = {1 : (o) = G : VT € 0 N X", ({2),)h = O},

Entonces

1. Si ¢ C & son dos soportes de torsion, Ag(o) C Ac(0).

2. Para todo a € (o)) existe un n € N tal que (a)h = 0 para todo
h e A, (o).

3. Para todo 5 € F({o))) existe unn € N tal que (3)F(h) = 0 para
todo h € A, (o).

4. Para todo 8 € F({(o))) existe un soporte de torsion z(c) C o
tal que para todo h € Ay, (B)F(h) = 0 y ademds Og(0) estd
contenido en cualquier soporte de torsion & C o que cumpla que

vh € Ae(o), (3)F(h) = 0.

Demostracion:

(1). Sea h € A¢(co). Tenemos que probar que h € A¢(o), o lo que
es lo mismo, que para todo = € 9( N o, ((z),)h = 0.
Utilizando el soporte de torsién & sabemos que

@)y = > (2)))Po w0 * Tyos

yeINo

y por lo tanto

(@ h =3 (@),) oo * Lo * b

geIENo

Vamos a probar que este elemento es 0 viendo que son 0 todos y cada
uno de estos sumandos.

Para empezar, si T & (y)o, entonces ((2),)®,,,)» = 0, por lo tanto
podemos eliminar todos los sumandos que no cumplan que T € (y)o.

Como T € 9¢, ( C &y y € 0¢, la tnica posibilidad para que T € (y)o

es que T < 7. Podemos pues suponer que existe Z tal que 7z = 7. Por
lo tanto

((2) ) P, z0)0 * I za)oo * T = ((2) (2010 )T ca)oo ¥ B =

(1(Z) (22} o) T st # b = 7(Z)((22) ) = 7(Z)0 = 0

ya que Tz € 0§ y h € A¢(0).
(2). Para este o podremos encontrar utilizando el Lema 4.4 un
n € Ny unos elementos r(Z) € R con T € X™ N o tales que

a= ) @),

zeX"No
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Sea h € A, (o), entonces

(@h= > r@(x),)h=0.

zeX™No
(3). Consideremos € F({(o))) tal que para todo n € N existe
hy, € A, (o) con (8)F(hy,) # 0. Consideremos
p: (o) — G"
a = ((@)hy)nen-

Utilizando el apartado anterior, sabemos que Im(p) € G™ por lo que
podemos considerar ¢ como un morfismo del tipo

i (o) — GW

que es un morfismo en R-DMod. Si aplicamos el funtor F', teniendo en
cuenta que conserva limites directos obtenemos

Flg): F(o) — F(G™)~F(G)®
B = ((B)F(hn))nen
Pero entonces llegamos a una contradicciéon porque (3)F'(h,) # 0 para

todo n € N.
(4). Consideremos la familia

I(B,0) ={{ € Ex(X) : £ Co,Yh € A¢(o), (B)F(h) = 0}.
Por el apartado anterior sabemos que el soporte o N UZ;&X ke I(B,0)
para un cierto n € N.
Sean &1,---,& € I(f,0). Vamos a ver que entonces ¢ = Ni_,& €

I(B,0).

Sea h € A/(0), entonces

(/G)F(h) = Z (/G)F((I)O,(g)o * F(g)cr,cr * h)
TEI(NO

Vamos a ver que (3)F(h) = 0 viendo que cada uno de estos sumandos
es 0. Esto lo haremos probando que para todo T € 9¢ N o, existe un
Jge{l, -t} tal que @, (1) * a)o0 ¥ h € Ag (o).

Sea T € d( Mo, entonces -+ - Tyz)—1 estd en ¢ = N pero T no
estd, existira pues un j € {1,---,t} tal que T € 9¢;.

Seay € oNIE. Siy & (x)o entonces Py (), = 0, por lo tanto

(<y>a)q)g7(£)a k F(g)a,a k h = O
Si por el contrario, ¥ € (z)o, entonces como T € 9¢; e § € &;, existird
un % tal que § = Tz, pero como 7, T € 9¢;, esto implica que § = Z. Por
lo tanto
((g)a)q)a,(g)a * F(g)a,a * h = (<£>J)h =0

yaquey =71 € 0C.

En cualquiera de los dos casos tenemos que

(<y>o)®07@)0 * F@)UJ * h = 0
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para todo 7 € o N 9¢;, por lo tanto @ (p)6 * ['w)o0 ¥ h € Ag;(0) con lo
que deducimos que

(ﬁ)F(éU,(z)U * F(g)o,o * h) =0 VE € 8C No.

Una vez probado que toda interseccion finita de soportes de (3, o)
estd en I([3,0), definamos

05(0) = Neer(s.0)§-

Como o NUZ; X* € I(B,0) deducimos que

Opo)= () €= [) ¢
)

¢el(Bo) gel(Bo
ECURZoX*
pero como UZ;éXkﬂa es un conjunto finito, podemos encontrar &y, - -+ , &, €

I(3,0) tales que
Os(o) =& N---N& € I(B,0).

O

DEFINICION 6.36. Sea C (F)) el bimddulo construido a partir de
G y sea ¢ € C(F). Entonces para todo o € Zy(X) denotaremos

o = (e(((9)4)4:)) F(ps) € F({a))-

PROPOSICION 6.37. Sea C (F) el bimddulo construido a partir de
G. Entonces

1. Para todo ¢ € C(F), €(c) = (¢s)oezy(x) € lim  F({0)).
O’EE(_I(X)
2. La aplicacion e : C(F) — lim  F({0))) es un monomorfismo
O'EEU(X)
de A'-maddulos.

3. Para todo ¢ € C(F) y todo w € Q(Idgr.pmod), ST w viene rep-
resentado por (0,wW) y se cumple que existe un r € R tal que
((D),) W, = 1(D), para todo o € Zy(X), entonces €(c) ow =
e(er).

4. Para todo c € C(F) y todo T € %(X), €(c) oV (T) = e(en(T)).

5. Para todo a € lim  F({0))) se cumple que o € Im(e) si y solo

O'EEu(X)
si para todo o € Zy(X) y todo h : (o)) — G tal que ((&),)h =0
entonces (a,)F'(h) = 0.
6. Para todo a« € lim F({0))) el conjunto
O’EE(_I(X)

{={zel(X):aor’(z) ¢ Im(e)}

es un soporte de torsion.
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Demostracion:
(1). Sea ¢ C 7 dos soportes unitarios. Si ¢ = & entonces ®,, = 0y
(¢;)F(®r5) =0 =c,. Si o # &, entonces

() F(Pro) = (c((D),6:)) F(pr x Prp) =
(c((D),47)F (pr % Pro * ¢ * o) =
=idgoy
(c((D),q:)F(pr % Prp % ¢5) * F(po) =

S

(c({D) 167 * pr ¥ Pro % 45)) F(po) =
(c({D),; Pro * o)) F(ps) = (c({D) 540)) F(P5) = Co-
(2). Sean ¢,d € C(F), a', bV € A,y 0 € Zy(X

), entonces
(d'c+Vd)y = ((a'c+Vd)((2),45)) F(po) =
(@'c({2),40) + V'd((D),45)) F(po) =
a'(c((2),40)) F (ps) + V(d((2),40)) F'(ps) = d'co +Veo

por lo tanto e€(a’c + b'd) = d’e(c) + b'e(d).

Sea ¢ € C(F) tal que €(c) =0y sea g € G, Sea h : (o)) — G tal
que ((@),)h = g para algin o € Zy(X). Entonces usando el Lema 6.33
deducimos que

(e(c) ow)y = (o) F'(Ws) = (c((D)g,900)) F (Poo * Ws) =
(c((D) 45 480)) F (Poo * Wor * gor * Pg) =
=idoy
(C(<®>00q60))F(p60 * Wo * QJ) * F(po) =
(c({D) 000 * Poo * Wo * o)) F(Ps) = (c({D) o W5 * ¢5)) F(py) =

(e(r(9)45))F (o) = ((cr)((D) ;40)) F (Do) = (1)

Por lo tanto €(c) o w = €(cr).
(4). Lo tinico que tenemos que comprobar es que 7" (T) esta en las
condiciones del apartado anterior, para ello sea o € Zy(X),

(
. (5). (=). Sea h: (o) — G tal que ((@),)h =0y sea c € C(F).
ntonces

c((D) 40 * po * h) = ¢(
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(«<). Seaa € lim F({0o)) tal que para todo o € Zy(X) y todo
o€Ey(X)
h: (o) — G tal que ((@)_)h = 0 se cumple que (o, )F (h) = 0.

Para definir un ¢ € C(F) tal que €(c) = «, tenemos que definir
¢(g) para todo g € G. Supongamos que tenemos h : (o)) — G tal que
((@),)h = g, entonces c(g) tendria que venir definido como (c,)F'(h).
Como queremos que ¢, sea igual a «,, la tinica posibilidad que nos
queda es que definamos

c(g) = (ax)F(h).
El tinico problema con esta definicién, es probar que realmente es

independiente de la eleccién de h. Para ello supongamos que tenemos
dos posibles homomorfismos

hi (oi) — G
(D), — g
para ¢ = 1, 2. Consideremos 7 = ¢; Uos. El homomorfismo ®.,, * hy —

., * hy lleva el elemento (&) a 0, por que utilizando la hipdtesis
deducimos que

T

0= (a,)F(Pry, x hy — Dy, x ho) =
() F(Proy * h1) — () F(Pro, * ha) = (a0 ) F'(h1) — (0, ) F'(D2)
lo que prueba la independencia de esta eleccion de h.
Vamos a probar que con esta definiciéon ¢ € C(F). Para ello

supongamos que e € E, g € G. Si tenemos un h : (o)) — G tal
que ((@),)h = g, entonces ((&),)h * e = (g)e, por lo tanto

c((g9)e) = (ag)F(hxe) = ((as)F(h))F(e) = (c(g))F(e).
La linealidad se prueba de una forma similar.
Para ver que a, = ¢,, tenemos que

o = (c((9),40)) F (Ps) = (a0) F(¢o * ps) = s

(6). Empecemos viendo que es un soporte y posteriormente veremos
que es un soporte de torsién. Sea T € £ y seay < T tal que § ¢ &.
Como 7 < T tomemos Z tal que 7z = 7.

Como «a o w¥(g) € Im(e), podemos tomar ¢ € C(F) tal que a o
¥ (y) = €(c), pero entonces

aorm’(T) =aon’(g)on'(z) =
e(c) oV (Z) = e(em(Z)) € Tm(e).

Para ver que es un soporte de torsion, lo que vamos a hacer es
comprobar que estd contenido en un soporte de torsién. Para ello con-
sideremos la aplicacién g : Zy(X) — E1(X) dada por O3(c) = b3, (0)
tal y como se define en la Proposicion 6.35. Utilizando las notaciones
que teniamos en la demostracion de dicha proposicion, tenemos que
0s5(c) C o para todo o € Zy(X) y que g(0) € I(B,,0). Vamos a
comprobar también que para todo o C 7 se tiene que 0g(0) C 5(7).
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Para ver esta inclusién basta ver que 03(7) N o € I(B,,0). Sea
h € Ay, (r)no(0). Consideremos el homomorfismo @, * h : (7)) — G.
Para todo T € 7 N 063(7) tenemos que

<@xmm*h:{0 “fga}:o

(@)h sizeo

Por lo tanto ®,5%h € Ag, ) (7) con lo que tenemos que 0 = (3;) F(®rq*
h) = (Bs)F'(h).

Aplicando el Lema 2.33 deducimos que existe un soporte de torsion
¢ tal que para todo T € 3(X) \ ¢, se tiene que 03(Vzo) C (T)).

Sea T € £\ (, entonces por definicién aor”(Z) & Im(e), es decir, que
existe un h : (o)) — G tal que ((@),)h =0y (o 7Y(Z)),)F (h) # 0.

Como (a o7V (T))s = (avLe)F(77(T),) entonces (ay.,)F (77 (T), *
h) # 0, pero 77 (T), * h € Ag,(v,0)(Vz0o) lo cual es una contradiccién.

La razén por la que 7(T), * h € Ag,(v,0)(Vz0) es porque 77 (T), *
h € Ayz(Vzo) ya que X @ NVzo = {7}y (<£>V50)ﬂ-v(f)a x h =
((&),)h = 0. Por lo tanto usando el hecho de que 05(Vzo) C (7)) =
szgX k' Vzo entonces deducimos que Ar@)(Vzo) C Agyv,0)(Vz0)
tal y como vimos en la Proposiciéon 6.35.

Lo que hemos probado pues es que £ \ ( = @ o lo que es lo mismo,
que £ C (. Pero como ( es un soporte de torsiéon, deducimos que £ es
un soporte de torsion. O

LEMA 6.38. Sea C(F) el bimdédulo construido a partir de G y sea
¢:C(F)®gr— — F la transformacion natural asociada. Entonces se
cumplé? (4 =3=2=1) con

1. Para todo 0 € ZEy(X), Soy €s un monomorfismo.

2. Para todo 0 € Ey(X), todo T € o y todo ¢ € C(F), si (¢ ®

<£>@)U)§«@)U» = 0 entonces ¢ ® <£>@)U =0.

3. Para todo 0 € Zy(X) y todo ¢ € C(F), si (c® (D),)sqey = 0,

entonces ¢ ® (@), = 0.
4. Para toda sucesion (x,)nen € XV y todo c € C(F) se cumple que
81 C(z,men) = 0 entonces existe unng € N tal que cm(z1 - - xp,) =

Demostracion:
(2=1). Seao € =y(X) y sea o € C(F) ®p ((0)). Para este elemento
a podemos encontrar un n € Ny elementos ¢(Z) € C (F') de forma que

o= Z c(T) ® (x),-

Supongamos que a € Ker(gy). Utilizando que < es una transforma-
cién natural, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo para

?De hecho son todas las condiciones equivalentes y ciertas, en la Proposi-
cién 6.42 probaremos la condicién (4) de este lema para deducir la condicién (1)
que es la que nos interesa.
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todoze X"No
CF)@r o) 2  F((o))
C(F)®<I’a,<z>al lF(q’a,@)a)
C(F)@r ((2)0) —— F({(2)o))

S((@)o)
Aplicando la conmutatividad de este diagrama para nuestro elemento
« obtenemos que

0 = ()s(oy * F(Ps,(2)0) = ()C(F) @ Po(a)o * Sa)o =

(e(T) @ () (2)0)S(@)o
y aplicando (2) deducimos que ¢(T) ® ( )(z)o = 0 por lo tanto
a= Z c(T) ® @)J =0.

zeX"No

(3 =12). Seao € Zy(X), c € C(F) yT € o tal que (¢ ®
(z) (g)o)qg)g = 0, entonces

0= (c®(Z)g,a,,)5@)0 * F(WV(E)A£0> =

(C ® < >V Aza)(c (F) ® ( )Axa) * GAEO' = (C ® <®>A£U)§A£U.
Utilizando (3) deducimos que ¢ ® (&), , = 0, por lo tanto

(€ @ (2) (o) (C(F) @ 7 (T) 5,,) =0
pero esto implica que ¢ ® (z),, = 0 porque C(F) @ 77(T),_, es un
isomorfismo por serlo 7V () Ago “tal y como se vi6 en la Proposicién 4.14.

(4= 3). Sea 0 € Zy(X), sea c € C(F) tal que (c® (D), )y = 0
y sea (Z,)nen € Seq(o).

C(anmeN) = (€ ® (D) (4, meny) ) S(anmen) =
(c® (D), )(C(F) ® P (2n:neN)) * S(anmeN) =
(c®(9D),)(s(oy) * F(Po(znmeny) = (0)F(Py (2p:neny) = 0

por lo tanto, aplicando (4) deducimos que existe un ng € N tal que
cr(xy -+ p,) = 0. Definamos

¢={T€o:en(z)#0).

Tal y como acabamos de ver, este soporte es de torsiéon y como esta
contenido en un unitario, podemos encontrar un n € N tal que £ C
UpZi X*, por lo tanto

c®(9), = . Z cn(T) ® (x), = 0.
[l

LEMA 6.39. Seao € Zy(X), B € F({o)) y7 C o tal que () F(Py,) =

0. Entonces existe p Cg o tal que 7 C p y (8)F(Py,) = 0.
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Demostracion:
Utilizando la Proposicion 4.23 sabemos que

Ker(®,.) ~ [] ((z)o)

TEITNO

ademas tenemos la siguiente sucesion exacta
0— [ (@o) = (o) — () —0
TEITNO
por lo tanto, aplicando el funtor F' tenemos la sucesion exacta

[ F@a)) — F({oh) — F(r)) —o.

TEITNO

Utilizando la Proposicién 6.9 y la sucesion anterior, deducimos que
para todo (§ € Ker(®,,), el conjunto

Fﬁ = {T cornNo: (ﬁ)F(q)o,(g)U) 7§ 0}
es finito. Construyamos
§p = Uzer, (71 a@)-1))-

Este es un soporte de torsion por ser una unién finita de soportes de
torsion.
Aplicando directamente la definiciéon tenemos que Fjz C 9z N o.
Podemos pues definir
P = Uze(@esno)\ry (L)0

que utilizando la Proposicion 2.46 deducimos que p Cq 0. Ademads

(B)F(Dqp) = Z (B)F(Dgp) * F((I)p,(g)p) * F(F@)p,p) =

TEIENP
> (B)F(@op)#F(@p o) F(Twpp) = > (B)F(Poa)o)*F(Liwyp) =0
feaﬁﬁﬂp féafﬁﬂp
ya que para todo = € 9§z N p, T & Fjs. 0

COROLARIO 6.40. Sea 0 € Zy(X), 6 € F({0))) y (Tn)nen €
Seq(o) tal que (B)F (o (z.meny) = 0. Entonces existe un ng € N

tal que (B)F(®o (2, -a1)0) = 0.

Demostracion:
Utilizando el Lema 6.39 sabemos que existe un soporte unitario p Cg o
tal que (z,)nen € Seq(p). Ademas (B)F(®,,) = 0. Utilizando el
Lema 2.45 sabemos que existe un ng € N tal que (z,, - --x1)o C p, por
lo tanto

(/G)F((I)U,(:cno---m)a) = (ﬁ)F(éap) * F((Dp,(:cno---:m)a) = 0.
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LEMA 6.41. Sea f € lim F({o))) tal que para una cierta suce-
aeE:(X)
si6n (2 )nen € XV, Bznmeny = 0. Entonces existe un ng € N tal que
Bor¥(xy-- ) =0.

Demostracion:
Supongamos que ésto no es cierto, es decir, que para todo n € N,

Borm’(xy--x,) #0.

Puesto que éste es un elemento de lim F({(0))), si no es 0 es
s€Zu(X)
porque existe un soporte unitario H(n), que podemos suponer no vacio,
para todo n € N tal que

(ﬁo?Tv(ZEl .. 'ZEn))H(n) #0.

Por lo tanto
(B9, o ) (T (@1 -+ ) ) # O

Pero como 77 (z1 -+ 25)p,) es un isomorfismo al aplicar la Proposi-
cion 4.14, deducimos que

B wnim) 70 Vn €N

Sea 0 = Upen V.o, H(n). Este es un soporte unitario que contiene
a ((x,, : n € N)) por aplicacién del Corolario 2.32 y como (4, men) = 0,
utilizando el Corolario 6.40 deducimos que existe un ng € N tal que
ﬁ(xno...xl)a = (. Pero como

(Tng -+ x1)0 = vm---mnoArno---mU 2

Vxl...xno ALLO...IIVII...%H(nO) = Vxl...anH(no)
deducimos que
ﬂv,l...,noH(no) =0
lo cual es una contradiccién con la construccién que hemos hecho.

PROPOSICION 6.42. Sea C (F) el bimddulo construido a partir de G
yseas: C(F)®gr— — F la transformacion natural asociada. Entonces
S(oy €5 un monomorfismo para todo o € Zy(X).

Demostracion:
Vamos a probar esta Proposicion viendo la condicién (4) del Lema 6.38.
Para ello supongamos por reduccién al absurdo que existe un ¢ € C (F")
tal que ¢(z,men) = 0 pero cm(xy -+ -x,) # 0 para todo n € N. Usando
que € es un monomorfismo, esta condicion es equivalente a que

0#e(em(zy- - xp)) =€e(c)om’(xy -+ xp)
pero ésto no puede suceder para todo n € N por el Lema 6.41. 0

PROPOSICION 6.43. Sea C (F) el bimddulo construido a partir de G
yseas : C(F)®@r— — F la transformacion natural asociada. Entonces
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1. El homomorfismo
lm <) lm C(F)®n (o) — lm F({o))
O’EE(_I(X) O'E.Eu(X) O'E.Eu(X)

es un isomorfismo.
2. Para todo 7 € Zy(X), el siguiente diagrama es conmutativo

im <oy
lim C(F)®g (o) —2—  lim  F({o)
o€Ey(X) o€Ey(X)
C (F) @ (7) — F({r))

donde los morfismos verticales son los candnicos.

Demostracion:
El limite inverso de monomorfismos es un monomorfismo, por lo tanto
podemos asegurar que lim ¢y es un monomorfismo como apli-
c€Ey(X)
cacion de la Proposicion 6.42.
Para ver que es un epimorfismo consideremosun § € lim  F({(o)))
s€Zu(X)

{={T €X(X):for’(T) & Im(e)}
Utilizando la Proposicion 6.37 sabemos que & es un soporte de torsion.
Para cada T € 0¢ vamos a tomar ¢(Z) € C(F) tal que €(c(T)) =

Born¥(T).

Vamos a probar que

( Y @ <£>U> lm gy =0
ceZy(X)

TEXENO oE€EyY(X)

y sea

o lo que es lo mismo, que para todo o € Zy(X),

( Z o(T) @ (z),)S(oy = Bo-

TEAENT

(Y @ @ (@),)se) =

TEIENT

Y (@) ® (D) a,,)(C(F) @ 7 (2),) * o =

TEIENO

> (e@) @ (D) p,0)5 (000 * F(7*(2),) =

TEINO

S (@a) P (@),) = Y (Bn) P (@) a,, * 7)) =

TEIENT TEIENO
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Y B FTweo) = Y (B)F(®o o) ¥ F(Twos) = Fo-

TEIENO TEIENO

La segunda parte es una consecuencia inmediata de la construccién
del limite inverso de homomorfismos. 0

TEOREMA 6.44. Sea F € LDFun(R-DMod, A’-DMod) con R un
anillo y A" un anillo con identidad. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1
2

. F es un funtor extensible.

. F' es equivalente a un funtor de la forma P ®gr — para algin
(A, R)-bimddulo con A’/P = P.

. Eziste un funtor F' € LDFun(**R-DMod, A’-DMod) que extiende
al funtor F, es decir F o Ip = F, siendo Ip : R-DMod —
XR-Mod la inclusion candnica.

. Eziste un generador g M tal que la transformacion natural < :
C(F)®gr — — F construida a partir de M es una equivalencia
de funtores.

. Para todo generador gkM , la transformacion natural s : C (F)®g
— — F construida a partir de M es una equivalencia de funtores.

. Existe un conjunto X junto con una aplicacion m : X — R

tal que m(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R

y la construccion de ¢ : C(F) ®p — — F para el generador

G = [Hyezy(x) (o) es una equivalencia de funtores.

Ezxiste un conjunto X junto con una aplicacion w : X — R tal

que w(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y (.

es un isomorfismo para todo o € Zy(X) siendo s la construccion

asociada al generador [, ez x) (o).

. FExiste un conjunto X junto con una aplicacion m : X — R tal

que 7(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y Sy
es un epimorfismo para todo o € Zy(X) siendo s la construccion
asociada al generador [, ez x) (o).

Demostracion:

(2= 1) Se vi6 en el Ejemplo 6.3 para funtores producto tensorial. Para

funtores que son equivalentes a ellos no hay mas que componer
con los isomorfismos correspondientes.

(2 < 3) Es el teorema de Watt’s para anillos con identidad, que nos dice

que entre anillos con identidad, los funtores que conservan limites
directos son precisamente los funtores producto tensorial.

4 = 2) Tomar P = C(F).

5 =4

Trivial.

7 = 6) Es consecuencia de la Proposicién 6.34.
8 = 7) Es consecuencia de la Proposicién 6.42.

( )
( )
(6 = 5) Es consecuencia de la Proposicién 6.27.
( )
( )
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(1 = 8) Se deduce de la Proposicién 6.43 del siguiente modo. Utilizando
la conmutatividad del diagrama que se da en dicha proposicién
y que los homomorfismos canénicos

lim C(F)®r o) — C(F) @ (r)
o€Ey(X)
son siempre epimorfismos, deducimos que el morfismo
lim  F({o)) = F({)
€2y (X)

es un epimorfismo si y solo si ¢y es un epimorfismo.

6. Aplicaciones para el Funtor de Localizacion

LEMA 6.45. Sea a € lim P®g{(0), @ = (A )oezyx). En-
O’E.Eu(X)
tonces

Co={7 € X(X) :Jo € Eu(X) \ {9}, av,s € P®(2)y_,}

es un soporte de torsion, donde con P ® (@VW representamos el con-
Junto

{p® (@VW € P®g (Vzo) : p € P}.

Demostracion:
Empecemos viendo que es un soporte y luego veremos que es de torsion.
Supongamos que T € (, v que ¥ < 7, es decir, existe Z tal que T = yz.
Si ¥ & (o entonces para todo o € ZEy(X) se tiene que ay,, €
P® @)vgo’ en particular, para todo o € Zy(X) se tiene que ay v, €

P® (y)

— VyVQO'
ave € PR (y)g = POn(E)(2)v,, € PO (2)v,

, es decir

lo cual es una contradiccion.

Supongamos que (, no es de torsién, es decir, que existe (,)nen €
Seq(Cq). Por lo tanto, para cada n € N podemos tomar H(n) € Zy(X)
tal que

OV anHn) € P ® (Tn - '$1>v11...,n1{(n)-
Usando el Corolario 2.32 podemos deducir que 0 = UpenVay..0, H(1)
es un soporte unitario.

Para el elemento «, € (o)) podemos encontrar un n € N y elemen-
tos p(T) € P con T € X™ N o tales que

O = > @ @ (),

utilizando el Lema 4.8.

v, Hn) = ()P @ Pov, . Hm) =
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S @) @ (W), Pyt =

geX o
Par @) @ (@ 20) g € PO @ 2)g i
lo cual es una contradiccién con la eleccién de H(n). O

LEMA 6.46. Sea o € lim P®g (o), a = (Q)oezy(x)- En-
O'EEu(X)
tonces
o =X(X)\ {7 € X(X) :dp € P tal que

Vo € EU(X) \ {®}7avf0 =p& <£>V§0}

es un soporte de torsion.

Demostracion:
Empecemos viendo que (, C &, siendo (, el dado en el Lema 6.45. Si
T ¢ &, entonces existe un p € P tal que para todo 0 € Zy(X), ay., =
P ® (z)y._,, en particular, para todo o € Zy(X), av,, € P ® (z)y_,,
por lo tanto T & (,.

Vamos ahora a ver que &, es un soporte. Supongamos que T € &,
yquey < T con Y & &, Tomemos z € ¥(X) tal que T = yz.

Como 7 ¢ &,, existe un p € P tal que para todo o € Zy(X),
Avye =P ® <Q>VW’ entonces

AV = aVngU =P & <g> VyVzo =

POTEN Y o, = PT(3) @ (2)v,
lo que prueba que T & &, y por tanto es una contradiccién.

Vamos a ver que &, es un soporte de torsiéon suponiendo que existe
una cadena infinita (z,),en € Seq(€,). Como (, es de torsién existira
un k € N tal que (x;---xy) € (,. Consideremos el soporte 7 = ((z,, :
n € N)). Como (z1 - xx) € (, podemos encontrar p € P tal que

ar =pR(Tp---x1)..
Para todo t € N, como (x; - xyy) € &, podemos encontrar H(t) €
Su(X), H(t) # @ tal que
AV g H(2) # 2_97T($k+1 o 'CEk+t) X <!L'k+t o 'xl>vz1,_,zk+tH(t)'
Como ademés (z1 - -x,) € (s, podemos encontrar h(t) € P tal que

OVy, oz, H(t) =

Vap 1opyy
h(O) @ Tk 1) g, L Ve e ) =
()T (Tps1 - Thye) @ (Tpas - '$1>vx1...xk+tH(t)'

Sea 0 = UenVay, o oap, H(t) € Eu(X). Ademds (zp4e 1 t € N)) C
0.

Como (z7 - --xy) & (o podemos encontrar un p € P tal que

AV, ape = DO (T T1)g, o
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Como 7 C V,,..;,0 tenemos que p ® (xg -+ 1), =D (T -+ T1),
por lo que podemos encontrar un ¢ > 0 tal que pr(Tgi1 - Tpy) =
Pr(xpyq - - Trey) como consecuencia del Lema 4.8, por lo tanto para
este t tenemos que

h(t)m (g1 - Tpay) @ (Tpyy - ~x1>v11_,_zk+tH(t) =

O,y () = (O o) (PO PV, 0V oy HE) =
ﬁ®<xk e x1>V11...xk+tH(t) = ﬁﬂ(mk+l U xk+t)®<xk+t Y x1>Vx1...xk+tH(t) -

PT(Tpgr - Thgr) @ (Thgr - - '$1>vzlA..zk+tH(t)

lo cual es una contradiccion ya que
AV g H () # 2_97T($k+1 o 'CEk+t) X <!L'k+t o '$1>vx1,_,xk+tH(t)-
para todo ¢t € N. 0

DEFINICION 6.47. Sea Pr un R-mdédulo por la derecha. Consider-

aremos P con estructura de (Z, R)-bimddulo y sea M un generador de
R-DMod. Definiremos

siendo 7p(p)(m) = p @ m.

Aunque la definiciéon la hemos dado en general, a partir de ahora
vamos a utilizar la definicién para el generador G = [[, ez (x) (o)
con X un conjunto y m : X — R una aplicacién tal que 7(X) es un
conjunto T-generador por la derecha de R. Posteriormente veremos lo
que pasa para otros generadores.

PROPOSICION 6.48. Sea Pr un R-mddulo por la derecha. Entonces
Ker(zp) =T (P).

Demostracion:
Sea p € T (P), entonces

& ={T € X(X) :pr(T) # 0}

Supongamos que p ¢ Ker(ip), entonces existird un g € G tal que
p®g#0. Seao € Zy(X)yh: (o) — G tal que ((&), )h =g. Como
&, N o es finito, podemos tomar un n € N tal que para todo = € {,N o,
A(T) < n. Entonces

p@g=pe (@), )h= Y po @), )h=

zeX™No

S pr(@ ® ((2),)h = 0.

zeX"No
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Reciprocamente supongamos que p € T (P). Entonces existira una
sucesion (2, )neny € XN tal que pr(xy -+ - x,) # 0 para todo n € N, por
lo tanto si denotamos 7 = ((z,, : n € N)), obtenemos que

p®(9),)e # 0

como consecuencia de la Proposicién 4.9. 0

PROPOSICION 6.49. Sea Pr un R-mddulo por la derecha. Entonces
Coker(zp) es un R-mddulo por la derecha de torsion.

Demostracion:
Sea c € C(P ®p —), entonces €(c) € lim P ®pg (o). Consideremos
Jeé;(X)
el soporte de torsion &) dado en el Lema 6.46. Sea (2,,)nen € XN para
un cierto n € N tenemos que (21 - - x,) & §e(c); entonces por definicién
de & () existird un elemento p € P tal que para todo o € Zy(X),

Vayno =P @ (Tn - T1)g, o
pero entonces para todo o € Zy(X),
(em(zyan))e = (e(c) o (w1 0))6 =
)Wv(xl .. .xn)g =

(€92, ano) (POT (1 - 0n),,) = pO (2 - - 1)

p® (D), = (1p(p))s-
Como ésto se puede hacer para todo ¢ € Zy(X), deducimos que
crm(xy -+ - x) = Tp(p) € Im(7p). O

Vayoon

COROLARIO 6.50. Para todo R-maodulo por la derecha Pgr se tiene
un 1somorfismo

ﬁpC(PR)ﬁC(P(@R—)
tal que Tp = Bp o Lp.

Demostracion:
Este resultado es consecuencia directa de la Proposicion 6.49 de la
Proposicién 6.48 y la demostracién que se hizo en el Ejercicio 5.2 apli-
cada a un solo médulo P. O

COROLARIO 6.51. Sea M un generador de la categoria R-DMod,
entonces para todo R-médulo por la derecha Pg se tiene que C (Pg) ~
C(P®pg —) donde C(P ®g —) es el bimddulo construido a partir de

M
R

Demostracion:
Es consecuencia del corolario anterior y de la Proposiciéon 6.27. 0

COROLARIO 6.52. Sea g M un generador de la categoria R-DMod,
entonces BiEnd(pM) ~ C (®Rp).
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Demostracion:
El funtor R ®p — es equivalente al funtor identidad, por lo tanto

BiEnd(z M) = Homp(M, M) ~ Hompg(M,”R ®r M) =
C("R®@r—) ~C (*Rg).
|

PROPOSICION 6.53. Sean F, F’ : R-DMod — A’-Mod dos funtores
extensibles que conserven limites directos tales que existe un isomor-
fismo de bimddulos, B : C(F) — C(F"), entonces F' y F' son equiva-
lentes.

Demostracion:
Sean ¢ : C(F)®r — — F y ¢ : C(F') ®g — — F' las equivalencias
de funtores asociadas, entonces los funtores F'y F’ son equivalentes a
través de la siguiente cadena de equivalencias

F L C(Fer— 2L cP)yogr— —— F

O

PROPOSICION 6.54. Sea F' : R-DMod — A’-Mod un funtor que
conserve limites directos, y sea s : C(F) ®g — — F la transforma-
cion natural asociada, entonces C(¢) : C(C(F)®r —) — C(F) es un
1somorfismo de bimaodulos.

Demostracion:
Utilizando el Corolario 6.50 tenemos un isomorfismo C (C (F') @ —) =~
C(C(F)), pero como C(F) € CMod-R deducimos que C(C (F)) ~
C(F). Faltarfa ver que estos isomorfismos son precisamente los que
vienen a partir de C ().

El isomorfismo del que hablamos viene dado por

ey C(F) — C(C(F)©r—)
c — Z(C(F)(C)

con Ig(ry(c)(m) = ¢ ® m. Si aplicamos ahora C(s) : C(C(®),—) —
C (F') obtenemos

C (o) (e () (m) = qulc®@m) = ¢(m)

por lo tanto C (¢)oZ¢(ry = ide(r). Aplicando que Z¢(r) es un isomorfismo
deducimos que C () es un isomorfismo. O

7. Generalizaciéon del Concepto de Funtor Extensible

DEFINICION 6.55. Sean Ry R’ dos anillos. Diremos que un funtor

F : R-DMod — R’-DMod que conserve limites directos es extensible si
I, o F': R-DMod — R'-MOD es un funtor extensible.
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EJERCICIO 6.9. Demostrar que si R’ es un anillo con identidad,
entonces un funtor F' : R-DMod — R’-DMod = R’-Mod que conserve
limites directos es extensible con la Definicién 6.1 si y solo si lo es con
la Definicién 6.55.

Solucion:

Como If, conserva limites directos, entonces si Iy o F' conserva limites
directos.

Si F' es un funtor extensible con la Definicién 6.1, entonces F' es
equivalente a un funtor producto tensorial del tipo P ® p —, pero en-
tonces Iy o F' también es equivalente a P @ — ya que Iy (F(M)) ~
F(M) para todo M € R-DMod. Del mismo modo, si I5(F(M)) ~
P ®g M para un cierto bimédulo P, entonces F(M) ~ P ®r M para
el mismo bimédulo, el inico problema podria plantearse en este ca-
so si P no es un R-modulo unitario. En tal caso podemos descom-
poner P en dos partes, P = 1pP @ (law — 1g/)P, pero como los
médulos P ®p M son R’-unitarios para todo zpM € R-DMod, entonces
(lap — 1g)P®@g M =0, por lo que P g M ~ 1p P ®g M con lo que
logramos poner F' como un producto tensorial por un bimoédulo que
como R’-médulo es unitario. O

DEFINICION 6.56. Sean Ry R’ dos anillos. Definiremos
LDFun.(R-DMod, R'-DMod)

como la subcategoria plena de LDFun(R-DMod, R’-DMod) formada por
los funtores extensibles y las transformaciones naturales entre ellos.

A la restriccion del funtor C sobre la categoria LDFun.(R-DMod, R'-DMod)
la denotaremos también como C.

Realmente podemos establecer un resultado similar al obtenido
para funtores extensibles entre R-DMod y A’-Mod para funtores en-
tre R-DMod y R’-DMod. Seria, poniendo unicamente las condiciones
principales, como sigue

TEOREMA 6.57. Sea F' € LDFun(R-DMod, R'-DMod) para ciertos

anillos R y R'. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F € LDFun.(R-DMod, R’-DMod).

2. I es equivalente a un funtor de la forma P ®r — para algin
(R, R)-bimddulo.

3. Existe un generador grM tal que la transformacion natural < :
C(IpoF)®r— — F construida a partir de M es una equiva-
lencia de funtores.

Demostracion:
Consideremos Tf : R’-DMod — ZR'-Mod la inclusién.

(1 = 2). SiIpoF esextensible, entonces por el Teorema 6.57, existe
un (R, R)-bimédulo P tal que PQgD ~ F(D) paratodo D € R-DMod.
Este isomorfismo es en ZR’-Mod. El médulo F(D) estd en R'-DMod,
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y si P ®g D es isomorfo a él, también estard en dicha categoria, por lo
tanto F' es equivalente al funtor P ® g — como funtores entre R-DMod
y R'-DMod.

(2 = 3). A partir del Teorema 6.57, sabemos que Iy o F' es equiva-
lente a C (I o F')®g— como funtores entre R-DMod y #R’-Mod. Como
I o F(D) esta de hecho en la subcategoria R-DMod y C (I o F')®gz D
es isomorfo a él, también estara éste tltimo en dicha categoria, y por
lo tanto F'y C(I; o F') ® — seran funtores equivalentes considerados
como funtores entre R-DMod y R’-DMod.

(3 =1). Si se cumple (3), entonces Iy o F' es equivalente al funtor
CIp o F ®p — y utilizando directamente el Teorema 6.57, deducimos
que I'yoF es extensible y por definicién eso significa que F' es extensible.

O
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PROPOSICION 6.58. Sean R y R’ anillos, B" un anillo con identidad
y B : R — B’ un homomorfismo de anillos tal que Ker(5') y Coker(3')

considerados como R'-mddulos por la derecha, son de torsion. Sea
F € LDFun(R-DMod, R'-DMod). Entonces son equivalentes

1. Iy o F es extensible, siendo Iy : R'-DMod — R’'-Mod la in-
clusion canonica.

2. Jp o I es extensible, siendo Jp : R'-DMod — B’-Mod la in-
clusion canonica.

Demostracion:
I, o F es extensible si y solo si Iy o F(D) ~ P ®g D para un cierto
bimédulo P y esto sucede si y solo si F(D) ~ P ®g D para todo D €
R-DMod, pero como R-DMod es una subcategoria plena de B-Mod, la
condicién anterior es equivalente a que Jpo F'(D) ~ P®pg D para todo
D, que es la condicién de que Jp o F' sea extensible. 0

DEFINICION 6.59. Sean Ry R’ dos anillos, F' € LDFun,.(R-DMod, R-DMod),
y sea gM un generador de R-DMod, entonces definiremos C (F') =
C(IpoF).

PROPOSICION 6.60. Sean R y R’ dos anillos, F' € LDFun.(R-DMod, R’-DMod),
y sea ' : R — B’ un homomorfismo de anillos con B’ un anillo
con identidad tal que 3" tiene nicleo y conticleo de torsidn consideran-
do estos modulos como R'-mddulos por la derecha. Supongamos que
Jp : R'-DMod — B’-Mod es la inclusion candnica entre las categorias,

entonces C(F) =C (JpoF).

Demostracion:
Sea rM un generador de R-DMod. Entonces Hompg(M, F(M)) =
Hom (M, Tpo F(M)) = Homys(M, JpoF(M)) ya que F(M), Tp(F(M))
y Jp(F(M)) son el mismo E-médulo (son médulos con estructuras
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diferentes por la izquierda, pero por la derecha, la estructura de FE-
modulo es la misma para los tres).

Este hecho hace Hompg(M, F(M)) = Homg(M,Jp o F(M)) ten-
ga una estructura de B’-mdédulo que extienda a su estructura de R'-
modulo. 0

PROPOSICION 6.61. Sean R y R' anillos, B y B’ anillos con iden-
tidad, 6 : R — B y (' : R — B’ homomorfismos de anillos tales
que Ker(3),Coker(8) € Tr y Ker(g3'),Coker(3') € Tgp. Sea F €
LDFun, (R-DMod, R'-DMod).

Entonces C (F') tiene una unica estructura de (B, B")-bimddulo que
extiende su estructura de (R, R')-bimddulo.

Demostracion:
Sea gpM un generador de la categoria R-DMod. Entonces M tiene
estructura de B-médulo por la izquierda. También F(M) tiene estruc-
tura de B’-médulo por la izquierda, por lo tanto Hompg (M, F'(M)) tiene
estructura de (B, B')-md6dulo por la izquierda. Esta estructura extiende
trivialmente a la de (R, R')-bimédulo. Como Hompg(M, F(M)) € CMod-R,
la estructura de B-mdédulo por la derecha es tnica.

Supongamos que existen dos estructuras de B’-mdédulo en Homg(M, F'(M))
que denotaremos -, x. El R'-isomorfismo ¢y : Homg(M, F(M)) ®gr
M — F(M) hace que

(b'-c)(m) =V (-(c(m))) = (b'xc)(m) Vb € B',c € Homg(M, F(M)),m € M

(por la unicidad de la estructura de B’-mddulo de F'(M), pero entonces
b'-c =V xcpara todo ¢ € Homg(M, F(M)), lo que prueba la unicidad
de la estructura de B’-mddulo. 0



TEMA 7

Teoria de Morita

1. Bimdédulos Permeables

DEFINICION 7.1. Sean Ry R’ anillos y sea g Mg un (R, R)-bimédulo.
Denotaremos por

(bMZ R/®R/M — M
sSQ®m = sm

Diremos que un (R, R)-bimddulo es permeable por la derecha si
Ker(¢pr) v Coker(¢ar) son médulos de torsién como R-mdédulos por la
derecha.

Denotaremos por (R, R)-Perm a la subcategoria plena de la cate-
goria de (R, R)-bimédulos formada por los que son (R, R)-permeables
por la derecha y como R-moédulos estan en CMod-R.

EJEMPLO 7.2. Todo anillo R es un (R, R)-bimédulo permeable por
ambos lados.

LEMA 7.3. Sea Pr un R-mddulo por la derecha. Las siguientes
condiciones son equivalentes

1. Pr es un R-mdodulo de torsion.

2. P®r N =0 para todo N € R-DMod.

3. Pr M =0 para un generador kM de R-DMod.

4. Pr W =0 para todo R-mddulo por la izquierda unitario g\W .

Demostracion:
(4 = 3). Trivial.

(3 = 2). Consideremos un epimorfismo 1 : M) — N. Como
P ®p — conserva epimorfismos tenemos que P @z n : P @ M) —
P ®r N es un epimorfismo, pero como P ®r M = 0 tenemos que
P®r MDY =0y porlo tanto P ®zr N = Im(P ®zn) = 0

(2 = 1). Sea X un conjunto, 7 : X — R una aplicacién tal que
7(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de R. Supongamos
que existe un p € P y una cadena (x,),en tal que para todo n €
N, pr(zy---x,) # 0, entonces p ® (®>((xnm€N» # 0 y por lo tanto
P® {(x, :neN))#£0.

(I = 4). Vamos a utilizar el Lema 3.37 del siguiente modo, con-
sideremos 7 = PRr W y h : Px W — P ®g W la aplicacion
h(p,w) = p ® w para todo p € Py todo w € W. Como h(0,w) = 0
para todo w € W deducimos que h(p,w) = 0 para todo p € Py todo
w € W ya que P es de torsién, por lo tanto P @z W = 0. 0

193
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PROPOSICION 7.4. Sean pPr y pQpr dos (R, R)-bimddulos y sea
@ P — Q un homomorfismo de bimodulos. Entonces son equivalentes:

1. Hompg(p,C) : Homg(Qr,Cr) — Hompg(Pg,Cg) es un isomor-
fismo para todo C € CMod-R.
2.009D: PR®r D — Q ®g D es un isomorfismo para todo D €

R-DMod.
3. Ker(p) y Coker(yp) son R-mddulos por la derecha de torsidn.

Demostracion:
(1 = 3). El nicleo de Hompg(p, C') es precisamente

{f:Q—C:fop=0} =Homg(Coker(p),C)

por lo tanto Hompg(¢, C') es un monomorfismo para todo C' si y solo si
Coker(y) es un R-moédulo por la derecha de torsién. Si es de torsién
entonces Hompg(Coker(p),C') = 0 por ser C' libre de torsién, y si no lo
es, entonces Hompg(Coker(p), C (Coker(p))) # 0.

Para ver que Hompg(¢, C') es un epimorfismo consideremos un homo-
morfismo f : P — C. Como Ker(y) es de torsiéon y Hompg(Ker(p), C) =
0 tenemos que Ker(p) C Ker(f) y podemos definir f : P/Ker(p) — C
con f(p+ Ker(p)) = f(p).

Como Coker(¢p) es de torsién, utilizando que C' es T-inyectivo, pode-
mos encontrar un homomorfismo g : ¢ — C que tal que para todo
p € P, goy = f, lo que prueba que Hompg(p,C') es un epimorfismo
para todo C' € CMod-R.

(3 = 1). Tal y como hemos visto en el apartado anterior, si
C (Coker(¢)) # 0 entonces Hompg(p, —) no puede ser una equivalen-
cia. Nos queda por probar que Ker(y) también es de torsién. Para
ello supongamos por reduccién al absurdo que no lo es, es decir, que
C (Ker(p)) # 0y consideremos el homomorfismo tp : P — C (P). Por
ser Hompg(p, C (P)) un epimorfismo, podremos encontrar un g : ¢ —
C (P) tal que g o ¢ = 1p. Entonces

tpopf =gopopt=0

por lo tanto 0 = 1p o pF = lKer(p) © C (wk) Como el funtor C es exacto
y ©¥ es un monomorfismo, deducimos que C (<pk) es un monomorfismo
y por lo tanto tke(p) = 0, pero esto solo sucede si C (Ker(y)) = 0.

(2 = 3). De la condicién (2) deducimos que en particular ¢ @ M
ha de ser un isomorfismo para un generador M de la categoria R-DMod,
entonces aplicando el funtor — ®z M a la sucesién exacta

Q) — P — Coker(p) — 0

deducimos que Coker(¢) ®g M = 0 y aplicando el Lema 7.3 deducimos
que Coker(p) es un R-médulo por la derecha de torsion.

Sea X un conjunto y m : X — R una aplicacién tal que m(X)
es un conjunto T-generador por la derecha de R. Entonces G =
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[ ez (x) (o) sabemos que es un generador de R-DMod que ademds
es plano.
Consideremos la sucesién exacta

0 — Ker(p) - P — Im(¢) — 0
Si a esta sucesion le aplicamos el funtor — ®z G obtenemos
0—Ker(p) ®G— PG — Im(p) @ G — 0.
Como ¢ ® G es un isomorfismo, entonces
DG o™ G

es un isomorfismo. Como ¢**®G es un isomorfismo por ser Coker()®p
G = 0, deducimos que ¢* ® G es un isomorfismo. Utilizando ésto con
la sucesién exacta anterior deducimos que Ker(p) @z G = 0, pero eso
implica que Ker(y) es un R-mddulo por la derecha de torsion.

(3 = 2). Sea de nuevo X un conjunto y 7 : X — R una apli-
caci6on tal que w(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R.
Denotemos también por G = [, ez, x) (o)

Consideremos la sucesién exacta

Q) — P — Coker(y) — 0.
Si le aplicamos el funtor — ® g G deducimos que
QrG — P®gr G — Coker(p) ®g G — 0

es exacta y como Coker(p) es de torsién, Coker(y) ®p G = 0, por lo
tanto ¢ ® G es un epimorfismo.

Como Coker(¢p) es de torsién, ¢ @ G es un isomorfismo. Para
probar que ¢ ® G es un isomorfismo solo necesitariamos probar que

"R G PG —In(p)®G

es un isomorfismo, pero esto es cierto ya que al aplicarle el funtor
— ®gr G a la sucesion

0 — Ker(p) - P — Im(¢) — 0

teniendo en cuenta que Ker(¢) ® g G =0y que G es plano.

Una vez probado que p®G es un isomorfismo, para probar que o®N
es un isomorfismo para todo N € R-DMod utilizamos una sucesién
exacta del tipo

G - GD 5 N -0

Si le aplicamos ¢ ® —, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo
PGY) — PGY) —— PN — 0

@®G(J)l @G l @@Nl

QeGY) — QeGY —— QN — 0

Como ¢ ® G es un isomorfismo, deducimos que ¢ @ G también lo
es para cualquier conjunto de indices I, por lo tanto las dos primeras
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columnas del diagrama son isomorfismos. Como las filas son exactas,
de ahi podemos deducir que ¢ ® N es un isomorfismo. n

PROPOSICION 7.5. Sea g Pr un bimddulo, entonces son equivalentes

1. Homg(Pg, —) es un funtor entre CMod-R y CMod-R'.
2. P®p — es un funtor entre R-DMod y R'-DMod.
3. P es un (R, R)-bimddulo permeable por la derecha.

Demostracion:
La condicién (1) es equivalente a que

Homp (R',Homp(P,C)) ~ Homg(P, C)

con el homomorfismo candnico. Pero también tenemos el isomorfismo
candnico

Homp (R, Homg(P,C)) ~ Homg(R' ®@r P,C)
La composicién de los dos resulta
Hompg (¢p, C) : Hompg (P, C) — Homg(R ®g P,C)

por lo tanto la condicién (1) es equivalente a que ¢p tenga nicleo y
contcleo de torsiéon como consecuencia de la Proposicién 7.4.
La condicién (2) es equivalente a que para tod D € R-DMod,

opD:R @p PRrD — P QgD

sea un isomorfismo, pero ésto de nuevo es equivalente a que Ker(¢p) y
Coker(¢p) sean R-médulos por la derecha de torsion. O

PROPOSICION 7.6. Sea P un (R', R)-bimddulo permeable por la derecha.
Entonces C (P) es también un (R, R)-bimddulo permeable por la derecha
y Hompg(tp, —) es una equivalencia entre los funtores Homg(C (P), —)
y Hompg(P, —) considerados como funtores enter CMod-R y CMod-R' y
—®tp: —QrP — —®rC(P) es también una equivalencia de funtores
considerados como funtores entre R-DMod y R'-DMod.

Por lo tanto, para todo (R', R)-bimdédulo permeable por la derecha,
su localizacion como R-mddulo estd en Perm-(R', R).

Demostracion:
El R-médulo por la derecha C (Pg) tiene estructura de R'-médulo por
la izquierda tal y como vimos en la Proposicién 5.13, ademas, tp es un
homomorfismo de bimoddulos. Usando la Proposicién deducimos que

Homg(tp, C) : Homg(C (P),C) — Homg(P, C)

es un isomorfismo para todo C' € CMod-R, en particular Homg(C (P),C) €
CMod-R’ para todo C € CMod-R, por lo tanto usando la Proposi-
cién 7.5 deducimos que C (P) es también (R’, R)-permeable por la
derecha.

Del hecho de que Ker(tp) y Coker(tp) deducimos las equivalencias
de los funtores del enunciado. 0
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PROPOSICION 7.7. Sean g Pr,rr Qr € Perm-(R', R). Sea también
@ P — Q un homomorfismo de bimodulos. Entonces son equivalentes:

1. Hompg(p, —) : Homg(Qgr, —) — Hompg(Pg, —) es una equivalen-

cia de funtores considerados Homg(Qr, —) y Homg(Pg, —) como
funtores entre CMod-R y CMod-R'.

2.0 —: P®r — — Q ®r — es una equivalencia de funtores
considerados P @ — y QQ @r — como funtores entre R-DMod y
R’'-DMod.

3. ¢ es un isomorfismo.

Demostracion:
Este resultado es una consecuencia directa de la Proposicion 7.4.

Ker(y) es un submédulo de Pr que es libre de torsién por estar
en CMod-R, por lo tanto Ker(¢) es un médulo de torsion y libre de
torsién, por lo tanto ha de ser 0.

Utilizando la Proposicién 3.4 deducimos también que Coker(yp) = 0.
|

En el tema anterior probamos que para todo ' € LDFun.(R-DMod, R'-DMod),
el funtor F' era equivalente al funtor C (F') ® g — entre las categorias
R-DMod y R'-DMod. Ahora hemos vismo que cuando ésto sucede, el
bimédulo C (F') es permeable por la derecha, pero ademds sabemos que
con su estructura de R-mdédulo por la derecha, estd en CMod-R por la
Proposicién 3.36. Por lo tanto C nos define un funtor

C : LDFun.(R-DMod, R-DMod) — Perm- (R', R) .
En el otro sentido tenemos un funtor que podemos denotar
T : Perm- (R', R) — LDFun.(R-DMod, R'-DMod)

que para un cierto P se definiria como T(P) = P ®g — y para un
homomorfismo f: P — @, T(f) = f ® —.

2. Funtores y Homomorfismos Permeables de Anillos

DEFINICION 7.8. Sean Ry R’ dos anillos y o : R — R’ un homo-
morfismo de anillos!.
Este homomorfismo induce una estructura de (R, R)-bimédulo en

R’ dada por
/. o,/ /... /e / /
rr’=r%r'ri=rr* Vre Ryr' e R.

Diremos que « es un homomorfismo permeable por la derecha de
anillos si R es un (R, R’)-bimédulo permeable por la derecha. Simétricamente
diremos que « es un homomorfismo permeable por la izquierda de anil-
los si R’ es un (R, R)-bimédulo permeable por la izquierda.

1La definicién de homomorfismo de anillos que se esté utilizando es la Defini-
cién 1.2
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EJERCICIO 7.1. Sean Ry R’ dos anillos con identidad y o : R — R’
un homomorfismo de anillos. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes

1. @ es un homomorfismo permeable por la derecha de anillos.
2. « es un homomorfismo permeable por la izquierda de anillos.

3. (1p)* = 1p.

Solucion:
En el caso de los anillos con identidad, un R’-mdédulo Mp es de tor-
sion si y solo si mlg = 0 para todo m € M. Lo mismo sucede por
la izquierda. Esto hace que las condiciones de ser un homomorfismo
permeable por la derecha o de ser un homomorfismo permeable por la
izquierda sean equivalentes a que R’ = R*R' y R’ = R'R*. Ambas se
cumplen trivialmente si (1g)* = 1g.

Supongamos que R’ = R'R®. Entonces para el elemento 1z po—
dremos encontrar elementos r; € R’y r; € R; tales que 1p =) . rirf,
pero entonces

(].R)a = 1R/(1R)a = Z ! Q(]_R)a =
Z ’l“ZlR Z’F —1R/.

i

Si R = R*R’ la demostracién es snnetrlca. 0

EJERCICIO 7.2. Sean R y R’ dos anillos,  : R — R’ un homo-
morfismo permeable por la derecha de anillos. Si X es un conjunto y
m: X — R una aplicacién tal que 7(X) es un conjunto T-generador
por la derecha de R entonces o m(X) es un conjunto T-generador por
la derecha de R'.

Solucion:
Supongamos por reduccion al absurdo que existe una sucesién de ele-
mentos de R, (1! )nen tal que 7} -7, & aon(X)R para todo n € N.
Como R’/ RO‘R’ es un R’-mdédulo por la derecha de torsion, podremos
encontrar un n; € N tal que ry---7;, € R*R', es decir, tal que existen
S1,c 0, S € Ry s,--+, s, € R tales que

k
/
= sis]
=1

ademds, como para todo n > ny se tiene que r}---r! & aon(X)R
entonces existird un ¢ € {1,--- ,k} tal que

o ! ! / /
s¢siry 41Ty €aom(X)R
para todo n > n;. Denotemos 7 = s; para éste i, 7| = s;. Ty = 7, ;14

para todo ¢t > 0. Tenemos pues un 7 € R y una sucesion (7}),ey tal
que 7 - -7, € aon(X)R para todo t € N. Utilizando una técnica
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similar a la anterior podemos encontrar un r, € R y unos elementos
(71)ien en R’ tales que (r172)*7) -+ -7, & o w(X)R' para todo i.

De este modo podriamos encontrar una sucesion (r,),en tal que
para todo n € N, ry---r, € m(X)R, lo cual seria una contradiccién
con el hecho de que 7(X) es un conjunto T-generador por la derecha
de R. 0

Un homomorfismo de anillos o : R — R’ induce funtores que deno-
taremos

MOD-« : MOD-R' — MOD-R  a-MOD : R-MOD — R-MOD

definidos para un R-mdédulo M como el mismo grupo abeliano, dotado
de una multiplicacién por elementos de R dada a través de o de forma
que primero se lleva el elemento de R a R’y posteriormente se multi-
plica. Vamos a ver que esta estructura tiene una interesante relacién
con los homomorfismos permeables de anillos.

PROPOSICION 7.9. Sean R y R' dos anillos, o : R — R’ un homo-
morfismo de anillos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El funtor inducido MOD-R' — MOD-R lleva los mddulos de
CMod-R’' a mddulos en CMod-R.

2. FEl funtor inducido R'-MOD — R-MOD lleva los mddulos de
R'-DMod a mddulos en R-DMod.

3. El homomorfismo o : R — R’ es permeable por la derecha.

Demostracion:
(3 = 2). Sea X un conjunto, 7 : X — R’ una aplicacién tal que
m(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de R'. Sea G' =
[ ez (x) (o). Consideremos el homomorfismo ¢ : R@pr R — R, si
factorizamos este homomorfismo tenemos
R QR R, — Im(gbR/) — R,.
Como Ker(¢p) @r G' = 0 tenemos que
R®g R KRR G — Im(gbR/) Rpr G’

es un isomorfismo. Ademads teniendo que cuenta que G’ es plano y que
Coker(¢r) @ G = 0 deducimos que

Im(d>R/) Qp G' ~ R Qg 4
por lo tanto tenemos un isomorfismo
R®g R KRR G ~R Rpr G

Como R ®r G’ ~ G’ entonces deducimos que R ®r G' ~ G’ por lo
tanto G’ € R-DMod.

Sea M un médulo de R'-DMod. Para este médulo podemos en-
contrar una sucesién exacta de la forma

G/(I)HG/(J)_)M/HO
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pero como G € R-DMod, deducimos que M’ es cociente de un médulo
de R-DMod mddulo uno R-unitario, por lo tanto M’ estd en R-DMod.

(2 = 3). Empecemos suponiendo que Coker(¢r/) no es un R'-
moédulo por la derecha de torsién, sea X un conjunto, 7 : X — R’ una
aplicacién tal que 7(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de
R.

Si Coker(¢pr/) no es de torsion, existird una sucesion (z,)ney tal
que m(xy---x,) € RR' para todo n. Si consideramos el soporte o =
(z,, : n € N)), el médulo asociado a él, serd un médulo R-unitario, en
particular

(@), € R{o))
por lo que podremos encontrar kq,--- ,k, € Ny rg,, -+, € R tales

que
n

(@), = > rian ),
i=1
por lo tanto si k& = max{ky, -, k,},
(m(@y - ap) = Y re(@hgn o)) (@ 21),
i=1
y de ahi deducimos que existe un m > k tal que
m(zy ) = Z 7, (Th, 41 Tm) € RR
i=1

lo cual contradice nuestra eleccién.

(3 = 1). Sea Mg € CMod-R', consideremos un conjunto X y
una aplicacién 7 : X — R tal que 7(X) es un conjunto T-generador
por la derecha de R, entonces a o m(X) es un conjunto T-generador
por la derecha de R'. Si m € T (Mg) entonces para toda sucesién
(2)nen € XN existe un ng € N tal que mm(zy - -+ 2,,) = 0, pero esto
es lo mismo que decir que m(a o w)(xy---2,,) = 0 y por lo tanto
m € T (Mg) = 0. Hemos probado pues que M considerado como
R-médulo es libre de torsion, o que Ker(\y) = 0 siendo Ay : M —
Hompg (R, M) la multiplicacién por elementos de R. Vamos ahora a
ver que Coker(Ay) = 0. Consideremos un R-homomorfismo h : R —
M. A partir de este h vamos a definir f : R ®p R’ — M dado por
f(r®r') = h(r)r'. Este es claramente un R’-homomorfismo.

Como Ker(¢g/) es de torsién como R-médulo, y M es libre de tor-

sion, Homp (Ker(¢g ), M) = 0y podemos encontrar un R’-homomorfismo
g: RR =Im(¢r) — M tal que

fror)=g(rr') VreRr R

Utilizando ahora el hecho de que M es T-inyectivo como R'-mddulo y
que R'/RR' es de torsiéon como R'-médulo, podemos extender g a todo
R’ encontrando un g : R' — M tal que g(rr’) = g(rr’) para todor € R,
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r" € R'. Pero ahora g es un R’-homomorfismo entre R’ y M, por lo
que podemos utilizar el hecho de que M € CMod-R’ y encontrar un
elemento m € M tal que para todo " € R, g(r') = mr’. Entonces

h(r)r' = f(rer')=grr") =g(rr') =mr’ Vre Rr' € R

pero como M es libre de torsién, h(r) = mr para todo r € Ry deduci-
mos que Coker(Ays) = 0.

(1 = 3). Sea Mg € CMod-R'. Lo que tenemos que probar
es que Hompg(R, M) ~ M con el homomorfismo Ay. Como M =~
Hompg (R', M), la condicién anterior es equivalente a que Homg (R, Hompg/ (R', M)) ~
Homp (R, M), pero como Hompg(R,Homp (R, M)) ~ Hompg (R ®g
R’, M) entonces nuestra condicién es equivalente a que Hompg (¢, M)
sea un isomorfismo. Utilizando la Proposicién 7.4 deducimos que eso
es equivalente a que ¢ tenga ntcleo y conticleo de torsién como R'-
modulo por la derecha, pero eso es precisamente lo que tenemos que
probar para que « sea un homomorfismo permeable por la derecha de
anillos. 0

DEFINICION 7.10. Sea @ : R — R’ un homomorfismo permeable
por la derecha de anillos. Vamos a denotar

a-DMod : R'-DMod — R-DMod CMod-« : CMod-R’ — CMod-R
a las restricciones de los correspondientes funtores inducidos por a.

COROLARIO 7.11. Sean R,R" y R" anillos, « : R — R', o : R’ —
R" homomorfismos permeables por la derecha de anillos, entonces la
composicion o o « es un homomorfismo permeable por la derecha de
anillos.

Simétricamente, la composicion de homomorfismos permeables por
la izquierda de anillos es un homomorfismo permeable por la izquierda
de anillos.

Demostracion:
Sea M € R"-DMod. Si consideramos M como R'-mddulo a través de o
obtenemos un médulo de R’-DMod por ser o’ permeable por la derecha.
Si consideramos ahora M como R-médulo a través de oo obtenemos un
modulo de R-DMod por ser o permeable por la derecha. Por lo tanto
para todo médulo M de R’-DMod, al considerarlo como R-mdédulo a
través del homomorfismo de anillos o/ o & obtenemos un R-médulo que
estd en R-DMod. Esto prueba que o' o a es permeable por la derecha.
D a

Estos resultados nos permiten definir las categorias LPRng y RPRng
que generalizan al caso de anillos sin uno la propiedad habitual de llevar
el uno al uno en los homomorfismos entre anillos con identidad.

DEFINICION 7.12.

1. Rng la categoria de anillos y homomorfismos entre ellos.
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2. LPRng la categoria de anillos y homomorfismos permeable por
la izquierda entre ellos.

3. RPRng la categoria de anillos y homomorfismos permeable por
la derecha entre ellos.

4. Ring la categoria de anillos con identidad y los homomorfismos
de anillos entre ellos que conservan la identidad.

NoTA 7.13. Las categorias LPRng y RPRng son subcategorias de
Rng, los correspondientes funtores de inclusion son fieles y representa-
tivos. La categoria Ring es una subcategoria plena y fiel de las categorias
LPRng y RPRng.

3. Teoria de Morita General

PROPOSICION 7.14. Sean R y R’ dos anillos y sea F' : CMod-R —
CMod-R’' una equivalencia de categorias. Consideremos un mddulo
P € CMod-R tal que F(P) ~ C' (*R'p). Entonces los funtores F y
Hompg(Pr, —) son equivalentes.

Sif:C (PR r)) — F(Pg) es el isomorfismo, denotaremos

K(ﬂ) . HOHIR(PR, —) — F

a la equivalencia de funtores asociada.
El R-mddulo por la derecha Pp tiene estructura de (C' (*R'g/) ,C (*Rg))-

bimodulo. Fsta estructura de C (ZXR’Rr) -modulo por la izquierda induce
una estructura de C ("R’ g/)-mddulo por la izquierda en F(Pg) de for-
ma que (B es un isomorfismo de bimddulos.

Demostracion:
Sea C'r € CMod-R, entonces tenemos los siguientes isomorfismos

Hompg(Pg, Cr) ~ Hompg (F(Pg), F(CR)) ~
Homp (C' (*R'w) , F(CR)) ~ F(Ckg)
Vamos a ver cémo se definen cada uno de estos isomorfismos y a
comprobar la naturalidad.

HOIIlR(PR,CR) - HomR’(F(PR>7F(CR))
h:P—C — F(h): F(P)— F(C)

Este es claramente un isomorfismo por ser F' una equivalencia de cat-

egorias.

Homp (8, F(C)) : Homp (F(P), F(C)) — Homp(C' (*R'),F(C))
g:F(P)—F(C) gop

Este es un isomorfismo por ser 3 un isomorfismo.

HOHIR/(C, (ZXR,R/) ,F(CR))
9:C (PR'p) — F(Cg)

F(Cr)
g(1)

—
—
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Este es un isomorfismo porque F(Cf) es un C’ (R’ )-médulo unitario
por propiedades generales de la localizacion.

La definicién de K (8)¢ : Homg(Pr, Cr) — F(CRr) es pues K(5)c(h) =
F(h)(B(1)). Hemos visto que K ()¢ es un isomorfismo, vamos a com-
probar la naturalidad. Para ello supongamos que Br y Cr son dos
moédulos de CMod-R v que g : B — C' es un R-homomorfismo entre
ellos. Para comprobar la naturalidad tenemos que probar la conmuta-
tividad del siguiente diagrama:

HOHIR(PR,BR) % F(BR)

HomR(PR,g)l J/F(g)
Homp(Pr,Cr) —— F(CR)
K(B)c
Sea h : P — B un R-homomorfismo, entonces

F(g)(K(B)p(h)) = F(g)(F(h)(8(1))) = F(goh)(B(1)) =
K(B)c(g o h) = K(8)c(Homg(Pr, g)(h)).

Para ver la estructura de bimédulo de Pgr realmente es mejor em-
pezar viendo la estructura de F'(Pg). Como (3 es un isomorfismo, pode-
mos definir para todo o' € C’ (ZXR’ R/) y todo p € F(Pg), definiremos
a'p = B(a’B7(p)). De esta forma 3 se convierte en un homomorfismo
de médulos por la izquierda. Sean o',V € C'(®*R'p) y p € F(P),
entonces

(aP)b' = BdB7 (P =
B(a'87(pV) = d'(pV)
aplicando que 3 es un C’ (ZXR’ R/)—homomorﬁsmo de médulos por la
derecha. Por lo tanto F'(P) es un bimédulo tal y como hemos afirmado
anteriormente.

Para ver la estructura de C’ (ZXR’ Rr)—médulo por la izquierda de
P, sea a/ € C'(*R'p) y consideremos L(a') : F(Pg) — F(Pg) la
multiplicacién por la izquierda por o/, entonces existe un tunico R-
homomorfismo que denotaremos L(a') : P — Py tal que F(L(d')) =

L(d'). Entonces definiremos a’p = L(da')(p) para todo p € P. Con esta
estructura se comprueba sin dificultad que P es un bimddulo. 0

PROPOSICION 7.15. Sea F' : CMod-R — CMod-R’ una equivalen-
cia de categorias y pPr un (R, R)-bimddulo tal que Pr € CMod-R.
Entonces si eziste una equivalencia de funtores o : Homg(Pgr, —) — F,
tenemos un isomorfismo que denotaremos K'(a) : C' (*R'p) —
F(Pg). Este isomorfismo es un isomorfismo de bimddulos.

Ademds se cumple que K(K~'(a)) = a y para todo isomorfismo
B:C (PR'w) — F(Pr), K(K(B)) = B



204 7. TEORIA DE MORITA

Demostracion:
Como I es una equivalencia de categorias, en particular es un fun-
tor representativo, por lo que podremos encontrar un R-médulo Qg €
CMod-R tal que C’ (ZXR’Rr) ~ F(Qr). Denotaremos por~y : C’ (ZXR’Rr) —
F(Qr) a dicho isomorfismo.

Tenemos pues el siguiente isomorfismo

Tomemos h = ;' (y(1)) : P — Q. Vamos a ver que h es un homomor-
fismo de bimdédulos, para ello tomemos a’ € C’ (ZXR’ R/) y consideremos
L(d') : @ — @ la multiplicacién por la izquierda por a’. Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo

—1

F(Q) —— Hompg(Pr, Qr)
F(L(a’))l J/HomR(P,L(a’))
F(Q) — Hompg(Pr, Qr)

Q«

Q
Si aplicamos la conmutatividad de este diagrama a un elemento § €
F(Q) tenemos

aq(a'q) = L(a') o ag(q) = d'ag(q)

por lo tanto o es un homomorfismo de bimddulos. En la Proposi-
cién 7.14 vimos que 7y también es un homomorfismo de bimédulos, por

lo tanto
h(a'p) = ag'(v(1))(d'p) = ag' (v(d))(p) =

ag'(a'y(1))(p) = d'ag (a'y(1))(p) = d'h(p)
para todo p € P.

Vamos a probar que Hompg(h, —) es una equivalencia entre los fun-
tores Homg(Qg, —) y Hompg(Pg, —) viendo que es igual a o' o K(7)
que sabemos que es una equivalencia por ser composicién de dos equiv-
alencias.

Sea Cr € CMod-R y sea g : Qg — Cg, entonces

ag' o K(v)c(g) = (ag' o F(g))(y(1)) = Por la naturalidad de o™
(HomR(PR,g)oaél)(v(l)) = Hompg(Pg, g)(h) = goh = Hompg(h, C)(g).

Una vez probado que Homg(h, C') es un isomorfismo para todo C' €
CMod-R, podemos aplicar la Proposicién 7.4 y deducir que h tiene
nucleo y contcleo de torsion, pero como Pr y Qr estan en CMod-R,
deducimos que h es un isomorfismo.

Si h es un isomorfismo, entonces F'(h) : F(Pgr) — F(Qr) es un
isomorfismo y por lo tanto F(h)™' o~ : C'(*R'r) — F(Pg) es un
isomorfismo. Ademads es un isomorfismo de bimddulos por ser h tam-
bién un isomorfismo de bimdédulos y ser la estructura de bimédulos
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compatible con el funtor F'. Este isomorfismo es precisamente el que
denotaremos K ~*(a), es decir,

K™Y (a) = Fag'(v(1))) "o
Vamos a probar que este isomorfismo es independiente de la elec-

cion de QQr. Supongamos que tenemos otro médulo ()i junto con un
isomorfismo

~y:C (ZXR/R/) — F(QR).
Entonces tenemos un isomorfismo yo~y~! : F(Qr) — F(Qg). Como F
es una equivalencia, podemos tomar 0 : Qg — ) un isomorfismo tal
que F(§) =7 o~ por lo tanto tenemos que 7 = F(§) o 7.
La naturalidad de o~! nos da la conmutatividad del siguiente dia-

grama
1

F(Qr) —— Hompg(Pr, Qr)
F(5)l lHomR(PRﬁ)
az! _
F(Qg) — Homp(Pr, Qp)-
Utilizando esta conmutatividad con el elemento v(1) € F(Qr) junto
con la igualdad 7 = F'(J) o v deducimos que
ag (7(1)) = d 0 (ag' (v(1))).

Por lo tanto
Flag'(7(1))) ™ o7 = Flag'(v(1) ™ o F(8) ™" 07 =

Flag'(v(1)) o F(8)™ o F(d) oy = Flag' (v(1))) ' o .
Lo que prueba la independencia de la eleccién de (). Si aplicamos
esta independencia y ponemos como moédulo el propio Pgr obtenemos
la relacién
K™ (a) = Fap' (K7(@)(1))) " o K~'(a)

por lo tanto K~1(a)(1) = ap(idp).

Vamos por ultimo a probar que K y K~! son operaciones inversas
la una de la otra. Sea h : P — Cpr un homomorfismo en CMod-R,
entonces

K(K™H(a))o(h) = F(h)(K ™} (a)(1)) = F(h)(ap(idp)) == ac(h)

siendo esta ultima igualdad consecuencia de la conmutatividad del di-
agrama

Homp(Pg, Pr) —£— F(Pg)
HomR(PR,h)l lF(h)
Homp(Pg, Cg) —— F(Chg).
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En el otro sentido, como K(3)p(idp) = F(idp)(5(1)) = B(1) en-
tonces K(8)p'(3(1)) = idp, por lo tanto

K (K(B)) = F(K(B)p'(8(1))) " o B = F(idp) ™" 0 8 = 3.
0

COROLARIO 7.16. Sean R y R' anillos, F' : CMod-R — CMod-R’
una equivalencia de categorias y rPr y r@Qr dos bimodulos tales que
Pr,Qr € CMod-R y tales que

Hompg(Pgr, —) = F = Homg(Qgr, —)
entonces Pr >~ Qr.

Demostracion:
Sabemos por la Proposicién 7.15 que existe un isomorfismo entre F'(Pg)
y F(Qg) (ambos son isomorfos a C' (*R'p/), pero como F es una
equivalencia, eso implica que P es isomorfo a Qg).

Notemos que a lo largo de la Proposicion 7.15, el isomorfismo que

encontramos entre Pg y Qg es precisamente h = aél(v(l)) donde
v C (ZXR’Rr) — F(Qg) es el isomorfismo y « : Homg(Pg,—) — F es
la equivalencia de funtores. O

PROPOSICION 7.17. Sean R y R' dos anillos y sea F' : R-DMod —
R'-DMod una equivalencia tal que F es un funtor extensible, entonces
existe un bimddulo g Pg tal que Pr € CMod-R, y una equivalencia de
funtores F ~ P ®p —.

Demostracion:
No hay mas que tomar como P el bimédulo C (F') y aplicar los resul-
tados del tema anterior. 0

PROPOSICION 7.18. Sean R y R’ dos anillos y sean pPr y rQr
dos (R', R)-bimddulos con Pr € CMod-R y Qr € CMod-R y tales que
Pr®r — y Qr®@r — son equivalencias entre R-DMod y R'-DMod para
las cuales existe una equivalencia de funtores a : PR®pr — — Qr®p —,
entonces Pr y Qr son isomorfos.

Demostracion:
Los isomorfismos son los dados en el Corolario 6.50 y en la Proposi-
cién 6.30.

PRZC(PR)ZC(P(X)R—)Z
C(Q®er—)~C(Qr) =Qr
[l

DEFINICION 7.19. Sean R y R’ dos anillos. Una equivalencia F' :
R-DMod — R’-DMod diremos que es extensible si F'y F'~! son exten-
sibles como funtores.
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TEOREMA 7.20. Sean R y R’ dos anillos. Las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

1. Las categorias CMod-R y CMod-R' son equivalentes.
2. Las categorias R-DMod y R'-DMod son equivalentes con una
equivalencia extensible.

Si se cumple alguna de las dos propiedades equivalentes anteriores
existen bimddulos rPr y rQr permeables por la derecha con sus cor-
respondientes estructuras tales que los funtores que proporcionan las
equivalencias son equivalentes a los siguientes

Hompg(Pr, —) : CMod-R — CMod-R’
Homp (Qgr, —) : CMod-R" — CMod-R
P ®p — : R-DMod — R'-DMod
Q ®p — : R'-DMod — R-DMod
Demostracion:

(1 = 2). Utilizando la Proposicién 7.14 y la Proposicién 7.5 podemos
suponer que las equivalencias vienen dadas por funtores de la forma

Hompg(Pg,—) : CMod-R — CMod-R’

Homp (Qg,—) : CMod-R’ — CMod-R
donde g Pg es un (R', R)-bimédulo permeable por la derecha y gQ g
es un (R, R')-bimédulo permeable por la derecha con Pr € CMod-R

y Qr € CMod-R’. Entonces tenemos las siguientes equivalencias de
funtores

Hompz(C (*Rg) , —) ~ Idcmod-r ~ Homp (Qr, Homp(Pr, —))

~ HOIIlR(Q ®R’ P, —) ~ HOIIIR(C (Q ®R’ P) s —)
La ultima equivalencia se deduce de la Proposicion 7.6.
Como C (ZXRR) y C(Q ®pg P) estan en CMod-R, utilizando el
Corolario 7.16 deducimos que han de ser isomorfos.
Este isomorfismo induce una equivalencia entre los funtores

C ("Rr) ®r —,C(Q ®p P) ®z — : R-DMod — R-DMod

con lo cual, como funtores entre R-DMod y R-DMod tenemos las sigu-
ientes equivalencias de funtores

Idppmoed =~ PR @p — ~ C (PRR) ®p — ~
CQ®r P)®r—~=Q&r POr—=(Q®r —)o (P ®r )

Como @ y P son bimoddulos permeables, P ®z — es un funtor entre
R-DMod y R'-DMod v (Q ® g — es un funtor entre R'-DMod y R-DMod.
Ademés hemos probado que (Q ®p —) o (P ®g —) es equivalente al
funtor identidad de R-DMod.

De forma simétrica se prueba que (P®r—)o(Q®p —) es equivalente
al funtor IdR’—DMod-
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(2 = 1). Utilizando el Teorema 6.44 y la Proposicién 7.5 sabemos
que las equivalencias vienen dadas por unos funtores de la forma

P ®r — : R-DMod — R’-DMod

Q ®pr — : R-DMod — R-DMod
donde g Pg es un (R', R)-bimédulo permeable por la derecha y grQ g
es un (R, R')-bimédulo permeable por la derecha con Pgr € CMod-R

y Qr € CMod-R’. Entonces tenemos las siguientes equivalencias de
funtores

C (ZXRR) Xp — = ZXR ®r — ~ Idp-DMod
(Q®@r —)o(P®r—)~=Q®r PR —=C(QQr P)®p —
y utilizando la Proposicién 7.18, podemos asegurar que C (ZXRR) y
C (@ ®g P) son isomorfos, por lo tanto tenemos una equivalencia en-
tre los funtores Homp(C (*Rg) , —) y Homp(C (Q @ P), —) consid-
erados como funtores entre CMod-R y CMod-R. Por lo tanto
Idcmod-r =~ Homp(C (PRp) , —) ~ Homp(C (Q @ P), —) ~
HOHIR(Q SQr P, —) >~ HOIIIR/(QR/, HOHIR(PR, —))
Simétricamente se prueba que
Hompg(Pg, —) o Homp (Qr/, —) ~ Idcmod-r
por lo tanto deducimos que los funtores Homg(Pg, —) y Hompg (Qr, —)
nos inducen equivalencias de categorias entre CMod-R y CMod-R’'.

DEFINICION 7.21. Sean Ry R’ dos anillos. Denotaremos
Pic(R-DMod, R'-DMod)

la categoria de los funtores entre R-DMod y R’-DMod que proporcio-
nan equivalencias junto con las transformaciones naturales entre ellos.
También denotaremos

Pic.(R-DMod, R'-DMod)

a la subcategoria de la anterior formada por las equivalencias extensi-
bles. Por tltimo denotaremos

Pic(CMod-R, CMod-R')

a la categoria de funtores entre CMod-R y CMod-R’ que proporcionan
equivalencias.

En términos de éstas categorias, el Teorema 7.20 nos dice que existe
una equivalencia entre las categorias

Pic.(R-DMod, R’-DMod) — Pic(CMod-R, CMod-R’)
pasando a través de la correspondiente subcategoria de Perm- (R, R)
Extendiendo las definiciones que hemos hecho para las categorias

por el otro lado podemos obtener un resultado simétrico al Teore-
ma 7.20, lo cual nos permite obtener la siguiente proposicion:
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PROPOSICION 7.22. Sean R y R’ anillos. Las siquientes condi-
ciones son equivalentes:

1. Exmisten equivalencias de categorias
F : CMod-R — CMod-R'
G : DMod-R — DMod-R’

donde G es una equivalencia extensible.
2. FExisten equivalencias de categorias

F : R-CMod — R'-CMod

G : R-DMod — R'-DMod
donde G es una equivalencia extensible.

Demostracion:
(1 = 2). De la equivalencia entre CMod-R y CMod-R’ podemos deducir
la existencia de una equivalencia extensible entre R-DMod y R’-DMod
por el teorema anterior. A partir de la equivalencia extensible entre
DMod-R y DMod-R’, utilizando un resultado simétrico al del teorema
anterior, podemos deducir la equivalencia entre las categorias R-CMod
y R'-CMod.

(2 =1). Es simétrica de la implicacién anterior. O

DEFINICION 7.23. Sean Ry R’ dos anillos. Diremos que son Morita-
equivalentes si se cumple alguna (y por tanto las dos) de las condiciones
de la Proposicién 7.22.

Esta definicion de equivalencia de Morita generaliza la de equiva-
lencia de Morita para anillos con identidad. Veremos mas adelante que
también generaliza la definicién de equivalencia de Morita para anillos
idempotentes.

4. Anillos que Cumplen la Propiedad de la Equivalencia por
la Derecha

Sea R un anillo y sea Mr € CMod-R, entonces tenemos un homo-
morfismo canénico vy : Ip o D o Ig(Mg) — Ic(Mg). Si aplicamos C
obtenemos

C(VM)ZCOIDODOIcMRHCOIc(MR)

pero como Mp € CMod-R, tenemos un isomorfismo natural entre Mg
y Colc(Mg) que si componemos con el anterior nos induce una trans-
formacion natural que denotaremos

a:ColpoDolgs — Idcmod-r

Similarmente, si partimos de un Nz € DMod-R, tenemos un homo-
morfismo canénico ¢ty : Ip(Ng) — Ic o CoIp(Ng). Si aplicamos el
funtor D obtenemos

D(LN) ZDOID(NR) — DOICOCOID(NR)
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y utilizando el isomorfismo natural entre Ng y D o Ip(/Ng) obtenemos
una transformacion natural

B : Idpmod-r — D oIg o Colp.

DEFINICION 7.24. Sea R un anillo. Diremos que R cumple la propiedad
de la equivalencia por la derecha si las transformaciones naturales cat-
egorias R-DMod y R-CMod son equivalentes

QZCOIDODOICﬁIdCMOd_R

B : Idpmod-r — D oIg o Colp.

son isomorfismos.

EJEMPLO 7.25.

1. Si R es un anillo idempotente, entonces R cumple la propiedad
de la equivalencia por los dos lados.

2. Si R es un anillo con un generador central, entonces R cumple
la propiedad de la equivalencia por los dos lados.

~ Demostracion:

Esta demostracion se puede ver en [24, Proposition 2.7] y [24, Propo-
sition 2.9]. Para ver una demostracién de (1) mas detallada, se puede
ver [25, Theorem 2.45]. O

5. Anillos Tratables por la Derecha

DEFINICION 7.26. Diremos que un anillo R es tratable por la derecha,
si para todo anillo R, Pic.(R-DMod, R'-DMod) = Pic(R-DMod, R’-DMod).

NotA 7.27. Sea R un anillo tal que para todo anillo con identi-
dad A, cualquier funtor F : R-DMod — A’-Mod que conserve limites
directos es extensible, entonces R es tratable por la derecha.

Demostracion:
Sea F' : R-DMod — R’-DMod una equivalencia. Entonces F' es un
funtor extensible si y solo si I o F' : R-DMod — Z*R'-Mod es un
funtor extensible, pero como F' conserva limites directos (por ser una
equivalencia) y Iy también lo hace, entonces Iy o F' es un funtor que
conserva limites directos y por lo tanto es un funtor extensible. n

EJEMPLO 7.28. Si existe un conjunto finito X junto con una apli-
caciébn m : X — R tal que 7(X) sea un conjunto T-generador por la
derecha de R, entonces R cumple la condicién de la Nota 7.27 y por lo
tanto es tratable por la derecha.

Demostracion:
Se vi6 en el Ejemplo 6.2. 0
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EJEMPLO 7.29. Sea R un anillo que cumple la propiedad de la
equivalencia por la derecha con la Definicién 7.24, entonces R cumple
la consicion de la Nota 7.27 y por lo tanto es tratable por la derecha.

Demostracion:
Sea A’ un anillo con identidad y sea F': R-DMod — A’-Mod un funtor
que conserve limites directos, entonces

FoDolIgoC: R-MOD — A'-Mod

conserva limites directos ya que Dol¢ es una equivalencia y C conserva
limites directos porque tiene un adjunto por la izquierda. El funtor

FoDolcoC :*R-Mod — A-Mod

es un funtor entre categorias de médulos unitarios para anillos con iden-
tidad que conserva limites directos, por lo tanto tenemos un (A’, R)-
bimoédulo, 4 Pg , tal que

FoDolcoC(M)~P®rM

para todo g M € R-MOD.
Entonces para todo kM € R-DMod tenemos que

F(RM) 22FODOICOCOID<M) 2P®RID(M):P®RM
por lo tanto F' es un funtor extensible. 0

DEFINICION 7.30. Sea R un anillo. Tal y como se define en [10],
diremos que R es un anillo xst por la derecha, si todo submédulo de un
R-médulo unitario por la derecha es unitario por la derecha. Diremos
que es xst si lo es por ambos lados con la definiciéon correspondiente.

PROPOSICION 7.31. Todos los anillos zst cumplen la condicion de
la Nota 7.27 y por lo tanto son tratables por la derecha. Como la
condicion es ser xst es simétrica, deducimos que también son tratables
por la 1zquierda.

Demostracion:
Sea Mpr un R-moédulo unitario. Entonces Mir ®g R es unitario y por
lo tanto Ker(ps) es unitario por ser R xst por la derecha. Pero co-
mo Ker(p)R = 0 deducimos que My estd en R-DMod. Esto prueba
que R-DMod es precisamente la categoria de médulos unitarios. Para
esta categoria, tal y como se prueba en [10, Proposition 7| existe un
anillo idempotente S C R tal que R-DMod = S-DMod con la corre-
spondiente identificacién. Entonces como todo funtor entre S-DMod y
A’-Mod que conserve limites directos es extensible por ser S idempo-
tente, deducimos que también es cierta esta propiedad para los funtore
entre R-DMod y A’-Mod que conserven limites directos. 0

2Por la equivalencia de categorias
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6. Teoria de Morita para Anillos Tratables

Una vez que tenemos las condiciones de anillos tratables es facil ver
una teoria de Morita simétrica para este tipo de anillos:

TEOREMA 7.32. Sean R y R’ dos anillos tratables por la derecha.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Las categorias CMod-R y CMod-R' son equivalentes.
2. Las categorias R-DMod y R'-DMod son equivalentes.

Si se cumple alguna de las dos propiedades equivalentes anteriores
existen bimdodulos rPr y rQr permeables por la derecha con sus cor-
respondientes estructuras tales que los funtores que proporcionan las
equivalencias son equivalentes a los siquientes

Hompg(Pg,—) : CMod-R — CMod-R’
Homp (Qr, —) : CMod-R" — CMod-R
P ®r — : R-DMod — R'-DMod
Q ®r — : R'-DMod — R-DMod

Demostracion:
La demostracién se sigue inmediatamente del Teorema 7.20 teniendo en
cuenta que al ser Ry R’ dos anillos tratables por la derecha, todas las
equivalencias entre las categorias R-DMod y R’-DMod son extensibles.

([l
PROPOSICION 7.33. Sean R y R’ anillos tratables por ambos lados.
Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Ezisten equivalencias de categorias
F : CMod-R — CMod-R’
G : DMod-R — DMod-R'.
2. Existen equivalencias de categorias
F : R-CMod — R’-CMod
G : R-DMod — R'-DMod.

Demostracion:
Se deduce inmediatamente de la Proposicién 7.33. 0

Tal y como vimos en la Definicién 7.23, si dos anillos las condiciones
de la Proposicién 7.33, diremos que son Morita-equivalentes. El caso
de los anillos idempotentes es un caso particular de éste ya que los
anillos idempotentes, por cumplir la propiedad de la equivalencia tanto
por la derecha como por la izquierda, son también tratables por ambos
lados. Vamos a ver que para éste tipo de anillos podemos profundizar
algo mas.
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PROPOSICION 7.34. Sean R y R’ dos anillos que cumplen la condi-
cion de la equivalencia por la derecha y por la izquierda, entonces son
equivalentes:

1. R y R son Morita-equivalentes.

2. Las categorias CMod-R y CMod-R’ son equivalentes.
3. Las categorias DMod-R y DMod-R' son equivalentes.
4. Las categorias R-CMod y R'-CMod son equivalentes.
5. Las categorias R-DMod y R'-DMod son equivalentes.

Demostracion:
(2 < 3) Se utiliza la equivalencia entre las categorias CMod-R =~
DMod-R y CMod-R' ~ DMod-R'.

(2 < 4) Se utiliza el Teorema 7.32.

(3 & 5) Se utiliza el simétrico del Teorema 7.32.

(4 & 5) Se utiliza la equivalencia entre las categorias R-CMod ~
R-DMod y R'-CMod ~ R'-DMod.

La conexion con la condicién (1) es trivial. O

NotA 7.35. La demostracion de la proposicion anterior muestra
que se puede simplificar levemente las hipotesis y decir que si R y R’
cumplen la propiedad de la equivalencia por un lado y son tratables por
el otro, entonces todas las condiciones de la proposicion anterior son
equivalentes.

Si los anillos son idempotentes, se pueden poner dos nuevas condi-
ciones equivalentes. Para ello recordemos la siguiente definicion:

DEFINICION 7.36. Sea R un anillo. Denotaremos Mod-R como la
subcategoria plena de MOD-R formada por los médulos M tales que
MR = Myt (Mg)=0. Simétricamente denotaremos R-Mod como la
subcategoria plena de R-MOD formada por los médulos M tales que
RM =Myt (gM)=0.

NotTA 7.37. Si R es un anillo idempotente, entonces las categorias
CMod-R, Mod-R y DMod-R son equivalentes. También las categorias
R-CMod, R-Mod y R-DMod son equivalentes.

Demostracion:
Una demostracién de este hecho se puede ver por ejemplo en [24,
Proposition 2.7]. O

A partir de este hecho podemos deducir lo siguiente

PROPOSICION 7.38. Sean R y R’ dos anillos idempotentes. Las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. R y R’ son Morita-equivalentes.

2. Las categorias CMod-R y CMod-R’ son equivalentes.
3. Las categorias Mod-R y Mod-R’ son equivalentes.

4. Las categorias DMod-R y DMod-R’ son equivalentes.
5. Las categorias R-CMod y R'-CMod son equivalentes.
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6. Las categorias R-Mod y R'-Mod son equivalentes.
7. Las categorias R-DMod y R'-DMod son equivalentes.

Demostracion:
Se deduce inmediatamente de la Proposicion 7.34 y de la nota anterior.

O



TEMA 8

Casos Particulares y Contraejemplos

1. Contraejemplos Sobre el Funtor D

En esta seccién vamos a estudiar el caso particular del anillo 27 de
los niimeros enteros pares. A pesar de su simplicidad, éste anillo nos
va a proporcionar un ejemplo de un anillo R para el cual la categoria
DMod-R no es coGiraud. También nos proporcionard un contraejemplo
relativo a la construccion del funtor D.

DEFINICION 8.1. Denotaremos
Q={r/s€Q:s=2"cont € NU{0}}

Dentro de este 2Z-mdédulo podemos considerar a 27 con la identifi-
cacién 2z = 2z/2° € Q,. Denotaremos

M = Qq/27.
Denotaremos por ultimo
L =1mQy/2"Z
n?N

donde éste limite inverso esta calculado con los homomorfismos canénicos

Gmn : Q2/2MZ — Qo /2"Z
r/s+2"Z +— r/s+2"ZL

para todo m > n.

Vamos a ver una forma especial de ver los elementos de Qy/2"Z.
Sea r /2K +2"7 € Qq/2"7Z, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que r > 0 ya que si no podemos sumar a 7/2* un elemento apropidado
de 2"Z con el que obtengamos un numero positivo. El ntimero r lo
vamos a escribir en base 2 como

r=e+e2+-+e2
por lo tanto r/2* se puede escribir como
t—k
r/2F = Z €in2’
i=—Fk
con €; € {0,1}. Vamos a denotar
E = {(e1)iez € {0,1}7: thl_n e =0}

215



216 8. CASOS PARTICULARES Y CONTRAEJEMPLOS

o dicho con otras palabras, las sucesiones de ceros y unos sobre el
conjunto de indices de los niimeros enteros tales que eventualmente se
hacen constantemente cero cuando se tiende hacia —oo.

Tal y como acabamos de probar, para todo elemento de Q,/2"Z
existe un (€ )z € E tal que dicho elemento se puede escribir como

> a2 +2'Z

tez
teniendo en cuenta que esta suma es eventualemente finita ya que para
todo t > n se tiene que 2! +2"Z =0y tEmOO e = 0.

Supongamos que tenemos dos representaciones (€;)iez, (0)cz € E
del mismo elemento de Q9/2"Z, entonces

Z(Et — (St)2t + 2"7 = 0.

tez
Como ¢ — §; € {—1,0,1} para todo t entonces deducimos que para
todo t < n, € = 6.

PROPOSICION 8.2. Sea l € L, entonces existe un tnico (€;)iez € E
tal que para todo n € N, la proyeccion de l en Qy/2"Z que denotaremos
l,, se tiene que

l, = Z 62!+ 2"Z.

teZ

Demostracion:
Para cada [, € Q2/2"Z podemos encontrar una sucesién

(08 )tez € E
tal que I, = >, ., 672" + 2"Z, vamos a definir
6 sit<1
€t = s
oy sit>1
Como para todo m > n se tiene que ¢ () = L, por lo tanto
d o242z =Y 52 + 2"
teZ tez

de donde deducimos que
Vte Z,Nn,m e Nt <n <m =" =9,

Entonces, para todo n € N,
@2 +2'Z=) 2" +2"Z =

teZ t<n
door2t+ Y etz = oo+ Y o2+ 2" =
t<1 1<t<n t<1 1<t<n

> o2 =1,

teZ
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Vamos a probar la unicidad, supongamos que existe (j1;)cz € E tal
que para todo n € N,

S @2 +2'Z =Y 2 +2"Z.
teZ teZ

por lo tanto para todon € Ny todot < n, ¢ = pu;, de donde concluimos
que ¢, = j; para todo t € Z. 0

NotA 8.3. Todos los elementos de & representan uno de L con la

aplicacion
(Et)tEZ — (Z €t2t + 2nZ> € L
neN

teZ
que por la proposicion anterior resulta ser una biyeccion. Podemos
por lo tanto identificar los elementos de L con sus correspondientes
representaciones en .

Vamos a ver ahora como se comporta esta descripcion de los ele-
mentos con la multiplicacién por 2. Sea (& )iz € E, entonces

(Z 62 + an> 9 — <Z €211 + Q"Z) _
neN neN

teZ teZ

(Z e 120+ 2“2)
neN

teZ

PROPOSICION 8.4. Sea N un 2Z-mddulo. Las siguientes condi-
ctones son equivalentes:

1. N estd en DMod-2Z.

2. N esta en Mod-Qs.

3. Para todo n € N eziste n' € N tal que n = n'2 y para todo
n € N, sin2=0 entonces n = 0.

Demostracion:

(1 =3). Sean € N. Como N = N2Z, podemos encontrar n’ € N tal
quen =n'2. Sean € N tal que n2 = 0, entonces n®2 =0 € N ®Qy727Z.
Utilizando la Proposicién 1.58 podemos encontrar una cantidad finita
wi---wy € Ny unos aj---a; € P27 tales que 2a; = 0 para todo
ie{l,---,t} y n = aqw;. Para cada w; podemos encontrar un v; tal
que w; = 2v;, entonces n = 2a,;v; = 0.

(3 = 2). Para todo n € N existe un tnico n’ € N tal que n'2 = n.
Vamos a definir n(1/2) = n’ y de ésta forma extendemos la definicién a
todos los elementos de Qy ya que todos los elementos de este anillo se
pueden poner de la forma r/2* con r € 2Z. Es inmediato comprobar
que con ésta estructura N es un Q-mddulo unitario.

(2 = 1). Sean € N, claramente n = (n(1/2))2 por lo tanto
N es un 2Z-moédulo untitario. Supongamos que n2 = 0, entonces n =
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(n2)(1/2) = 0y por lo tanto n®2 = 0. Esto prueba que N € DMod-2Z.
O

COROLARIO 8.5. Qy es un generador de la categoria DMod-2Z.

Demostracion:
Puesto que es un generador de Mod-Qs, y esta categoria es la misma
que DMod-27Z, deducimos que es un generador de esta ultima categoria.

|
PROPOSICION 8.6. El mddulo L estd en la categoria DMod-27Z.

Demostracion:
Sea | € L, para este elemento podemos encontrar un (& );cz € E tal
que
=) a2 +2'Z
teZ,

Sea [’ el elemento representado por la sucesién (€;41)ez € E, entoces

I'2= (Z €12 + 2”2) 2=

teZ

S a2 422 =) 2 + 22 =1,

teZ teZ

Por lo tanto I'2 = [. Por otro lado si [2 = 0 entonces ¢;,_; = 0 para todo
t € Z por lo que [ = 0. De ahi deducimos utilizando la Proposicion 8.4
que L € DMod-27Z. O

Recordemos que estamos denotando M = Q9/2Z. Vamos a definir
los siguientes homomorfismos

P: L — M
(Et)tEZ — ZtEZ €t2t + 27,

p: Q@ — M
r/s — r/s+2Z

PROPOSICION 8.7. Ker(p) y Ker(P) son evanescentes como 27-
madulos.

Demostracion:

Por una parte tenemos que Ker(p) = 27Z. Si existiera un 2Z-submédulo
de 27 unitario, éste tendia que estar contenido en N,en2"Z = 0 por lo
que ha de ser el médulo 0.

Supongamos que tenemos un elemento [° en U (Ker(P)), entonces
podemos encontrar [" € U (Ker(P)) C Ker(P) tal que paratodon € N,
["2 = ["~1. Para cada uno de éstos elementos [ vamos a encontar una
sucesién (€')iez € E que represente éste elemento. Por estar [" €
Ker(P) sabemos que €} = 0 para todo ¢t < 0, pero también sabemos
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que por ser ["2% = ["7F que ! | = "% para todo t y todo 0 < k < n,
por lo tanto

==,
de donde deducimos que para todo k € Z, €2 = 0sik <0ysik >0

entonces €) = ¢"T1 = 0. Por lo tanto [ = 0. O

PROPOSICION 8.8. Sea W € DMod-27Z para_el cual existe un epi-
morfismo f : W — M. FEntonces eriste un f : W — L tal que

Pof=Ff.

Demostracion:
Sea w € W, para el podemos encontrar una sucesion (w,,),en de ele-
mentos de W tales que wg = w y para todo n € N, w,, = 2w,,_;. Esta
forma de eleccion es tnica por estar W € DMod-27Z.
Para cada w, vamos a encontrar unos elementos r, € Z y «a,, > 2
tales que
flwy) =2r, /2" +2Z € M

y cumpliendo las siguientes propiedades adicionales:

1. 0 <r, < 2% para todon € N.
2. 2 no divide a r, para todon € N.

Vamos a ver las condiciones adicionales que van a cumplir estos
elementos.

Como 4r, /2% + 27 = 2r,_1/2% ' + 27, podremos encontrar un
elemento t, € Z tal que

47”n/2a” = 27”n_1/2a"71 + Qtn

por lo tanto
Tn T'n—1 + Qg_ltn
2an—2 = 20¢n71—1
Como 2 no divide ni a r,_; ni a r,, la tnica posibilidad para que estas
fracciones sean iguales es que ay,—1 = a,, — 1 vy que 7,1 + 2%, = 7,,.
Pero haciendo uso ahora de que 0 < r,, < 2%* concluimos que t,, solo
puede ser 0 6 1.
Vamos a tomar

- 2 b 2k
f(w):( T°+Z’;=1 k +2”Z) e L.

2a
neN
La unicidad del levantamiento se deduce inmediatamente del hecho
de que Ker(P) sea evanescente. O

COROLARIO 8.9. Con las notaciones anteriores, L = D (M).

Demostracion:
Desde D (M) hasta M tenemos un epimorfismo vy,. Utilizando la
proposicion anterior, este epimorfismo puede ser levantado a un mor-
fismo 7y, : D (M) — L. En el otro sentido, el homomorfismo P tam-
bién puede ser levantado a un morfismo P : L — D (M) utilizando
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D (P) y el isomorfismo L ~ D (L). Utilizando que tanto Ker(P) como
Ker(vy) son evanescentes, podemos deducir que ambos levantamientos
son inversos el uno del otro y por lo tanto L ~ D (M). O

CONTRAEJEMPLO 8.10. Sea R un anillo, gkM un generador de la
categoria R-DMod y rN € R-MOD. Sea H(N) = Hompg(M, N). En-
tonces tenemos un homomorfismo canénico

ny : MEN) N

tal que Im(ny) = U (N) y D (N) se define como MHEW) /U (Ker(ny)).
Sin embargo, podria ser posible que tuvieramos un subconjunto I(N) C
H(N) con el cual pudieramos igualmente definir un homomorfismo

Tn MUIN) N
con Im(7 ) = U (N), pero que sin embargo D (N) # MUYM) /U (Ker(7y)).

Demostracion:
Consideremos el anillo 2Z. El médulo Qs es un generador de la cate-
goria 27Z-DMod y tenemos un epimorfismo

p:Qy— M

sin embargo D (M) # Q2 (el nicleo de p es evanescente, por lo tanto
Q,/U (Ker(p)) = Q2).

El epimorfismo Qo — M se puede levantar a un homomorfismo
p : Qy — L, pero si nos fijamos en la construccién que se hace
de este levantamiento, Im(p) es precisamente el conjunto de elemen-
tos de L que vienen representados por sucesiones (€)cz € E tales
que limye o € € {0,1}, es decir, sucesiones eventualmente constantes
(tienden a 0 si representan a nimeros positivos y a 1 si representan a
nimeros negativos). Como en E se pueden tomar sucesiones que no
son eventualmente constantes, por ejemplo, del tipo

(---000010101010101 - - -)
deducimos que Im(p) # L y por lo tanto Qg # L. o

CONTRAEJEMPLO 8.11. La categoria R-DMod no es en general una
categoria coGiraud de la categoria R-MOD, es decir, en general el funtor

D : R-MOD — R-DMod
no conserva, epimorfismos.

Demostracion:
El epimorfismo p : Q2 — M, al aplicarle el funtor D va a un morfismo
D(p) : D(Q) — D(M) = L. Este morfismo es precisamente el
resultado de componer el isomorfismo D (Qy) — Q2 (Q2 € 2Z-DMod)
con el levantamiento p : Qo — L, pero este no puede ser un epimorfismo
ya que Im(p) # L tal y como hemos visto en el contraejemplo anterior.

O
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Para la demostracién de que la categoria CMod-R es Grothendieck,
se utiliza de forma fundamental el hecho de que CMod-R sea una cat-
egoria de Giraud de MOD-R, resultado debido a que CMod-R es una
subcategoria localizante. La categoria DMod-R por contra no puede
ser estudiada tan facilmente y es preciso desarrollar nuevas técnicas
ad hoc para este caso. A lo largo de ésta memoria hemos encontrado
muchos resultados duales entre las categorias R-DMod y CMod-R a pe-
sar de que no hemos podido utilizar las propiedades de las categorias
de coGiraud. Un problema que sin embargo ha permanecido abierto
es el de si la categoria R-DMod es una categoria abeliana en general.
Nosotros hemos probado que es una categoria abeliana por la derecha ,
hecho que nos ha sido necesario para poder hablar de sucesiones exac-
tas por la derecha, requisito fundamental en la prueba de los teoremas
de Morita para anillos sin identidad.

A pesar de que la categoria R-DMod no es de coGiraud en gen-
eral, no hemos podido encontrar ni una demostracion, ni un contrae-
jemplo en el que R-DMod no sea una categoria abeliana (la categoria
27-DMod es claramente abeliana porque es la misma categoria que
Q2-Mod). Puesto que la categoria R-DMod es una categoria abeliana
por la derecha, el inico problema esté en ver la condicion que diferen-
cia a las categorias abelianas por la derecha de las categorias abelianas,
concretamente la propiedad de ser una categoria normal, e.d., que to-
do monomorfismo sea un ntcleo. Para centrar el problema, vamos a
caracterizar ambos tipos de morfismos de forma general:

PROPOSICION 8.12. Sea f : X — Y wun morfismo en R-DMod.
Entonces

1. f es un monomorfismo si y solo si Ker(Ip(f)) es un mddulo
evanescente en R-MOD.
2. f es un nicleo si y solo si X = D (Im(f)).

Demostracion:
(1). Empecemos suponiendo que f es un monomorfismo, entonces como
la composicion de los morfismos

D (Ker(In(f))) — Ker(Ip(f)) = X =Y

es 0 y el morfismo D (Ker(Ip(f))) — X estd en R-DMod, dedudimos

que D (Ker(In(f))) — Ker(In(f)) — X es 0, pero como Ker(Ip(f)) —

X es un monomorfismo en R-MOD, la tinica posibilidad es que D (Ker(Ip(f))) =
0y esto sucede cuanto U (Ker(Ip(f))) = 0, es decir, cuando Ker(Ip(f))

es evanescente.

Reciprocamente, supongamos que Ker(Ip(f)) es evanescente. En-
tonces si existe un morfismo h : Z — X tal que h x f = 0, entonces
Ip(h) factorizaria a través del nicleo de Ip(f) que es evanescente y
por lo tanto Ip(h) = 0 con lo que concluimos que h = 0.

(2). Vimos que en categorias abelianas por la derecha, todo nicleo
es el nicleo de su contcleo, por lo tanto, un morfismo f es un nicleo
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si y solo si es el ntcleo de su conticleo. El conticleo de f es el mor-
fismo f¢ : Y — Y/Im(Ip(f)) (recordemos que como Im(Ip(f)) es
unitario, Y/Im(Ip(f)) estd en R-DMod). El nicleo de este conticleo es
D (Ker(Ip(f€))), es decir, D (Im(Ip(f))), por lo tanto f es un nticleo
siy solosi X =D (Im(Ip(f))). O

PROPOSICION 8.13. Sea R un anillo, la categoria R-DMod es abeliana
si y solo si para todo morfismo f: X — Y en R-DMod con Ker(Ip(f))
evanescente, D (ID(f)Ck) es un epimorfismo.

Demostracion:
Consideremos el siguiente diagrama:

fck:
X Im(In(f))
T”ID(Im(f))

|
D (X) —— D (Im(In(f)))
D(fck)

La condicién de ser abeliana es equivalente a que D ( f Ck) sea un isomor-
fismo para todo f, pero vamos a ver que si es un epimorfismo, entonces
también es un monomorfismo, esto es porque si es un epimorfiso, su
nicleo considerado en R-MOD es unitario, pero este nucleo unitario
estd contenido en Ker(Ip(f)) que es evanescente, por lo que ha de ser
0. 0

Si D conservara epimorfismos, deduciriamos inmediatamente que
R-DMod es una categoria abeliana, pero nosotros conocemos ejemplos,
p: Qy — M, de epimorfismos que no son conservados por D. La razon
por la que aun en el contraejemplo conocido la categoria permanece
abeliana, es porque el epimorfismo p : Qo — M no se el contcleo del
nicleo de ningin morfismo en R-DMod.

2. Contraejemplos de Equivalencias

EJEMPLO 8.14. Existen anillos para los cuales las categorias CMod-R
y DMod-R no pueden ser equivalentes independientemente de los fun-
tores que utilicemos. El ejemplo es el de un anillo que sea T-nilpotente
por un lado pero no por el otro. Este ejemplo se puede ver en detalle
junto con su demostracién en [24].

Vamos a ver en esta seccion que existen anillos T-finitamente gen-
erados por ambos lados que no cumplen la propiedad de equivalencia
por ningun lado. Para ver estos ejemplos vamos a hacer algunas con-
sideraciones generales sobre un tipo de anillos muy particular.

PROPOSICION 8.15. Sea X un conjunto no vacio, A = Z{X) el
anillo libre sobre el conjunto X con anillo base el anillo de los enteros,
y sea R = (A\ Z)U{0} que es un subanillo de A. Entonces

1. A es isomorfa como anillo a la extension de Dorroh de R.
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2. X es un conjunto de generadores de R como A-mddulo por ambos

lados, en particular es un conjunto T-generador por ambos lados
de R.

3. Un R-mdédulo Mr de MOD-R esta en CMod-R si y solo si el
homomorfismo de grupos abelianos

M — MX

m = (mT)eex

es un isomorfismo.
4. Un R-modulo My de MOD-R esta en DMod-R si y solo si, el
homomorfismo de grupos abelianos

M& M
(mx)xEX = Z:{:EX mgyX

es un isomorfismo.

Demostracion:

1. Vamos tinicamente a dar el isomorfismo, la comprobacion de que
es efectivamente un isomorfismo de anillos es un mero célculo.

"R — A

(z,r) — z+7r

2. Esto es consecuencia de que R=3%_ _Arx =3 .  zA
3. (=). Supongamos que existe un m tal que mx = 0 para todo
x € X, entonces mr = 0 para todor € Ryaque R=)_ _, zA,
pero de ahi deducimos que m € t (Mg) = 0.
Por otro lado consideremos (my),ex € M X vamos a definir
el R-homomorfismo
f+: R - M
T = My
y extendiendo f para el resto de los valores por linealidad. Es
facil ver que f estd bien definido por ser los elementos de X
libres. Puesto que M € CMod-R podemos encontrar un m € M
tal que f(r) = mr para todo r € R, por lo tanto m, = max para
todo r € X.

(«<). Supongamos que existe m € t (Mpg), entonces para
todo ¢ € X tendremos que mx = 0, pero esto supone que
(mx)zex = (0x)zex y por lo tanto m = 0. Esto prueba que
Ker(Ay) = 0. Para ver que Ay, es suprayectiva supongamos
que tenemos f : R — M un R-homomorfismo. Si consideramos
el elemento (f(7)).ex € MY podemos encontrar un m € M
tal que mx = f(x) para todo x € X, como f por ser un R-
homomorfismo, también es un A-homomorfismo, entonces para
todo r € R tenemos que r € Y _y xA por lo tanto podremos



224

8. CASOS PARTICULARES Y CONTRAEJEMPLOS

encontrar valores a, € A para todo x, casi todos nulos, tales que
T = ,cx 0y pero de ahi deducimos que

f(r)= Z f(z)a, = meax =mr
rzeX rzeX

por lo tanto Ay (m) = f.

. (=). Si M esta en DMod-R, en particular, M es unitario, por lo

tanto M = MR =} . MAz =3 _ Mz por lo tanto para
todo m € M podemos encontrar elementos (m,).cx casi todos
nulos tales que m = ) _m,x. Por otro lado, supongamos
que tenemos una familia de elementos (mg).ex € M (%) tales
que Y .y mux = 0, entonces ) . m,®x =0 € M ®4 R
por lo tanto, utilizando la Proposiciéon 1.58 podemos encontrar
elementos my, -+ ,my € My a;, € Aconi € {1,--- k},z € X
casi todos nulos tales que

> anr=0 Vie{l-- k}

zeX

k
Zmiaix =m, VerelX
i=1
pero por definicién de A, si Zme « iz = 0 entonces a;, = 0 para
todo par (i,z) y de ahi deducimos que m, = 0 para todo x € X.
(«). Para todo m € M podemos encontrar (m,)ycx € M)
tal que > .y m,x = m por lo tanto m € MR, de ahi deducimos
que M = MRy que pp : M®g R — M es un epimorfismo. Para
ver que también es un monomorfismo consideremos un elemento
genérico de Ker(pys). Por construccion de R sabemos que un
elemento de este nicleo se puede escribir como ) _m, ® x
con (my)zex € MX) | pero por estar este elemento en Ker(uyy)
sabemos que ) _mgyz = 0 de donde deducimos que m, = 0
para todo x € X y por lo tanto ) _m, ® z = 0.

O

LEMA 8.16. Sea X un conjunto, A =Z(X), R=(A\Z)U{0}, y

Mpg un R-mddulo unitario, entonces si erx m,R@x=0en M &4 R,
entonces m, = 0 para todo x € X.

Demostracion:

Realmente es esto lo que se prueba en el punto 4 de la proposiciéon
anterior utilizando la Proposicion 1.58. n

PROPOSICION 8.17. Sea X un conjunto finito, A = Z(X), R =

(A\ Z) U{0}, entonces

1. Si Mg es un R-mddulo libre de torsion entonces C(Mpg) =

M(X*) donde X* = {a* : © € X}, siendo los elementos de
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M{(X*) sumas finitas de elementos de la forma mx7-- -z} con
x; € X* y definiendo las siguientes operaciones para todoy € X,

0 sik>1yx,#y

y extendiendo por linealidad para obtener todos los demas pro-
ductos.
2. St Mg es un R-maodulo unitario, entonces

D(MR):limM®RR®R"'®RR
— —_——

neN
n veces

Demostracion:

1. Empecemos viendo que M (X*) con la definicién dada en el enun-
ciado estd en CMod-R. Para ello vamos a utilizar la proposicién
anterior y vamos a comprobar que el homomorfismo de grupos
abelianos

M(X*) — M(X*)X
m = (mx)xEX
es un isomorfismo viendo que tiene un inverso, el inverso es pre-
cisamente el que viene dado por

(mw)wEX = erX m,x*

Notemos que como X es un conjunto finito por hipdtesis, la
suma que estamos tomando es finita. La definiciéon de m,z* es la
siguiente: si 1M, = D, ) eupoxt M1 Te)T] -+ - T} entonces
MaT™ = Z(iEl'“ZCt)EUkeNXk M(Xy - L) T] - TfTE

Para probar que efectivamente C (Mpg) es precisamente este
modulo, tenemos que probar que M (X*)/M es un R-médulo de
torsion, pero esto estd claro ya que todos los elementos de M (X ™)
son sumas finitas de la forma maj - - -z} y may - 23 X = 0.

2. Consideremos el conjunto X y la aplicacién 7 : X — R dada por
m(x) = x. Como X es un conjunto finito podemos considerar el
soporte o0 = 3(X).

Utilizando el lema anterior, sabemos que todos los elementos
de M ® 4 R se pueden escribir de modo tnico como Zme MR,
utilizando ésto repetidamente podemos deducir que los elementos
de

M@rRQpr - QrR
—_———— ——

pueden expresarse de modo tnico como sumas de los elementos
de la forma mz ® Tz ® - - - 21 con A(T) = n.
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Si consideramos un elemento de

L:=lmM®r R ---Qr R
— ~—_—————

neN
n veces

éste vendra representado por una familia de elementos mz con
T € o tales que ZyEX Mzyy = M.

De esta forma se ve que para todo elemento [ de L existe un
homomorfismo f : (o)) — M tal que [ viene representado por

los elementos
(f(o(T)))zeo-

Ademas esta representacion es tnica por ser Unica en cada uno

de los M ®r R--- ®r R. Esto nos establece una biyeccion en-
tre L y Hompg({(o)), M). Denotemos a esta biyeccién por ¢ :
Hompg({(o)), M) — L. De esta forma, para todo f € Hompg({(o)), M),
se tiene que ¢(f) =, cx p(fom?(T),)r (notemos que Ao = o
para todo x € X). Esto nos prueba que L es unitario. Adems4s,

la unicidad de estos elementos en cada una de las componentes

M ®r R®pg -+ ®r R nos hace que L € DMod-R.

Sea f € Hompg({o), M), vy sea T € o. Consideremos el
elemento Iz dado por ¢(f o 7%(Z),). Entonces denotaremos
f: (o) — L el homomorfismo que sobre cada ,(T) esta definido
como lz. De esta forma podemos levantar todos los homomorfis-
mos f : (o)) — M a homomorfismos f : (o)) — L.

Utilizando estos levantamientos, es posible ver que L = D (M)
de forma similar a como se hace en el Corolario 8.9.

O

CONTRAEJEMPLO 8.18. El anillo R = Z(zo, 1) \ZU{0} no cumple
la propiedad de la equivalencia por la derecha ni por la izquierda.

Demostracion:
Consideremos el médulo M = Z[zo|\ ZU{0} con la multiplicacién por
x7 dada por mz; = 0 para todo x; y la multiplicacion por xy dada de
la forma natural. Este modulo es libre de torsion puesto que mag # 0
para todo n € Ny todo m € M \ {0}.

Podemos pues calcular C (M) que es N = M (xj, x7). El mddulo
N es unitario ya que n = najx, para todo n € N. Si R cumpliera la
propiedad de la equivalencia por la derecha, el nucleo de vy deberia
ser un modulo de torsion. Lo que vamos a probar precisamente es que
este médulo no es de torsion. Pero esto es cierto porque el elemento
l e liinN RQr R®p - ®r R dado por la sucesion

(0,20 ® 1, Toh @ 2o @ x1, -+, 2o(2)F @20 ® -+ - @ 1o Ry, -+ +)
—_———

k veces
est4 claramente en este nicleo y para todo k € N se tiene que Iz} # 0.
|
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