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1. Módulos Asociados a Soportes Unitarios 107
2. Descomposiciones en Sumas Directas 116
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Introducción

1. Presentación

Uno de los procedimientos más fruct́ıferos en el estudio de los anil-
los se basa en asociar a cada anillo con identidad R, su categoŕıa de
módulos por la derecha unitarios Mod-R, y relacionar propiedades “in-
tŕınsecas” del anillo R con propiedades de dicha categoŕıa. De este mo-
do, es posible caracterizar muchas de las clases de anillos más clásicas
y más importantes, como, por citar sólo algunos ejemplos, los anillos
semisimples (todo módulo es proyectivo), los anillos noetherianos por
la derecha (toda suma directa de inyectivos es inyectiva), los anillos
artinianos por la derecha (todo inyectivo es una directa de envolturas
inyectivas de módulos simples), los anillos regulares (todo módulo es
plano): puede verse una lista más completa de ejemplos en [6, pp.
183-186].

El estudio de los anillos asociativos generales (no necesariamente
con identidad) no ha tenido, en cambio, un desarrollo paralelo. Hay una
primera dificultad, de carácter básico, que ha impedido este desarrollo:
no está claro cómo hacer una elección “canónica” y eficiente de una
categoŕıa de módulos que se pudiese asociar al anillo asociativo R y que
permitiese “reflejar” , mediante propiedades categóricas, las del anillo
R. Ésto no quiere decir que no haya habido intentos en esta dirección;
de hecho, podemos clasificar dichos intentos en dos grandes grupos:

(1). Se ha observado, en ocasiones, que es posible “aproximar” un
anillo con uno al anillo asociativo R. La más conocida de estas “aprox-
imaciones” es la construcción de la extensión de Dorroh del anillo R,
que denotaremos Z×R. Como es sabido, el conjunto subyacente de Z×R
es precisamente el producto Z × R con la suma usual y el producto
definido por

(n, r)(m, s) = (nm, rs + mr + ns)

De este modo, Z×R resulta ser un anillo con identidad (1Z, 0), de mo-
do que R se identifica con un ideal bilátero de Z×R. La bondad de esta
“aproximación” debe juzgarse como la medida en que las propiedades
del anillo R se vean reflejadas en las propiedades de Z×R. Puesto que
Z×R es un anillo con uno, sus propiedades, a su vez, se corresponderán
con las de la categoŕıa de módulos Mod-Z×R. En este sentido, es digno
de ser destacado el siguiente resultado, por otra parte bien conocido
(véase, por ejemplo, [6]):
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6 INTRODUCCIÓN

Teorema 0.1. Sea R un anillo, y sea Z×R su extensión de Dorroh.

La categoŕıa MOD-R formada por todos los R-módulos por la derecha es

equivalente a la categoŕıa Mod-Z×R formada por todos los Z×R-módulos

por la derecha unitarios.

A la luz de este resultado, es claro que la “aproximación” de R
mediante su extensión Z×R equivale a la elección, como categoŕıa es-
cogida para asociar al anillo R con el fin de estudiar sus propiedades,
de la categoŕıa MOD-R de todos los R-módulos por la derecha. Mien-
tras que esta elección es excelente en un sentido (porque la categoŕıa
que asociamos a R tiene muy buenas propiedades, ya que es una cat-
egoŕıa de módulos unitarios para un anillo con identidad), queda por
ver si es “adecuada” , en el sentido de que las propiedades de R cor-
respondan de manera fiel a propiedades de MOD-R. Si ésto fuera aśı,
entonces el estudio de anillos sin uno podŕıa reducirse efectivamente al
de anillos con uno. Sin embargo, algunos problemas dependientes de
esta elección muestran que MOD-R puede no ser una buena categoŕıa
para estudiar las propiedades de R (de hecho, si R es un anillo con
uno, no es MOD-R la categoŕıa que elegimos para estudiar el compor-
tamiento del anillo R, sino la más pequeña Mod-R). Los problemas
son debidos, naturalmente, a que las propiedades de R y Z×R pueden
llegar a ser bastante diferentes. Podemos formular de modo preciso
la “diferencia” entre R y Z×R para hacernos una idea de las razones
por las que MOD-R no es una buena elección para la categoŕıa que
intentamos asociar al anillo R.

Supongamos que R es un anillo con uno, y sea M ∈ MOD-R. De-
notemos

M ′ = {m ∈ M : mR = 0} M ′′ = M/M ′.

Es fácil ver que M ≃ M ′⊕M ′′ . Además si f : M → N es un morfismo
en MOD-R, y usamos las descomposiciones anteriores, M = M ′⊕M ′′ ,
N = N ′ ⊕ N ′′ , entonces f se descompone también como f = f ′ ⊕ f ′′

con f ′ : M ′ → N ′ y f ′′ : M ′′ → N ′′ .
Cada M ′ es un R-módulo de tipo especial: es simplemente un grupo

abeliano cuya multiplicación por los escalares de R es trivial, M ′R = 0.
Por su parte, M ′′ es un R-módulo unitario, es decir, M ′′ ∈ Mod-R.
Ésto significa que la categoŕıa MOD-R se puede descomponer como
producto de otras dos categoŕıas MOD-R = Mod-Z × Mod-R En reali-
dad, la parte que nos da la información sobre R es precisamente Mod-R
(la categoŕıa que se le asocia a R cuando, como en este caso, R tiene
identidad), siendo la parte Mod-Z dependiente del factor Z que hemos
añadido en la construcción de Z×R. Esta “parte añadida” aparece
también en cualquier categoŕıa MOD-R, para R un anillo asociativo
arbitrario, y es la que justifica que la elección de la categoŕıa MOD-R
para estudiar R no sea verdaderamente adecuada.

Con esta misma idea de “aproximar” los anillos sin uno por medio
de anillos con uno (lo que equivale a escoger una categoŕıa usual de
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módulos como la categoŕıa que “representa” al anillo dado), se ha
propuesto también usar el anillo End(RR) para estudiar R, al menos
en el caso de anillos R “no degenerados” en [39, Pg. 88].

(2). La segunda clase de intentos coincide en aceptar la posibilidad
de que la categoŕıa de módulos adecuada para estudiar el anillo asocia-
tivo R no sea equivalente a la categoŕıa de módulos sobre un anillo con
uno. Concretamente se han estudiado diversas categoŕıas de módulos
sobre anillos asociativos, que no tienen porqué tener un generador fini-
tamente generado. En todos estos intentos, el concepto de R-módulo
unitario (e.d., módulos MR tales que MR = M) ha desempeñado un
papel notable. Examinemos algunas de estas propuestas

(i). En los trabajos de Abrams [1] y Ánh y Márki [5], se supone que
R es un anillo con unidades locales y se le asocia la categoŕıa Mod-R de
todos los módulos unitarios. Con esta elección, Abrams y Ánh-Márki
han obtenido una respuesta positiva al problema que hemos planteado
al principio: la relación entre las propiedades de R y de Mod-R parece
ser muy estrecha y, en particular, ellos han obtenido una versión para
anillos con unidades locales de la teoŕıa de equivalencias de Morita,
que extiende a este caso prácticamente todas las buenas propiedades
de las equivalencias de Morita clásicas. Ésto sugiere si la elección de la
categoŕıa de R-módulos unitarios podŕıa también tener éxito fuera del
restringido marco de los anillos con unidades locales.

(ii). Komatsu [21] estudió también equivalencias de Morita para
una clase más amplia de anillos, los anillo s-unitarios, usando la misma
categoŕıa Mod-R de los R-módulos unitarios. Sus resultados son menos
completos que los anteriores, pero una parte de la teoŕıa de Morita
clásica resulta ser aún válida es este contexto.

(iii). En varios trabajos, Xu, Shum y Turner-Smith [46] han de-
sarrollado una teoŕıa de equivalencias (llamadas por ellos Morita-like

equivalences) que, esencialmente, está basada en escoger también la
categoŕıa de R-módulos unitarios Mod-R, para anillos R que verifiquen
la propiedad de que todos los submódulos de unitarios son unitarios.
Esta clase de anillos es mas general que las dos anteriores, pero el
estudio de estos autores está lejos de ser completo.

(iv). Para el estudio de la clase, más general que las de (i) y (ii),
de los anillos idempotentes (e.d., los anillos R tales que R = R2),
una nueva elección de la categoŕıa ha sido propuesta en [12]: Mod-R
denota ahora (se puede mantener la notación porque, si R verifica la
condición de que los submódulos de módulos unitarios son unitarios,
entonces esta nueva categoŕıa Mod-R coincide con la de los R-módulos
por la derecha unitarios) la categoŕıa de los R-módulos MR que son, a
un tiempo, unitarios y libre de torsión (esta segunda condición quiere
decir que si m ∈ M y mR = 0, entonces m = 0). Usando esta categoŕıa,
se puede obtener también una versión adecuada y completa de la teoŕıa
de Morita clásica para esta clase de anillos sin uno.
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(v). Podemos finalmente, considerar como otra propuesta la elec-
ción de una categoŕıa de módulos para el anillo R, la construcción de la
categoŕıa σ[M ] para un módulo arbitrario M sobre un anillo con uno:
véase [45]. Esta construcción permite asociar a un anillo asociativo ar-
bitrario R la categoŕıa de Grothendieck σ[RR]. Esta categoŕıa coincide,
si R es idempotente, con la de todos los submódulos de módulos uni-
tarios; y en el caso general, contiene a todos esos módulos pero puede
incluir, posiblemente, otros, como el propio RR.

El objetivo inicial de la presente memoria es, justamente, intentar
resolver el problema planteado al principio; es decir, dado un anil-
lo asociativo arbitrario R, asociarle una categoŕıa de módulos “ade-
cuada” en la que puedan estudiarse propiedades del anillo R como
propiedades categóricas, de manera análoga al caso de los anillos con
identidad. Con el fin de tener un criterio con el que medir la posible
“adecuación” de esa categoŕıa, nos fijaremos en los siguientes puntos.

(a). La construcción que demos debeŕıa ser tal que, en el caso par-
ticular en que R es un anillo con uno, o un anillo con unidades locales,
la categoŕıa elegida debe resultar equivalente a la categoŕıa de los R-
módulos unitarios. De esta manera, nuestra construcción generalizaŕıa
los casos que se han podido estudiar con éxito hasta ahora. Por las
mismas razones, la construcción debeŕıa, más en general, dar una cat-
egoŕıa equivalente a la categoŕıa Mod-R de módulos unitarios y libres
de torsión en el caso particular de que el anillo R sea idempotente.

(b). La categoŕıa elegida debe tener propiedades que la hagan, en
lo posible, fácil de manejar, con objetos y morfismos que se puedan
describir por condiciones que no sean dif́ıciles de comprobar. Si no
podemos decir que este sea un requisito inexcusable, es claro que si
se trata de una condición bastante conveniente. En este sentido, seŕıa
deseable que la categoŕıa construida tuviese propiedades cercanas a
las categoŕıas de módulos para anillos sin uno, aunque ya hemos visto
que tendremos que admitir que no es exactamente equivalente a una
categoŕıa de este tipo.

(c). Una “condición mı́nima” que parece necesario imponer si
queremos que la categoŕıa que construyamos refleje adecuadamente las
propiedades del anillo R, es que sea posible desarrollar una teoŕıa de
Morita lo más completa posible para estas categoŕıas. De modo general,
este es un test básico para determinar si nuestra elección es, en prin-
cipio, aceptable. En efecto, si queremos que haya una relación fuerte
entre las propiedades de un anillo R y las de la categoŕıa asociada a
R, la existencia de una equivalencia de categoŕıas entre las asociadas a
dos anillos R y S, debe implicar la existencia entre los anillos mismos.
En particular, identificar lo que serán las equivalencias de Morita para
las categoŕıas que construyamos debe ser también un objetivo de este
trabajo.
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(d). Insistiendo en lo señalado en (c), hay un requisito técnico que
también nos parece necesario imponer, porque da una garantia básica
de relación entre propiedades del anillo y las de la categoŕıa de módulos
asociada. Se trata de lo siguiente: si existe una equivalencia entre las
categoŕıas de módulos por la derecha para dos anillos asociativos da-
dos, R y S, entonces debemos también tener una equivalencia entre
las correspondientes categoŕıas de los módulos por la izquierda. Es-
ta propiedad del cambio de lado nos parece un test de la bondad de
la elección: en efecto, las categoŕıas de módulos serán categoŕıas de
módulos por un lado; el que la equivalencia por la derecha implique
la equivalencia por la izquierda da una cierta garant́ıa de que las cat-
egoŕıas elegidas están reflejando efectivamente propiedades del anillo,
sin dependencia del lado considerado.

Para explicar las ideas que están en la base de nuestra elección de la
categoŕıa que queremos asociar al anillo asociativo R, debemos volver
sobre una propiedad ya citada anteriormente: si R es un anillo con uno,
entonces la categoŕıa MOD-R de todos los R-módulos por la derecha es
el producto de dos subcategoŕıas, MOD-R ≃ Mod-Z × Mod-R, donde
Mod-R consiste en todos grupos abelianos definiendo una multipli-
cación trivial por los elementos de R, y Mod-R es la subcategoŕıa
de R-módulos unitarios. Es este caso, la “buena” categoŕıa se ob-
tiene eliminando el factor no significativo Mod-Z, y quedándose con la
parte complementaria, Mod-R. Ahora bien: si R es un anillo general,
MOD-R sigue conteniendo a la categoŕıa Mod-Z como subcategoŕıa ple-
na, aunque ya no sea un factor directo. Aún aśı, resulta posible “elim-
inar” esta parte cuyas propiedades no guardan relación alguna con las
del anillo R, recurriendo a las técnicas de localización no conmutativa
que provienen de la tesis de Gabriel [8]. Concretamente, podemos con-
siderar la menor subcategoŕıa localizante (o menor clase hereditaria
de torsión) de MOD-R que contiene a Mod-Z; si llamamos C a esta
subcategoŕıa, entonces la categoŕıa cociente de MOD-R respecto de C

“elimina” efectivamente la clase Mod-Z y será, por las propiedades gen-
erales de la localización no conmutativa, una categoŕıa de Grothendieck
equivalente a una subcategoŕıa plena de MOD-R, que denotaremos co-
mo CMod-R, con un funtor de localización C : MOD-R → CMod-R,
que es adjunto por la izquierda del funtor de inclusión. Además de
las caracterizaciones que resultan de las propiedades generales de las
localizaciones aplicadas a este caso particular, los módulos de la subcat-
egoŕıa CMod-R se pueden describir de forma directa: son los R-módulos
MR tales que el homomorfismo canónico MR → HomR(RR, MR) es un
isomorfismo.

La elección de CMod-R tiene, sin duda, importantes ventajas. Apli-
cando los criterios (a),(b),(c),(d) señalados arriba, vemos que responde
muy bien a los criterios (a) y (b): en efecto, si R es idempotente,
entonces hay una equivalencia entre CMod-R y la categoŕıa Mod-R
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antes indicada, por lo que CMod-R podŕıa generalizar las elecciones
hechas en los casos en que se dispone de una buena teoŕıa de Mori-
ta. En cuanto a (b), al ser CMod-R una categoŕıa de Grothendieck,
tiene propiedades bastante próximas a las de una categoŕıa de módulos
sobre un anillo unitario, lo que facilita su manejo. Como se verá en
la memoria, la existencia de una equivalencia entre las categoŕıas de
este tipo, CMod-R ≃ CMod-S, implicará la existencia de unos ciertos
bimódulos P y Q que nos describen el comportamiento de las equiv-
alencias de una forma bastante satisfactoria. Podemos pues afirmar
que el comportamiento de esta categoŕıas en relación con el criterio
(c) resulta también satisfactorio. Sin embargo, falla en el criterio (d).
En efecto, se demuestra en la memoria, que la categoŕıa CMod-R se
reduce a la subcategoŕıa trivial (cuyo único objeto es 0) si y sólo si
el anillo R es T-nilpotente por la izquierda. Por lo tanto, si R es un
anillo T-nilpotente por la izquierda, pero no por la derecha, y S es T-
nilpotente por ambos lados, tendŕıamos que CMod-R ≃ CMod-S, pero
las categoŕıas de módulos por la izquierda no son equivalentes.

Sin duda, este inconveniente complica la situación, pero es posible
todav́ıa aplicar la misma idea de llegar a una categoŕıa “eliminando” la
parte de Mod-Z usando otras técnicas. Aśı podemos tomar la menor
clase libre de torsión que contiene a Mod-Z, digamos D, y aplicar las
técnicas de colocalización, duales de las anteriores, que aparecen por
ejemplo en [35]: alli se considera la clase de los módulos que son de
D-torsión y D-codivisibles (en el sentido de ser “proyectivos” respecto
de toda sucesión exacta corta

0 → X → Y → Z → 0

de MOD-R para la que X ∈ D), y la correspondiente subcategoŕıa
plena es objeto de estudio. Sin embargo, este estudio sólo da buenos
resultados cuando la clase D es cerrada para cocientes, lo que, en nue-
stro caso, equivaldŕıa a pedir que el anillo R fuese idempotente. En el
caso general, no tenemos, por ejemplo, la seguridad de que todo módulo
admita, como ocurre en la situación dual, una “colocalización” .

Una manera de superar estas dificultades es la que elegimos en la
memoria: en lugar de tomar la clase de los módulos de D-torsión y D-
codivisibles, la ampliamos a la de los módulos de D-torsión, pero que
sólo son “d-codivisibles” en el sentido débil de ser “proyectivos” con
respecto a sucesiones exactas cortas como la anterior, pero con XR = 0.
Por un lado, los módulos de D-torsión son, precisamente, los módulos
unitarios. Por otro lado, se tiene que los módulos d-codivisibles uni-
tarios (los módulos de la clase indicada) son justamente aquellos R-
módulos MR tales que el homomorfismo canónico M ⊗R R → M es
un isomorfismo. Denotamos en la memoria esta subcategoŕıa plena de
MOD-R como DMod-R. Como se ha visto, tenemos asi una alterna-
tiva distinta de CMod-R para la elección de la categoŕıa asociada a
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R. Cómo podemos clasificar esta elección con respecto a los criterios
indicados más arriba?

En primer lugar, si R es un anillo idempotente, DMod-R es equiv-
alente a la categoŕıa Mod-R, lo que quiere decir que esta elección sat-
isface también el criterio (a): es una generalización de la elección de
la categoŕıa en todos los casos en que se ha obtenido hasta ahora una
buena teoŕıa de Morita.

Con respecto al criterio (b), la situación es un poco menos satis-
factoria, ya que no sabemos si, en la situación general, DMod-R ha
de ser siempre una categoŕıa abeliana, dado que no está claro si todo
monomorfismo es un núcleo. Sin embargo, en otros sentidos, el com-
portamiento de DMod-R es bastante bueno: por ejemplo, existe un
funtor D : MOD-R → DMod-R que resulta ser una especie de “colo-
calización” , en el sentido de que D es un adjunto por la derecha del
funtor de inclusión. Por otro lado, la categoŕıa DMod-R admite una
familia de generadores con una descripción bastante expĺıcita. Volver-
emos enseguida a tratar sobre la existencia de esta familia.

El resultado que arroja el criterio (d) es, sin embargo, llamativa-
mente similar al que se teńıa en el caso de la categoŕıa CMod-R; efec-
tivamente, la categoŕıa DMod-R se hace trivial si y sólo si el anillo R
resulta ser T-nilpotente por la derecha. Aśı, el argumento del caso de
la CMod-R es aplicable aqúı, para concluir que tampoco la DMod-R
permite “cambiar de lado” las equivalencias.

Ante este problema, y teniendo en cuenta que, en el caso de los
anillos idempotentes, las equivalencias si se pueden cambiar de lado,
observemos mas de cerca cuáles son, en ese caso, las razones que ha-
cen que tal construcción sea factible. Veremos que estas razones se
condensan en los dos ingredientes siguientes:

(1). Existe una equivalencia CMod-R ≃ DMod-R. Esta relación no
puede darse en el caso general.

(2). La existencia de una equivalencia CMod-R ≃ CMod-S implica
la existencia de una equivalencia R-DMod ≃ S-DMod. Demostraremos
en la memoria que ésta es la propiedad que sigue siendo válida cuando
R es un anillo asociativo arbitrario.

Esta última propiedad revela que, en realidad, siempre es posible
“cambiar de lado” las equivalencias; sólo que al cambiar de lado, las
equivalencias cambian a la otra categoŕıa. Cuando, como en el caso
idempotente, las dos construcciones de categoŕıas que hemos analizado
llevan a categoŕıas a su vez equivalentes, la teoŕıa de Morita funciona
satisfactoriamente.

Estos resultados parecen sugerir que podŕıa encontrarse una relación
si tomamos simultáneamente las dos categoŕıas CMod-R y DMod-R co-
mo las adecuadas para reflejar las propiedades de R. Claramente, el
ejemplo que nos ha servido para mostrar que ni una ni otra cumplen
el criterio (d) no cumple esa misma función si empleamos las dos al
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mismo tiempo. Esta es la propuesta que tratamos de desarrollar en la
memoria. Manteniendo, pues, el objetivo general señalado al principio,
los objetivos concretos de este trabajo son estudiar, para un anillo aso-
ciativo arbitrario R, las categoŕıas asociadas CMod-R y DMod-R; y, en
especial, elaborar una teoŕıa de las equivalencias de Morita correspon-
diente a ese par de categoŕıas, comprobando si las equivalencias por un
lado implican las equivalencias por el otro.

La categoŕıa CMod-R proviene, como ya hemos indicado, de un
proceso de localización a partir de una categoŕıa de módulos. Este
proceso está bien estudiado y ello pone a nuestra disposición una in-
formación bastante completa sobre las propiedades de estas categoŕıas.
Sin embargo, la situación con las categoŕıas DMod-R es radicalmente
distinta. Sus propiedades son terra incognita, y es preciso crear nuevos
instrumentos y técnicas que permiten estudiarlas. En orden a poder
llevar a cabo este estudio, un concepto básico empleado ha sido el de
soporte. Para explicar su significado, supongamos que R es un anillo
son es un ideal bilátero de un anillo con un A (es claro que siempre
podemos representar R de este modo). Sea X ⊆ R un conjunto gen-
erador por la derecha de R (e.d., suponemos XA = R), y sea M un
R-módulo por la izquierda unitario, m ∈ M . Existe entonces alguna
“representación” de m, esto es, una equación

m =
∑

x∈X

xmx

con mx ∈ M , casi todos nulos. Aplicando esto de nuevo a cada uno de
los mx podemos encontrar elementos myx ∈ M , casi todos nulos, tales
que

m =
∑

(x,y)∈X2

xymyx

y aśı sucesivamente. Las elecciones de estas “representaciones” son, en
general, arbitrarias, pero al irlas fijando, nos determinan subconjuntos
finitos de los conjunto Xn sobre los cuales el elemento correspondiente
en M puede no ser nulo. Esta forma de elegir los conjuntos de ı́ndices
nos establece el concepto de soporte unitario. El hecho es que es posible
construir, para cada soporte unitario σ sobre el conjunto X, un R-
módulo 〈〈σ〉〉 que está canónicamente asociado al soporte unitario σ,
y de manera que 〈〈σ〉〉 está en la categoŕıa R-DMod. Utilizando estos
módulos, una “representación” de un elemento m ∈ M tal y como
hemos descrito antes, se convierte en un homomorfismo f : 〈〈σ〉〉 →
M para algún soporte unitario σ. En otras palabras, la familia de
los módulos asociados a soportes unitarios constituye una familia de
generadores de R-DMod.

Como queda dicho, nuestro objetivo final es construir una teoŕıa de
Morita que permita “cambiar de lado” las equivalencias. El camino
mas natural, a la vista de los comentarios anteriores, seŕıa usar la
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propiedad (2) que hemos citado anteriormente, pero esto no es sufi-
ciente. Necesitamos para completar la teoŕıa, encontrar las consecuen-
cias de la existencia de una equivalencia

DMod-R ≃ DMod-S

lo que se complica notablemente por la mayor dificultad que presenta
el estudio de las categoŕıas DMod-R.

En el caso de los anillo con uno, un instrumento clave para obtener
consecuencias de la existencia de una equivalencia como la anterior es el
teorema de Watts (ver por ejemplo [38, Pg.75]). En nuestra situación,
ello nos sugiere estudiar las propiedades de los funtores

F : DMod-R → DMod-S

que verifiquen la condición de conservar ĺımites directos. En el caso
clásico, la demostración depende de la existencia de un generador que
coincide con su anillo de endomorfismos, lo que no es el caso en nuestras
hipótesis. Ello nos lleva a introducir, dado cualquier generador GR de
DMod-R, el módulo

C (F ) := HomE(G, F (G))

donde E es el anillo de endomorfismos de GR. Entonces se puede
obtener una transformación natural de funtores entre −⊗R C (F ) y el
funtor F . Resulta que, si F es equivalente a un producto tensorial,
entonces la anterior transformación natural ha de ser una equivalencia,
lo que prueba que C (F ) es, desde luego, la generalización adecuada del
anillo con uno, si queremos extender el resultado de Watts a nuestra
situación. Hemos conseguido demostrar que la transformación natural
indicada es, en todo caso, un monomorfismo en todo punto. Aún más,
la misma transformación natural resulta ser una equivalencia si y sólo
si el morfismo canónico

lim
←−

F (〈〈τ〉〉) → F (〈〈σ〉〉)

dado para cada soporte unitario σ sobre un conjunto T-generador por
la izquierda del anillo R (donde la definición de conjunto T-generador
es una cierta debilitación de la de ser un conjunto generador con la
definición dada mas arriba), y donde τ recorre la familia inversa de los
soportes unitarios sobre el mismo conjunto, es un epimorfismo.

Los funtores F que conserven ĺımites directos y cumplen esta condi-
ción adicional los llamaremos funtores extensibles, puesto que son pre-
cisamente aquellos que se pueden extender a funtores entre las cate-
goŕıas MOD-R y MOD-S conservando la propiedad de conservar ĺımites
directos. Usando este concepto que, de nuevo, no tiene análogo en la
teoŕıa de anillo con uno o en la teoŕıa de anillos idempotentes, donde
todos los funtores que conservan ĺımites directos son automáticamente
extensibles, llegamos a estar en condiciones de dar una respuesta sat-
isfactoria al problema original. De este modo, construimos el concepto
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de equivalencia de Morita para anillo asociativos como sigue: R y S
son Morita-equivalentes cuando existen equivalencias

CMod-R ≃ CMod-S y DMod-R ≃ DMod-S

de manera que la segunda de ellas está dada por un funtor extensible.
Este concepto satisface el requisito (d) que hab́ıamos anunciado ante-
riormente de “cambiar de lado” las equivalencias. Por otro lado, la
teoŕıa obtenida por medio de este concepto de equivalencia generaliza
la de los casos considerados hasta ahora y las extiende efectivamente.
Como se ve en esta memoria, la clase de anillo que hemos denominado
tratables incluye propiamente a los idempotentes y sobre ella se puede
obtener una versión satisfactoria de la teoŕıa de Morita. Esto otorga
una cierta confirmación a nuestra propuesta de usar el par de cate-
goŕıas (CMod-R, DMod-R) como el medio adecuado para un estudio
categórico de los anillos asociativos generales.

2. Análisis de Resultados

Vamos a hacer ahora un repaso mas minucioso sobre los resultados
que se presentan en cada un de los temas de esta memoria.

El primero de los temas es un tema introductorio. En dicho tema
empezaremos realizando un repaso rápido sobre los conceptos de anillo
asociativo para ir fijando notaciones. De ah́ı pasaremos a la definición
de categoŕıa y de algunos conceptos categóricos clásicos, como los de
ĺımites directos e inversos. También se repasará el concepto de funtor,
de funtor adjunto y de equivalencia de categoŕıas. A partir de ah́ı se
pasará a las categoŕıas aditivas y a las categoŕıas que hemos llamado
abelianas por la derecha.

El concepto de categoŕıa abeliana por la derecha es el que hemos
tenido que introducir para solventar el problema de que la categoŕıa
R-DMod podŕıa no ser abeliana (aunque como hemos mencionado antes,
este problema permanece abierto). La categoŕıa R-DMod va a resultar
ser una categoŕıa abeliana por la derecha en todo caso, y en ella se va a
poder hablar de sucesiones exactas por la derecha y de funtores exactos
por la derecha entre ellas. Las demostraciones que se realizan en el ca-
so de categoŕıas exactas por la derecha, son esencialmente las mismas
que las de categoŕıas abelianas realizando algunos pequeños cambios.
Puesto que será necesario utilizar este tipo de propiedades mas ade-
lante, incluimos estas demostraciones aqúı. También se analizará el
concepto de categoŕıa reflexiva y correflexiva, de forma que podamos
calcular ĺımites directos e inversos en categoŕıas reflexivas y correflexi-
vas con respecto a categoŕıas completas y cocompletas. El primer tema
concluirá con un repaso de las propiedades de los funtores HomR(−,−)
y −⊗R −.

El segundo tema está dedicado a los soportes. Un soporte, se
definirá como un subconjunto ζ ⊆ ∪k≥0X

k tal que para todo (x1 · · ·xn) ∈
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ζ con n ≥ 1 se tiene que (x1 · · ·xn−1) ∈ ζ . Al conjunto de todos los
soportes sobre X se le denotará Ξ(X).

A partir del concepto de soporte se consideran las uniones e intersec-
ciones de soportes y los operadores ∆x y ∇x aplicados a soportes. La se-
gunda sección de este tema está dedicada al estudio de las propiedades
de estas operaciones sobre los soportes.

En la tercera sección se introducen los dos tipos fundamentales de
soportes que se van a utilizar, que son los soportes de torsión y los so-
portes unitarios. Dicho de modo muy general, ambas son restricciones
sobre la infinitud, en el caso de los soportes de torsión se restringe al
impedir la existencia de cadenas infinitamente largas y en el caso de
los soportes unitarios se exige que cada elemento del soporte solo tenga
una ramificación finita. El conjunto de soportes unitarios se denotará
ΞU(X) y el de soportes de torsión se denotará ΞT(X).

La cuarta sección nos introducirá el Teorema del Grafo de König,
dado en forma de soportes, que nos dice que la intersección entre un
soporte unitario y uno de torsión es finito. A este teorema se la ha
dado dicho nombre porque es una reformulación equivalente a la de
este conocido teorema.

En términos generales, el Teorema del Grafo de König nos dice
que si imponemos a un soporte las dos restricciones de infinitud que
hab́ıamos definido anteriormente (de torsión y unitario) obtenemos un
conjunto finito, por lo tanto estas dos condiciones son suficientes. Este
teorema será fundamental para controlar la finitud de ciertos conjuntos
al realizar ĺımites inversos.

Puesto que las condiciones de ser unitarios o de torsión, son restric-
ciones de finitud, es natural que las uniones infinitas de soportes de
torsión o unitarios puedan dejar de ser de torsión o unitarios respecti-
vamente. Sin embargo hay casos en los que va a ser necesario consider-
ar uniones infinitas de soportes de estos tipos. La sección quinta está
dedicada a las uniones de soportes unitarios y la sexta a las uniones de
soportes de torsión. En estas dos secciones se encontrarán condiciones
que nos permitan hacer uniones infinitas sin salirnos de los respectivos
ret́ıculos.

Al final de la sección quinta se ve un lema que pone en relación
de nuevo los soportes unitarios con los de torsión, este lema dice lo
siguiente

Lema 2.33. Sea X un conjunto y sea θ : ΞU(X) → ΞT(X) una

aplicación tal que

1. Para todo σ ∈ ΞU(X) se tiene que θ(σ) ⊆ σ.

2. Para todo par de soportes unitarios sobre X, σ ⊆ τ se tiene que

θ(σ) ⊆ θ(τ).

Entonces existe un soporte de torsión ξ ∈ ΞT(X) tal que para todo

x ∈ Σ(X) con x 6∈ ξ se tiene que θ(∇xσ) ⊂ ((x)) para todo σ ∈ ΞU(X).
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Este lema, que aqúı aparece desconectado y como una aplicación
del Teorema del Grafo de König, será la clave de la demostración de los
teoremas centrales de la memoria. Hablando de modo muy general, los
soportes unitarios van a estar asociados a ciertos módulos y los soportes
de torsión, a elementos de dichos módulos. Este lema nos estudia una
aplicación θ : ΞU(X) → ΞT(X), que representará a una cierta forma de
fijar un elemento en cada uno de los módulos asociados a los soportes
unitarios. Esto será de aplicación al estudiar lim

←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉).

La sección séptima del Tema 2 estudia el método de inducción en
soportes de torsión. Ya se ha mencionado anteriormente, que para es-
tudiar la categoŕıa R-DMod, es necesario desarrollar nuevas técnicas
de demostración, éste es uno de esos casos. El método de inducción
en soportes de torsión se utilizará para demostrar un resultado que se
utilizará para encontrar descomposiciones de los módulos asociados a
soportes en sumas directas. La última sección de este tema está fuerte-
mente conectada con este hecho, ya que se estudiarán los subsoportes
unitarios escindidos. La relación de orden σ ⊆⊕ τ nos va a determinar
que el módulo asociado a σ va a ser un sumando directo del asociado
a τ de forma canónica.

Este segundo tema nos introduce muchos conceptos, que en princi-
pio parecen estar poco motivados. Las razones para todas estas defini-
ciones se irán viendo en los sucesivos temas, pero se ha considerado
mejor hacer una introducción de este modo para evitar que razon-
amientos basados exclusivamente en el soporte, queden diluidas entre
los elementos del módulo asociado a él, que ya es fuertemente depen-
diente del anillo R.

El Tema 3 nos va a introducir las categoŕıas asociadas a un anillo
asociativo R. Como hemos mencionado anteriormente, estudiaremos
las categoŕıas CMod-R y DMod-R. La definición con la que intro-
ducimos estas categoŕıas es la que viene dada por la propiedad de los
módulos, concretamente M ≃ HomR(R, M) y M ≃ M⊗RR con los ho-
momorfismos canónicos. Mencionábamos también anteriormente que la
categoŕıa CMod-R se puede construir también como categoŕıa cociente
con respecto a una cierta teoŕıa de torsión. Toda esta construcción se
hace también en este tema. Al hablar de módulos de torsión se intro-
ducirá también el concepto de conjunto T-generador por la derecha.
Un subconjunto X ⊆ R es un conjunto T-generador por la derecha
del anillo R si R/XR es un R-módulo por la derecha de torsión. Este
concepto generalizará la propiedad de ser un conjunto generador como
Z×R-módulo. Muchas de estas construcciones no se pueden dualizar en
esta forma para la categoŕıa DMod-R. En las dos últimas secciones de
este tercer tema se ve que los módulos de CMod-R y DMod-R, aparte
de la estructura de R-módulos, tienen estructuras de módulos sobre
anillos con identidad que cumplan algunas propiedades particulares.
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A este tipos de propiedades las llamaremos “Independencia del Anil-
lo Ambiente” , que con otras palabras significaŕıa que las categoŕıas
CMod-R y DMod-R tienen propiedades intŕınsecas que no dependen de
la categoŕıa de módulos unitario para un anillo con identidad en las
que las metamos, ya sea MOD-R o cualquier Mod-B.

En el Tema 4 se van a construir los módulos asociados a soportes
unitarios de los que ya hemos hablado varias veces. Dados dos soportes
unitarios σ ⊆ τ tendremos un epimorfismo canónico Φτσ : 〈〈τ〉〉 → 〈〈σ〉〉.
Cuando se tenga que σ ⊆⊕ τ , este epimorfismo será escindido, y el
correspondiente monomorfismo escindido será Γστ : 〈〈σ〉〉 → 〈〈τ〉〉. La
relación entre el conjunto X y el anillo R vendrá dada por una apli-
cación π : X → R. Cuando π(X) resulta ser un conjunto T-generador
por la derecha de R, deducimos que

∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉 es un generador
de la categoŕıa R-DMod. Puesto que siempre se puede encontrar un
conjunto X y una aplicación π : X → R tal que π(X) sea un conjun-
to T-generador por la derecha de R, concluimos que R-DMod siempre
tiene un generador.

En este Tema 4 también se estudiarán de forma general los núcleos
de los homomorfismos de la forma Φστ . Estos resultados serán nece-
sarios para mas adelante. El tema concluye viendo que la construcción
de 〈〈σ〉〉 es independiente de la elección del anillo con identidad que se
utilice en su definición, ya sea la extensión de Dorroh o cualquier otro
en las mismas condiciones que se vieron en el tema anterior.

En el Tema 5 se dedica a la construcción de los funtores de local-
ización C : MOD-R → CMod-R que es adjunto por la izquierda de la
inclusión y del funtor D : R-MOD → R-DMod que va a ser adjunto
por la derecha de la inclusión de categoŕıas. Para la construcción de
C no tenemos mas que utilizar las propiedades generales de las cat-
egoŕıas cocientes, sin embargo, para el caso del funtor D tendremos
que utilizar un generador de la categoŕıa R-DMod, que sabemos que
existe por haberlo demostrado en el Tema 4. La construcción de D

va a resultar independiente de la elección de dicho generador por la
unicidad de la adjunción. La existencia de estos funtores tendrá con-
secuencias inmediatas en las propiedades de las categoŕıas CMod-R y
R-DMod. Concretamente CMod-R resulta ser una categoŕıa reflexiva
con respecto a MOD-R y R-DMod una categoŕıa correflexiva con re-
specto a R-MOD. Ah́ı se aplicarán todas las propiedades de este tipo
de categoŕıas que se vieron en el Tema 1. Se prueba también que la
categoŕıa R-DMod es abeliana por la derecha, completa y cocompleta.
Por ser CMod-R una categoŕıa cociente, resulta ser una categoŕıa de
Giraud (e.d. el funtor C conserva núcleos), sin embargo, la categoŕıa
R-DMod no es coGiraud en general (e.d. el funtor D no tiene porqué
conservar conúcleos). Este contraejemplo se verá en el último tema.

El Tema 6 está dedicado a los funtores extensibles. Una vez que
hemos visto propiedades generales de las categoŕıas CMod-R y R-DMod,
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pasamos ahora a ver las propiedades de los funtores entre ellas. Conc-
retamente nos centramos en los funtores entre R-DMod y R′-DMod

que conservan ĺımites directos. Entre estos funtores existen unos1, que
denominaremos extensibles, que son precisamente los que vienen da-
dos por productos tensoriales por ciertos bimódulos. En este tema se
probará que si un funtor F que conserva ĺımites directos puede ser
equivalente a un funtor producto tensorial, necesariamente F ha de
ser equivalente a C (F ) ⊗R − mediante la transformación natural que
denominamos ς : C (F )⊗R − → F . Esto simplifica mucho los cálculos,
ya que sólo tenemos que ver si una cierta tranformación natural es una
equivalencia de funtores. El resultado concreto que se prueba es el
siguiente

Teorema 6.44. Sea F ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod) con R un

anillo y A′ un anillo con identidad. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. Existe un conjunto X y una aplicación π : X → R con π(X)
un conjunto T-generador por la derecha de R tal que para todo

σ ∈ ΞU(X), la aplicación canónica

lim
←−

τ∈ΞU(X)

F (〈〈τ〉〉) → F (〈〈σ〉〉)

es un epimorfismo.

2. F es equivalente a un funtor de la forma P ⊗R − para algún

(A′, R)-bimódulo con A′P = P .

3. Existe un funtor F ∈ LDFun(Z×R-DMod, A′-DMod) que extiende

al funtor F , es decir F ◦ ID = F , siendo ID : R-DMod →
Z×R-Mod la inclusión canónica.

4. Existe un generador RM tal que la transformación natural ς :
C (F ) ⊗R − → F construida a partir de M es una equivalencia

de funtores.

5. Para todo generador RM , la transformación natural ς : C (F )⊗R

− → F construida a partir de M es una equivalencia de funtores.

6. Existe un conjunto X junto con una aplicación π : X → R
tal que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R
y la construcción de ς : C (F ) ⊗R − → F para el generador

G =
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉 es una equivalencia de funtores.

7. Existe un conjunto X junto con una aplicación π : X → R tal

que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y ς〈〈σ〉〉

1De hecho es un problema abierto si todos los funtores que conservan ĺımites
directos son extensibles puesto que no se ha encontrado ningún funtor que con-
serve ĺımties directos y no sea extensible, sin embargo, se conocen muchos tipos
de anillos para los cuales todos los funtores entre las categoŕıas asociadas a ellos
que conservan ĺımites directos son extensibles. Estas clases incluyen todos los anil-
los con identidad, los idempotentes, los que tiene equivalencias entre las categoŕıas
CMod-R ≃ DMod-R, R-CMod ≃ R-DMod, los T-finitamente generados y los xst
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es un isomorfismo para todo σ ∈ ΞU(X) siendo ς la construcción

asociada al generador
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉.
8. Existe un conjunto X junto con una aplicación π : X → R tal

que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y ς〈〈σ〉〉
es un epimorfismo para todo σ ∈ ΞU(X) siendo ς la construcción

asociada al generador
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉.

Todas esta condiciones son equivalentes a la condición de que F sea
un funtor extensible. Concretamente se toma como definición la que
está en el punto (1) de este teorema. El hecho de tomar un anillo A′

con identidad en lugar de tomar una categoŕıa R′-DMod se solucionará
en la Sección 7 de este mismo tema. La Sección 6 está dedicada a ver
las relaciones existentes entre C (P ⊗R −) y C (P ). Concretamente se
ve que son el mismo módulo. Este resultado nos induce como coro-
lario un resultado clásico para anillos con uno, concretamente que el
anillo de biendomorfismos de cualquier generador de R-DMod es la lo-
calización del anillo Z×R (o de R, puesto que ambas coinciden), en la
categoŕıa CMod-R. Si R es un anillo con identidad la localización de
R es el mismo R y por lo tanto la propiedad nos diŕıa que el anillo de
biendomorfismos de un generador de R-Mod es R.

El Tema 7 está dedicado a la Teoŕıa de Morita y a problemas rela-
cionados. Se empieza viendo cuales son los bimódulos que nos pueden
proporcionar funtores entre las categoŕıas que estudiamos. Aśı aparece
el concepto de bimódulo permeable que no tiene correspondiente en el
caso de anillos con identidad ya que todos los bimódulos sobre anillos
con identidad son permeables por ambos lados con respecto a dichos
anillos. También aparece el concepto de homomorfismo permeable de
anillos por la derecha o por la izquierda, este tipo de homomorfismos
α : R → R′ generalizan para el caso de anillos sin uno del hecho de
que los homomorfismos de anillos con identidad lleven la identidad de
un anillo en la identidad del otro. Aśı podemos considerar la categoŕıa
de anillos con identidad y de homomorfismos de anillos entre ellos (que
llevan el uno al uno) como subcategoŕıa plena de dos categoŕıas que
incluyen todos los anillos asociativos pero restringen el tipo de homo-
morfismos de anillos de forma natural.

Utilizando ya todos estos resultados se puede llegar al teorema
central de Morita para anillos asociativos, que nos dice que las cat-
egoŕıas CMod-R y CMod-R′ son equivalentes si y solo si las categoŕıas
R-DMod y R′-DMod son equivalentes con una equivalencia extensible,
el teorema nos dará también la forma como vienen descritos los fun-
tores. Aśı podemos definir la propiedad de que dos anillos R y R′ sean
Morita-equivalentes como sigue: R y R′ son Morita-equivalentes si y
solo si CMod-R ≃ CMod-R′, DMod-R ≃ DMod-R′ siendo esta última
equivalencia extensible. Este concepto de Morita-equivalencia es ahora
simétrico.
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El resto del Tema 7 está dedicado al problema de imponer la condi-
ción de que las equivalencias de categoŕıas tengan que ser extensibles.
Aśı se verán muchos tipos de anillos para los cuales todas las equiv-
alencias son extensibles. Estos anillos recibirán el nombre de anillos
tratables, siendo un problema abierto si ciertamente existe algún anillo
intratable.

El Tema 8 se dedicará a la construcción de unos contraejemplos
sobre ciertos aspectos de la teoŕıa. Se verá por ejemplo un anillo para
el cual la categoŕıa R-DMod no se una categoŕıa coGiraud en R-MOD.
También se tratará el problema de la abelianidad de R-DMod cen-
trando el punto donde está concretamente la dificultad, aunque este
sigue como problema abierto. El segundo ejemplo es el de un anillo
T-finitamente generado para el cual las categoŕıas CMod-R y DMod-R
no son equivalentes a través de los funtores C y D.

La memoria concluye con un índice terminológico, la bibliograf́ıa
y un formulario que puede ser de utilidad como referencia rápida que
ayude a la lectura.

A lo largo de la memoria, algunos de los resultados se han nombrado
como “Ejercicios” , no se pretende con ello hacer una lista completa
de ejercicios, sólo se pretende dar indicaciones al lector sobre puntos
en los que podŕıa tomar la iniciativa para probar resultados que son
relativamente accesibles y que permiten profundizar en los conceptos.
A pesar de ello, y puesto que todos los ejercicios vienen acompañados
de su correspondiente solución, se podŕıa perfectamente considerar la
palabra ejercicio como sinónimo de proposición.
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TEMA 1

Preliminares

1. Fijando Notaciones sobre Anillos y Módulos

Definición 1.1. Un anillo es una terna (R, +, ·) donde R es un
conjunto no vaćıo, + y · son dos operaciones binarias de forma que
(R, +) es un grupo abeliano y (R, ·) es un semigrupo cumpliendo las
siguientes propiedades adicionales de distributividad

r · (s + t) = r · s + r · t

(r + s) · t = r · t + s · t

para todo r, s, t ∈ R. Las operaciones + y · generalmente quedan
impĺıcitas y se habla de un anillo R sin especificar estas operaciones.

Diremos que R tiene identidad si existe un elemento 1R ∈ R tal que

r · 1R = r = 1R · r ∀r ∈ R

Definición 1.2. Sean R y S dos anillos y α : R → S una apli-
cación. Diremos que α es un homomorfismo de anillos si es un homo-
morfismo de grupos abelianos que conserva la multiplicación, es decir

(r1 · r2)
α = rα

1 · rα
2

para todo r1, r2 ∈ R.

Definición 1.3. Sea R un anillo y Z un anillo conmutativo con
identidad, diremos que R tiene estructura de Z-álgebra si existe una
operación

· : Z × R → R

tal que para todo y, z ∈ Z y todo r, s ∈ R,

z · (r + s) = z · r + z · s

(y + z) · r = y · r + z · r

z · (r · s) = (z · r) · s = r · (z · s)

y · (z · r) = (y · z) · r

1Z · r = r

Al ser Z conmutativo, consideraremos que R tiene una única multi-
plicación por elementos de Z tanto por la derecha como por la izquierda,
por lo tanto

r · z := z · r ∀z ∈ Z, r ∈ R.

21
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Nota 1.4. Todo anillo R tiene estructura de Z-álgebra siendo Z el

anillo de los enteros.

Nota 1.5. Sea R un anillo con estructura de Z-álgebra para algún

anillo conmutativo con identidad Z. Comprobar que el conjunto Z ×R
con las operaciones de suma componente a componente y multiplicación

(y, r) · (z, s) = (y · z, y · s + z · r + r · s)

es un anillo que habitualmente se denotará Z×R. Este anillo es un anillo

con identidad, siendo su elemento identidad el (1Z , 0). Existe también

un homomorfismo de anillos canónico

R → Z×R
r 7→ (0, r)

este homomorfismo es inyectivo.

A este anillo se le llama la extensión de Dorroh de R asociada a Z.

Habitualmente consideraremos R contenido en su extensión de Dorroh

haciendo la identificación r ≡ (0, r).

Definición 1.6. Sea R un anillo. Un R-módulo a derecha es un
grupo abeliano M junto con una operación

· : M × R → M

que satisface las siguientes propiedades

m · (r + s) = m · r + m · s

(m + n) · r = m · r + n · r

m · (r · s) = (m · r) · s

para todo m, n ∈ M y todo r, s ∈ R.
Si R tiene identidad, diremos que el módulo es unitario si cumple

que

m · 1R = m ∀m ∈ M

Si R es conmutativo, hablaremos simplemente de R-módulos sin
especificar si son por la izquierda o por la derecha, en este caso para
nosotros será lo mismo m · r que r · m.

Definición 1.7. Sean R y S dos anillos. Diremos que M es un
(R, S)-bimódulo si M es un R-módulo por la izquierda y un S-módulo
por la derecha que cumple la siguiente propiedad adicional:

(r · m) · s = r · (m · s)

para todo r ∈ R, m ∈ M y s ∈ S.

Ejemplo 1.8. Sea R un anillo. Todo R-módulo a derecha es un
(Z, R)-bimódulo con la estructura de Z-módulo inducida por el hecho
de ser un grupo abeliano.
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Definición 1.9. Sea R un anillo y sean MR y NR dos R-módulos
por la derecha. Un R-homomorfismo entre ellos es un homomorfismo
de grupos abelianos

f : M → N

que conserva la multiplicación por elementos de R, es decir

f(m · r) = f(m) · r ∀m ∈ M, ∀r ∈ R

El conjunto de todos los R-homomorfismos entre M y N se denotará

HomR(MR, NR)

Los homomorfismos entre R-módulos por la derecha se escribirán a
la izquierda de los elementos sobre los que se aplican, cuando utilice-
mos R-módulos por la izquierda escribiremos los homomorfismos a la
izquierda.

En general se puede definir la composición de aplicaciones, uti-
lizaremos el criterio general de definir f ◦ g como la aplicación que se
define al aplicar primero g y luego f tal y como hemos hecho en este
caso. Sin embargo cuando utilizamos las notaciones para R-módulos a
la izquierda tenemos lo siguiente

Sean RK, RM y RN tres R-módulos por la izquierda, entonces si

f ∈ HomR(RM,R N) y g ∈ HomR(RK,R M)

tenemos f ◦ g definida por

(k)(f ◦ g) = ((k)g)f

Esta es la definición de la composición f ◦g, pero se produce un cambio
de orden en la escritura. Para solucionar eso denotaremos

g ∗ f = f ◦ g

en el caso de R-homomorfismos entre R-módulos por la izquierda. A
la operación ∗ la llamaremos la operación opuesta de la composición.
En este caso tendremos

(k)(g ∗ f) = ((k)g)f

Esta notación la utilizaremos exclusivamente para homomorfismos
entre R-módulos por la izquierda.

Definición 1.10. Sea R un anillo, y sea MR un R-módulo por la
derecha. Definiremos el anillo de endomorfismos de MR como

EndR(MR) = HomR(MR, MR)

Sea RM un R-módulo por la izquierda, entonces M adquiere estruc-
tura de EndR(RM)-módulo unitario por la derecha dotando a EndR(RM)
de estructura de anillo con la operación ∗ en lugar de con ◦. Para in-
dicar este cambio en la operación hablaremos del anillo EndR(RM)op

cuando nos estemos refiriendo al anillo (EndR(RM), +, ∗).
Con esta estructura M es un (R, EndR(RM)op)-bimódulo.
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Definición 1.11. Sea R un anillo, RM un R-módulo por la izquier-
da y E = EndR(RM)op. Definimos el anillo de biendomorfismos de RM
como

BiEnd(RM) = EndE(ME).

Existe un homomorfismo de anillos canónico entre R y BiEnd(RM)
dado por

α : R → BiEnd(RM)
r 7→ rα

con rα(m) = r · m para todo r ∈ R y todo m ∈ M .

2. Categoŕıas

Definición 1.12. Una categoŕıa A es un sistema consistente en

1. Una clase ObA, cuyos elementos reciben el nombre de objetos
de la categoŕıa A.

2. Para cada par de objetos (A, B) en la categoŕıa, un conjunto
HomA(A, B) cuyos elementos se denominan morfismos de A en
B.

3. Para cada terna de objetos (A, B, C) de la categoŕıa, una apli-
cación

◦ : HomA(B, C) × HomA(A, B) → HomA(A, C)
(f, g) 7→ f ◦ g

Sujeto a los siguientes axiomas

CAT1 Si el par de objetos (X, Y ) es distinto de del par (X ′, Y ′) entonces
los conjuntos HomA(X, Y ) y HomA(X ′, Y ′) son disjuntos.

CAT2 Dados A,B,C y D en ObA morfismos f ∈ HomA(A, B), g ∈
HomA(B, C) y h ∈ HomA(C, D) entonces

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)

CAT3 Para cada objeto A existe un objeto idA ∈ HomA(A, A) tal que
para cualquier par de objetos B y C y cualesquiera morfismos
f ∈ HomA(A, B) y g ∈ HomA(C, A) se cumple que

f ◦ idA = f y idA ◦ g = g.

A este morfismo se le llama el morfismo identidad correspondi-
ente al objeto A.

Ejemplo 1.13. Denotaremos por Set a la categoŕıa cuyos objetos
son los conjuntos y cuyos morfismos son las aplicaciones entre conjun-
tos.

Ejemplo 1.14. Sea R un anillo. Entonces denotaremos MOD-R
la categoŕıa formada por todos los R-módulos y los R-homomorfismos
entre ellos.
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Ejemplo 1.15. Sea R un anillo con identidad. Entonces deno-
taremos por Mod-R la subcategoŕıa plena de MOD-R formada por los
R-módulos por la derecha unitarios.

Definición 1.16. Una categoŕıa A se dice aditiva si cumple las
siguientes condiciones:

1. Posee objeto cero.
2. Cada dos objetos de A poseen un producto.
3. Para cada par de objetos A y B de A el conjunto HomA(A, B)

tiene estructura de grupo abeliano de forma que dados A,B y C,
la composición

◦ : HomA(B, C) × HomA(A, B) → HomA(A, C)

es bilineal, es decir, para todos f, g ∈ HomA(A, B) y todo a, b ∈
HomA(B, C) se cumple que

(a + b) ◦ f = a ◦ f + b ◦ f

a ◦ (f + g) = a ◦ f + a ◦ g

Ejercicio 1.1. Sea A una categoŕıa aditiva. Entonces todo núcleo
es un monomorfismo. Dualmente, todo conúcleo es un epimorfismo.

Solución:

Sea f : A → B un morfismo en A que posee un núcleo k : K → A.
Vamos a ver que k es un monomorfismo. Supongamos que existen
dos morfismos h1, h2 : C → K tales que k ◦ h1 = k ◦ h2 entonces
k ◦ (h1 − h2) = 0 y por lo tanto f ◦ k ◦ (h1 − h2) = 0. Aplicando que
k es el núcleo de f al morfismo k ◦ (h1 − h2), sabemos que existe un
único morfismo α tal que k ◦ (h1 − h2) = k ◦ α, pero nosotros sabemos
que h1 − h2 y 0 cumplen que

k ◦ (h1 − h2) = 0 = k ◦ 0

por lo tanto h1 − h2 = 0 y h1 = h2.
La otra demostración se sigue por dualidad.

Definición 1.17. Diremos que una categoŕıa E es exacta por la
derecha si verifica:

1. Posee objeto cero.
2. Posee núcleos y conúcleos
3. Es conormal (todo epimorfismo es el conúcleo de algún morfis-

mo).
4. Todo morfismo factoriza en un epimorfismo seguido de un monomor-

fismo.

Una categoŕıa E se dice exacta por la izquierda si Eop es exacta por
la derecha.

Diremos que una categoŕıa es exacta si lo es por los dos lados.
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De los axiomas que definen las categoŕıas exactas por la derecha,
el único que no es autodual es el tercero, el de la conormalidad. La
propiedad dual de la conormalidad que cumplen las categoŕıas exactas
por la izquierda es el de la normalidad, es decir, que todo monomorfismo
es el núcleo de algún morfismo.

Definición 1.18. Diremos que una categoŕıa A es abeliana por la
derecha (izquierda) si es aditiva y exacta por la derecha (izquierda).
Diremos que es abeliana si lo es por los dos lados.

En realidad, muchos de los resultados que vamos a ver para cate-
goŕıas abelianas por la derecha o por la izquierda, se podŕıan ver para
categoŕıas exactas por la derecha o por la izquierda, pero algunas de las
demostraciones se complican y como a lo largo de esta memoria todas
nuestras categoŕıas van a ser aditivas vamos a hacer casi todas estas
demostraciones solamente en el caso aditivo. Como el concepto de cat-
egoŕıa abeliana por la derecha no es autodual, a veces reduciremos los
axiomas para conseguir que algunos resultados puedan ser aplicados
tanto a categoŕıas abelianas por la derecha como por la izquierda.

Proposición 1.19. Sea E una categoŕıa con objeto 0, núcleos y

conúcleos. Entonces todo núcleo es el núcleo de su conúcleo. Dualmente

todo conúcleo es el conúcleo de su núcleo.

Demostración:

Sea f : M → N un morfismo de E. Sea k : K → M el núcleo de f y
c : M → C el conúcleo de k. Tenemos que probar que k es el núcleo
de c.

Por ser k el núcleo de f sabemos que f◦k = 0, y por ser c el conúcleo
de k y f ◦ k = 0 deducimos que existe un morfismo α : C → N tal que
f = α ◦ c.

Sea h : X → M tal que c◦h = 0, entonces 0 = α◦c◦h = f ◦h y por
ser k el núcleo de f , h ha de factorizar a través de k, es decir, existe
un único β : X → K cumpliendo que k ◦β = h, que es precisamente la
condición necesaria para que k sea el núcleo de c.

La última afirmación se obtiene por dualidad.

Corolario 1.20. En una categoŕıa exacta por la derecha, todo epi-

morfismo es el conúcleo de su núcleo y en una categoŕıa exacta por la

izquierda, todo monomorfismo es el núcleo de su conúcleo.

Demostración:

Si e es un epimorfismo en una categoŕıa exacta por la derecha, entonces
e es el conúcleo de un cierto morfismo m y usando la proposición an-
terior, eso implica que e es el conúcleo de su núcleo.

El otro caso es dual.

Proposición 1.21. Sea E una categoŕıa con objeto 0, núcleos y

conúcleos y sea f : M → N un morfismo en E, Entonces
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1. Si m : N → L es un monomorfismo en E, entonces el núcleo de

f es el mismo que el núcleo de m ◦ f .

2. Si e : L → M es un epimorfismo en E, entonces el conúcleo de

f es el mismo que el conúcleo de f ◦ e.

Demostración:

1. Sea k : K → M el núcleo de m ◦ f , entonces como m ◦ f ◦ k =
0 = m ◦ 0 y m es un monomorfismo, deducimos que f ◦ k = 0.

Por otro lado supongamos que h : X → M es tal que f◦h = 0,
entonces m ◦ f ◦ h = 0 y por tanto existe un único morfismo
α : X → K tal que h = k ◦ α, condición que es precisamente la
de que k sea el núcleo de f .

2. La demostración en este caso es dual.

Proposición 1.22. Sea E una categoŕıa exacta por la derecha, en-

tonces E es equilibrada, es decir, todo bimorfismo es un isomorfismo.

Dualmente, todas las categoŕıas exactas por la izquierda, también

son equilibradas.

Demostración:

Sea f : M → N un bimorfismo, es decir, un monomorfismo y un
epimorfismo a la vez y sea c : N → C el conúcleo de f . Utilizando una
proposición anterior, sabemos que f es el núcleo de este conúcleo, pero
como c ◦ f = 0 y f es epimorfismo, deducimos que c es el morfismo 0
y que C es el objeto 0.

Consideremos idN : N → N el morfismo identidad. Si componemos
este morfismo con c obtenemos el morfismo 0, por lo tanto idN factoriza
a través del núcleo de c que es precisamente f . Es decir, que existe un
h : N → M tal que f ◦ h = idN .

Como f ◦ idM = f = idN ◦ f = f ◦ h ◦ f y usando que f es un
monomorfismo, deducimos que idM = h ◦ f .

Vamos a utilizar la siguiente notación. Dado un morfismo f , el
núcleo de f se denotará fk y el conúcleo de f se denotará f c. Estos
morfismos están definidos salvo isomorfismos. Llamaremos imagen de
f al núcleo del conúcleo de f , es decir, a (f c)k que denotaremos fkc.
Del mismo modo, la coimagen de f será el conúcleo del núcleo de f , es
decir (fk)c = f ck.

Si deseamos fijar los objetos desde los que parten o a los que llegan
los morfismos, usaremos la siguiente notación. Supongamos que f :
M → N es un morfismo, entonces denotaremos fk : Ker(f) → M al
núcleo de f , f c : N → Coker(f) al conúcleo de f , f ck : M → Coim(f)
la coimagen y fkc : Im(f) → N la imagen de f .

Definición 1.23. Sea E una categoŕıa aditiva con núcleos y conúcleos
y sea f : M → N un morfismo, vamos a definir el residuo de f , que
denotaremos res(f) del siguiente modo:
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Como f ◦ fk = 0, entonces f factoriza a través del conúcleo de
fk, es decir, a través de la coimagen de f , existe pues un morfismo
h : Coim(f) → N tal que h ◦ f ck = f .

Como f c ◦ f = 0 entonces f c ◦ h ◦ f ck = 0, pero como f ck es
un conúcleo, por el Ejercicio 1.1 es un epimorfismo y por lo tanto
f c ◦ h = 0, de donde deducimos que h factoriza a través del núcleo
del conúcleo de f , es decir, a través de la imagen de f , y existirá un
morfismo res(f) : Coim(f) → Im(f) tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

M
f

−−−→ N

fck



y

x

fkc

Coim(f)
res(f)
−−−→ Im(f)

Si existieran dos morfismos α y β de Coim(f) → Im(f) tales que
fkc ◦ α ◦ f ck = f = fkc ◦ β ◦ f ck, utilizando que fkc es un monomor-
fismo y que f ck es un epimorfismo que sabemos por el Ejercicio 1.1,
deduciŕıamos que α = β, por lo tanto, la definición de res(f) es única.

Proposición 1.24. Sea A una categoŕıa abeliana por la derecha,

entonces para todo morfismo f , res(f) es un monomorfismo y la de-

scomposición de f en un epimorfismo seguido de un monomorfismo,

es

f = fkc ◦ res(f)
︸ ︷︷ ︸

mono

◦ f ck

︸︷︷︸

epi

salvo isomorfismos.

Dualmente, en una categoŕıa abeliana por la izquierda, para todo

morfismo f , res(f) es un epimorfismo y la descomposición de f en un

epimorfismo seguido de un monomorfismo es

f = fkc

︸︷︷︸

mono

◦ res(f) ◦ f ck

︸ ︷︷ ︸

epi

salvo isomorfismos.

Demostración:

Consideremos una descomposición de f en epi seguido de mono, f =
v ◦ u con v mono y u epi. Por la Proposición 1.21 fk = (v ◦ u)k = uk

por lo tanto f ck = uck y por ser u epi en una categoŕıa exacta por la
derecha, u = uck. De ah́ı deducimos que

v ◦ u = fkc ◦ res(f) ◦ u

y usando que u es un epimorfismo, deducimos que v = fkc ◦ res(f).
Como v es un monomorfismo, deducimos también que res(f) es un
monomorfismo.

La otra demostración se sigue por dualidad.
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Ejercicio 1.2. Sea E una categoŕıa con objeto 0, núcleos y conúcleos.

1. Entonces el núcleo y el conúcleo del morfismo 0 son la identidad.
2. Todo monomorfismo tiene como núcleo 0, en particular idk = 0.
3. Todo epimorfismo tiene como conúcleo 0, en particular idc = 0.
4. El núcleo de cualquier núcleo es 0.
5. El conúcleo de cualquier conúcleo es 0.

Solución:

1. Claramente id ◦ 0 = 0 y 0 ◦ id = 0. Además si tenemos cualquier
morfismo u tal que u ◦ 0 = 0 entonces u factoriza a través del
morfismo identidad ya que u = u ◦ id. Del mismo modo para
todo morfismo v con 0 ◦ v = 0, v = id ◦ v.

2. Sea α un monomorfismo, por definición de núcleo, α ◦ αk = 0 y
como también 0 = α ◦ 0 utilizando que α es mono, deducimos
que αk = 0.

3. Sea β un epimorfismo, por definición de conúcleo, βc ◦ β = 0 y
como también tenemos que 0 = 0 ◦ β deducimos que βc = 0.

4. Sea f : A → B un morfismo en E, fk : Ker(f) → A su núcleo
y h : C → Ker(f) un morfismo tal que fk ◦ h = 0. Entonces
f ◦ fk ◦ h = 0 y por definición de núcleo, existirá un único
morfismo α : C → Ker(f) tal que fk◦h = fk◦α, pero claramente
existen dos, h y 0, por lo tanto han de ser iguales, es decir h
factoriza a través del morfismo 0 : 0 → Ker(f). La unicidad de
la factorización viene porque entre C y 0 solo puede existir un
morfismo por definición de objeto 0.

5. La demostración de este apartado es dual de la del apartado
anterior.

3. Generalidades sobre Funtores

Definición 1.25. Sean A y B dos categoŕıas. Un funtor covariante
F : A → B es una ley que

1. Asigna a cada objeto A de A un objeto F (A) en B.
2. Asigna a cada morfismo f ∈ HomA(A, B) un morfismo F (f) ∈

HomB(F (A), F (B)) tal que
(a) F (idA) = idF (A) para todo objeto A de A.
(b) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g) para todo par de morfismos f ∈

HomA(B, C) y g ∈ HomA(A, B).

Un funtor contravariante es un funtor covariante entre Aop y B.
Habitualmente utilizaremos la palabra funtor para referirnos exclusi-
vamente a funtores covariantes.

Los funtores se pueden componer de la manera obvia.
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Ejemplo 1.26. Sea A una categoŕıa y sea A un objeto de dicha
categoŕıa. Se define el funtor

HomA(A,−) : A → Set

como la ley que asigna a cada objeto B de A el conjunto HomA(A, B)
y a cada morfismo f : B → B′ la aplicación

HomA(A, f) : HomA(A, B) → HomA(A, B′)
g 7→ f ◦ g

Ejemplo 1.27. Sea A una categoŕıa y sea A un objeto de dicha
categoŕıa. Se define el funtor contravariante

HomA(−, A) : A → Set

como el funtor
HomAop(A,−) : Aop → Set.

Definición 1.28. Sean A y B dos categoŕıas y F, G : A → B dos
funtores. Una transformación natural τ : F → G es una ley que asocia
a cada objeto A de A un B-morfismo τA : F (A) → G(A) tal que para
todo A-morfismo f : A → B el siguiente diagrama es conmutativo

F (A)
τA−−−→ G(A)

F (f)



y



yG(f)

G(B) −−−→
τB

G(B)

Si τA es un isomorfismo para cualquier objeto A de A diremos que
τ es un isomorfismo natural o una equivalencia de funtores.

Definición 1.29. Sean A y B dos categoŕıas. Diremos que son
equivalentes si existen funtores

F : A → B y G : B → A

e isomorfismos naturales entre los funtores

F ◦ G → IdB

G ◦ F → IdA

Las categoŕıas se dicen isomorfas si los isomorfismos naturales an-
teriores son igualdades, es decir, se cumple que

F ◦ G = IdB

G ◦ F = IdA

Definición 1.30. Sean A y B dos categoŕıas y sean F : A → B y
G : B → A dos funtores. Diremos que F es adjunto por la izquierda de
G (o que G es adjunto por la derecha de F ) si existe un isomorfismo
natural

η : HomB(F (−),−) → HomA(−, G(−))
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Denotaremos esta relación diciendo que

〈F, G, η〉 : A → B

es una adjunción.

Una de las caracteŕısticas de los funtores adjuntos es que un funtor
determina su adjunto de manera única salvo equivalencias.

Proposición 1.31. Sean A y B dos categoŕıas, F : A → B un

funtor. Supongamos que existen dos funtores G, G′ : B → A e isomor-

fismos naturales

η : HomB(F (−),−) → HomA(−, G(−))

η′ : HomB(F (−),−) → HomA(−, G′(−))

Entonces existe un isomorfismo natural τ : G → G′ tal que para todo

objeto A de A y todo objeto B de B,

HomB(A, τB) ◦ ηA,B = η′
A,B

es decir, que para todo f ∈ HomB(F (A), B),

τB ◦ ηA,B(f) = η′
A,B(f).

Demostración:

Ver [16, Proposition 7.3].
Esta proposición nos dice que el adjunto por la derecha queda

uńıvocamente determinado. La proposición dual nos diŕıa que el ad-
junto por la izquierda queda también uńıvocamente determinado.

Definición 1.32. Sean A y B dos categoŕıas y sea

〈F, G, η〉 : A → B

una adjunción. Entonces definiremos para todo objeto A de A,

uA = ηA,F (A)(idF (A)) : A → G ◦ F (A).

Esta asignación determina una transformación natural

u : IdA → G ◦ F

que se denomina la unidad de la adjunción.
Definiremos también para todo objeto B de B,

vB = η−1
G(B),B(idG(B)) : F ◦ G(B) → B.

Esta asignación determina también una transformación natural

v : F ◦ G → IdB

que se denomina la counidad de la adjunción.

Proposición 1.33. Sean A y B dos categoŕıas y sea

〈F, G, η〉 : A → B

una adjunción y sean u y v respectivamente la unidad y la counidad de

la adjunción. Entonces



32 1. PRELIMINARES

1. Para todo f ∈ HomB(F (A), B), ηA,B(f) = G(f) ◦ uA.
2. Para todo h ∈ HomA(A, G(B)), η−1

A,B(g) = vB ◦ F (h).

Demostración:

Ésta es la fórmula (7.3) dada en [16, Página 65].

Proposición 1.34. Sea A un objeto de A y B un objeto de B,

entonces

vF (A) ◦ F (uA) = idF (A)

G(vB) ◦ uG(B) = idG(B)

Demostración:

Ésta es la fórmula (7.2) dada en [16, Página 65].

Ejemplo 1.35. Sean A y B dos categoŕıas equivalentes a través de
los funtores F : A → B y G : B → A. Entonces F y G son adjuntos el
uno del otro por ambos lados.

4. Sucesiones Exactas

En esta sección vamos a fijar una categoŕıa abeliana por la derecha
A.

Definición 1.36. Una sucesión en A,

· · · −−−→ Ai−1
fi

−−−→ Ai
fi+1

−−−→ Ai+1 −−−→ · · ·

se dice exacta en Ai cuando el conúcleo fi coincide con la coimagen de
fi+1, es decir, f c

i = f ck
i+1.

Diremos que la sucesión completa es exacta cuando es exacta en
cada uno de los Ai (excepto los extremos).

Proposición 1.37. Una sucesión del tipo

0 −−−→ A
α

−−−→ B

es exacta si y solo si α es un monomorfismo. exacta.

Demostración:

Por definición de exactitud, si esta sucesión es exacta entonces αck =
0c = id y como

α = αkc ◦ res(α) ◦ αck

deducimos que α es una composición de monomorfismos y por lo tanto
un monomorfismo.

Por otro lado, si α es un monomorfismo, entonces por el Ejercicio
1.2, sabemos que αk = 0 y por lo tanto αck = (αk)c = 0c que es la
condición de exactitud que necesitamos.

Proposición 1.38. Una sucesión del tipo

B
β

−−−→ C −−−→ 0

es exacta si y solo si β es un epimorfismo.
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Demostración:

Por definición de exactitud, esta sucesión es exacta si y solo si 0ck = βc

y como 0ck = idc = 0, entonces la sucesión es exacta si y solo si βc = 0
que es equivalente al hecho de que β sea un epimorfismo por el Ejercicio
1.1.

5. Funtores Aditivos y Exactos por la Derecha

En esta sección vamos a fijar dos categoŕıas abelianas por la derecha
A y B.

Definición 1.39. Sea F : A → B un funtor covariante. Diremos
que F es un funtor aditivo cuando para todo par de objetos A y B de
A, la aplicación

FAB : HomA(A, B) → HomB(F (A), F (B))
f 7→ F (f)

es un homomorfismo de grupos abelianos.

Nota 1.40. Por ser FAB un homomorfismo de grupos abelianos,

es particular, el morfismo 0, que es el elemento neutro, va siempre al

morfismo 0 a través de funtores aditivos.

Los funtores aditivos también conservan el objeto 0, ya que se puede

caracterizar el objeto 0 como el único objeto que cuyo anillo de endo-

morfismos tiene únicamente un elemento ya que en todos los demás

objetos, existen al menos dos, el morfismo 0 y la identidad, sin embar-

go, en el objeto 0 estos dos morfismos coinciden.

Proposición 1.41. Sea F : A → B un funtor covariante. En-

tonces son equivalentes

1. F conserva sumas finitas.

2. F conserva productos finitos.

3. F es aditivo.

Demostración:

Ver [16, Proposition 9.5].

Definición 1.42. Sea F : A → B un funtor aditivo. Diremos que
F es exacto por la derecha si conserva conúcleos.

Proposición 1.43. Sea F : A → B un funtor aditivo. Entonces

son equivalentes

1. F es exacto por la derecha.

2. Para toda sucesión exacta de la forma

0 → A → B → C → 0

en A, la sucesión

F (A) → F (B) → F (C) → 0

es exacta en B.
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3. Para toda sucesión exacta de la forma

A → B → C → 0

en A, la sucesión

F (A) → F (B) → F (C) → 0

es exacta en B.

Demostración:

Empecemos suponiendo que F es exacto por la derecha y vamos a
demostrar (3). Para ello vamos a dar nombre a los morfismos de la
sucesión

A
α

−−−→ B
β

−−−→ C −−−→ 0

Como β es un epimorfismo y A es exacta por la derecha, β es un
conúcleo y por lo tanto F (β) también es un conúcleo por lo que F (β)
es un epimorfismo en B.

Como β es un epimorfismo, β es el conúcleo de su núcleo y por la
condición de exactitud en B, el conúcleo de α es β. Como F conserva
conúcleos, entonces F (α)c = F (β), pero como F (β) es un epimorfismo,
y B es exacta por la derecha, F (β) es el núcleo del conúcleo de F (β), es
decir, F (αc) = F (β)ck que es la condición que nos faltaba para probar
que

F (A) → F (B) → F (C) → 0

es exacta en B.
La implicación (3 ⇒ 2) es trivial. Vamos a probar ahora (2 ⇒ 1).
Empecemos viendo que un funtor de este tipo conserva epimorfis-

mos. Sea β : A → B un epimorfismo en A. Como A es exacta por la
derecha, β coincide con el conúcleo de su núcleo, por lo tanto tenemos
la siguiente sucesión exacta

0 −−−→ Ker(β)
βk

−−−→ A
β

−−−→ B −−−→ 0

y aplicando el funtor F obtenemos

F (Ker(β))
F (βk)
−−−→ F (A)

F (β)
−−−→ F (B) −−−→ 0

y utilizando la Proposición 1.38 deducimos que F (β) es un epimorfismo.
Vamos a probar ahora que F conserva conúcleos, para ello tomemos

un morfismo cualquiera α : M → N en A. Tenemos que probar que
F (αc) = F (α)c.

Empecemos considerando la siguiente descomposición

α = αkc ◦ res(α) ◦ αck

Como αck es un epimorfismo por ser un conúcleo, podemos aplicar la
Proposición 1.21 y deducir que

αc = (αkc ◦ res(α))c.
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Además, como αc es un conúcleo, es el conúcleo de su núcleo de donde
deducimos que la siguiente sucesión es exacta

0 −−−→ Coim(α)
αkc◦res(α)
−−−−−−→ N

αc

−−−→ Coker(α) −−−→ 0

Si aplicamos el funtor F obtenemos la sucesión exacta siguiente

F (Coim(α))
F (αkc◦res(α))
−−−−−−−−→ F (N)

F (αc)
−−−→ F (Coker(α)) −−−→ 0

Por definición de exactitud de la sucesión anterior sabemos que F (αkc◦
res(α))c = F (αc)ck y como F (αc) es un epimorfismo y B es exacta por
la derecha, coincide con el conúcleo de su núcleo, de donde deducimos
que F (αkc ◦ res(α))c = F (αc).

Por otro lado, α = αkc ◦ res(α) ◦ αck por lo tanto F (α) = F (αkc ◦
res(α)) ◦ F (αck) y como F (αck) es un epimorfismo deducimos que

F (α)c = F (αkc ◦ res(α))c

que hab́ıamos probado antes que coincid́ıa con F (αc).

6. Categoŕıas Reflexivas y Correflexivas

Definición 1.44. Sean A y B dos categoŕıas y sea J : A → B un
funtor pleno y fiel .

Diremos que A es una categoŕıa reflexiva con respecto a B si y solo
si J tiene un adjunto por la izquierda.

Dualmente diremos que A es una categoŕıa correflexiva con respecto
a B si y solo si J tiene un adjunto por la derecha.

En esta sección vamos a estudiar principalmente las propiedades
de las categoŕıa correflexivas ya que serán las que mas apliquemos a
lo largo de esta memoria. Las propiedades de las categoŕıas reflexivas
vendrán dadas por dualidad.

A partir de ahora fijaremos dos categoŕıas A y B junto con un
funtor pleno y fiel J : A → B y un adjunto por la derecha de J que
denotaremos D : B → A.

Fijaremos también la unidad y la counidad de la adjunción que
denotaremos respectivamente

u : IdA → D ◦ J

v : J ◦ D → IdB

y el isomorfismo que da la adjunción

η : HomB(J(−),−) → HomA(−, D(−)).

Lema 1.45. Sea A un objeto de A y B un objeto de B. Entonces

para todo morfismo α : J(A) → B existe un único ᾱ : A → D(B) tal

que α = vB ◦ J(ᾱ).

Demostración:

Este morfismo es concretamente ᾱ = ηAB(α). Utilizando la Proposición
1.33, sabemos que ᾱ = D(α) ◦ uA y que α = vB ◦ J(ᾱ).
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Proposición 1.46. La transformación natural u es una equivalen-

cia de funtores.

Demostración:

Esta demostración se puede ver en [16, Proposition 7.5]. Vamos sola-
mente a decir cual es el inverso de uX . El inverso de uX es el único
morfismo h tal que J(h) = vJ(X).

Lema 1.47. Sea L un objeto de B tal que para el morfismo vL :
JD(L) → L existe v′

L : L → JD(L) con vL ◦ v′
L = idL. Entonces

v′
L ◦ vL = idJD(L).

Demostración:

Por ser J pleno, existirá un morfismo h : D(L) → D(L) tal que J(h) =
v′

L ◦ vL.
Para el morfismo α = vL : JD(L) → L existen dos morfismos

idD(L), h : D(L) → D(L) tales que vL ◦ J(idD(L)) = α = vL ◦ J(h).
Utilizando pues la unicidad dada por el Lema 1.45 deducimos que h =
idD(L) y por lo tanto v′

L ◦ vL = idJD(L).

Proposición 1.48. Sea ((Mi)i∈I , (σji : Mi → Mj)i≤j) un sistema

directo en A tal que para ((J(Mi))i∈I , (J(σji) : J(Mi) → J(Mj))i≤j)
existe un ĺımite directo (L, (qi : J(Mi) → L)i∈I) en B. Entonces

(D(L), (D(qi)◦uMi
: Mi → D(L))i∈I) es un ĺımite directo de ((Mi)i∈I , (σji)i≤j)

en A. Además, en este caso vL : JD(L) → L es un isomorfismo.

Demostración:

Empecemos viendo que vL es un isomorfismo. Para ello consideremos
la familia de morfismos vL ◦ JD(qi) ◦ J(ui) con i ∈ I. Para todo i ∈ I
se tiene que vL ◦ JD(qi) = qi ◦ vJ(Mi), por lo tanto

vL ◦ JD(qj) ◦ J(uj) ◦ σji = qj ◦ vJ(Mj) ◦ J(uMj
)

︸ ︷︷ ︸

idJ(Mj)

◦σji =

qj ◦ σji = qi = qi ◦ vJ(Mi) ◦ J(uMi
) = vL ◦ JD(qi) ◦ J(uMi

)

Por lo tanto, utilizando la propiedad universal del ĺımite directo,
existe un único morfismo v′

L : L → JD(L) el siguiente diagrama es
conmutativo para todo i ∈ I

L
v′L−−−→ JD(L)

qi

x



x

DJ(qi)

J(Mi)
J(ui)
−−−→ JDJ(Mi)

Es decir, v′
L ◦ qi = DJ(qi) ◦ J(ui) para todo i ∈ I. Entonces

vL ◦ v′
L ◦ qi = vL ◦ DJ(qi) ◦ J(ui) = qi ◦ vJ(Mi) ◦ J(ui) = qi

por lo tanto vL ◦ v′
L = idL y por el lema anterior deducimos que vL es

un isomorfismo.
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Sea i ≤ j, por ser (L, qi) un ĺımite directo, sabemos que qi = qj ◦
J(σji). Llamemos a este morfismo α, y sean

ᾱ = D(qj) ◦ uMj
◦ σji

β̄ = D(qi) ◦ uMi

Nuestro objetivo es probar que ᾱ = β̄. Utilizando la naturalidad de v
y las propiedades de los funtores, tenemos que

vL ◦ J(ᾱ) = vL ◦ JD(qj) ◦ J(uMj
) ◦ J(σji) =

qj ◦ vJ(Mj) ◦ J(uMj
)

︸ ︷︷ ︸

idJ(Mj)

◦J(σji) = qj ◦ J(σji) =

α = qi = qi ◦ idJ(Mi) = qi ◦ vJ(Mi) ◦ J(uMi
) =

vL ◦ JD(qi) ◦ J(uMi
) = vL ◦ J(β̄)

y utilizando el Lema 1.45 deducimos que ᾱ = β̄.
Sea (fi : Mi → M)i∈I una familia de morfismos en A tal que para

todo i ≤ j, fj ◦ σji = fi. Entonces para todo i ≤ j se tiene que
J(fj) ◦ J(σji) = J(fi) por lo que utilizando la propiedad universal del
ĺımite directo, deducimos que existe un único morfismo f̄ : L → J(M)
tal que f̄ ◦ qi = J(fi) para todo i ∈ I.

Denotemos por f = u−1
M ◦ D(f̄).

f ◦ D(qi) ◦ uMi
= u−1

M ◦ D(f̄) ◦ D(qi) ◦ uMi
=

u−1
M ◦ DJ(fi) ◦ uMi

= fi ∀i ∈ I

Supongamos que tenemos dos morfismos f y g tales que f ◦D(qi) ◦
uMi

= g ◦ D(qi) ◦ uMi
para todo i ∈ I. Entonces para todo i ∈ I se

tiene que

J(f) ◦ JD(qi) ◦ J(uMi
) = J(g) ◦ JD(qi) ◦ J(uMi

)

Utilizando la naturalidad de v y que vL es un isomorfismo sabemos que
JD(qi) = v−1

L ◦ qi ◦ vJ(Mi) y como vJ(Mi) ◦ J(uMi
) = idJ(Mi) obtenemos

para todo i ∈ I que

J(f) ◦ v−1
L ◦ qi = J(g) ◦ v−1

L ◦ qi

y utilizando la propiedad universal del ĺımite directo deducimos que
J(f) ◦ v−1

L = J(g) ◦ v−1
L y por lo tanto J(f) = J(g) y por ser J fiel,

f = g.

Corolario 1.49. Si A es una categoŕıa correflexiva con respecto

a una categoŕıa cocompleta B, entonces A es una categoŕıa cocompleta.

Demostración:

Basta aplicar la proposición anterior para calcular el ĺımite directo de
cualquier sistema directo.
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Proposición 1.50. Sea ((Mi)i∈I , (σji : Mi → Mj)i≤j) un sistema

inverso en A tal que para ((J(Mi))i∈I , (J(σji) : J(Mi) → J(Mj))i≤j)
existe un ĺımite inverso (L, (pi : L → J(Mi))i∈I) en B. Entonces

(D(L), (u−1
Mi
◦D(pi) : D(L) → Mi)i∈I) es un ĺımite inverso de ((Mi)i∈I , (σji)i≤j)

en A.

Demostración:

Sea i ≤ j. Por la naturalidad de u sabemos que σji◦u
−1
Mi

= u−1
Mj

◦DJ(σji)
por lo tanto

σji ◦ u−1
Mi

◦ D(pi) = u−1
Mj

◦ DJ(σji) ◦ D(pi) =

u−1
Mj

◦ D(J(σji) ◦ pi) = u−1
Mj

◦ D(pj)

Sea M un objeto en A y fi : M → Mi una familia de morfismos
tales que para todo i ≤ j, σji ◦ fi = fj . Entonces J(σji) ◦ J(fi) = J(fi)
por lo que existirá un único f̄ : J(M) → L tal que pi ◦ f̄ = J(fi) para
todo i ∈ I.

Denotemos f = D(f̄)◦uM : M → D(L). Entonces para todo i ∈ I,

u−1
Mi

◦ D(pi) ◦ f = u−1
Mi

◦ D(pi ◦ f̄) ◦ uMu−1
Mi

◦ D(fi) ◦ uM = fi.

Supongamos que existen dos morfismos f, g : M → D(L) tales que

u−1
Mi

◦ D(pi) ◦ g = u−1
Mi

◦ D(pi) ◦ f ∀i ∈ I

Entonces
D(pi) ◦ f = D(pi) ◦ g ∀i ∈ I ⇒

JD(pi) ◦ J(f) = JD(pi) ◦ J(g) ∀i ∈ I ⇒

vJ(Mi) ◦ JD(pi) ◦ J(f) = vJ(Mi) ◦ JD(pi) ◦ J(g) ∀i ∈ I ⇒

pi ◦ vL ◦ J(f) = pi ◦ vL ◦ J(g) ∀i ∈ I ⇒

vL ◦ J(f) = vL ◦ J(g)

y utilizando el Lema 1.45 deducimos que f = g.

Corolario 1.51. Si A es una categoŕıa correflexiva con respec-

to a una categoŕıa completa B, entonces A es también una categoŕıa

completa.

Demostración:

Basta aplicar la proposición anterior para calcular el ĺımite inverso de
cualquier sistema inverso.

Proposición 1.52. Si A es una categoŕıa correflexiva con respecto

a una categoŕıa B y B tiene un cogenerador, entonces A también tiene

un cogenerador.

Demostración:

Sea C un cogenerador de B. Vamos a probar que D(C) es un cogener-
ador de A, para ello tomemos dos objetos X e Y de A y dos morfismos
f, g : X → Y tales que f 6= g. Como J es un funtor fiel, J(f) 6= J(g)
por lo que aplicando la definición de cogenerador podemos encontrar un
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morfismo α : J(Y ) → C tal que α ◦ J(f) 6= α ◦ J(g). Por el Lema 1.45
sabemos que existe un único ᾱ : Y → D(C) tal que α = vC ◦J(ᾱ), pero
entonces vC ◦J(ᾱ◦f) 6= vC ◦J(ᾱ◦g) y por lo tanto J(ᾱ◦f) 6= J(ᾱ◦g).
Utilizando de nuevo que J es fiel, deducimos que ᾱ ◦ g 6= ᾱ ◦ f , lo que
prueba que D(C) es un cogenerador de A.

7. Los Funtores HomR(−,−) y −⊗R −

Ejercicio 1.3. Sea R un anillo con estructura de Z-álgebra sobre
un anillo conmutativo con identidad Z.

Sea M un (Z, R)-bimódulo, entonces M tiene estructura de Z×R-
módulo por la derecha unitario con la operación

m · (z, r) = m · z + m · r

para todo z ∈ Z, r ∈ R y m ∈ M .
Rećıprocamente sea M un Z×R-módulo por la derecha unitario, en-

tonces M tiene estructura de (Z, R)-bimódulo con las operaciones

z · m = m · (z, 0) ∀z ∈ Z, ∀m ∈ M

m · r = m · (0, r) ∀r ∈ R, ∀m ∈ M

Estas operaciones son inversas la una de la otra.

Solución:

Vamos a ir comprobando cada una de las condiciones de la definición
de módulo.

Sean m, m′ ∈ M y (z, r), (z′, r′) ∈ Z×R.

• m((z, r) + (z′, r′)) = m(z + z′, r + r′) = m(z + z′) + m(r + r′) =
mz+mz′+mr+mr′ = mz+mr+mz′+mr′ = m(z, r)+m(z′, r′).

• (m+m′)(z, r) = (m+m′)z+(m+m′)r = mz+m′z+mr+m′r =
mz + mr + m′z + m′r = m(z, r) + m′(z, r).

• m((z, r)(z′, r′)) = m(zz′, zr′ + z′r + rr′) = mzz′ +mzr′ +mz′r +
mrr′ = mz(z′, r′)+mr(z′, r′) = (mz+mr)(z′, r′) = (m(z, r))(z′, r′).

• m(1Z , 0) = m1Z + m0 = m.

Sean m, m′ ∈ M , z, z′ ∈ Z, r, r′ ∈ R.

• z(m + m′) = (m + m′)(z, 0) = m(z, 0) + m′(z, 0) = zm + zm′.
• (z + z′)m = m(z + z′, 0) = m(z, 0) + m(z′, 0) = zm + z′m.
• zz′m = m(zz′, 0) = m(z′z, 0) = m((z′, 0)(z, 0)) = (m(z′, 0))(z, 0) =

z(z′m).
• 1Zm = m(1Z , 0) = m.
• (m + m′)r = (m + m′)(0, r) = m(0, r) + m′(0, r) = mr + mr′.
• m(r+r′) = m(0, r+r′) = m((0, r)+(0, r′)) = m(0, r)+m(0, r′) =

mr + mr′.
• m(rr′) = m(0, rr′) = m((0, r)(0, r′)) = (m(0, r))(0, r′) = (mr)r′.
• (zm)r = (m(z, 0))(0, r) = m((z, 0)(0, r)) = m(0, zr) = m(0, rz) =

(m(0, r))(0, z) = z(mr).
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Ejercicio 1.4. Sea R un anillo, entonces utilizando la estructura
de Z-álgebra de R y las estructuras de (Z, R)-bimódulos de todos los
R-módulos a derecha, se pueden definir funtores que inducen un iso-
morfismo entre las categoŕıas

MOD-R ≃ Mod-Z×R

por el ejercicio anterior y por la propiedad adicional de que

HomR(M, N) = HomZ×R(M, N)

con las estructuras inducidas para dos R-módulos a derecha M y N .

Solución:

En realidad lo que tenemos que ver es cómo se comportaŕıan estos
funtores con los morfismos.

Sea f ∈ HomR(MR, NR), f en particular es un Z-homomorfismo,
entonces para todo m ∈ M , (z, r) ∈ Z×R tenemos

f(m)(z, r) = f(m)z+f(m)r = f(mz)+f(mr) = f(mz+mr) = f(m(z, r))

Por lo tanto f es también un Z×R-homomorfismo. Rećıprocamente
si MZ×R y NZ×R son dos Z×R-módulos unitarios y f : M → N es un
Z×R-homomorfismo, en particular tendremos que para todo m ∈ M y
todo r ∈ R,

f(mr) = f(m(0, r)) = f(m)(0, r) = f(m)r.

El resultado del ejercicio anterior nos muestra entre otras cosas que
para cualquier R-módulo M , el funtor

HomR(M,−) : MOD-R → Mod-Z

es equivalente a través del isomorfismo de categoŕıas, al funtor

HomZ×R(M,−) : Mod-Z×R → Mod-Z

Otro tipo de funtores que tendrá una especial importancia, son los
funtores producto tensorial. Vamos a definir el producto tensorial y
vamos a ver que también se puede utilizar la extensión de Dorroh.

Definición 1.53. Sea R un anillo, MR y RN R-módulos por el
lado que se indica y A un grupo abeliano. Una aplicación

β : M × N → A

es una aplicación bilineal R-equilibrada cuando

1. β(m1 + m2, n) = β(m1, n) + β(m2, n) ∀m1, m2 ∈ M, ∀n ∈ N .
2. β(m, n1 + n2) = β(m, n1) + β(m, n2) ∀m ∈ M, ∀n1, n2 ∈ N .
3. β(mr, n) = β(m, rn) ∀m ∈ M, ∀r ∈ R, ∀n ∈ N .
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Definición 1.54. Sea R un anillo, MR y RN R-módulos por el
lado que se indica. Un producto tensorial de M por N es un par
(T, τ) donde T es un grupo abeliano y τ : M × N → T es bilineal
R-equilibrada y verifica: ”Dado un par (A, β) con A grupo abeliano y
β : M ×N → A bilineal R-equilibrada, existe un único homomorfismo
de grupos abelianos f : T → A tal que f ◦ τ = β.”

Si existe un producto tensorial con la definición dada anteriormente
podemos establecer una biyección entre los homomorfismos de gru-
pos abelianos de T a A y las aplicaciones M × N → A bilineales
R-equilibradas que a cada homomorfismo f : T → A lo lleve a f ◦ τ .

Esta definición también nos proporciona unicidad salvo isomorfis-
mos:

Ejercicio 1.5. Sea R un anillo, MR y RN R-módulos por el lado
que se indica. Si (T, τ) y (T ′, τ ′) son dos productos tensoriales de M
por N entonces existe un isomorfismo ϕ : T → T ′ tal que ϕ ◦ τ = τ ′.

Solución:

Aplicando la propiedad de la Definición 1.54 a τ obtenemos un único
homomorfismo g : T ′ → T tal que τ = g ◦ τ ′. Aplicando la misma
definición a τ ′ obtenemos un único homomorfismo f : T → T ′ tal que
τ ′ = f ◦ τ . Entonces tenemos que idT ◦ τ = τ = g ◦ τ ′ = g ◦ f ◦ τ y
utilizando la unicidad deducimos que g ◦ f = idT . De forma simétrica
se prueba que f ◦ g = idT ′.

Una vez probada la unicidad salvo isomorfismos podemos establecer
una notación para el producto tensorial. El producto tensorial de M
por N con su estructura de R-módulos, se denotará M ⊗R N y los
elementos de la forma τ(m, n) se denotarán m ⊗ n.

Vamos a probar la existencia del producto tensorial basándonos en
la existencia del producto tensorial para módulos unitarios sobre un
anillo con identidad utilizando la identificación dada en el Ejercicio
1.3.

Proposición 1.55. Sea R un anillo y sean MR y RN dos R-módulos

por el lado que se indica, entonces M ⊗Z×R N junto con

τ : M × N → M ⊗Z×R N
(m, n) 7→ m ⊗ n

es un producto tensorial sobre R de M y N . En otras palabras, M ⊗R

N = M ⊗Z×R N .

Demostración:

Solo es necesario comprobar que M ⊗Z×R N cumple la propiedad de la
definición de producto tensorial, y después utilizaremos la unicidad del
producto tensorial para obtener la conclusión que deseamos.

Sea A un grupo abeliano y β : M ×N → A una aplicación bilineal
R-equilibrada. Vamos a comprobar que entonces β es también una
aplicación Z×R-equilibrada, para ello sea m ∈ M , n ∈ N y (z, r) ∈ Z×R.
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β(m · (z, r), n) = β(m · z + m · r, n) = β(m · z, n) + β(m · z, n).

Por ser β bilineal y ser z un número entero, podemos decir que β(m·
z, n) = zβ(m, n) = β(m, z · n) y utilizando esta igualdad deducimos
que

β(m · r, n) + β(m · z, n) = β(m, r · n) + β(m, z · n) =

β(m, r · n + z · n) = β(m, (r, z) · n)

Utilizando la propiedad del producto tensorial M ⊗Z×R N podemos
encontrar un único homomorfismo de grupos abelianos f : M⊗Z×RN →
A tal que f ◦ τ = β, siendo esta la propiedad que buscábamos.

Hay ocasiones en las que el grupo abeliano M ⊗R N tiene una
estructura adicional.

Proposición 1.56. Sean R,S y T anillos y sean SMR y RNT bimódulos

como se indica, entonces M ⊗R N es un (S, T )-bimódulo.

Demostración:

La demostración es similar a la que se hace en el caso de anillos con
identidad, vamos a recordarla. El único problema que aparece es definir
el producto de elementos de S por elementos de M ⊗R N . Dado un
elemento ∑

i∈I

mi ⊗ ni ∈ M ⊗R N

y un elemento s ∈ S, se puede intentar definir

s
∑

i∈I

mi ⊗ ni =
∑

i∈I

(smi) ⊗ ni.

Sin embargo, esta definición tiene el problema de que la expresión de
un elemento de M ⊗R N como suma de elementos de la forma m ⊗ n
no es única, tenemos pues que trabajar un poco mas para hacer la
definición del producto.

Sea s ∈ S. Consideremos el homomorfismo canónico

τ : M × N → M ⊗R N
(m, n) 7→ m ⊗ n

y la aplicación bilineal R-equilibrada

βs : M × N → M ⊗R N
(m, n) 7→ (sm) ⊗ n

Por la propiedad del producto tensorial existe un único homomor-
fismo de grupos abelianos νs : M ⊗R N → M ⊗R N tal que νs ◦ τ = βs.
Definiremos pues sw = νs(w) para todo w ∈ M ⊗R N . Esto hace que
se cumpla la igualdad

s
∑

i∈I

mi ⊗ ni =
∑

i∈I

(smi) ⊗ ni.
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Utilizando esta igualdad y el hecho de que M es un S-módulo por la
izquierda se puede comprobar fácilmente que M ⊗R N es un S-módulo
por la izquierda. De forma simétrica se hace la prueba de que M ⊗R N
es un T -módulo por la derecha. La comprobación de la propiedad de
bimódulo es también inmediata.

Tal y como vimos en el caso de los funtores HomR(M,−) y HomR(−, N),
en el caso de los funtores producto tensorial M⊗R− y −⊗RN , podemos
reducir su estudio al caso de los funtores producto tensorial M ⊗Z×R −
y −⊗Z×R N ya que son equivalentes de una forma canónica.

Utilizando el resultado correspondiente para anillos con identidad y
las extensiones de Dorroh se comprueba inmediatamente que se cumplen
las propiedades de adjunción entre los funtores Hom y producto tenso-
rial. Es decir

Proposición 1.57. Sean R y S dos anillos y sean SMR, RN y SP
módulos como se indica. Entonces se tiene un isomorfismo de grupos

abelianos

α : HomS(M ⊗R N, P ) → HomR(N, HomS(M, P ))

Dado por

(m)((αf)(n)) = (m ⊗ n)f.

Además α es natural en N y en P .

Demostración:

Ver [3, Proposition 20.6].
Este resultado nos permite garantizar que los funtores HomR(M,−)

conservan ĺımites inversos y que los funtores M ⊗R − conservan ĺımites
directos.

Proposición 1.58. Sea A un anillo con identidad, MA y AN dos

A-módulos unitarios por el lado que se indica. Sea {ni : i ∈ I} un

conjunto generador del módulo AN y {mi : i ∈ I} una familia de

elementos de M casi todos nulos. Entonces
∑

i∈I mi⊗ni = 0 en M⊗AN
si y solo si existe un conjunto finito F , unos elementos {xf : f ∈ F} ⊆
M y {afi : (i, f) ∈ I × F} ⊆ R cumpliendo las siguientes condiciones:

1. afi = 0 para casi todo par (i, f) ∈ I × F .

2.
∑

i∈I afini = 0 para todo f ∈ F .

3. mi =
∑

f∈F xfafi para todo i ∈ I.

Demostración:

Ver [45, Seite 97].
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TEMA 2

Soportes

1. Primeras Definiciones y Notaciones

Definición 2.1. Sea X un conjunto. Denotaremos Σ(X) al con-
junto dado por ∪n∈N∪{0}X

n.

En esta definición consideraremos que X0 contiene una 0-tupla que
representaremos como ∅. En todos los casos consideraremos que si
k 6= j entonces Xk no tiene elementos comunes con Xj. El único caso
en que esto podŕıa dar algún problema es en el caso X0 con X1, es
decir, en el caso en que ∅ ∈ X. Para evitar esto consideraremos que
la unión ∪n∈N∪{0}X

n es una unión disjunta.
A los elementos de Σ(X) los denotaremos como x, y, xα, · · · . Deno-

taremos por λ(x) el elemento de N ∪ {0} tal que x ∈ Xλ(x). Con esta
notación escribiremos x = x1 · · ·xλ(x).

Tendremos pues una notación del tipo

y = y1 · · · yλ(y)

xα = xα
1 · · ·x

α
λ(xα)

· · ·

Los elementos de Σ(X) se pueden yuxtaponer del siguiente modo,
dados x, y ∈ Σ(X), definiremos

xy = x1 · · ·xλ(x)y1 · · · yλ(y)

Con esta definición Σ(X) no es mas que el monoide libre sobre X,
siendo ∅ el elemento neutro de este monoide.

A veces, para algún tipo de notaciones nos interesará representar la
tupla con los elementos cambiados de orden, es decir, xλ(x) · · ·x1, esta
tupla se representará x. En esta forma se podrán también yuxtaponer,
de forma que xy = xλ(x) · · ·x1yλ(y) · · · y1.

Vamos a definir la siguiente relación de orden entre los elementos
de Σ(X). Dados x, y ∈ Σ(X), diremos que x ≤ y si y solo si existe
w ∈ Σ(X) tal que xw = y. Esta es claramente una relación reflexiva,
antisimétrica y transitiva. En cierto modo, esta relación se asemeja a
la relación de divisibilidad, pero no utilizaremos la notación de divisi-
bilidad porque estamos trabajando en un monoide no conmutativo.

Si x ≤ y, el elemento w ∈ Σ(X) tal que xw = y está uńıvocamente

determinado. A este elemento lo denotaremos x−1y. Ésto no es mas
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que una mera notación ya que x−1 no es un elemento de Σ(X), por lo
tanto no tendrá sentido escribir x−1y sin x 6≤ y.

Cuando estemos utilizando las notaciones x y y, si x ≤ y, y z =

x−1y, denotaremos y x−1 al elemento z.

Definición 2.2. Definiremos un soporte sobre X como un subcon-
junto ζ ⊆ Σ(X) tal que para todo x1 · · ·xn ∈ ζ con n ≥ 1 se cumple
que x1 · · ·xn−1 ∈ ζ .

Al conjunto de soportes sobre X lo denotaremos Ξ(X).

Nota 2.3. Sea ζ ∈ Ξ(X), entonces para todo y ∈ ζ, si x ≤ y,
entonces x ∈ ζ. En particular, si ζ 6= ∅ se cumple que ∅ ∈ ζ siendo el

rećıproco también cierto.

Lo que hacemos pues con los soportes es completar conjuntos con
el orden que hemos definido, de tal modo que si un elemento pertenece
al conjunto, todos los que son menores que él también pertenecen al
conjunto.

Se podŕıa dar una definición alternativa de soporte sobre X como
sigue: Un subconjunto ζ ⊆ Σ(X) es un soporte sobre X si y solo si
para todo x ∈ ζ y todo y ≤ x, se cumple que y ∈ ζ .

Vamos a establecer una representación gráfica de los soportes que
nos será de utilidad para explicar la idea de algunas demostraciones.

Sea ζ un soporte, vamos a representar cada uno de los elementos del
conjunto ζ (a los que llamaremos nodos) como un punto. Si ζ 6= ∅, tal y
como hemos visto antes se cumple que ∅ ∈ ζ . Este nodo lo llamaremos
origen y lo pondremos a la izquierda de nuestra representación. A la
derecha de este punto y unido mediante segmentos con él, dibujaremos
los puntos correspondientes a los nodos de ζ∩X. A la derecha de éstos
los de ζ ∩ X2 uniendo mediante segmentos los nodos de la forma x1x2

con x1 que necesariamente es un nodo por definición de soporte. Aśı
sucesivamente representaremos los nodos de ζ ∩ Xn+1 a la derecha de
los de ζ ∩Xn uniendo con segmentos los de la forma x1 · · ·xnxn+1 con
x1 · · ·xn.

Veamos un ejemplo de cómo se hace esta representación. Supong-
amos que X = {a, b} es un conjunto con dos elementos, vamos a rep-
resentar el siguiente soporte:

ζ = {∅, a, b}
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Esta representación gráfica tiene tres puntos, que se corresponden
con los tres elementos del conjunto ζ , y dos segmentos, los que se
corresponden a las relaciones ∅ ≤ a y ∅ ≤ b.

Siguiendo con el mismo conjunto X vamos a representar el soporte

ξ = {∅, a, b, aa, ab, aaa}

Del nodo ∅ salen dos nodos, al igual que del nodo a, sin embargo del
nodo aa solo sale uno. Estas representaciones se complicarán cuando
tratemos con conjuntos infinitos, pero ya iremos viendo esas cuestiones
cuando nos aparezcan.

Vamos a ver ahora algunos ejemplos sencillos de soportes.

Ejemplo 2.4. Sea X un conjunto. El conjunto vaćıo, ∅, y el total
Σ(X) son soportes sobre X.

Ejemplo 2.5. Sea x ∈ Σ(X), entonces definiremos

((x)) = {y ∈ Σ(X) : y ≤ x}.

Concretamente éste es el menor soporte que contiene a x.

Ejemplo 2.6. Sea (xn)n∈N ∈ XN, entonces definimos ((xn : n ∈ N))
el soporte que viene determinado por el conjunto

{∅, x1, x1x2, · · · , x1 · · ·xn, · · · }

Este soporte lo representaremos gráficamente de la siguiente forma
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· · ·

Los soportes de tipo ((x)) y ((xn : n ∈ N)) tienen la propiedad adi-
cional de ser conjuntos completamente ordenados, es decir, si tomamos
dos elementos y, z en estos conjuntos, entonces se ha de cumplir que
y ≤ z o que z ≤ y.

Ejemplo 2.7. Sea n ∈ N, entonces ∪n
k=0X

k es un soporte.

En algunos aspectos las sucesiones del tipo (xn)n∈N ∈ XN se com-
portan de forma similar a los elementos de Σ(X). Vamos a denotar

Σ∞(X) = Σ(X) ∪ XN

y a extender la definición de orden a los elementos de Σ∞(X) como
sigue: Sean x, y ∈ Σ(X), entonces

x ≤ y ⇔ ((x)) ⊆ ((y)).

Con esta extensión, ≤ sigue siendo una relación reflexiva, anti-
simétrica y transitiva. También vamos a extender la definición de ((−))
para subconjuntos de Σ∞(X), dado H ⊆ Σ∞(X), denotaremos

((H)) = ∪x∈H((x)).

Ejercicio 2.1. Demostrar que para todo H ⊆ Σ∞(X), se cumple
que ((H)) es un soporte sobre X. Además H ∩ Σ(X) ⊆ ((H)).

Solución:

Sea x ∈ H , entonces existe y ∈ H tal que x ∈ ((y)). Si w ≤ x, entonces
w ≤ y y por lo tanto w ∈ ((y)) ⊆ ((H)).

Dado x ∈ H ∩ Σ(X), entonces x ∈ ((x)) ⊆ ((H)).

2. Operaciones Básicas en Ξ(X)

Las dos primeras operaciones que se pueden definir son las de unión
e intersección que se definen para soportes como la unión e intersec-
ción de los conjuntos subyacentes. Es fácil ver que ambas operaciones
definidas sobre soportes nos dan soportes.

Ejercicio 2.2. Sea X un conjunto, {ζi : i ∈ I} una familia no
vaćıa de soportes sobre X. Entonces ∪i∈Iζi y ∩i∈Iζi son soportes.
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Solución:

Sea x ∈ ∪i∈Iζi y sea y ≤ x. Entonces para algún i0 ∈ I se cumple
que x ∈ ζi0. Utilizando que ζi0 es un soporte deducimos que y ∈ ζi0 ⊆
∪i∈Iζi.

Sea x ∈ ∩i∈Iζi y sea y ≤ x. Entonces para todo i ∈ I se cumple que
x ∈ ζi y como todos son soportes, ∀i ∈ I, y ∈ ζi por lo tanto y ∈ ∩i∈Iζi.

Definición 2.8. Sea X un conjunto, x ∈ Σ(X) y ζ ∈ Ξ(X). Si
ζ = ∅ definiremos ∇xζ = ∅, si no es vaćıo, definiremos

∇xζ = {xy ∈ Σ(X) : y ∈ ζ} ∪ ((x)).

Definiremos también

∆xζ = {y ∈ Σ(X) : xy ∈ ζ}.

Nota 2.9. Como se puede apreciar, si ζ 6= ∅ entonces el elemento

x está tanto en el conjunto {xy : y ∈ ζ} como en ((x)), en realidad

podŕıamos afinar un poco mas la definición de ∇xζ y decir que si ζ 6= ∅,

entonces

∇xζ = {xy ∈ Σ(X) : y ∈ ζ} ∪ ((x1 · · ·xλ(x)−1))

pero no utilizaremos la definición en esta forma para evitar tener que

expandir el elemento x. Solo lo haremos en algunos casos cuando

λ(x) = 1.

Vamos a tratar de ver gráficamente lo que representan estas opera-
ciones.

Sea X = {a, b} un conjunto con dos elementos y sea ζ = {∅, a, b}.
Tomemos x = a, entonces

∇aζ = {∅, a, aa, ab}

Gráficamente tenemos

ζ ∇aζ

Dicho de otra forma, al aplicar ∇a a ζ hemos trasladado el nodo
origen a la derecha y hemos puesto un nuevo origen. El antiguo soporte
aparece a partir del nodo a del nuevo soporte. No hemos perdido pues
nada de información.

Tomemos de nuevo X = {a, b}, ξ = {∅, a, b, aa, ab, aaa} y x = a,
entonces
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∆aξ = {∅, a, b, aa}

Gráficamente tenemos

ξ ∆aξ

La operación ∆a traslada en nodo a al origen y se olvida de todo
lo demás que saĺıa del antiguo nodo origen.

Nota 2.10. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X) y x ∈ Σ(X). Entonces

∆xζ ∩ X = {y ∈ X : xy ∈ ζ}

Demostración:

Es una consecuencia inmediata de la definición.
Vamos a ver es que las operaciones ∇x y ∆x aplicadas a soportes

nos dan soportes.

Ejercicio 2.3. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X), x ∈ Σ(X). En-
tonces ∇xζ y ∆xζ son soportes sobre X.

Solución:

Si ζ = ∅ entonces ∇xζ = ∅ que es un soporte. Supongamos que ζ 6= ∅,
y ∈ ∇xζ y que w ≤ y. Si w ≤ x entonces tenemos que w ∈ ((x)) ⊆ ∇xζ .
Podemos pues suponer que w 6≤ x.

Como w 6≤ x, entonces y 6≤ x y por lo tanto x ≤ y y además
x−1y ∈ ζ . Como ((y)) está totalmente ordenado, w ≤ y y w 6≤ x
entonces x ≤ w, además, como w ≤ y, entonces x−1w ≤ x−1y, por lo
que x−1w ∈ ζ y por lo tanto w = x(x−1w) ∈ ∇xζ .

Sea y ∈ ∆xζ y sea w ≤ y. Entonces xy ∈ ζ y xw ≤ xy, por lo que
xw ∈ ζ y por tanto w ∈ ∆xζ .

Vamos a comprobar que ∇x y ∆x se comportan bien con las uniones
e intersecciones.

Proposición 2.11. Sea X un conjunto, {ζi : i ∈ I} una familia

de soportes sobre X y x ∈ Σ(X). Entonces

1a. ∇x ∪i∈I ζi = ∪i∈I∇xζi

1b. ∆x ∪i∈I ζi = ∪i∈I∆xζi

2a. ∇x ∩i∈I ζi = ∩i∈I∇xζi

2b. ∆x ∩i∈I ζi = ∩i∈I∆xζi

Demostración:
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1a. Si ∪i∈Iζi = ∅ entonces ζi = ∅ para todo i ∈ I y ∇xζi = ∅ para
todo i ∈ I por lo tanto ∇x ∪i∈I ζi = ∪i∈I∇xζi porque ambos
miembros son ∅.

Si ∪i∈Iζi 6= ∅ denotemos por I0 = {i ∈ I : ζi = ∅} y
J0 = I \ I0. Si ζi = ∅ entonces se cumple que {xy ∈ Σ(X) :
y ∈ ζi} = ∅ = ∇xζi. Utilizando esto y aplicando las definiciones
deducimos que

∇x ∪i∈I ζi = ((x)) ∪ {xy ∈ Σ(X) : y ∈ ∪i∈Iζi} =

((x)) ∪ (∪i∈I{xy : y ∈ ζi}) =

((x)) ∪ (∪i∈I0{xy : y ∈ ζi})∪

(∪j∈J0{xy : y ∈ ζj}) =

(∪i∈I0∇xζi) ∪ ((x)) ∪ (∪j∈J0{xy : y ∈ ζj}) =

(∪i∈I0∇xζi) ∪ (∪j∈J0∇xζj) = ∪i∈I∇xζi

1b.

∆x ∪i∈I ζi = {y ∈ Σ(X) : xy ∈ ∪i∈Iζi} =

∪i∈I{y ∈ Σ(X) : xy ∈ ζi} = ∪i∈I∆xζi.

2a. Tal y como vimos en la Nota 2.3 un soporte ζ es vaćıo si y solo
si ∅ 6∈ ζ . Aplicando esto a la intersección deducimos que

∩i∈Iζi = ∅ ⇒ ∅ 6∈ ∩i∈Iζi ⇒

∃i0 ∈ I ∅ 6∈ ζi0 ⇒ ∃i0 ∈ I ζi0 = ∅ ⇒

∃i0 ∈ I ∇xζi0 = ∅ ⇒ ∩i∈I∇xζi = ∅

Si ∩i∈Iζi 6= ∅ entonces para todo i ∈ I, ζi 6= ∅ por lo que

∇x ∩i∈I ζi = {xy : y ∈ ∩i∈Iζi} ∪ ((x)) =

= ∩i∈I{xy : y ∈ ζi} ∪ ((x)) = ∩i∈I∇xζi.

2b.

∆x ∩i∈I ζi = {y : xy ∈ ∩i∈Iζi} =

∩i∈I{y : xy ∈ ζi} = ∩i∈I∆xζi.

De aqúı se deduce que ∆x y ∇x conservan el orden ya que ζ ⊆ ξ si
y solo si ζ ∪ ξ = ξ.

Ejercicio 2.4. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X) y x ∈ Σ(X), en-
tonces ∆x∇xζ = ζ .
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Solución:

Si ζ = ∅ entonces ∇x∅ = ∅ y ∆x∅ = ∅, por lo tanto ∆x∇x∅ = ∅.
Si ζ 6= ∅ tenemos

∆x∇xζ = ∆x({xy : y ∈ ζ} ∪ ((x)) ) =

{w : xw ∈ {xy : y ∈ ζ} ∪ ((x))} = ζ

Proposición 2.12. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X) y sean x, y ∈
Σ(X) Entonces

1. ∇x∇yζ = ∇xyζ.
2. ∆x∆yζ = ∆xyζ.

Demostración:

1. Si ζ = ∅ la igualdad está clara ya que ambos miembros son el
conjunto vaćıo. Supongamos que ζ 6= ∅, entonces

∇x∇yζ = ∇x( ((y)) ∪ {yw : w ∈ ζ}) =

((x)) ∪ {xz : z ∈ ((y))} ∪ {xz : z ∈ {yw : w ∈ ζ}} =

((xy)) ∪ {xyw : w ∈ ζ} = ∇xyζ.

2.
∆x∆yζ = ∆x{w : yw ∈ ζ} =

{z : xz ∈ {w : yw ∈ ζ}} = ∆xyζ.

Proposición 2.13. Sea X un conjunto x, y ∈ Σ(X) y ζ ∈ Ξ(X).
Entonces

∆x∇yζ =







∇x−1yζ si x ≤ y

∆x y−1ζ si y ≤ x

∅ en otro caso

Demostración:

Empecemos suponiendo que x ≤ y. Podemos definir z = x−1y con lo
que y = xz, entonces

∆x∇yζ = ∆x∇xzζ = ∆x∇x∇zζ = ∇zζ.

Supongamos ahora que y ≤ x y tomemos z = y−1x. Con la notación
para en el otro sentido tenemos que z = x y−1, entonces x = zy, por lo
tanto

∆x∇yζ = ∆zy∇yζ = ∆z∆y∇yζ = ∆zζ.

Supongamos por último que no se cumplen ninguna de las dos de-
sigualdades anteriores. Si ζ = ∅ la igualdad del enunciado es trivial.
Podemos pues suponer también que ζ 6= ∅. Entonces
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∆x∇yζ = ∆x({yz : z ∈ ζ} ∪ ((y)) ) =

{w : xw ∈ {yz : z ∈ ζ} ∪ ((y))}

Si xw ∈ ((y)) entonces x ≤ y lo cual es imposible. Si xw = yz
para ciertos w y z, entonces x, y ∈ ((xw)) = ((yz)), pero este conjun-
to está completamente ordenado y por lo tanto tendŕıamos que tener
una relación x ≤ y o y ≤ x. Esto hace que sea imposible encontrar
elementos w, z tales que xw = yz y por lo tanto, el conjunto

{w : xw ∈ {yz : z ∈ ζ} ∪ ((y))}

es necesariamente el conjunto vaćıo.

Ejercicio 2.5. Sea X un conjunto, x ∈ X. Calcular

1. ∇x∅
2. ∆x∅
3. ∇x{∅}
4. ∆x{∅}
5. ∇x∆x{∅}
6. ∆x((x))
7. ∇x∆x((x))

Solución:

1. ∇x∅ = ∅ por definición.
2. ∆x∅ = {y : xy ∈ ∅} = ∅.
3. ∇x{∅} = {xy : y ∈ {∅}} ∪ ((x)) = ((x)).
4. ∆x{∅} = {y : xy ∈ {∅}} = ∅.
5. ∇x∆x{∅} = ∇x∅ = ∅.
6. ∆x((x)) = ∆x∇x{∅} = {∅}.
7. ∇x∆x((x)) = ∇x∆x∇x{∅} = ∇x{∅} = ((x)).

Definición 2.14. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X) y x ∈ ζ . Deno-
taremos (x)ζ = ∇x∆xζ .

Gráficamente podŕıa representarse del siguiente modo. Si X =
{a, b} y

ζ = {∅, a, b, aa, aab, aaa, aaba, abaa, abab, abb, ba}

entonces

(aa)ζ = {∅, a, aa, aab, aaa, aaba}.

Representando el valor a por encima del b tenemos ζ el conjunto com-
pleto y (aa)ζ es el que está representado de forma punteada.



54 2. SOPORTES

Proposición 2.15. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X) y x ∈ Σ(X),
entonces

(x)ζ =

{

{y ∈ ζ : x ≤ y} ∪ ((x)) si x ∈ ζ

∅ en otro caso

En particular (x)ζ ⊆ ζ en cualquier caso.

Demostración:

Empecemos suponiendo que x 6∈ ζ , entonces

∆xζ = {y ∈ Σ(X) : xy ∈ ζ}

pero si x 6∈ ζ no se puede dar que xy ∈ ζ por definición de soporte, por
lo tanto ∆xζ = ∅ y ∇x∆xζ = ∅.

Supongamos ahora que x ∈ ζ , entonces

∆xζ = {y ∈ Σ(X) : xy ∈ ζ}

tiene como mı́nimo el elemento ∅ por lo que no es vaćıo y por lo tanto

∇x∆xζ = ∇x{y ∈ Σ(X) : xy ∈ ζ} =

{xz ∈ Σ(X) : z ∈ {y ∈ Σ(X) : xy ∈ ζ}} ∪ ((x)) =

{xz ∈ Σ(X) : xz ∈ ζ} ∪ ((x)) = {y ∈ ζ : x ≤ y} ∪ ((x)).

Proposición 2.16. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X), x, y ∈ Σ(X),
entonces (xy)ζ ⊆ (y)ζ.

Demostración:

Por la Proposición 2.15 sabemos que (x)∆yζ ⊆ ∆yζ y como ∇x con-
serva el orden, tenemos que

(xy)ζ = ∇yx∆xyζ = ∇y(x)∆yζ ⊆ ∇y∆yζ = (y)ζ.
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Proposición 2.17. Sea X un conjunto, ζ ∈ Ξ(X), x, y ∈ Σ(X),
entonces

(x)(y)ζ =







(y)ζ si x ≤ y

(x)ζ si y ≤ x

∅ en otro caso

Demostración:

Vamos a utilizar varias veces en esta demostración la Proposición 2.13.
Supongamos primero que xz = y, entonces

(x)(y)ζ = ∇x∆x∇y∆yζ = ∇x∇z∆yζ = ∇xz∆yζ = ∇y∆yζ = (y)ζ.

Supongamos ahora que yz = x, entonces

(x)(y)ζ = ∇x∆x∇y∆yζ = ∇x∆z∆yζ = ∇x∆zyζ = ∇x∆xζ = (x)ζ.

Si no se cumple ninguna de las relaciones x ≤ y ni y ≤ x entonces

(x)(y)ζ = ∇x∆x∇y∆yζ = ∇x∅ = ∅.

Ejercicio 2.6. Sea X un conjunto, x ∈ X. Calcular los soportes
ζ ∈ Ξ(X) tales que ζ = ∪x∈ζ∩X(x)ζ .

Solución:

Si ζ = ∅ o si ζ = {∅} = X0 se cumple que ζ ∩ X no tiene ningún
elemento 1 y por tanto ∪x∈ζ∩X∇x∆xζ = ∅.

Si ζ 6= ∅, {∅} entonces se cumple que X∩ζ 6= ∅ y por lo tanto ∅ ∈
∪x∈ζ∩X(x)ζ . Además para todo x1 · · ·xn ∈ ζ se tiene que x1 · · ·xn ∈
(x1)ζ ⊆ ∪x∈ζ∩X(x)ζ por lo tanto ζ = ∪x∈ζ∩X(x)ζ .

El resultado pues del ejercicio es que todos los soportes cumplen
esta condición excepto {∅}.

3. Soportes Unitarios y de Torsión

Definición 2.18. Sea X un conjunto. Un soporte sobre X diremos
que es finito si lo es como conjunto.

Definición 2.19. Sea X un conjunto y sea ζ ∈ Ξ(X). Denotare-
mos

Seq(ζ) = {(xn)n∈N ∈ XN : x1 · · ·xn ∈ ζ ∀n ∈ N}

Diremos que un soporte ζ es de torsión si Seq(ζ) = ∅. Al conjunto
de soportes de torsión lo denotaremos ΞT(X).

Ejemplo 2.20. Todo soporte finito es un soporte de torsión.

1Recordemos que estamos denotando con ∅ la única 0-tupla, y que este ele-
mento es diferente de todas las 1-tuplas que son los elementos de X .
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Ejemplo 2.21. Sea X un conjunto, k ∈ N, entonces el soporte

∪k
n=0X

n

es un soporte de torsión.

Definición 2.22. Sea X un conjunto y ζ ∈ Ξ(X). Diremos que ζ
es preunitario si para todo x ∈ Σ(X), el conjunto ∆xζ ∩ X es finito.

Diremos que ζ es unitario si para todo x ∈ ζ el conjunto ∆xζ ∩ X
es finito y no vaćıo. Al conjunto de soportes unitarios sobre X, lo
denotaremos ΞU(X).

Ejemplo 2.23. Sea X un conjunto y sea (xn)n∈N ∈ XN una suce-
sión de elementos de X. Entonces ((xn : n ∈ N)) es un soporte unitario
sobre X.

Demostración:

Los elementos de ((xn : n ∈ N)) son precisamente

{∅, x1, x1x2, · · · , x1 · · ·xt, · · · }

entonces aplicando la definición de ∆xt···x1 se tiene que

∆xt···x1((xn : n ∈ N)) = {∅, xt+1, xt+1xt+2, · · · } = ((xt+n : n ∈ N))

y por lo tanto

X ∩ ∆xt···x1((xn : n ∈ N)) = {xt+1}

que es finito y no vaćıo para todo t ∈ N.

Definición 2.24. Sea X un conjunto y ζ ∈ Ξ(X). Llamaremos
frontera exterior de ζ o simplemente frontera de ζ al conjunto

∂ζ =

{

{∅} si ζ = ∅

{x ∈ Σ(X) \ ζ : ∀y < x, y ∈ ζ} en otro caso.

Sea X = {a, b} y ζ = {∅, a, b, aa} vamos a ver gráficamente cómo
seŕıa la frontera de ζ .

Ejercicio 2.7. Sea X un conjunto y sea ξ ∈ ΞT(X), entonces
ξ ∪ ∂ξ ∈ ΞT(X).
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Solución:

Si ξ = ∅, el resultado es cierto de forma trivial.
Lo primero que tenemos que ver es que ξ ∪ ∂ξ es un soporte. Para

ello sea x ∈ ξ ∪ ∂ξ y sea y < x. Si x ∈ ξ entonces por ser ξ un soporte,
y ∈ ξ ⊆ ξ ∪ ∂ξ. Si x ∈ ∂ξ entonces y ∈ ξ ⊆ ξ ∪ ∂ξ.

Una vez visto que ξ ∪ ∂ξ es un soporte, tenemos que probar que
Seq(ξ ∪ ∂ξ) = ∅. Vamos a verlo por reducción al absurdo suponiendo
que existe un (xn)n∈N ∈ Seq(ξ ∪ ∂ξ). Como ξ es un soporte de torsión,
(xn)n∈N 6∈ Seq(ξ) por lo tanto existe un n0 ∈ N tal que x1 · · ·xn0 6∈ ξ.
Sea k el primer elemento para el cual x1 · · ·xk ∈ ξ y x1 · · ·xk+1 6∈ ξ
(notemos que si k = 0, ∅ ∈ ξ ya que ξ 6= ∅, por lo tanto el k que
buscamos ha de existir). Por la definición de frontera, x1 · · ·xk+1 ∈ ∂ξ.
Como (xn)n∈N ∈ Seq(ξ ∪ ∂ξ), entonces x1 · · ·xk+2 ∈ ξ ∪ ∂ξ.

Si x1 · · ·xk+2 ∈ ξ entonces x1 · · ·xk+1 ∈ ξ por ser ξ un soporte, lo
cual es una contradicción.

Si x1 · · ·xk+2 ∈ ∂ξ, entonces x1 · · ·xk+1 ∈ ξ por definición de fron-
tera, pero esto tampoco es posible.

Ejercicio 2.8. Sea X un conjunto, ξ ∈ ΞT(X) y x ∈ X, entonces

∆xξ ∈ ΞT(X) ∇xξ ∈ ΞT(X).

Del mismo modo, para todo y ∈ Σ(X),

∆yξ ∈ ΞT(X) ∇yξ ∈ ΞT(X).

Solución:

Sea (xn)n∈N ∈ Seq(∆xξ), entonces x1 · · ·xn ∈ ∆xξ para todo n ∈ N,
entonces tenemos que xx1 · · ·xn ∈ ∆xξ para todo n ∈ N por definición
de ∆x y eso hace que la sucesión infinita (x, x1, x2, · · · , xn, · · · ) esté en
Seq(ξ) lo cual es una contradicción.

Sea (xn)n∈N ∈ Seq(∇xξ), entonces x1 · · ·xn ∈ ∇xξ para todo n ∈ N.
Por definición de ∇x esto hace que x1 = x y que x2 · · ·xn ∈ ξ para
todo n ≥ 2 por lo tanto la sucesión infinita (x2, x3, · · · , xn, · · · ) está en
Seq(ξ) lo cual es una contradicción.

El otro resultado se sigue inmediatamente por inducción en λ(y).

Ejercicio 2.9. Sea X un conjunto, x ∈ X, ζ ∈ ΞU(X), entonces

∆xζ ∈ ΞU(X) ∇xζ ∈ ΞU(X)

Del mismo modo, para todo y ∈ Σ(X),

∆yζ ∈ ΞU(X) ∇yζ ∈ ΞU(X).

Solución:

Si ζ = ∅ entonces tanto ∆xζ como ∇xζ son el conjunto vaćıo que es
un soporte unitario. Podemos suponer pues que ζ es no vaćıo.

Sea y ∈ ∆xζ . Por definición de ∆x, se ha de cumplir que xy ∈ ζ y
por ser ζ unitario se cumple que X ∩ ∆yxζ es un conjunto finito y no
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vaćıo, pero precisamente

X ∩ ∆yxζ = X ∩ ∆y∆xζ

lo cual prueba que X ∩ ∆xζ es finito y no vaćıo.
Si x 6∈ ζ , entonces ∇xζ = ∅ que es un soporte unitario, por lo que

podemos suponer que x ∈ ζ .
Sea y ∈ ∇xζ , entonces pueden pasar dos cosas. La primera es que

y = ∅, en cuyo caso tend́ıamos que

X ∩ ∆y∇xζ = X ∩ ∇xζ = {x}

que es finito y no vaćıo. La segunda posibilidad es que λ(y) ≥ 1, en
cuyo caso, por definición de ∇x, tendŕıamos que y = xz para un cierto
z ∈ ζ . Entonces

X ∩ ∆y∇xζ = X ∩ ∆z∆x∇xζ = X ∩ ∆zζ

que es finito y no vaćıo porque ζ ∈ ΞU(X) y z ∈ ζ .
El otro resultado se sigue inmediatamente por inducción en λ(y).

4. El Teorema del Grafo de König

Teorema 2.25. [Teorema del Grafo de König]. Sea X un

conjunto, ζ un soporte preunitario sobre X y ξ ∈ ΞT(X) entonces ζ∩ξ
es finito.

Demostración:

Vamos a empezar probando que los conjuntos ζ ∩ ξ ∩ Xn son finitos
para todo n ∈ N ∪ {0}.

Para n = 0, ζ ∩ ξ ∩ X0 es finito porque X es finito y para n = 1,
ζ ∩ ξ ∩ X1 ⊆ ζ ∩ X = ∆∅ζ ∩ X que es finito por ser ζ un soporte
preunitario.

Supongamos que lo tenemos probado para n. Vamos a probarlo
para n + 1.

ζ ∩ ξ ∩ Xn+1 =

{x1 · · ·xn+1 ∈ Xn+1 : x1 · · ·xn ∈ ζ∩ξ∩Xn y xn+1 ∈ X∩∆x1···xn(ζ∩ξ)} ⊆

∪x1···xn∈ζ∩ξ∩XnX ∩ ∆x1···xnζ

siendo este último conjunto finito porque es una unión finita (por
hipótesis de inducción) de conjuntos finitos (por ser ζ preunitario).

Sea n ≥ t, vamos a definir la aplicación

fnt : Xn ∩ ζ ∩ ξ → X t ∩ ζ ∩ ξ
x1 · · ·xn 7→ x1 · · ·xt

Esta aplicación está bien definida por ser ζ y ξ soportes.
Vamos a considerar los conjuntos Im(fnt). Estos conjuntos cumplen

la siguiente relación de inclusión entre ellos

X t ∩ ζ ∩ ξ = Im(ftt) ⊇ Im(ft+1,t) ⊇ · · · ⊇ Im(ft+k,t) ⊇ · · ·
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esta cadena de inclusiones ha de estabilizarse puesto que X t ∩ ζ ∩ ξ es
un conjunto finito.

Podemos pues encontrar para cada t ∈ N un nt ≥ t tal que para
todo k ≥ nt se cumpla Im(fntt) = Im(fkt)

Vamos a ver como se comporta la aplicación ft+1,t sobre el conjunto
Im(fnt+1,t+1). Sea k = max(nt, nt+1),

Im(fntt) = Im(fkt) = fkt(X
k ∩ ζ ∩ ξ) =

ft+1,t(fk,t+1(X
m ∩ ζ ∩ ξ) = ft+1,t(Im(fk,t+1)) = ft+1,t(Im(fnt+1,t+1))

Tenemos pues una cadena de aplicaciones suprayectivas

· · · → Im(fn3,3) → Im(fn2,2) → Im(fn1,1) → Im(fn0,0)

Supongamos que Im(fn0,0) no es vaćıo, entonces existirá x1 ∈ Im(fn1,1)
y un x2 tal que (x1x2) ∈ Im(fn2,2) ya que f21 es suprayectiva sobre el
conjunto Im(fn2,2). De este modo podemos encontrar una sucesión
infinita (xn)n∈N ∈ XN tal que para todo t ∈ N se tenga que

(x1 · · ·xt) ∈ Im(fnt,t) ⊆ X t ∩ ζ ∩ ξ ⊆ ξ

lo cual es una contradicción con el hecho de que Seq(ξ) = ∅.
Por lo tanto Im(fn0,0) = ∅ y entonces Xn0 ∩ ξ∩ ζ = ∅ y a partir de

él todos los conjuntos Xk ∩ξ∩ζ son también vaćıos. De ah́ı deducimos
que ζ ∩ ξ es finito ya que está contenido en ∪n0

t=0X
k ∩ ξ ∩ ζ que es una

unión finita de conjuntos finitos.

Ejercicio 2.10. Sea X un conjunto y sea ζ un soporte preunitario,
entonces existe un ξ ∈ ΞU(X) tal que ζ ⊆ ξ.

Solución:

Pueden existir muchas formas de extender ζ , vamos a definir una de
las posibles:

(x1 · · ·xn) ∈ ξ :⇔ se cumple alguna de las siguientes condiciones

1. x1 · · ·xn ∈ ζ .
2. Existe un k ∈ {0, · · · , n− 1} tal que x1 · · ·xk ∈ ζ , x1 · · ·xkx 6∈ ζ

para todo x ∈ X y xk = xk+1 = · · · = xn.

Lo que hemos hecho con esta construcción es poner una cadena
infinita en cada uno de los nodos de los cuales no saĺıa ningún otro,
gráficamente seŕıa algo del siguiente tipo:

Supongamos que ζ es el soporte que representamos a la izquierda.
El problema por el cual este soporte no es unitario es por los nodos de
los cuales no sale ningún otro. El proceso que se hace es pegar en cada
uno de estos nodos una cadena infinita. El resultado lo representamos
a la derecha.
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· · ·
· · ·

· · ·
· · ·
· · ·
· · ·
· · ·

Ejercicio 2.11. Sea ξ ∈ Ξ(X), ξ es un soporte finito si y solo si
existen ζ ∈ ΞT(X) y ζ̄ ∈ ΞU(X) con ξ = ζ ∩ ζ̄.

Solución:

Supongamos que ζ ∈ ΞT(X) y ζ̄ ∈ ΞU(X). Entonces utilizando el
teorema del grafo de König, deducimos que ζ ∩ ζ̄ es un soporte finito.

En la otra dirección, tomemos ξ un soporte finito. Utilizando el
ejercicio anterior, podemos encontrar ζ̄ ∈ ΞU(X) tal que ξ ⊆ ζ̄. Como
todo soporte finito es de torsión, podemos tomar ζ = ξ, pero entonces
queda claro que ξ = ζ ∩ ζ̄.

Ejercicio 2.12. Sea ζ ∈ ΞU(X)

1. Para todo ξ ∈ ΞT(X), el conjunto ∂ξ ∩ ζ es finito.
2. Dar un ejemplo de algún soporte ξ̄ ∈ Ξ(X) tal que ∂ξ̄ ∩ ζ sea un

conjunto infinito para algún ζ unitario.

Solución:

1. Consideremos el soporte de torsión ξ ∪ ∂ξ, como ζ ∩ ∂ξ ⊆ ζ ∩
(ξ∪∂ξ) y este último es finito por el teorema del grafo de König,
entonces ζ ∩ ∂ξ es finito.

2. Consideremos X = {a, b} un conjunto de dos elementos, tomem-
os como

ζ = ∪n∈N∪{0}X
n

ξ̄ = {∅, a, aa, aaa · · · }

Entonces

ζ ∩ ∂ξ̄ = {aa · · ·a
︸ ︷︷ ︸

n

b : n ∈ N ∪ {0}}

que es un conjunto infinito.
Gráficamente seŕıa un conjunto del siguiente tipo
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· · ·

5. Uniones de Soportes Unitarios

En esta sección vamos a estudiar el problema de cuando la unión
de una familia de soportes unitarios es a su vez un soporte unitario. Es
muy sencillo ver un caso en el que se comporta muy bien.

Proposición 2.26. Sea X un conjunto, σ1, · · · , σn ∈ ΞU(X), en-

tonces ∪n
k=1σk es un soporte unitario sobre X.

Demostración:

Sea x ∈ ∪n
k=1σk, entonces existe k0 ∈ {1, · · · , n} tal que x ∈ σk0 .

X ∩ ∆x ∪
n
k=1 σk = X ∩ (∪n

k=1∆xσk) =

∪n
k=1X ∩ ∆xσk

Para cada k ∈ {1, · · · , t} el conjunto X∩∆xσk es un conjunto finito
por ser todos los σk unitarios y para k0, X ∩∆xσk0 es no vaćıo por ser
σk0 unitario, esto prueba que el conjunto

X ∩ ∆x ∪
n
k=1 σk

es finito y no vaćıo.

Ejercicio 2.13. Encontrar un conjunto X y una cantidad infinita
de soportes unitarios tales que su unión no sea un soporte unitario.

Solución:

Sea X un conjunto infinito, y para cada x ∈ X, sea

σx = {∅, x, xx, · · · } = ((x : n ∈ N))

Entonces ∪x∈Xσx no es un soporte unitario porque ∅ ∈ ∪x∈Xσx y

X ∩ ∆∅ ∪x∈X σx = ∪x∈X(X ∩ σx) = X

que es un conjunto infinito.
El problema gráficamente es el siguiente: estamos uniendo infinitos

soportes del tipo
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· · ·

y todos salen del nodo origen, pero en diferentes direcciones. La unión
de todos es un soporte del tipo

· · ·

· · ·

...

· · ·

que no es unitario puesto que del nodo origen salen infinitas ramifica-
ciones.

Existe una forma muy sencilla de garantizar que la unión de una
familia de soportes unitarios sea también un soporte unitario. Es la
siguiente

Lema 2.27. Sea (σi)i∈I una familia de soportes unitarios sobre X.

Entonces ∪i∈Iσi es un soporte unitario si y solo si existe ρ ∈ ΞU(X)
tal que σi ⊆ ρ para todo i ∈ I.

Demostración:

Si ∪i∈Iσi es un soporte unitario, está claro que lo podemos tomar como
ρ y todos los σi cumplen que σi ⊆ ρ.

Rećıprocamente supongamos que existe el ρ del enunciado. Vamos
a probar que para todo x ∈ ∪i∈Iσi se cumple que

X ∩ ∆x ∪i∈I σi

es finito y no vaćıo.
Para probar que es finito no hay mas que darse cuenta de que

∆x∪i∈I σi ⊆ ∆xρ por conservar ∆x el orden. Pero como x ∈ ρ, X∩∆xρ
es finito y por lo tanto X ∩∆x ∪i∈I σi es finito por ser un subconjunto
suyo.

Para ver que no es vaćıo tomemos un i0 ∈ I tal que x ∈ σi0 , entonces
X ∩ ∆xσi0 es no vaćıo y está contenido en X ∩ ∆x ∪i∈I σi.

Proposición 2.28. Sea X un conjunto finito. Entonces todas las

uniones arbitrarias de soportes unitarios sobre X son soportes unitar-

ios.
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Demostración:

Sea ρ = ∪k∈N∪{0}X
k. Este es un soporte unitario porque para todo

x ∈ ρ se cumple que

X ∩ ∆xρ = X

que es un conjunto finito y no vaćıo (si ρ es no vaćıo entonces X es
no vaćıo) por lo tanto ρ es un soporte unitario. Además contiene a
cualquier otro soporte unitario sobre X.

Proposición 2.29. Sea σ ∈ ΞU(X), entonces

σ = ∪(xn)n∈N∈Seq(σ)((xn : n ∈ N))

Demostración:

Vamos a probar los dos contenidos. Por un lado tenemos que si (xn)n∈N ∈
Seq(σ) entonces claramente todos los x1 · · ·xn ∈ σ por lo que ((xn : n ∈
N)) ⊆ σ.

En el otro sentido pueden darse dos casos. El primero es que σ = ∅
en cuyo caso Seq(σ) = ∅ y el resultado es trivial. El otro caso es cuando
σ 6= ∅, podemos entonces tomar sea x1 · · ·xn ∈ σ. Vamos a probar por
inducción en k que para todo k ∈ N∪{0} existe un elemento xn+k ∈ X
tal que x1 · · ·xnxn+1 · · ·xn+k ∈ σ.

Para k = 0 está claro. Supongamos que hemos encontrado xn+1, · · · , xn+k−1

y queremos encontrar xn+k. Como x1 · · ·xn+k−1 ∈ σ por hipótesis de
inducción y σ es un soporte unitario, entonces

X ∩ ∆xn+k−1···x1σ

es un conjunto finito y no vaćıo. Por el hecho de ser no vaćıo podemos
tomar un elemento cualquiera xn+k ∈ X ∩ ∆xn+k−1···x1σ con lo que
tenemos que x1 · · ·xn+k−1xn+k ∈ σ utilizando la Nota 2.10.

Con esta definición encontramos una sucesión infinita (xt)t∈N ∈
Seq(σ) ya que para todo t ∈ N se tiene que x1 · · ·xt ∈ σ, además

x1 · · ·xn ∈ ((xt : t ∈ N)) ⊆ ∪(yk)k∈N∈Seq(σ)((yk : k ∈ N))

Ejercicio 2.14. Encontrar un ejemplo de soportes unitarios que
al intersecarlos den un soporte no unitario.

Solución:

El ejemplo se puede dar tomando como conjunto X = {a, b} con a 6= b,
y como soportes unitarios los siguientes

σ = {∅, a, aa, aaa, · · · , aaa · · ·a, · · · }

τ = {∅, b, bb, bbb, · · · , bbb · · · b, · · · }

En este caso σ∩τ = {∅} que es un soporte finito no unitario puesto
que ∆∅(σ ∩ τ) ∩ X = ∅.
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Proposición 2.30. Sea (σi)i∈I una familia de soportes unitarios

sobre X con I 6= ∅. Entonces el mayor soporte unitario contenido en

∩i∈Iσi es

∪(xn)n∈N∈∩i∈ISeq(σi)((xn : n ∈ N))

Demostración:

Denotemos por τ = ∪(xn)n∈N∈∩i∈ISeq(σi)((xn : n ∈ N)).
Utilizando el Lema 2.27 podemos deducir que τ es un soporte uni-

tario ya que podemos utilizar como ρ cualquiera de los σi.
Para probar que τ es el mayor soporte unitario contenido en la

intersección de los σi consideremos un soporte unitario σ tal que σ ⊆ σi

para todo i ∈ I.
Entonces Seq(σ) ⊆ Seq(σi) para todo i ∈ I y por lo tanto Seq(σ) ⊆

∩i∈ISeq(σi). De ah́ı deducimos utilizando la proposición anterior que

σ = ∪(xn)∈Seq(σ)((xn : n ∈ N)) ⊆ ∪(xn)∈∩i∈ISeq(σi)((xn : n ∈ N)) = τ

Las uniones infinitas de soportes unitarios que mas nos van a in-
teresar son las que provienen de la siguiente proposición:

Proposición 2.31. Sea X un conjunto, τ ∈ ΞU(X) y H : τ →
ΞU(X) \ {∅} una aplicación. Entonces el soporte

σ =
⋃

x∈τ

∇xH(x)

es un soporte unitario sobre X que contiene a τ .

Demostración:

Sea y ∈ σ, entonces ha de existir un x0 ∈ τ tal que y ∈ ∇x0H(x0) y
como éste es un soporte unitario, entonces X∩∆y∇x0H(x0) es no vaćıo
por lo que X ∩ ∆yσ es no vaćıo.

Para probar que es finito vamos a probar que

X ∩ ∆yσ ⊆
⋃

x∈τ

λ(x)≤λ(y)+1

X ∩∇xH(x)

Como τ ∩
(

∪
λ(y)+1
k=0 Xk

)

es un conjunto finito por ser éste último

un soporte de torsión, la unión de la derecha es una unión finita de
conjuntos finitos y por lo tanto finita. Si probamos pues la inclusión
anterior habremos probado la finitud del conjunto X ∩ ∆yσ.

Sea w ∈ X ∩ ∆yσ entonces w ∈ ∆yσ y por lo tanto yw ∈ σ por lo

que habrá de estar en alguno de los ∆xH(x) con x ∈ τ .
Si yw ∈ ∆xH(x) con x ∈ τ y λ(x) ≤ λ(y) + 1 entonces claramente

tenemos que

w ∈
⋃

x∈τ

λ(x)≤λ(y)+1

X ∩ ∇xH(x).
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Si yw ∈ ∆xH(x) con x ∈ τ y λ(x) > λ(y) + 1 entonces λ(yw) =
λ(y) + 1 < λ(x) por lo que y = x1 · · ·xλ(y) y w = xλ(y)+1. En tal caso

w ∈ {xλ(y)+1} = X ∩∇xλ(y)+1
H(x1 · · ·xλ(y)+1) =

X ∩ ∆xλ(y)···x1∆xλ(y)+1···x1H(x1 · · ·xλ(y)1) =

X ∩ ∆y∇x1···xλ(y)+1
H(x1 · · ·xλ(y)+1) ⊆

⋃

x∈τ

λ(x)≤λ(y)+1

X ∩∇xH(x)

Nos queda por probar que τ ⊆ σ pero eso es muy sencillo porque
para todo x ∈ τ se tiene que x ∈ ∇xH(x) ya que H(x) 6= ∅ por
hipótesis.

La forma mas común en la que vamos a utilizar esta proposición es
la siguiente:

Corolario 2.32. Sea X un conjunto, (xn)n∈N ∈ XN una sucesión

de elementos de X y H : N ∪ {0} → ΞU(X) \ {∅} una aplicación.

Entonces el soporte

σ = ∪n∈N∪{0}∇x1···xnH(n)

es un soporte unitario sobre X que contiene a ((xn : n ∈ N)).

Demostración:

Basta aplicar el resultado anterior tomando como τ el soporte uni-
tario ((xn : n ∈ N)) y como H la que nos da el enunciado definiendo
H(x1 · · ·xn) = H(n).

Vamos a ver una aplicación directa de esta construcción en el sigu-
iente lema:

Lema 2.33. Sea X un conjunto y sea θ : ΞU(X) → ΞT(X) una

aplicación tal que

1. Para todo σ ∈ ΞU(X) se tiene que θ(σ) ⊆ σ.

2. Para todo par de soportes unitarios sobre X, σ ⊆ τ se tiene que

θ(σ) ⊆ θ(τ).

Entonces existe un soporte de torsión ξ ∈ ΞT(X) tal que para todo

x ∈ Σ(X) con x 6∈ ξ se tiene que θ(∇xσ) ⊂ ((x)) para todo σ ∈ ΞU(X).

Demostración:

Vamos a definir ξ como sigue

ξ = {x ∈ ∪n∈N∪{0}X
k : ∃σ ∈ ΞU(X) tal que θ(∇xσ) 6⊂ ((x))}

Lo que tenemos que probar es que ξ es un soporte de torsión,
con lo cual habremos concluido la prueba. Vamos a empezar vien-
do que es un soporte, para ello tomemos x1 · · ·xn ∈ ξ. Si existe
un σ tal que θ(∇x1···xnσ) 6⊂ ((x1 · · ·xn)) se tendrá en particular que
θ(∇x1···xn−1∇xnσ) 6⊂ ((x1 · · ·xn−1)) ya que ((x1 · · ·xn−1)) ⊆ ((x1 · · ·xn)),
pero esto implica que existe un soporte unitario τ , concretamente ∇xnσ
tal que θ(∇x1···xn−1τ) 6⊂ ((x1 · · ·xn−1)).
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Aparte de demostrar que es un soporte tenemos que ver que es
de torsión, para ello vamos a probar que no existe ninguna cadena
(xn)n∈N ∈ Seq(ξ) suponiendo por reducción al absurdo que existe una
que denotaremos (xn)n∈N.

La existencia de esta cadena hace que podamos encontrar para todo
n ∈ N ∪ {0} un soporte H(n) tal que

θ(∇x1···xnH(n)) 6⊂ ((x1 · · ·xn))

Si θ(∇x1···xnH(n)) 6⊂ ((x1 · · ·xn)) es porque existe un elemento

y1 · · · yk ∈ θ(∇x1···xnH(n)) ⊆ ∇x1···xnH(n)

tal que y1 · · · yk 6∈ ((x1 · · ·xn)). Como y1 · · · yk ∈ ∇x1···xnH(n) e y1 · · · yk 6∈
((x1 · · ·xn)), por definición tendremos que k ≥ n y que x1 · · ·xn =
y1 · · ·yn y por ser θ(∇x1···xnH(n)) un soporte deduciremos que ((x1 · · ·xn)) ⊆
θ(∇x1···xnH(n)).

Aplicando el Corolario 2.32 sabemos que

σ = ∪n∈N∪{0}∇x1···xnH(n)

es un soporte unitario que contiene ((xn : n ∈ N))
Además tenemos que

((x1 · · ·xn)) ⊆ θ(∇x1···xnH(n)) ⊆ θ(σ)

para todo n ∈ N de donde se concluirá que ((xn : n ∈ N)) ⊆ θ(σ) lo
cual es una contradicción porque θ(σ) es un soporte de torsión.

6. Uniones de Soportes de Torsión

Está claro que las uniones arbitrarias de soportes de torsión no
tienen porqué ser soportes de torsión, en particular porque cualquier
soporte se puede poner como unión de soportes de torsión.

Proposición 2.34. Sea X un conjunto y sea ζ ∈ Ξ(X), entonces

ζ = ∪x∈ζ((x))

Demostración:

Si x ∈ ζ entonces por ser ζ un soporte sabemos que ((x)) ⊆ ζ por lo
que ∪x∈ζ((x)) ⊆ ζ .

Por otro lado, para cualquier x ∈ ζ se tiene que x ∈ ((x)) por lo que
tenemos el otro contenido.

Sin embargo, como pasaba en el caso de soportes unitarios, la unión
finita de soportes de torsión es un soporte de torsión

Proposición 2.35. Sea X un conjunto y sean (ζi)i∈F una familia

de soportes de torsión con F un conjunto finito. Entonces ∪i∈F ζi ∈
ΞT(X).

Demostración:

Sea (xn)n∈N ∈ Seq(∪i∈F ζi). Denotemos

Fn = {i ∈ F : x1 · · ·xn ∈ ζi}



6. UNIONES DE SOPORTES DE TORSIÓN 67

Para todo n ≥ 1 tenemos que si i ∈ Fn entonces i ∈ Fn−1 por ser ζi un
soporte. Esto nos da una cadena de inclusiones del siguiente tipo

F0 ⊇ F1 ⊇ F2 ⊇ · · · ⊇ Fn ⊇ Fn+1 ⊇ · · ·

Como todos los Fn son finitos, ha de existir un cierto k ∈ N tal
para todo t ≥ k, Fk = Ft. Si este Fk fuera vaćıo entonces tendŕıamos
que no existe ningún i ∈ F tal que x1 · · ·xk ∈ ζi lo cual contradice el
hecho de que x1 · · ·xk ∈ ∪i∈F ζi. Por lo tanto Fk es no vaćıo. Podemos
tomar un elemento f ∈ Fk y como f ∈ Ft para todo t ≥ k entonces
(xn)n∈N ∈ Seq(ζf) lo que contradice el hecho de que ζf es un soporte
de torsión.

Como suced́ıa en el caso de soportes unitarios es posible construir
soportes de torsión juntando infinitos soportes de torsión indexados por
otro soporte de torsión. Formalmente, el resultado es el siguiente:

Proposición 2.36. Sea X un conjunto, ζ ∈ ΞT(X) y H : ζ →
ΞT(X) \ {∅} una aplicación. Entonces

ξ = ∪x∈ζ∇xH(x)

es un soporte de torsión sobre X tal que ζ ⊆ ξ.

Demostración:

Sea (xn)n∈N ∈ Seq(ξ). Como ζ es un soporte de torsión, existirá un
cierto n0 ∈ N tal que x1 · · ·xn0 ∈ ∂ζ . Lo que vamos a probar, es que
(xn)n∈N ∈ Seq(∪n0−1

t=0 ∇x1···xtH(x1 · · ·xt)) lo cual contradice la proposi-
ción anterior.

Como x1 · · ·xn ∈ ∇xH(x) está claro que para todo n < n0 tenemos
x1 · · ·xn ∈ ∪n0−1

t=0 ∇x1···xtH(x1 · · ·xt).
Si n ≥ n0 entonces x1 · · ·xn 6∈ ζ pero x1 · · ·xn ∈ ξ por lo que

existirá un cierto y ∈ ζ tal que x1 · · ·xn ∈ ∇yH(y). Del hecho de
que x1 · · ·xn ∈ ∇yH(y) deducimos que x1 = y1, · · · , xt = yt con t =
max{λ(y), n}, pero como y ∈ ζ y x1 · · ·xn 6∈ ζ se tiene que cumplir que
λ(y) < n, es decir, que y ∈ ((x1 · · ·xn)) ∩ ξ = ((x1 · · ·xn0−1)) por lo que
λ(y) < n0 y por lo tanto

x1 · · ·xn ∈ ∇x1···xλ(y)
H(x1 · · ·xλ(y)) ⊆ ∪n0−1

t=0 ∇x1···xtH(x1 · · ·xt).

Para ver que ζ ⊆ ξ no hay mas que notar que para todo x ∈ ζ
tenemos que x ∈ ∇xH(x) por ser H(x) 6= ∅.

Corolario 2.37. Sea X un conjunto, ζ ∈ ΞT(X) y H : ζ →
ΞT(X) una aplicación. Entonces

ξ = ∪x∈ζ∇xH(x)

es un soporte de torsión sobre X.

Demostración:

El conjunto ξ es claramente un soporte por ser una unión de soportes.
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El único problema para deducir que es de torsión aplicando el re-
sultado anterior es que podŕıa darse el caso de que para ciertos x ∈ ζ
se tuviera H(x) = ∅. Para evitar esto definamos M(x) = H(x)∪{∅}.
Para esta aplicación M tenemos que

∪x∈ζ∇xM(x) ∈ ΞT(X)

y como ξ es un subsoporte de éste deducimos que también es de torsión
porque no puede contener sucesiones infinitas.

7. El Método de Inducción en Soportes de Torsión

En esta sección vamos a explicar una técnica de demostración basa-
da en el Teorema del Grafo de König a la que llamaremos inducción en
soportes de torsión. Aplicaremos esta técnica a un resultado concreto
para ver su funcionamiento.

Definición 2.38. Sea X un conjunto, ξ ∈ ΞT(X) y σ ∈ ΞU(X) \
{∅}. Llamaremos

ν(∂ξ ∩ σ) = max{λ(x) : x ∈ ∂ξ ∩ σ}

Como ∂ξ ∩ σ es un conjunto finito y no vaćıo, entonces ν(∂ξ ∩
σ) ∈ N ∪ {0}, además siempre existe al menos un x ∈ ∂ξ ∩ σ tal que
λ(x) = ν(∂ξ ∩ σ).

Proposición 2.39. Sea ξ ∈ ΞT(X), σ ∈ ΞU(X) y x ∈ X ∩ σ,

entonces

ν(∂∆xξ ∩ ∆xσ) = 0 ó ν(∂∆xξ ∩ ∆xσ) < ν(∂ξ ∩ σ)

Demostración:

Empecemos notando que por el Ejercicio 2.8 ∆xξ es un soporte de
torsión y ∆xσ es un soporte unitario.

Sea y ∈ ∂∆xξ ∩ ∆xσ un elemento en el cual se alcanza el máximo,
es decir λ(y) = ν(∂∆xξ ∩ ∆xσ).

Se pueden dar dos casos. El primero es que λ(y) = 0 en cuyo caso
ya habŕıamos terminado porque ν(∂∆xξ ∩ ∆xσ) = 0. Si λ(y) ≥ 1
entonces tenemos por un lado que y ∈ ∆xσ que por definición de ∆x

significa que xy ∈ σ. Por otro lado y 6∈ ∆xξ y y1 · · · yλ(y)−1 ∈ ∆xξ de
ah́ı deducimos que xy 6∈ ξ y xy1 · · · yλ(y)−1 ∈ ξ por lo que xy ∈ ∂ξ. De
todo esto concluimos que xy ∈ ∂ξ ∩ σ por lo que

ν(∂∆xξ ∩ ∆xσ) = λ(y) < λ(y) + 1 ≤ ν(∂ξ ∩ σ)

Proposición 2.40. Sea X un conjunto, ξ ∈ ΞT(X) \ {∅} y σ ∈
ΞU(X) \ {∅}. Entonces la aplicación

α : {(x, y) : x ∈ X ∩ σ, y ∈ ∂∆xξ ∩ ∆xσ} → ∂ξ ∩ σ
(x, y) 7→ xy

es una biyección entre ambos conjuntos.
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Demostración:

Tenemos que empezar probando que está bien definida. Para ello
tomemos x ∈ X ∩ σ e y ∈ ∂∆xξ ∩ ∆xσ.

Como y ∈ ∆xσ entonces xy ∈ σ. Para ver que xy ∈ ∂ξ tenemos
que considerar dos casos. El primero es que y = ∅, en tal caso ∅ ∈
∂∆xξ por lo que ∆xξ = ∅ y por lo tanto x 6∈ ξ. Pero como ξ 6= ∅
necesariamente xy = x ∈ ∂ξ.

El segundo caso es cuando λ(y) ≥ 1. En este caso y 6∈ ∆xξ e
y1 · · ·yλ(y)−1 ∈ ∆xξ de donde deducimos que xy 6∈ ξ y xy1 · · · yλ(y)−1 ∈ ξ
por lo que xy ∈ ∂ξ.

La aplicación α es claramente inyectiva. La única dificultad está en
ver que también es suprayectiva. Para ver la suprayectividad consider-
aremos un elemento w ∈ ∂ξ∩σ. Como ξ 6= ∅ se ha de dar que λ(w) ≥ 1
por lo que podemos poner w = xy para un cierto y y un x ∈ X. Como
w ∈ σ, del hecho de que σ sea un soporte deducimos que x ∈ σ y por
definición de ∆x que y ∈ ∆xσ. Para ver que y ∈ ∂∆xξ tenemos que
considerar dos casos. El primero es el caso en que λ(y) = 0. En tal
caso tendŕıamos que x ∈ ∂ξ por lo que x 6∈ ξ y ∆xξ ha de ser vaćıo.
Entonces y ∈ ∂∆xξ = {∅}.

El segundo caso es cuando λ(y) ≥ 1. En este caso tendŕıamos que
xy 6∈ ξ pero xy1 · · · yλ(y)−1 ∈ ξ de donde concluimos que y ∈ ∂∆xξ.

Proposición 2.41. Sea X un conjunto, ξ ∈ ΞT(X) y σ ∈ ΞU(X).
Entonces

σ =
⋃

x∈∂ξ∩σ

(x)σ

Demostración:

Si σ = ∅ entonces ∂ξ ∩ σ no tiene ningún elemento y la proposición
se cumple porque unimos una familia vaćıa de conjuntos y esa unión
por definición es el conjunto vaćıo. Supondremos a partir de ahora que
σ 6= ∅.

La demostración se hará por inducción en ν(∂ξ ∩ σ) Empecemos
viendo el caso en que ν(∂ξ∩σ) = 0. Si se da este caso entonces tenemos
que ∅ ∈ ∂ξ por lo que necesariamente ξ = ∅ por lo que ∂ξ ∩ σ = {∅}
y la igualdad del enunciado se reduce a σ = ∇∅∆∅σ, igualdad que es
cierta por definición de ∇∅ y ∆∅.

Supongamos que hemos probado ya el resultado para todos los ξ ∈
ΞT(X) y todos los σ ∈ ΞU(X) tales que ν(∂ξ ∩ σ) < n y vamos a
probarlo en el caso n.

Como σ 6= {∅} ya que es un soporte unitario podemos aplicar el
Ejercicio 2.6 y deducir que σ = ∪x∈X∩σ(x)σ. Sea x ∈ X ∩ σ. Por
hipótesis de inducción sabemos que

∆xσ =
⋃

y∈∂∆xξ∩∆xσ

∇y∆y∆xσ
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y aplicando ∇x a los dos miembros de la igualdad deducimos que

(x)σ =
⋃

y∈∂∆xξ∩∆xσ

(yx)σ

Uniendo esto con la igualdad del Ejercicio 2.6 tenemos que

σ = ∪x∈X∩σ(x)σ =
⋃

x∈X∩σ

⋃

y∈∂∆xξ∩∆xσ

(yx)σ =
⋃

w∈∂ξ∩σ

(w)σ

siendo esta última igualdad consecuencia de la Proposición 2.40.

8. Subsoportes Unitarios Escindidos

Definición 2.42. Sea σi una familia de soportes unitarios con i
recorriendo un cierto conjunto de ı́ndices I y tales que ∪i∈Iσi es un
soporte unitario. Entonces diremos que la unión τ =

⋃

i∈I σi es una
unión directa y lo representaremos τ =

⊎

i∈I σi si para todo i ∈ I,

σi

⋂
(
⋃

j∈I\{i} σj

)

es un soporte finito (o equivalentemente de torsión

ya que todo subsoporte de torsión de un unitario es finito).

Ejemplo 2.43. Sea X un conjunto, ξ ∈ ΞT(X) y σ ∈ ΞU(X).
Entonces

σ =
⊎

x∈∂ξ∩σ

(x)σ

Demostración:

El hecho de que σ = ∪x∈∂ξ∩σ(x)σ ya lo vimos en la Proposición 2.41.
Para ver que esta unión es directa denotemos F = ∂ξ∩σ y tomemos

x ∈ F , I = F \{x}. Tenemos que probar que (x)σ∩∪y∈I(y)σ es finito.
Supongamos que no lo es y que podemos tomar una sucesión

(zn)n∈N ∈ Seq((x)σ ∩ ∪y∈I(y)σ)

El conjunto F es finito y podemos tomar un número natural n0 >
max{λ(w) : w ∈ F}.

El elemento z1 · · · zn0 ∈ (x)σ ∩ ∪y∈I(y)σ, por lo tanto existirá un
y ∈ I tal que z1 · · · zn0 ∈ (x)σ∩(y)σ. Al haber tomado n0 ≥ λ(x), λ(y),
deducimos que que x, y ∈ ((z1 · · · zn0)) y como este conjunto está com-
pletamente ordenado, podemos asegurar que x ≤ y o que y ≤ x. Vamos
a ver que ninguno de los dos casos es posible.

Si y ≤ x, como ambos son distintos se ha de dar que y < x y como
x ∈ ∂ξ, entonces y ∈ ξ lo cual es imposible porque y ∈ ∂ξ por estar en
F . Si x ≤ y se llega a una contradicción simétricamente.

Definición 2.44. Sean σ, τ ∈ ΞU(X) tales que σ ⊆ τ . Diremos
que σ es un subsoporte unitario escindido de τ si existe otro subsoporte
unitario ρ ⊆ τ tal que τ = σ⊎ρ. A esta relación la denotaremos σ ⊆⊕ τ .
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Lema 2.45. Sea σ, τ, ρ ∈ ΞU(X) tales que τ = σ⊎ρ y sea (xn)n∈N ∈
XN. Entonces existe n0 ∈ N tal que para todo m ≥ n0,

(xm · · ·x1)τ ⊆ σ ó (xm · · ·x1)τ ⊆ ρ

Demostración:

Supongamos por reducción al absurdo que esto no sucede, es decir, que
existe una cadena infinita (xn)n∈N tal que par todo n ∈ N, (xn · · ·x1)τ 6⊆
σ y (xn · · ·x1)τ 6⊆ ρ. En particular se tiene que para todo n, x1 · · ·xn ∈
τ porque si no tendŕıamos que (xn · · ·x1)τ = ∅ y ya habŕıamos llegado
a una contradicción.

Tomemos un n ∈ N. Si x1 · · ·xn 6∈ σ, como τ = σ ∪ ρ, entonces
tenemos que x1 · · ·xn ∈ ρ, en particular ((x1 · · ·xn)) ⊆ ρ. Además, para
todo x1 · · ·xnz1 · · · zt ∈ (xn · · ·x1)τ tendŕıamos que x1 · · ·xnz1 · · · zt 6∈
σ puesto que si estuviera en σ, por definición de soporte tendŕıamos que
x1 · · ·xn ∈ σ. Hemos probado pues que si x1 · · ·xn 6∈ σ, necesariamente
(xn · · ·x1)τ ⊆ ρ, lo cual es una contradicción. Por lo tanto x1 · · ·xn ∈ σ
para todo n ∈ N. Del mismo modo se prueba que x1 · · ·xn ∈ ρ para
todo n ∈ N y aśı se llega a una contradicción con el hecho de que σ ∩ ρ
sea finito.

Proposición 2.46. Sean σ ⊆ τ dos soportes unitarios. Las sigu-

ientes condiciones son equivalentes

1. σ ⊆⊕ τ .

2. Existe un soporte de torsión ξ y un subconjunto finito F ⊆ ∂ξ∩τ
tal que σ = ∪x∈F (x)τ .

Demostración:

(2 ⇒ 1). Sea G = (∂ξ ∩ τ) \F y sea ρ = ∪x∈G(x)τ . Por la Proposición
2.41 sabemos que ρ ∪ σ = τ . Además vimos en el Ejemplo 2.43, que
para todo x ∈ ∂ξ ∩ τ , el conjunto

(x)τ ∩ ∪y∈∂ξ∩τ

y 6=x
(y)τ

es finito, en particular, para todo x ∈ G, (x)τ ∩ σ es finito, pero
entonces ρ∩ σ = ∪x∈G(x)τ ∩ σ es un conjunto finito por ser una unión
de conjuntos finitos.

(1 ⇒ 2). Denotemos por ρ a un soporte unitario tal que ρ⊎ σ = τ .
Consideremos el soporte siguiente

ξ = {x ∈ Σ(X) : (x)τ 6⊆ σ y (x)τ 6⊆ ρ}.

Este conjunto es un soporte ya que si x ∈ ξ y y ≤ x entonces (x)τ ⊆
(y)τ por lo tanto (y)τ tampoco puede estar contenido en ninguno de
esos dos soportes. El soporte ξ es un soporte de torsión aplicando
directamente el Lema 2.45.

Sea F = {x ∈ ∂ξ ∩ τ : (x)τ ⊆ σ} y G = {x ∈ ∂ξ ∩ τ : (x)τ ⊆ ρ}.
Por definición de ξ, está claro que para todo x ∈ ∂ξ ∩ τ se tiene que
tener uno de estos dos contenidos, o (x)τ ⊆ σ o (x)τ ⊆ ρ, por lo tanto
x ∈ F , o x ∈ G. Esto hace que F ∪G = ∂ξ ∩ τ y F ∩G = ∅. Además
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Para todo x ∈ F , tenemos que (x)τ ⊆ σ, por lo tanto (x)τ ⊆ (x)σ,
además el otro contenido se tiene porque el operador (x) conserva el
orden, por lo tanto (x)τ = (x)σ para todo x ∈ F . Del mismo modo se
ve que (x)τ = (x)ρ para todo x ∈ G.

Además es una simple comprobación ver que ∂ξ ∩ σ = F y que
∂ξ ∩ ρ = G. Por lo tanto tenemos que

σ = ∪x∈F (x)σ = ∪x∈F (x)τ

que era lo que queŕıamos probar.

Ejercicio 2.15. Sea σ ⊆⊕ τ con σ = ∪x∈F (x)τ para un cierto
subconjunto F ⊆ ∂ξ ∩ τ . Entonces

1. F = ∂ξ ∩ σ.
2. Para todo x ∈ σ \ ξ se tiene que (x)σ = (x)τ .
3. Para todo ζ ∈ ΞT(X) tal que ξ ⊆ ζ se tiene que σ = ∪x∈∂ζ∩ξ(x)τ .

Solución:

1. Sea x ∈ F . Como x ∈ (x)τ entonces x ∈ σ por lo tanto F ⊆
∂ξ ∩ σ. Rećıprocamente, sea x ∈ ∂ξ ∩ σ, entonces

x ∈ ∂ξ ∩ (∪y∈F (y)τ) = ∪y∈F (∂ξ ∩ (y)tau)

Si demostramos que para todo y ∈ ∂ξ∩τ se tiene que ∂ξ∩(y)τ =
{y} entonces habremos terminado. Vamos pues a demostrar ésto:
Sea z ∈ ∂ξ ∩ (y)τ , por el hecho de que z ∈ (y)τ , tenemos que
z ∈ {w ∈ τ : y ≤ w} ∪ ((y)). Si z ∈ ((y)) entonces como este
conjunto es completamente ordenado y y ∈ ∂ξ tendŕıamos que
z = y. Del mismo modo, si z ∈ τ cumple que y ≤ z, como y, z ∈
∂ξ se tendŕıa que y = z. En cualquiera de los casos tenemos que
(y)τ ∩ ∂ξ = {y} que era lo que necesitábamos probar.

2. Sea x ∈ σ \ ξ. Entonces existirá un y ∈ ∂ξ ∩ σ tal que y ≤ x.
Como σ ⊆ τ entonces (x)σ ⊆ (x)τ . Para probar el otro contenido
tomemos z ∈ (x)τ = (x)(y)τ , entonces z ∈ (y)τ ⊆ σ. Además,
como z ∈ (x)τ se cumplirá alguna de estas dos condiciones, o
z ≤ x o x ≤ z. En cualquiera de los dos casos, esa condición
unida al hecho de que z ∈ σ nos fuerza a que z ∈ (x)σ.

3. Como ξ ⊆ ζ , se tiene que para todo x ∈ ∂ζ ∩ σ, (x)τ = (x)σ,
por lo tanto

∪x∈∂ζ∩σ(x)τ = ∪x∈∂ζ∩σ(x)σ = σ.

Ejercicio 2.16. Encontrar un ejemplo de dos soportes unitarios
σ ⊆ τ para los cuales no se tenga σ ⊆⊕ τ .
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Solución:

Sea X = {a, b}. Vamos a considerar el soporte τ = Σ(X) que es un
soporte unitario y

σ = ((a : n ∈ N)) = {∅, a, aa, aaa, · · · }

Claramente σ ⊆ τ , pero para todo x ∈ σ se tiene que (x)σ 6= (x)τ , la
razón es porque (x)σ = σ para todo x ∈ σ y xb ∈ (x)τ \ σ.

Ejercicio 2.17. Sean σ, τ dos soportes unitarios tales que σ ⊆⊕ τ ,
entonces existe un único soporte unitario ρ tal que σ ⊎ ρ = τ .

Solución:

Supongamos que existen dos, ρ y ρ′ y sea (xn)n∈N ∈ Seq(ρ). En partic-
ular esto significa que x1 · · ·xn ∈ τ para todo n ∈ N, y como σ ∩ ρ′ es
finito, existirá un n0 ∈ N tal que para todo m ≥ n0, x1 · · ·xm 6∈ σ ∩ ρ′.
Si x1 · · ·xn0 ∈ σ entonces x1 · · ·xm ∈ σ para todo m ≥ n0 ya que σ es
un soporte y llegaŕıamos a una contradicción con el hecho de que σ∩ ρ
sea finito. Tenemos pues que para todo m ≥ n0, x1 · · ·xm ∈ ρ′ por lo
tanto Seq(ρ) ⊆ Seq(ρ′).

Simétricamente se prueba que Seq(ρ′) ⊆ Seq(ρ). Entonces

ρ = ∪x∗∈Seq(ρ)((x
∗)) = ∪x∗∈Seq(ρ′)((x

∗)) = ρ′.

Ejercicio 2.18. La relación ⊆⊕ es una relación de orden en ΞU(X).

Solución:

Sea σ un soporte unitario, entonces σ = σ ⊎ ∅ por lo que σ ⊆⊕ σ.
Si σ ⊆⊕ τ y τ ⊆⊕ σ en particular tenemos que σ ⊆ τ y τ ⊆ σ, por

lo tanto σ = τ .
Si ρ ⊆⊕ σ ⊆⊕ τ entonces existen soportes unitarios ρ′, σ′ tales que

ρ ⊎ ρ′ = σ y σ ⊎ σ′ = τ .
Sea ρ̂ = ρ′ ∪ σ′, entonces ρ̂ ∪ ρ = σ′ ∪ ρ ∪ ρ′ = σ′ ∪ σ = τ , además

ρ̂∩ ρ = (ρ′ ∩ ρ) ∪ (σ′ ∩ ρ) ⊆ (ρ′ ∩ ρ) ∪ (σ′ ∩ σ) que es una unión de dos
conjuntos finitos y por lo tanto finito. Esto prueba que ρ̂⊎ ρ = τ y por
lo tanto que ρ ⊆⊕ τ .



74 2. SOPORTES



TEMA 3

La Definición de las Categoŕıas

En este caṕıtulo vamos a fijar, a no ser que se diga exṕıcitamente,
un anillo R y un anillo con identidad A tal que R sea un ideal bilátero
de A. Cuando hablemos de A-módulos nos referiremos siempre a A-
módulos unitarios. Las construcciones las vamos a hacer basándonos
en esta elección. Veremos mas adelante que estas construcciones son
independientes de la citada elección.

1. La Categoŕıa CMod-R

Sea MA un A-módulo por la izquierda. El grupo abeliano HomA(RA, MA)
tiene estructura de A-módulo por la derecha con la operación

(f · a)(r) = f(ar) ∀f ∈ HomA(RA, MA), a ∈ A, r ∈ R.

Denotaremos
λM : MA → HomA(RA, MA)

como λM(m)(r) = m · r para todo m ∈ M y todo r ∈ R.

Ejercicio 3.1.

λ : IdMod-A → HomA(RA,−)

es una transformación natural de funtores.

Solución:

Sea f : MA → NA un A-homomorfismo. El diagrama que tenemos que
probar que es conmutativo es el siguiente:

MA
λM−−−→ HomA(RA, MA)

f



y



yHomA(RA,f)

NA −−−→
λN

HomA(RA, NA)

Para comprobar la conmutatividad vamos a ver que para todo
m ∈ M se cumple que HomA(RA, f)(λM(m)) y λN(f(m)) son el mismo
elemento de HomA(RA, MA), es decir, que

∀m ∈ M, ∀r ∈ R HomA(RA, f)(λM(m))(r) =

(f ◦ λM(m))(r) = f(λM(m)(r)) = f(m · r) =

f(m) · r = λN (f(m))(r).

Por lo tanto HomA(RA, f)(λM(m)) = λN(f(m)) y la transformación es
natural.

75
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Definición 3.1. Sea R un anillo. Denotaremos por CMod-R a la
subcategoŕıa plena de Mod-A formada por los A-módulos M tales que
λM es un isomorfismo.

Nota 3.2. Sea A un anillo y sea MA un A-módulo de la categoŕıa

CMod-R, entonces se cumple que

∀m ∈ M, mR = 0 si y solo si m = 0

ya que el conjunto de los m ∈ M que cumplen la condición mR = 0
son precisamente los elementos de Ker(λM). Esta propiedad también la

cumplen todos los A-submódulos de MA aunque no estén en la categoŕıa

CMod-R.

Definición 3.3. A los A-módulos por la derecha MA que cumplen
la condición de que para todo m ∈ M , mR = 0 si y solo si m = 0 los
llamaremos libres de torsión y a la clase de A-módulos por la derecha
libres de torsión la denotaremos F.

Proposición 3.4. Sea MA un A-módulo a derecha de la categoŕıa

CMod-R. Un A-submódulo NA de MA está en CMod-R si y solo si

M/N es libre de torsión.

Demostración:

Denotemos por j : NA → MA la inclusión canónica. Empecemos
suponiendo que M/N es libre de torsión. Vamos a probar que

λN : NA → HomA(RA, NA)

es un isomorfismo. Por una parte

Ker(λN ) = {n ∈ N : nR = 0} ⊆ Ker(λM) = 0

por lo tanto λN es un monomorfismo. Para ver que es un epimorfismo
sea h : RA → NA un A-homomorfismo. Si componemos h con la
inclusión canónica, j ◦ h es un A-homomorfismo entre A y M por lo
tanto existe un m ∈ M tal que h(r) = m · r para todo r ∈ R. El único
problema es probar que m pertenece efectivamente a N , pero eso se
comprueba fácilmente porque para todo r ∈ R, m · r ∈ N , por lo tanto
(m + N)R = 0 en M/N que es libre de torsión, entonces m + N = 0 o
lo que es lo mismo, m ∈ N , por lo tanto h = λN(m).

Rećıprocamente supongamos que λN es un isomorfismo y que ten-
emos un m ∈ M tal que (m + N)R = 0. Definamos h : R → N
como h(r) = m · r, la imagen de h está efectivamente en N ya que
m · r + N = 0 para todo r ∈ R.

Por ser λN un isomorfismo, podemos encontrar un n ∈ N tal que
h(r) = n·r para todo r ∈ R, pero entonces deducimos que (m−n)R = 0
y como M es libre de torsión, m = n ∈ N , es decir m + N = 0.

Ejercicio 3.2. Sea R un anillo con identidad, entonces CMod-R =
Mod-R = F.
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Solución:

Sea M ∈ Mod-R, vamos a ver que λM es un isomorfismo viendo que
λM es monomorfismo y epimorfismo. Sea m ∈ Ker(λM), entonces
λM(m)(r) = 0 para todo r ∈ R, en particular λM(m)(1R) = 0, pero
λM(m)(1R) = m · 1R = m por ser M un A-módulo unitario.

Para ver que es epimorfismo sea f : R → M un A-homomorfismo.
La antiimagen de f va a ser precisamente f(1R).

λM(f(1R))(r) = f(1R) · r = f(1R · r) = f(r)

y esto para todo r ∈ R, por lo tanto f = λM(f(1A)) tal y como
afirmábamos.

Por otra parte sea M ∈ CMod-R, este módulo es libre de torsión
ya que los elementos m ∈ M tales que mR = 0 son precisamente los
elementos de Ker(λM) = 0.

Finalmente tomemos un M ∈ F. Tenemos que ver que para todo
m ∈ M se cumple que m · 1R − m = 0. Para ello vamos a ver que este
elemento es anulado por todos los de R. Sea r ∈ R,

(m · 1R − m) · r = (m · 1R) · r − m · r =

m · (1R · r) − m · r = m · r − m · r = 0.

Definición 3.5. Denotaremos por IC : CMod-R → Mod-A al fun-
tor inclusión que a cada módulo de CMod-R lo lleva a él mismo con-
siderado en Mod-R.

A veces consideraremos los módulos dentro de Mod-A mencionándolo,
pero sin utilizar la notación de IC para no recargar excesivamente la
escritura.

Nota 3.6. Sean MA y NA dos A-módulos de CMod-R y sea f un

homomorfismo entre MA y NA. Entonces f es un isomorfismo en

CMod-R si y solo si es un isomorfismo en Mod-A.

Demostración:

La razón es porque CMod-R es una subcategoŕıa plena de Mod-A.

Proposición 3.7. Sea ((Mi)i∈I , (τij : Mj → Mi)i≤j) un sistema in-

verso con Mi ∈ CMod-R para todo i ∈ I. Entonces lim
←−
i∈I

Mi calculado

en Mod-A pertenece de hecho a CMod-R.

Demostración:

Como todos los Mi ∈ CMod-R sabemos que λMi
es un isomorfismo

para todo i ∈ I. Lo que vamos a probar es que λlim
←−

Mi
es también un

isomorfismo.
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La forma mas rápida de verlo es sabiendo que el funtor HomA(RA,−)
conserva ĺımites inversos ya que tiene un adjunto por la derecha. En-
tonces

HomA(RA, lim
←−
i∈I

Mi) ≃ lim
←−
i∈I

HomA(RA, Mi) ≃ lim
←−
i∈I

Mi

y la composición de estos isomorfismos es precisamente λlim
←−

Mi
.

Proposición 3.8. Sea ((Mi)i∈I , (τij : Mj → Mi)i≤j) un sistema in-

verso con Mi en CMod-R para todo i ∈ I. Entonces lim
←−
i∈I

Mi calculado

en Mod-A es también el ĺımite inverso de dichos objetos en la categoŕıa

CMod-R.

Demostración:

Puesto que todos los objetos de CMod-R son A-módulos por la derecha
y todos los morfismos de CMod-R son también A-homomorfismos, sabe-
mos que lim

←−
i∈I

Mi cumple la propiedad universal del ĺımite inverso en la

categoŕıa CMod-R. Como además pertenece a la categoŕıa, utilizando
la unicidad del ĺımite inverso deducimos que este ha de ser precisamente
el ĺımite inverso del sistema.

Nota 3.9. Lo que hemos probado, en otras palabras, es que el fun-

tor IC : CMod-R → Mod-A conserva ĺımites inversos.

2. La Categoŕıa DMod-R

Sea MA un A-módulo por la derecha, la aplicación

β : M × R → M
(m, r) 7→ m · r

es bilineal y A-equilibrada, por lo que el siguiente homomorfismo está
bien definido

µM : M ⊗A R → M
m ⊗ r 7→ m · r

Ejercicio 3.3. µ : −⊗A R → IdMod-A es una transformación nat-
ural.

Solución:

Sean MA y NA dos A-módulos por la derecha y sea f : M → N un
A-homomorfismo entre ellos. Consideremos el siguiente diagrama

M × R
τ

−−−→ M ⊗A R
µM

−−−→ M

f×idA



y f⊗AR



y



yf

N × R −−−→
σ

N ⊗A R −−−→
µN

N
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Siendo τ y σ los canónicos. El cuadrado exterior es conmutativo ya
que

f ◦ µM ◦ τ(m, r) = f(m · r) = f(m) · r =

µN ◦ σ ◦ (f(m), r) = µN ◦ σ ◦ f × idA(m, r)

El cuadrado de la izquierda también es conmutativo por definición
de f ⊗A R. Por lo tanto tenemos que

µN ◦ f ⊗A R ◦ τ = f ◦ µM ◦ τ

y utilizando que τ es suprayectiva deducimos que

µN ◦ f ⊗A R = f ◦ µM .

Definición 3.10. Denotaremos por DMod-R a la subcategoŕıa ple-
na de Mod-A formada por los A-módulos M tales que µM es un iso-
morfismo1.

Nota 3.11. Sea MA un A-módulo de DMod-R, entonces MR = M
ya que MR es precisamente la imagen del homomorfismo µM . Además

esta propiedad es heredada por cualquier cociente de MA aunque no

pertenezca a la categoŕıa DMod-R.

Definición 3.12. Un A-módulo por la derecha MA se dice que es
unitario si MR = M . A la clase de A-módulos por la derecha unitarios
la denotaremos U.

Proposición 3.13. Sea MA un A-módulo de DMod-R y KA un A-

submódulo de MA. Entonces M/K está en DMod-R si y solo si K es

unitario.

Demostración:

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con filas exactas

K
j

−−−→ M
p

−−−→ M/K −−−→ 0

µK

x

 ≃

x

µM

x

µM/K

K ⊗A R −−−→
j⊗idR

M ⊗A R −−−→
p⊗idR

M/K ⊗A R −−−→ 0

El homomorfismo µM es un isomorfismo y µM/K es siempre un epi-
morfismo porque M/K es unitario. Tenemos que probar que µK es un
epimorfismo si y solo si µM/K es un monomorfismo.

Supongamos primero que µM/K es un monomorfismo y tomemos un
k ∈ K, j(k) ∈ M y por lo tanto podemos tomar un v ∈ M ⊗A R tal
que µM(v) = j(k).

µM/K ◦ (p ⊗ idR)(v) = p ◦ µM(v) = p ◦ j(k) = 0

1Estos módulos han sido llamados firmes en [37].
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y usando que µM/K es un monomorfismo deducimos que (p⊗idR)(v) = 0
por tanto v ∈ Ker(p⊗idR) = Im(j⊗idR) y podemos tomar w ∈ K⊗AR
tal que v = (j ⊗ idR)(w).

j ◦ µK(w) = µM ◦ (j ⊗ idR)(w) = µM(v) = j(k)

de donde deducimos que k = µK(w) ya que j es un monomorfismo.
Rećıprocamente supongamos que µK es un epimorfismo y sea w ∈

Ker(µM/K). Usando la suprayectividad de M ⊗A idR podemos tomar
w ∈ M ⊗A R tal que (p ⊗ idR)(v) = w.

p ◦ µM(w) = µM/K ◦ (p ⊗ idR)(v) = 0

y entonces µM(w) ∈ Ker(p) = Im(j). Usando la suprayectividad de
µK podemos encontrar z ∈ K ⊗A R tal que j ◦ µK(z) = µM(v), pero
j ◦ µK(z) = µM ◦ (j ⊗ idR)(z) y usando que µM es un isomorfismo,
deducimos que v = (j ⊗ idR)(z). Entonces

w = (p ⊗ idR)(v) = (p ⊗ idR) ◦ (j ⊗ idR)(z) = 0.

Ejercicio 3.4. Sea R un anillo con identidad, entonces DMod-R =
U = Mod-R.

Solución:

Sea M ∈ DMod-R. Como MR = Im(µM) = M está claro que M es
unitario.

Supongamos que M ∈ U. Vamos a ver que M ∈ Mod-R, es decir,
que m · 1Rm para todo m ∈ M . Como m ∈ M = MR podemos
encontrar elementos mi ∈ M y ri ∈ R con i ∈ {1, · · · , n}, tales que
m =

∑n
i=1 mi · ri.

m · 1R = (

n∑

i=1

mi · ri) · 1R =

n∑

i=1

mi · (ri · 1A) =

n∑

i=1

mi · ri = m.

Por último tomemos M ∈ Mod-R. Todos los elementos m ∈ M
podemos ponerlos como µM(m⊗ 1R), esto prueba que µM es suprayec-
tiva. Para ver que es inyectiva tomemos

∑n
i=1 mi ⊗ ri ∈ Ker(µM), es

decir,
∑n

i=1 mi · ri = 0, entonces
n∑

i=1

mi ⊗ ri =

n∑

i=1

mi ⊗ ri · 1R =

n∑

i=1

mi · ri ⊗ 1R = 0 ⊗ 1R = 0.

Definición 3.14. Denotaremos por ID : DMod-R → Mod-A al
funtor inclusión que a cada módulo de DMod-R lo lleva a él mismo
considerado en Mod-A.

A veces consideraremos los módulos dentro de Mod-A mencionándolo,
pero sin utilizar la notación de ID para no recargar excesivamente la
escritura.



3. MÓDULOS DE TORSIÓN Y LIBRES DE TORSIÓN 81

Nota 3.15. Sean MA y NA dos A-módulos de DMod-R y sea f
un homomorfismo entre MA y NA. Entonces f es un isomorfismo en

DMod-R si y solo si es un isomorfismo en Mod-A.

Demostración:

La razón es porque DMod-R es una subcategoŕıa plena de Mod-A.

Proposición 3.16. Sea ((Mi)i∈I , (τij : Mj → Mi)i≤j) un sistema di-

recto con Mi ∈ DMod-R para todo i ∈ I. Entonces lim
−→
i∈I

Mi calculado en

Mod-A pertenece de hecho a DMod-R.

Demostración:

La forma mas rápida de ver esta demostración es teniendo en cuenta
que el funtor − ⊗A R conserva ĺımites directos puesto que tiene un
adjunto por la izquierda, por lo tanto si Mi ⊗A R ≃ Mi para todo
i ∈ I, entonces

(lim
−→
i∈I

Mi) ⊗A R ≃ lim
−→
i∈I

(Mi ⊗A R) ≃ lim
−→
i∈I

Mi

Además, la composición de estos isomorfismos es precisamente µlim
−→

Mi
.

Proposición 3.17. Sea ((Mi)i∈I , (τij : Mj → Mi)i≤j) un sistema di-

recto con Mi en DMod-R para todo i ∈ I. Entonces lim
−→
i∈I

Mi calculado

en Mod-A es también el ĺımite directo de dichos objetos en la categoŕıa

DMod-R.

Demostración:

Puesto que todos los objetos de DMod-R son A-módulos por la derecha
y todos los morfismos de DMod-R son también A-homomorfismos, sabe-
mos que lim

−→
i∈I

Mi cumple la propiedad universal del ĺımite directo en la

categoŕıa DMod-R. Como además pertenece a la categoŕıa, utilizando
la unicidad del ĺımite directo deducimos que este ha de ser precisamente
el ĺımite directo del sistema.

Nota 3.18. Lo que hemos probado, en otras palabras, es que el

funtor ID : DMod-R → Mod-A conserva ĺımites directos.

3. Módulos de Torsión y Libres de Torsión

Definición 3.19. Diremos que un A-módulo por la derecha MA

está anulado por R cuando MR = 02.

Ejercicio 3.5. La clase de A-módulos por la derecha anulados por
R es cerrada para submódulos, productos, coproductos y cocientes.

2Denotaremos por MR a las sumas finitas de productos de elementos de M por
elementos de A. Decir que MR = 0 es equivalente a decir que para todo m ∈ M y
todo r ∈ R, mr = 0
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Solución:

Sea MA ∈ Mod-A un A-módulo anulado por R y KA un A-submódulo
de MA. Vamos a ver que tanto KA como M/K son anulados por R.

Sea k ∈ K y r ∈ R, como k en particular está dentro de M se
cumple que k · r = 0 en M y por lo tanto también en K, esto implica
que KR = 0.

Por otro lado sea m + K ∈ M/K y r ∈ R,

(m + K) · r = m · r + K = 0 + K

por lo tanto (M/K)R = 0.
Sea (Mi)i∈I una familia de A-módulos por la derecha anulados por

R. Si (mi)i∈I ∈
∏

i∈I Mi y r ∈ R, entonces

(mi)i∈I · r = (mi · r)i∈I = (0)i∈I

por lo tanto (
∏

i∈I Mi)R = 0. El coproducto
∐

i∈I Mi también está
anulado por R por ser un A-submódulo del producto.

Lo que prueba el ejercicio anterior es, con la notación de [42, Section
VI.1], que la clase de A-módulos a derecha anulados por R es una clase
de pretorsión y prelibre de torsión. Lo que nos interesa de momento a
nosotros es el hecho de que sea una clase de pretorsión.

Por [42, Proposition VI.1.4] sabemos que asociado a una clase de
pretorsión existe un prerradical idempotente que sobre un A-módulo
MA se define como el mayor A-submódulo que pertenece a la clase.
Vamos a definir un prerradical que probaremos posteriormente que es
el prerradical asociado a la clase de módulos anulados por R.

Definición 3.20. Sea MA ∈ Mod-A, definiremos

t (MA) = {m ∈ M : mR = 0}

Proposición 3.21. Para todo A-módulo MA ∈ Mod-A, t (MA) es

el mayor A-submódulo de MA que está anulado por R.

Demostración:

Lo primero que se debe comprobar es que t (MA) es efectivamente un
A-submódulo de MA.

Como 0 ∈ t (MA) entonces para todo m ∈ t (MA), todo a ∈ A y
todo r ∈ R, se tiene que (m · a) · r = m · (a · r) = 0 ∈ t (MA), por lo
tanto m · a ∈ t (MA).

Sean m1, m2 ∈ t (MA), entonces para todo r ∈ R,

(m1 − m2) · r = m1 · r − m2 · r = 0 − 0 = 0

por lo tanto m1 − m2 ∈ t (MA).
Sea KA un A-submódulo de MA tal que KR = 0, entonces para

todo k ∈ K, kR = 0. De ah́ı se deduce que K ⊆ t (MA).
Definiremos t sobre A-homomorfismos por restricción, es decir, da-

do un A-homomorfismo f : MA → NA en Mod-A, se define

t (f) (m) = f(m) ∀m ∈ M.
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Con esta definición t constituye un prerradical idempotente que por la
proposición anterior y [42, Proposition VI.1.4] es el prerradical idem-
potente asociado a la clase de pretorsión formada por los A-módulos a
derecha anulados por R.

Proposición 3.22. Sea MA ∈ Mod-A, las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. t (MA) = 0.
2. HomA(KA, MA) = 0 para todo A-módulo a derecha KA anulado

por R.

3. ∀m ∈ MA m · R = 0 ⇒ m = 0.

Demostración:

(1 ⇒ 3). Si m · R = 0 entonces m ∈ t (MA) y por tanto m = 0.
(3 ⇒ 2). Sea KA un A-módulo por la derecha anulado por R y sea

f : KA → MA un A-homomorfismo,

∀k ∈ K, ∀r ∈ R, f(k) · r = f(k · r) = f(0) = 0

y si aplicamos (3) deducimos que para todo k ∈ K, f(k) = 0, o lo que
es lo mismo, que f = 0.

(2 ⇒ 1). Como t (MA) está anulado por R, aplicando (2) sabemos
que HomA(t (MA) , MA) = 0, en particular la inclusión canónica

j : t (MA) → MA

ha de ser el homomorfismo 0, pero esto es posible únicamente cuando
t (MA) = 0.

Los A-módulos a derecha que cumpĺıan la condición (3) anterior
fueron llamados libres de torsión en la Definición 3.3.

La clase F de A-módulos por la derecha libres de torsión, es efecti-
vamente una clase libre de torsión con la definición dada en [42, Section
VI.2], concretamente esta es la clase libre de torsión generada por los
A-módulos anulados por R.

Definición 3.23. Un A-módulo a derecha MA se dirá que es de
torsión si HomA(MA, FA) = 0 para todo FA ∈ F. La clase de A-
módulos a derecha de torsión se denotará T.

Utilizando [42, Section VI.2], la clase T es la menor clase de torsión
que contiene a los A-módulos anulados por R. El par (T, F) constituye
una teoŕıa de torsión en la categoŕıa Mod-A.

Asociado a la clase de torsión T existe un radical idempotente que
denotaremos T, y que se define para un A-módulo MA como el mayor
A-submódulo de MA que pertenece a la clase T. Los A-módulos de T

se pueden caracterizar también por la propiedad de que MA = T (MA).
Utilizando que la clase de torsión T es cerrada para extensiones,

[42, Proposition VI.2.1], se deduce que T (MA) se puede caracterizar
también por la propiedad de que M/T (M) es libre de torsión y que
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si para algún A-submódulo KA ⊆ MA se cumple que M/K es libre de
torsión, entonces KA ⊆ T (MA).

En [42, Section VI.1] tenemos una construcción de T a partir de
t que vamos a exponer aqúı porque a partir de ella podremos encon-
trar caracterizaciones de T (MA) que utilizaremos a lo largo de esta
memoria.

Sea MA ∈ Mod-A. La construcción se realiza por inducción trans-
finita del siguiente modo. Denotemos t1 (MA) = t (MA).

Si α no es un ordinal ĺımite, es decir, si α = β+1 para algún ordinal
β, entonces definiremos tα (MA) por la propiedad de que

t (M/tβ (M)) = tα (M) /tβ (M)

en nuestro caso

tα (MA) = {m ∈ MA : mR ⊆ tβ (MA)}

Si α es un ordinal ĺımite se define

tα (MA) = ∪β<αtβ (MA)

Esta definición nos proporciona una cadena creciente de prerradi-
cales tα que, fijado un MA ∈ Mod-A, tendrán que estabilizarse, es de-
cir, para todo MA ∈ Mod-A existirá un ordinal α tal que tα+1 (MA) =
tα (MA), o lo que es lo mismo, que

t (M/tα (M)) = tα (M) /tα (M) = 0

Este tα (MA) es precisamente T (MA).
Vamos a establecer una caracterización mas operativa de T (MA),

es la siguiente

Proposición 3.24. Sea MA ∈ Mod-A, entonces

T (MA) = {m ∈ M : ∀(rn)n∈N ∈ RN ∃n0 ∈ N tal que mr1 · · · rn0 = 0}

Demostración:

Supongamos primero que m ∈ T (MA). Como hemos observado
antes, existe un ordinal α para el cual T (MA) = tα (MA), por lo tanto
tα (MA) = tα+1 (MA). Sea (rn)n∈N ∈ RN una sucesión de elementos
de A. Queremos ver que existe un n0 ∈ N tal que mr1 · · · rn0 = 0.
Para ello supongamos que no es cierto y vamos a construir una cadena
descendente de ordinales del siguiente modo:

Como m ∈ tα (MA), existirá un ordinal mı́nimo β0 tal que m ∈
tβ0 (MA). Para i = 1, 2, · · · definiremos βi como el primer ordinal para
el cual mr1 · · · ri ∈ tβi

(MA).
Por nuestra hipótesis de que la sucesión nunca llega a anular a m

podemos asegurar que los ordinales βi no pueden llegar nunca a ser
0. También por la construcción de los tβ cada βi ha de ser un ordinal
sucesor (si βi fuera un ordinal ĺımite, la contradicción apareceŕıa en el
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hecho de que mr1 · · · ri ∈ ∪γ<βi
tγ (MA) pero no existe ningún γ < βi

tal que mr1 · · · ri ∈ tγ (MA)).
Para comparar el ordinal βi con el ordinal βi+1 supongamos que

βi = γ + 1. Claramente βi+1 ≤ γ + 1, lo que queremos probar es que
esta desigualdad es estricta.

Como mr1 · · · ri ∈ tγ+1 (MA), entonces mr1 · · · riR ⊆ tγ (MA), en
particular mr1 · · · riri+1 ∈ tγ (MA), esto implica que βi+1 ≤ γ < βi.

Hemos encontrado pues una sucesión estrictamente decreciente de
ordinales

β0 > β1 > β2 > · · ·

y eso es una contradicción puesto que todo conjunto no vaćıo de ordi-
nales ha de tener un elemento mı́nimo.

En el otro sentido supongamos que m ∈ T (MA) = tα (MA). Ten-
emos que encontrar una sucesión infinita (rn)n∈N ∈ RN tal que para
todo n ∈ N se cumpla que mr1 · · · rn 6= 0.

Como m 6∈ tα (MA) sabemos que mR 6⊆ tα (MA) (ya que estamos
suponiendo que tα (MA) = tα+1 (MA)). Podemos pues encontrar un
elemento r1 ∈ R tal que mr1 6∈ tα (MA).

Lo que hemos probado en realidad es que para todo m 6∈ T (MA)
existe un r ∈ R tal que m · r 6∈ T (MA). Aplicando esta propiedad
recursivamente podemos encontrar una sucesión (rn)n∈N ∈ RN tal que
mr1 · · · rn 6∈ T (MA) para todo n ∈ N, en particular mr1 · · · rn 6= 0 para
todo n ∈ N.

Ejercicio 3.6. Sea R′ un anillo y R′MR un (R′, R)-bimódulo. De-
mostrar que T (MR) con la operación inducida por M , es un (R′, R)-
bimódulo.

Solución:

De hecho, el único problema que podŕıa aparecer es el de que existiera
un m ∈ T (MR) y un r′ ∈ R′ tal que r′m 6∈ T (MR), pero esto es
imposible ya que si (rn)n∈N ∈ RN, entonces por estar m ∈ T (MR)
podemos encontrar un n0 ∈ N tal que mr1 · · · rn0 = 0, pero esto implica
que

(r′m)r1 · · · rn0 = r′(mr1 · · · rn0) = 0

lo que prueba que r′m ∈ T (MR) ya que esto lo podemos hacer para
cualquier sucesión de elementos de R.

Definición 3.25. Sea X un subconjunto de A. Diremos que X es
un conjunto T-generador por la derecha de A si R/XR ∈ T.

Es evidente que existen conjuntos T-generadores por la derecha
para cualquier anillo R, ya que si tomamos X = R, R/R2 es siempre
de torsión al estar anulado por R. En algunos casos será posible tomar
un conjunto T-generador mas manejable, en tales casos puede ser de
utilidad la siguiente caracterización.
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Proposición 3.26. Sea MA ∈ Mod-A y X un subconjunto T-

generador por la derecha de A, entonces

T (MA) = {m ∈ M : ∀(xn)n∈N ∈ XN ∃n0 ∈ N tal que mx1 · · ·xn0 = 0}.

Demostración:

Denotemos momentáneamente

K = {m ∈ M : ∀(xn)n∈N ∈ XN ∃n0 ∈ N tal que mx1 · · ·xn0 = 0}.

Como X ⊆ R, por la proposición anterior sabemos que T (MA) ⊆
K. Para probar el otro contenido vamos a utilizar la reducción al
absurdo.

Sea m ∈ MA \ T (MA). Por la proposición anterior podemos en-
contrar una sucesión (rn)n∈N ∈ RN tal que kr1 · · · rn 6= 0 para todo
n ∈ N.

Como R/XR ∈ T podemos encontrar un n1 ∈ N tal que r1 · · · rn1 ∈
XR, es decir,

r1 · · · rn1 =

t∑

i=1

xisi

para ciertos xi ∈ X y si ∈ R. Además para todo n ≥ n1 se tiene que

t∑

i=1

xis
irn1+1 · · · rn 6= 0

Si para todo i ∈ {1, · · · , t} existiera un zi ∈ N tal que

mxisirn1+1 · · · rzi
= 0

entonces tomando n = max{zi : i = 1, · · · , t} tendŕıamos que

mxisirn1+1 · · · rn = 0 ∀i ∈ {1, · · · , t}

y llegaŕıamos a una contradicción porque

t∑

i=1

mxisirn1+1 · · · rn 6= 0

y alguno de sus sumandos ha de ser no nulo.
De lo anterior deducimos que existe un i ∈ {1, · · · , t} tal que

mxisirn1+1 · · · rn 6= 0 ∀n ≥ n1.

La existencia de la sucesión infinita (si, rn1+1, rn1+2, · · · ) con la propiedad
anterior nos garantiza que mxi 6∈ T (MA).

Lo que hemos probado en conclusión es que para todo m ∈ MA \
T (MA) existe un x ∈ X tal que mx ∈ MA \ T (MA).

Aplicando esta propiedad de forma recursiva deducimos que para
todo m ∈ M \ T (MA) podemos encontrar una sucesión (xn)n∈N ∈ XN

tal que mx1 · · ·xn 6= 0 para todo n ∈ N y por lo tanto m 6∈ K. Esto
prueba que K \ T (MA) = ∅ y que K ⊆ T (MA).
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4. La Categoŕıa CMod-R como Categoŕıa Cociente

Una de las construcciones mas interesantes que se pueden realizar
a partir de teoŕıas de torsión en categoŕıas de módulos unitarios para
anillos con identidad, es la de categoŕıa cociente. La teoŕıa de torsión
(T, F) la hemos considerado dentro de la categoŕıa Mod-A. Vamos a
realizar la construcción de la categoŕıa cociente de Mod-A módulo la
teoŕıa de torsión (T, F), que veremos que coincide con CMod-R.

Utilizando la caracterización dada en la Proposición 3.24 es trivial
ver que la clase de A-módulos de torsión T es cerrada para submódulos,
eso hace que la teoŕıa de torsión (T, F) sea una teoŕıa de torsión hered-
itaria y que el radical T sea exacto por la izquierda (ver [42, Sec-
tion VI.3]), esto también se puede deducir a partir de [42, Proposition
VI.3.3] por el hecho de que la clase de módulos anulados por R es
cerrada para submódulos y cocientes.

A partir de [42, Theorem VI.5.1] se puede calcular la topoloǵıa de
Gabriel G asociada a la teoŕıa de torsión (T, F).

G = {aA ideal por la izquierda de A : A/a ∈ T}

Vamos a utilizar esta topoloǵıa de Gabriel para calcular la categoŕıa
cociente Mod-(A, G). Esta construcción se puede ver en general en [42,
Chapter IX].

Dada la topoloǵıa de Gabriel G, se define en [42, Section IX.1] un A-
módulo MA como G-cerrado si para todo ideal a ∈ G, el homomorfismo
canónico ϕa es un isomorfismo con la definición dada a continuación:

ϕa : MA → HomA(a, M)
m 7→ ϕa(m)

ϕa(m) : a → M
a 7→ m · a

La categoŕıa cociente Mod-(A, G) se identifica en [42, Section IX.1]
con la subcategoŕıa plena de Mod-A formada por los módulos G-cerrados.

Definición 3.27. Sea MA ∈ Mod-A. Diremos que MA es T-
inyectivo si para toda sucesión exacta corta en Mod-A

0 −−−→ XA −−−→ YA −−−→ ZA −−−→ 0

tal que ZA ∈ T y todo A-homomorfismo f : XA → MA, existe un
A-homomorfismo g : YA → MA que extiende a f , es decir, tal que el
siguiente diagrama es conmutativo.

XA −−−→ YA

f



y



yg

MA MA
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Definición 3.28. Sea MA ∈ Mod-A. Diremos que MA es t-inyectivo
si para toda sucesión exacta corta en Mod-A

0 −−−→ XA −−−→ YA −−−→ ZA −−−→ 0

tal que ZA está anulado por R y todo A-homomorfismo f : XA → MA,
existe un A-homomorfismo g : YA → MA que extiende a f , es decir, tal
que el siguiente diagrama es conmutativo.

XA −−−→ YA

f



y



yg

MA MA

Lo mas interesante de estos dos conceptos es que en realidad coin-
ciden.

Proposición 3.29. Un A-módulo a derecha MA es T-inyectivo si

y solo si es t-inyectivo.

Demostración:

Como todo A-módulo anulado por R está en T, está claro que todo
A-módulo T-inyectivo es t-inyectivo. La dificultad está en la otra di-
rección.

Supongamos que MA es t-inyectivo y que tenemos un A-homomorfismo
f : XA → MA y una sucesión exacta corta del tipo

0 −−−→ XA
µ

−−−→ YA
η

−−−→ ZA −−−→ 0

Si α es un ordinal denotaremos

Xα = {y ∈ Y : η(y) ∈ tα (ZA)}

denotando t0 (ZA) = 0. En este caso tenemos que X0 ≃ X. Deno-
taremos f0 : X0 → M el homomorfismo inducido por el isomorfismo
anterior y el homomorfismo f : X → M .

Si β < α se tiene que tβ (ZA) ⊆ tα (ZA) por lo tanto Xβ ⊆ Xα.
Para cada ordinal α vamos a encontrar un A-homomorfismo fα :

Xα → M cumpliendo la propiedad de que para todo ordinal β < α, fα

extienda a fβ, es decir, el siguiente diagrama sea conmutativo

Xβ
can

−−−→ Xα

fβ



y



yfα

M M
siendo el homomorfismo entre Xβ y Xα la inclusión canónica.

Todos estos homomorfismos los vamos a ir construyendo por induc-
ción transfinita. Empecemos definiendo f1.

X1 = {y ∈ Y : η(y) ∈ t (Z)}

por lo tanto para todo y ∈ X1 y todo r ∈ R, η(y)r = 0, es decir
yr ∈ X0. Esto prueba que X1/X0 está anulado por A y aplicando la
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hipótesis de que MA es t-inyectivo podemos construir f1 : X1 → M tal
que el diagrama

X0
can

−−−→ X1

f0



y



yf1

M M
sea conmutativo.

Supongamos que hemos encontrado la familia de homomorfismos
fβ con las condiciones anteriores para todo ordinal β < α. Vamos a
definir fα. Se pueden dar dos casos:

Si α = β + 1 para algún ordinal β, es decir, si α no es un ordinal
ĺımite, tenemos

Xα = Xβ+1 = {y ∈ Y : η(y) ∈ tβ+1 (Z)}

definiéndose tβ+1 (Z) a partir de la relación

t (Z/tβ (Z)) = tβ+1 (Z) /tβ (Z)

por lo tanto para todo y ∈ Xβ+1 y todo r ∈ R se tiene que η(yr) +
tβ (Z) = 0, es decir, yr ∈ Xβ. Podemos otra vez extender fβ utilizando
la propiedad de que MA es t-inyectivo ya que Xα/Xβ está anulado por
R. Aśı encontramos fα : Xα → M tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

Xβ
can

−−−→ Xα

fβ



y



yfα

M M
Si α es un ordinal ĺımite, se tiene que

Xα = {y ∈ Y : η(y) ∈ ∪β<αtβ (Z)} = ∪β<αXβ

Para definir fα utilizamos las definiciones de los fβ anteriores definien-
do fα = lim

−→
β<α

fβ, es decir, dado un y ∈ Xα podemos encontrar un β < α

con y ∈ Xβ, se define fα(y) = fβ(y).
Por propiedades generales del ĺımite directo se puede ver que esta

definición es correcta.
Para concluir, si Z ∈ T, existe un ordinal α tal que Z = tα (Z),

entonces definiremos g = fα ya que Xα = Y .

Proposición 3.30. Sea MA ∈ Mod-A. Las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. MA ∈ CMod-R.

2. MA ∈ Mod-(A, G).
3. MA es libre de torsión y T-inyectivo.

Demostración:

(1 ⇒ 3).
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MA es libre de torsión porque t (MA) = Ker(λM) = 0 ya que λM es
un isomorfismo.

Para ver que MA es T-inyectivo vamos a ver la condición equivalente
de ser t-inyectivo.

Consideremos la siguiente sucesión exacta corta en Mod-A con ZR =
0,

0 −−−→ XA
α

−−−→ YA
β

−−−→ ZA −−−→ 0
y sea f : XA → MA un A-homomorfismo. Vamos a extender la defini-
ción de f a todo Y en dos pasos, vamos a empezar definiendo

γ : YA → HomA(RA, MA)

del siguiente modo. Sea y ∈ Y y sea r ∈ R. Como β(y) ∈ Z, β(y)r = 0
por lo que yr ∈ Ker(β) = Im(α) por lo tanto existe un xr ∈ X tal que
α(xr) = yr. Por ser α un monomorfismo podemos asegurar que este
xr es único. Aśı podemos definir de forma uńıvoca

γ(y)(r) = f(xr) ∈ MA

Sobre esta definición hay que hacer muchas comprobaciones, em-
pezaremos viendo que γ(y) =∈ HomA(RA, MA) para todo y ∈ Y .

Sean r, s ∈ R, a ∈ A,

α(xr−s) = y(r − s) = yr − ys = α(xr − xs) ⇒ xr−s = xr − xs

γ(y)(r − s) = f(xr−s) = f(xr − xs) = γ(y)(r) − γ(y)(s)

α(xra) = y(ra) = (yr)a = α(xr)a = α(xra) ⇒ xra = xra

γ(y)(ra) = f(xra) = f(xra) = f(xr)a = γ(y)(r)a

Vamos a probar ahora que γ : YA → HomA(RA, MA) es un A-
homomorfismo. Empecemos viendo que γ(ya) = γ(y)a, es decir, que
para todo r ∈ R se tiene que γ(ya)(r) = (γ(y)a)(r). Por la definición de
la estructura de A-módulo de HomA(RA, MA) se tiene que (γ(y)a)(r) =
γ(y)(ar). Por lo tanto lo que tenemos que probar es que γ(ya)(r) =
γ(y)(ar)

γ(ya)(r) = f(v) con v ∈ X, α(v) = (ya)r

γ(y)(ar) = f(w) con w ∈ X, α(w) = y(ar)

Como α(v) = α(w), entonces v = w y se tiene la igualdad que
buscábamos.

Sean y1, y2 ∈ Y . Vamos a ver que

γ(y1 − y2) = γ(y1) − γ(y2)

para ello tomemos r ∈ R,

γ(y1 − y2)(r) = f(v) con α(v) = (y1 − y2)r

γ(y1)(r) − γ(y2)(r) = f(w1) − f(w2) con α(w1) = y1r, α(w2) = y2r
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por tanto α(v) = α(w1 − w2) y v = w1 − w2.

γ(y1 − y2)(r) = f(v) = f(w1 − w2) = f(w1) − f(w2) =

γ(y1)(r) − γ(y2)(r) = (γ(y1) − γ(y2))(r)

Vamos a comprobar ahora que el siguiente diagrama es conmutativo

XA
α

−−−→ YA

f



y



yγ

MA −−−→
λM

HomA(RA, MA)

Es decir, que para todo x ∈ X, γ(α(x)) = λM(f(x)). Como ambos son
homomorfismos entre RA y MA tenemos que ver que coinciden sobre
todos los elementos de RA.

Sea r ∈ R,

γ(α(x))(r) = f(z) con z ∈ X, α(z) = α(x)r

es decir, γ(α(x))(r) = f(xr) = f(x)r = λM(x)(r).
Utilizando ahora el hecho de que λM es un isomorfismo, podemos

tomar como g = λ−1
M ◦ γ.

(3 ⇒ 2).
Sea a ∈ G, tenemos que probar que

ϕa : MA → HomA(a, M)

es un isomorfismo. Empecemos viendo que es un monomorfismo,

Ker(ϕa) = {m ∈ MA : ma = 0}

Si probáramos que Ker(ϕa) ⊆ T (MA), podŕıamos deducir que ϕa es
un monomorfismo del hecho de que MA, es libre de torsión.

Sea m ∈ Ker(ϕa) y (rn)n∈N. Como A/a ∈ T y 1A ∈ A, podremos
encontrar un n0 ∈ N tal que

1Ar1r2 · · · rn0 ∈ a

entonces

mr1 · · · rn0 = m1Ar1 · · · rn0 ∈ ma = 0

lo cual prueba que m ∈ T (MA).
Para probar que ϕa es un epimorfismo, tomemos f : a → M un

A-homomorfismo, y consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 −−−→ a −−−→ A −−−→ A/a −−−→ 0

Por ser MA T-inyectivo y A/a de torsión, existe un g : A → MA

que extiende a f . Denotemos m = g(1A),

∀a ∈ a, f(a) = g(a) = g(1Aa) = g1Aa = ma = ϕa(m)(a)

Esto prueba que f = ϕa(m) y que ϕa es suprayectiva.
(2 ⇒ 1).
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Es trivial porque R ∈ G y ϕA : RA → HomA(RA, MA) es precisa-
mente λM .

5. Módulos Unitarios y Módulos Evanescentes

En la Sección 3 estudiamos las consecuencias de que la clase de
módulos anulados por R fuera una clase de pretorsión. Tal y como se
vió en el Ejercicio 3.5 se probaba también el hecho de que esta clase de
módulos es también una clase pre-libre de torsión. En esta sección nos
vamos a ocupar de diferentes tipos de módulos que aparecen debido a
este hecho.

Por [42, Proposition 1.4] sabemos que asociado a una clase pre-
libre de torsión, existe un radical que sobre un A-módulo MA se define
como el mayor A-submódulo de M tal que el cociente de M módulo
dicho submódulo pertenece a la clase. Vamos a definir el radical que
probaremos posteriormente que es el radical asociado a la clase de
módulos anulados por R.

Definición 3.31. Sea MA ∈ Mod-A, definiremos u (MA) = MR =
{ sumas finitas de productos de elementos de M por elementos de R}.

Ejercicio 3.7. Sea MA un A-módulo por la derecha, entonces
M/u (M) está anulado por R. Además, si para un cierto A-submódulo
NA de MA, el módulo cociente M/N está anulado por R, entonces
u (M) ⊆ N .

Solución:

Sea m ∈ M y r ∈ R, (m + u (M))r = mr + u (M) = 0 ya que
mr ∈ MR = u (M). Supongamos que M/N está anulado por R,
entonces para todo m ∈ M y todo r ∈ R, mr + N = 0, es decir,
mr ∈ N por lo tanto MR ⊆ N .

Proposición 3.32. Sea MA ∈ Mod-A, las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. u (MA) = MA

2. HomA(MA, KA) = 0 para todo A-módulo por la derecha K anu-

lado por R.

Demostración:

(1 ⇒ 2). Sea f : MA → KA un A-homomorfismo con KR = 0 y
MR = M , entonces para todo m ∈ M podemos encontrar elementos
mi ∈ M y ri ∈ R tales que m =

∑

i miri, por lo tanto f(m) =
∑

i f(mi)ri ∈ KR = 0 lo que prueba que f = 0.
(2 ⇒ 1). Consideremos el módulo M/MR que está anulado por

A, si aplicamos (2), la proyección canónica p : M → M/MR es el
morfismo 0, pero esto sucede solo si M/MR = 0, es decir, si M = MR.
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Los A-módulos que cumpĺıan la condición anterior fueron llamados
unitarios en la Definición 3.12 y la clase de estos módulos se denotó U.

Como U es la clase de torsión generada por la clase pre-libre de
torsión formada por los A-módulos anulados por R, utilizando los re-
sultados de [42, Section VI.2] sabemos que es cerrada para cocientes,
coproductos y extensiones.

Asociada a esta clase de torsión, existe un radical idempotente que
denotaremos U que dado un A-módulo MA se define como el mayor
A-submódulo unitario de MA. La definición de U para morfismos es la
restricción, como en todos los casos de prerradicales.

La clase de módulos libres de torsión para este radical idempo-
tente U se denotará V y sus módulos los llamaremos evanescentes. En
términos de U, diremos que un módulo MA es evanescente si U (MA) =
0.

En [42, Section VI.1] se da una construcción general de U a partir
de u. Vamos a hacerla aqúı para nuestro caso particular.

Sea MA un A-módulo por la derecha. Definiremos u1 (MA) =
MR. Sea α un ordinal. Si α = β + 1 para algún ordinal definiremos
uα (MA) = uβ (MA) R y si α es un ordinal ĺımite, entonces definiremos
uα (MA) = ∩β<αu

β (MA). Para todo módulo M , este proceso debe
terminar para algún ordinal, es decir, podemos encontrar un ordinal
γ tal que uγ (MA) = uγ+1 (MA), por lo tanto uγ (MA) es unitario. Se
definirá U (MA) = uγ (MA) (este ordinal γ puede ser diferente para
cada módulo MA).

Vamos a terminar esta parte dando una proposición que en cierto
modo dualiza la propiedad de t-inyectividad que cumplen los módulos
de CMod-R. En algunos aspectos la categoŕıa DMod-R tiene propiedades
duales a las de CMod-R, aunque no de forma general, veremos mas ade-
lante algunas cosas que no se dualizan.

Proposición 3.33. Sean KA y LA dos A-módulos con K ⊆ L y

sea h : D → L/K un homomorfismo con D unitario. Entonces existe

un único g : D⊗A → L tal que el siguiente diagrama es conmutativo

L −−−→ L/K

g

x



x

h

D ⊗A R −−−→
µD

D.

Además, si D está en DMod-R, utilizando que µD es un isomorfismo,

podemos levantar h a un f : D → L.

Demostración:

Sea d ∈ D y r ∈ R, h(d) = l + K para un cierto l ∈ L, vamos a
definir g(d, r) = lr. Tenemos que empezar probando que no depende
de la elección de l, para ello supongamos que existe un l′ ∈ L tal que
l′ + K = l + K, entonces l − l′ ∈ K y por lo tanto (l − l′)r = 0 por
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lo tanto lr = lr′. Supongamos que d, d′ ∈ D, para h(d) = l + K,
h(d′) = l′ + K entonces h(d − d′) = (l − l′) + K y por lo tanto para
todo r ∈ R, g(d− d′, r) = (l− l′)r = g(d, r)− g(d′, r). Esto prueba que
g es lineal en la primera variable. La demostración de que es lineal en
la segunda variable es una sencilla comprobación. Para probar que es
A-equilibrada, consideremos un d ∈ D, r ∈ R y a ∈ A, como h es un A-
homomorfismo, tenemos que si h(d) = l + K, entonces h(da) = la + K
por lo tanto g(da, r) = (la)r = l(ar) = g(d, ar).

Lo que deducimos de lo anterior es que podemos definir

g : D ⊗A R → L
d ⊗ r 7→ g(d, r)

Con este homomorfismo que hemos definido está claro que el siguiente
diagrama es conmutativo

L −−−→ L/K

g

x



x

h

D ⊗A R −−−→
µD

D

Para concluir vamos a probar la unicidad. Supongamos que existen
g1, g2 : D ⊗A R → L tales que g1(d ⊗ r) + K = h(dr) = g2(d ⊗ r) +
K, entonces g1 − g2 es un homomorfismo entre D ⊗A R y K, que es
necesariamente 0 porque D ⊗A R es unitario y KR = 0.

6. La Independencia del Anillo Ambiente

A lo largo de este tema hemos construido una serie de categoŕıas
dentro de la categoŕıa Mod-A donde A es un anillo con identidad del
cual R es un ideal bilátero. Al principio del tema afirmábamos que las
construcciones iban a ser independientes de esta elección, esto es cierto
en parte, es decir, las clases de módulos T, F, U y V no son indepen-
dientes de esta elección, las que si son independientes de esta elección
son las categoŕıas CMod-R, DMod-R, R-CMod y R-DMod. Este es el
resultado que vamos a probar aqúı. Veremos también que existe otra
categoŕıa independiente de esta elección que definimos a continuación.

Definición 3.34. Llamaremos Mod-R a la subcategoŕıa plena de
Mod-A formada por los módulos M unitarios y libres de torsión, es
decir, aquellos que cumplen que MR = M y que para todo m ∈ M , si
mR = 0 entonces m ha de ser 0.

Proposición 3.35. Sea Z×R la extensión de Dorroh de R y A otro

anillo con identidad del cual R es un ideal bilátero, y supongamos

que las categoŕıas CMod-R DMod-R, Mod-R, R-CMod, R-DMod y

R-Mod han sido construidas considerando que todos los módulos son
Z×R-módulos unitarios. Entonces
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1. CMod-R es la subcategoŕıa plena de Mod-A formada por todos los

módulos M tales que HomA(R, M) es canónicamente isomorfo a

M .

2. DMod-R es la subcategoŕıa plena de Mod-A formada por todos

los módulos M tales que M ⊗A R es canónicamente isomorfo a

M .

3. Mod-R es la subcategoŕıa plena de Mod-A formada por todos los

módulos M tales que MR = M y para todo m ∈ M , mR = 0
implica que m = 0.

Y lo mismo para las categoŕıas por la izquierda3.

Demostración:

(1.1). Sea M ∈ CMod-R, tenemos que dotar a M de estructura de
A-módulo, para ello tomemos a ∈ A y m ∈ M , tenemos que definir
ma, para ello consideremos el R-homomorfismo λM(m) : R → M que
a cada r ∈ R lo lleva a mr, claramente A es un R-módulo y A/R ∈ T

como R-módulo, por lo tanto λM(m) se extiende a todo A de forma
única, y podemos definir ma = λM(m)(a).

Es sencillo ver que con esta operación M adquiere estructura de A-
módulo y que esta estructura extiende a la de R-módulo. Tenemos que
comprobar que M es un A-módulo unitario, es decir, que m1A = m
para ello consideremos el elemento m1A − m ∈ M , si multiplicamos
este elemento por cualquier r ∈ R, (m1A − m)r = (m1A)r − mr =
m(1Ar) − mr = 0 por lo tanto m1 − m ∈ t (M) = 0 y entonces
m1A = m.

Esta estructura es además única, para ello supongamos que pode-
mos definir dos estructuras de A-módulo que extienden a la estructura
de A-módulo, vamos a utilizar para las dos multiplicaciones ◦ y ∗,
(m ◦ a − m ∗ a)r = m(ar) − m(ar) = 0 por lo tanto m ◦ a − m ∗ a ∈
t (M) = 0 y entonces m ◦ a = m ∗ a.

(1.2). Vamos a ver que si M ∈ CMod-R, con esta estructura de
A-módulo que le hemos dado, cumple que HomA(R, M) ≃ M , para
ello consideremos el homomorfismo canónico λA

M : M → HomA(R, M)
que a cada m lo lleva a λA

M(m) : R → M definido por λA
M(m)(r) =

mr. Si m ∈ Ker(λA
M), entonces mR = 0 y por lo tanto m = 0 por

estar M ∈ CMod-R. Por el otro lado supongamos que tenemos un
A-homomorfismo f : R → M . Este A-homomorfismo es claramente un
Z×R-homomorfismo puesto que saca los elementos de R y de Z fuera, y
por lo tanto existe un m ∈ M tal que para todo r ∈ R, f(r) = mr.

Supongamos ahora en la otra dirección que tenemos un A-módulo
unitario tal que HomA(R, M) ≃ M con el homomorfismo canónico,
vamos a ver que HomR(R, M) ≃ M . Para ello consideremos los dos
homomorfismos canónicos λA

M : M → HomA(R, M) y λM : M →

3Esta independencia en el caso de las categoŕıas DMod-R, R-DMod, CMod-R
y R-CMod es citado en [37]
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HomR(R, M). Sabemos que λA
M es un isomorfismo y queremos probar

que λM también lo es. Para ello supongamos que m ∈ Ker(λM) en-
tonces para todo r ∈ R, mr = 0 y por lo tanto m ∈ Ker(λA

M) = 0.
Por otro lado supongamos que tenemos un f ∈ HomR(R, M), vamos a
probar que f es también un A-homomorfismo, para ello consideremos
r ∈ R y a ∈ A, f(ra) − f(r)a tenemos que probar que es cero, para
ello sea r̄ ∈ R, f(ra)r̄ − f(r)ar̄ = f((ra)r̄) − f(r(ar̄)) = 0 esto prueba
que f(ra)−f(r)a ∈ Ker(λA

M) = 0. Como f es un A-homomorfismo sea
m = (λA

M)−1(f), f(r) = mr para todo r ∈ R y por lo tanto λM(m) = f
tal y como queŕıamos probar.

(1.3). Tenemos que probar por último que si M, N ∈ CMod-R,
HomR(M, N) = HomA(M, N). Una de las direcciones es evidente,
puesto que R ⊆ A todo A-homomorfismo es un R-homomorfismo. En
la otra dirección sea f : M → N un R-homomorfismo y sean m ∈ M ,
a ∈ A, f(ma) − f(m)a es necesariamente 0 puesto que multiplicado
por cualquier elemento de r da 0 y N es libre de torsión.

(2.1). Sea ahora M ∈ DMod-R, tenemos que dotar a M de estruc-
tura de A-módulo, para ello sea m ∈ M y a ∈ A, m =

∑

i miri, por
lo tanto podemos definir ma = (

∑

i miri)a =
∑

i mi(ria), operación
que está definida puesto que ria ∈ R. El problema de esta defini-
ción es que puede depender de la elección que hemos hecho para pon-
er m =

∑

i miri. Para comprobar la independencia de esta elección
supongamos que 0 =

∑

δ mδyδ donde {yδ : δ ∈ ∆} es un conjunto gen-
erador de R por la izquierda sobre el anillo Z×R, entonces

∑

δ mδyδ = 0
implica que

∑

δ mδ ⊗ yδ = 0 en M ⊗Z×R R y entonces podemos aplicar
la Proposición 1.58 y encontrar elementos dk

δ ∈ Z×R con k = 1, · · · , n
casi todos nulos, y m1, · · · , mn ∈ M tales que

∑

δ

dk
δyδ = 0 ∀k

mδ =
∑

k

mkd
k
δ ∀δ

Esto hace que podamos escribir

∑

δ

mδ(yδa) =
∑

k,δ

mkd
k
δ(yδa) =

∑

k,δ

mk(d
k
δyδa) =

∑

k

mk((
∑

δ

dk
δyδ)a) = 0

El hecho de tomar yδ como un conjunto generador no es restrictivo
puesto que cualquier subconjunto de R lo podemos extender a un con-
junto generador añadiendo los elementos mδ = 0 que sean necesarios.

De este mismo modo se demuestra que la definición que hemos dado
es la única posible que extiende a la multiplicación por elementos de
R.



6. LA INDEPENDENCIA DEL ANILLO AMBIENTE 97

(2.2). Sea M a la vez un A-módulo y un Z×R-módulo unitario tal
que para todo r ∈ R y todo m ∈ M la multiplicación mr sea la misma
multiplicando como A-módulo o como R-módulo. Sean µA

M : M⊗AR →
M y µM : M ⊗R R → M los dos homomorfismos canónicos, lo que
tenemos que probar es que µA

M es un isomorfismo si y solo si µM es un
isomorfismo. Puesto que Im(µA

M) = MR = Im(µM) tenemos que µA
M

es epimorfismo si y solo si µM es epimorfismo. Vamos a verlo también
para los monomorfismos. Supongamos µM monomorfismo. Sea {yδ :
δ ∈ ∆} un conjunto generador por la izquierda de R sobre el anillo
Z×R y

∑

δ mδ ⊗ yδ ∈ Ker(µM), entonces
∑

δ mδyδ = 0 y por lo tanto
∑

δ mδ ⊗ yδ ∈ Ker(µ̄M) = 0 aplicando la Proposición 1.58 podemos
encontrar elementos dk

δ ∈ Z×R casi todos nulos con k = 1, · · · , n y
elementos m̄1, · · · , m̄n ∈ M tales que

∑

δ

dk
δyδ = 0 ∀k

mδ =

n∑

k=1

m̄kd
k
δ ∀δ

Entonces

∑

δ

mδ ⊗ yδ =
∑

δ

n∑

k=1

m̄kd
k
δ ⊗ yδ

Puesto que m̄k ∈ M = MR podemos encontrar m̃kt y r̃kt ∈ M tales
que m̄k =

∑

t m̃ktr̃kt, por lo tanto

∑

δ

n∑

k=1

m̄kd
k
δ ⊗ yδ =

∑

δ

n∑

k=1

∑

t

m̃ktr̃ktd
k
δ ⊗ yδ

Ahora los rktd
k
δ ∈ RZ×R = R ⊆ A y podemos pasarlos a través del

producto tensorial M ⊗A R y deducir

∑

δ

n∑

k=1

∑

t

m̃ktr̃ktd
k
δ ⊗ yδ =

n∑

k=1

∑

t

m̃kt ⊗
∑

δ

r̃ktd
k
δyδ = 0

En la otra dirección la demostración es entéramente análoga, lo
único es que en este otro caso los elementos dk

δ estaŕıan en A, pero
igualmente rktd

k
δ ∈ RA = R y podemos pasarlos a través del producto

tensorial M ⊗R R, obteniendo la misma conclusión.
(2.3). Sean M, N ∈ DMod-R, tenemos que comprobar que HomR(M, N) =

HomA(M, N). Por estar R ⊆ A, todo A-homomorfismo es un R-
homomorfismo, veamos la otra dirección, supongamos que f : M → N
es un R-homomorfismo y sea m ∈ M, a ∈ A, si ponemos m =

∑
miri
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f(ma) =
∑

i

f(miria) =
∑

i

f(mi)ria =
∑

i

f(miri)a = f(m)a

(3.1) En el último caso supongamos que M ∈ Mod-R, tenemos que
definir la multiplicación de m ∈ M por a ∈ A, para ello utilicemos que
M = MR y pongamos m =

∑

i miri y definamos ma =
∑

i mi(ria), de
nuevo tenemos que comprobar la independencia de esta elección, y para
ello supongamos que 0 =

∑

i miri y queremos ver si
∑

i mi(ria) = 0.
Sea r ∈ R cualquiera,

(
∑

i

mi(ria))r =
∑

i

mi((ria)r) =

∑

i

mi(ri(ar)) = (
∑

i

miri)(ar) = 0

y por lo tanto
∑

i mi(ria) ∈ t (M) = 0 que era lo que queŕıamos
probar. Esta definición además ha de ser la única que extienda a la
multiplicación por elementos de R.

(3.2). Puesto que las condiciones de ser unitario y libre de tor-
sión están definidas en términos exclusivos de R, dado un módulo M
con estructura de R-módulo y A-módulo siendo esta última estructura
compatible con la de R-módulo, M ∈ Mod-R si y solo si MR = M y
para todo m ∈ M , mR = 0 implica m = 0.

(3.3). Sean M, N ∈ Mod-R, vamos a ver que HomR(M, N) =
HomA(M, N). Como antes todo A-homomorfismo es un R-homomorfismo.
En la otra dirección la demostración es idéntica al caso de DMod-R.

Puesto que la condición de que R sea un ideal bilátero de A es
simétrica a izquierda y derecha, la demostración de que los módulos de
R-DMod, R-CMod y R-Mod tienen estructura canónica de A-módulos,
se hace por simetŕıa.

7. Una Visión Mas General

Vamos en esta sección a generalizar el hecho de que las categoŕıas
puedan ser construidas dentro de una cierta categoŕıa de módulos uni-
tarios para un anillo con identidad. Estos resultados van a generalizar
a los de la sección anterior.

Vamos a fijar en esta sección, un anillo R, un anillo con identi-
dad B, un homomorfismo de anillos β : R → B tal que Ker(β) y
Coker(β), con su estructura de R-módulos por la derecha, sean de tor-
sión. Las categoŕıas CMod-R y R-DMod, que son las que vamos a
considerar, supondremos que están construidas dentro de Mod-Z×R y
Z×R-Mod respectivamente. En estas condiciones todos los B-módulos
tienen estructura de R-módulos a través de β.

Cuando hablemos de B-módulos, nos referiremos a B-módulos uni-
tarios.
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Proposición 3.36. Sea RME un (R, E)-bimódulo para cierto anil-

lo E tal que RM está en R-DMod. Sea NE un E-módulo por la derecha,

entonces HomE(ME, NE) está en la categoŕıa CMod-R con la estructura

de R-módulo inducida por la de M .

Demostración:

Para simplificar un poco la escritura vamos a denotar H = HomE(ME , NE).
La estructura de R-módulo de H viene dada de la siguiente forma

(hr)(m) = h(rm) ∀h ∈ H, r ∈ R, m ∈ M.

Vamos a empezar viendo que el homomorfismo canónico µM : R⊗R

M → M es un E-isomorfismo. Para ello solo tenemos que ver que es un
E-homomorfismo puesto que ya es biyectivo por ser un R-isomorfismo.

La estructura de E-módulo de R ⊗R M viene dada por la fórmula

(r ⊗ m)e := r ⊗ (me)

por lo tanto, para todo m ∈ M y todo r ∈ R,

µM(r ⊗ m)e = (rm)e = r(me) = µM(r ⊗ me) = µM((r ⊗ m)e).

Consideremos ahora el homomorfismo canónico

λH : H → HomR(R, H)

que tenemos que probar que es un isomorfismo. Si h ∈ Ker(λH) en-
tonces para todo r ∈ R y todo m ∈ M se tiene que h(rm) = 0 por lo

tanto h(M) = h(RM) = 0. Ésto prueba que λH es un monomorfismo.
Para ver que es un epimorfismo, consideremos un R-homomorfismo
f : R → H , sea

f̃ : R ⊗R M → N
r ⊗ m 7→ f(r)(m).

Con esta definición f̃ es claramente un R-homomorfismo y un E-
homomorfismo. Si componemos con µ−1

M obtenemos

f̃ ◦ µ−1
M : M → N

Vamos a calcular λH(f̃ ◦ µ−1
M ). Sea r ∈ R, m ∈ M ,

λH(f̃ ◦ µ−1
M )(r)(m) = (f̃ ◦ µ−1

M )(rm) = f̃(r ⊗ m) = f(r)(m)

por lo tanto λH(f̃ ◦ µ−1
M ) = f lo cual prueba la suprayectividad de λH .

Lema 3.37. Sea Z un grupo abeliano, NR ⊆ MR dos R-módulos por

la derecha, RW un R-módulo por la izquierda unitario y h : M×W → Z
una aplicación bilineal y R-equilibrada tal que para todo n ∈ N y todo

w ∈ W , h(n, w) = 0. Entonces para todo m + N ∈ T (M/N) y todo

w ∈ W , se tiene que h(m, w) = 0.
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Demostración:

Supongamos por reducción al absurdo que existe un m ∈ M tal que
m + N ∈ T (M/N) y un w ∈ W tal que h(m, w) 6= 0.

Como w ∈ W = RW podemos encontrar wi ∈ W y ri ∈ R tales
que w =

∑

riwi
. Como h(m, w) 6= 0, podremos encontrar un i tal

que h(m, riwi) 6= 0. Lo que hemos probado pues, es que para todo w
con h(m, w) 6= 0 podemos encontrar un r′ ∈ R y un w′ ∈ W tal que
h(mr′, w′) 6= 0.

Realizando este proceso de forma recursiva, podemos encontrar
sucesiones (ri)i∈N y (wi)i∈N tales que para todo n ∈ N, h(mr1 · · · rn, wn) 6=
0. Pero ésto seŕıa una contradicción porque como m + N ∈ T (M/N)
podremos encontrar un n0 ∈ N tal que mr1 · · · rn0 ∈ N y por lo tanto
h(mr1 · · · rn0 , wn0) = 0 contradiciendo lo anterior.

Proposición 3.38. Sea MR un módulo de CMod-R, entonces MR

tiene una única estructura de B-módulo por la derecha que extiende a

la de R-módulo.

Demostración:

Sea m ∈ M , este elemento nos determina un homomorfismo

λM(m) : R → M

Utilizando que β : R → B considerado como R-homomorfismo de
módulos por la derecha tiene núcleo y conúcleo de torsión, podremos
extender de forma única el homomorfismo λM(m) a un homomorfismo

λM(m) : B → M

La unicidad de este levantamiento hace que λM sea lineal, por lo tanto
λM nos permite dotar a M de estructura de B-módulo. Además este
módulo es B-unitario, ya que para todo m ∈ M y todo r ∈ R,

(λM(m)(1B))r = λM(m)(rβ) = mr

y de ah́ı deducimos que λM(m)(1B) − m ∈ t (MR) = 0.
Si M tuviera otra estructura de B-módulo que extendiera a la es-

tructura de R-módulo, entonces tendŕıamos para cada m ∈ M un ho-
momorfismo fm : B → M dado por fm(b) = mb, pero como esta es-
tructura extiende a la de R-módulo, entonces fm(r) = mr = λM(m)(r)
y por lo tanto fm = λM por ser único el levantamiento.

Proposición 3.39. Sean MR, NR dos R-módulos por la derecha

que tienen además una estructura de B-módulos por la derecha que

extiende a la de R-módulos. Supongamos que NR es R-libre de torsión.

Entonces

HomR(MR, NR) = HomB(MB, NB).

En particular, ésto es cierto para todo par de módulos de CMod-R.
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Demostración:

Todo B-homomorfismo es un R-homomorfismo porque Rβ ⊆ B y la
estructura de B-módulo extiende a la de R-módulo. Rećıprocamente
supongamos que f : MR → NR es un R-homomorfismo, m ∈ M , b ∈ B
y (rn)n∈N ∈ RN,

f(mb)r1 · · · rn = f((mb)r1 · · · rn) = f(m(br1 · · · rn))

Como B/Rα es de torsión como R-módulo por la derecha, existirá un
n0 ∈ N tal que para todo k ≥ n0, ar1 · · · rk ∈ Rβ y por lo tanto

f(mb)r1 · · · rk = f(m(br1 · · · rk)) = f(m)(br1 · · · rk) = (f(m)b)r1 · · · rk

de donde deducimos que f(mb) − f(m)b ∈ T (NR) = 0 para todo
m ∈ M y todo b ∈ B, por lo tanto f es un B-homomorfismo.

Proposición 3.40. Sea RM ∈ R-DMod. Entonces RM tiene una

única estructura de B-módulo unitario que extiende la de R-módulo.

Demostración:

Utilizando la Proposición 3.36 sabemos que BiEnd(RM) está en CMod-R.
Consideremos el homomorfismo

α : R → BiEnd(RM)

dado por la multiplicación por elementos de R. Éste es un homomor-
fismo de anillos pero también de R-módulos por la derecha.

Como Ker(β) es de torsión y BiEnd(RM) es libre de torsión, ten-
emos que HomR(Ker(β), BiEnd(RM)) = 0 y por lo tanto podemos
factorizar α por este núcleo y considerar la estructura de R-módulo
como

α : R/Ker(β) → BiEnd(RM).

Éste es un homomorfismo de R-módulos por la derecha, pero como
Ker(β) es un ideal de R, R/Ker(β) es un anillo, y α es un homomorfismo
de anillos porque

α((r + Ker(β))(s + Ker(β))) = α(rs + Ker(β)) =

α(rs) = (rs)α = rαsα = α(r + Ker(β))α(s + Ker(β)).

Utilizando por último que BiEnd(RM) ∈ CMod-R y que Coker(β)
es de torsión, podemos extender el homomorfismo anterior a un R-
homomorfismo

α̂ : B → BiEnd(RM)

Por la Proposición 3.39 este R-homomorfismo es también un B-homomorfismo
con la estructura canónica de B-homomorfismo que tiene BiEnd(RM)
por estar en CMod-R. Además α̂ es un homomorfismo de anillos, ya
que si b, c ∈ B, y (rn)n∈N ∈ RN, entonces

(α̂(b)α̂(c) − α̂(bc))r1 · · · rn = α̂(b)α̂(cr1 · · · rn) − α̂(bcr1 · · · rn).
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Como B/Rβ es de torsión como R-módulo por la derecha, podremos
encontrar un n0 tal que cr1 · · · rn0 ∈ Rβ = R/Ker(α) y por lo tanto

α̂(b)α̂(cr1 · · · rn0)−α̂(bcr1 · · · rn0) = α̂(b)(cr1 · · · rn0)−α̂(bcr1 · · · rn0) = 0.

Ésto prueba que

α̂(b)α̂(c) − α̂(bc) ∈ T (BiEnd(RM)) = 0

y por lo tanto que α̂ es un homomorfismo de anillos y que RM tiene una
estructura de B-módulo que extiende a su estructura de R-módulo.

Vamos a ver también que es unitario, para ello no tenemos mas que
darnos cuenta de que α̂(1B) = 1BiEnd(M), pero esto es trivial ya que la
diferencia entre los dos multiplicada por cualquier elemento de R es 0,
y por lo tanto está en t (BiEnd(RM)) = 0.

Para comprobar que esta estructura es única supongamos que ex-
iste otro homomorfismo de anillos α̃ : B → BiEnd(RM) tal que α̂◦β =
α = α̃ ◦ β. Estos homomorfismos de anillos seŕıan en particular homo-
morfismos de R-módulos por la derecha, pero por la igualdad anterior
α̂− α̃ factorizaŕıa a través del conúcleo de β que es de torsión como R-
módulo por la derecha. Entonces como BiEnd(RM) es libre de torsión,
concluimos que α̂ = α̃.

Proposición 3.41. Sean RM y RN dos R-módulos por la izquierda

que tienen además una estructura de B-módulos unitarios que extiende

a la estructura de R-módulo. Supongamos además que RM = M .

Entonces

HomR(RM,R N) = HomB(BM,B N).

En particular ésto es cierto para todos los módulos de R-DMod.

Demostración:

Como la estructura de B-módulos es compatible con la de R-módulos,
está claro que todo B-homomorfismo entre ellos va a ser también un
R-homomorfismo. El problema está en la otra dirección. Supongamos
que f ∈ HomR(RM,R N). Consideremos el siguiente homomorfismo de
grupos abelianos

h : B ⊗R M → N
b ⊗ m 7→ (bm)f − b(m)f

Para todos los elementos de Rβ tenemos que h(rβ ⊗ m) = (rm)f −
r(m)f = 0 por lo tanto, utilizando el Lema 3.37 deducimos que h(b ⊗
m) = 0 para todo b ∈ B y todo m ∈ M , es decir, que f es un B-
homomorfismo.

Hasta ahora lo que hemos probado es las categoŕıas CMod-R y
R-DMod son subcategoŕıas plenas de Mod-B y B-Mod respectivamente.
Vamos a ver que dentro de estas categoŕıas se pueden caracterizar tam-
bién por propiedades similares a las que nos sirvieron para definirlas
dentro de Mod-A y A-Mod.
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Proposición 3.42. Utilizando la única estructura de B-módulos

que extiende su estructura de R-módulos, la categoŕıa CMod-R se puede

identificar con la subcategoŕıa plena de Mod-B formada por los B-

módulos M tales que el homomorfismo4

λB
M : M → HomB(RBB, MB)

m 7→ λB
M(m)

con λB
M(m)(rb) = mrb, es un isomorfismo.

Demostración:

Lo que tenemos que probar es que λM : M → HomR(RR, MR) es un
isomorfismo si y solo si λB

M es un isomorfismo.
Por un lado tenemos que

Ker(λB
M) = {m ∈ M : mrb = 0∀r ∈ R, b ∈ B}

pero como 1B ∈ B, tenemos que

Ker(λB
M) = {m ∈ M : mr = 0∀r ∈ R} = Ker(λM)

por lo tanto tenemos que λM es un monomorfismo si y solo si λB
M es

un monomorfismo.
Supongamos pues que ambos son monomorfismos. Vamos a probar

que uno de ellos es suprayectivo si y solo si lo es el otro.
Supongamos que λM es suprayectivo y consideremos f : RBB →

MB. Definamos f : R → M dado por f(r) = f(r1B). Como 1B

conmuta con los elementos de R, tenemos que f es un R-homomorfismo,
por lo que podemos encontrar un m ∈ M tal que f(r1B) = mr para
todo r ∈ R. Sea b ∈ B, r ∈ R, y (rn)n∈N una sucesión de elementos de
R,

(f(rb) − mrb)r1 · · · rn = f(rbr1 · · · rn) − mrbr1 · · · rn.

Para algún n0 ∈ N tendremos que br1 · · · rn0 ∈ Rβ y por lo tanto

f(rbr1 · · · rn0) − mrbr1 · · · rn0 = 0

de donde deducimos que f(rb) − mrb ∈ T (MR) = 0 y por lo tanto
f(rb) = mrb para todo r ∈ R y todo b ∈ B.

Supongamos por otro lado que λB
M es suprayectivo y consideremos

f : RR → MR un R-homomorfismo. Vamos a definir f : RBB → MB

dado por f(rb) = f(r)b para todo r ∈ R y todo b ∈ B. Tenemos que ver

que es una buena definición, para ello supongamos que
∑k

i=1 ribi = 0

con ri ∈ R y bi ∈ B. Entonces
∑k

i=1 f(ri)bi = 0 ya que está en

4Este es un homomorfismo de R-módulos, pero no de B-módulos puesto que si
b, c ∈ B, r ∈ R no se tiene porque dar que brc ∈ RB. Esta propiedad generaliza
el caso en el que A es un anillo con identidad en el que R es un ideal bilátero
considerando el homomorfismo de anillos dado por la inclusión canónica. En tal
caso RA = R y el homomorfismo λM es de A-módulos. La posible dificultad
que viene del hecho de que HomB(RBB, MB) no tenga estructura de B-módulo se
soluciona en el caso en que λB

M sea un isomorfismo, porque entonces la estructura
de B-módulo de M se lleva a HomB(RBB, MB).
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T (MR) = 0. La prueba de que está en T (MR) se hace tomando una
sucesión arbitraria (sn)n∈N en R y viendo que existe un n0 ∈ N tal que
para todos los bi se tenga que bis1 · · · sn0 ∈ Rβ, entonces se tendrá que

k∑

i=1

f(ri)bis1 · · · sn0 = f(
k∑

i=1

ribis1 · · · sn0) = 0.

Para este homomorfismo f podremos encontrar un m ∈ M tal que
para todo r ∈ R, y todo b ∈ B, f(rb) = mrb, en particular para todo
r ∈ R tendremos que

f(r) = f(r)1B = f(r1B) = mr1B = mr

con lo que λM es suprayectiva.
Si consideramos la clase de R-módulos de torsión T, la clase de

módulos que están en Mod-B y en T es una clase de torsión en la
categoŕıa Mod-B ya que Mod-B es cerrada para todo tipo de ĺımites.
Vamos a ver lo que pasa con la clase de módulos libres de torsión.

Lema 3.43. Sea MB un B-módulo. Entonces M considerado con

su estructura de R-módulo es libre de torsión si y solo si para todo

B-módulo T ∈ T, HomB(T, M) = 0.

Demostración:

En una dirección es trivial, ya que si TB es un B-módulo, en partic-
ular es un R-módulo con la estructura inducida y si T ∈ T, entonces
HomR(T, M) = 0 y por lo tanto HomB(T, M) = 0 ya que todo B-
homomorfismo es un R-homomorfismo.

En el otro sentido no tenemos mas que tomar T = T (MR) que
además de ser un R-submódulo de M , es un B-submódulo, ya que
para todo m ∈ T (MR), b ∈ B y (rn)n∈N ∈ RN existirá un n0 ∈ N tal
que br1 · · · rn0 ∈ Rβ y como m ∈ T (MR) existirá un n1 ≥ n0 tal que
mbr1 · · · rn1 = 0, por lo tanto T (MR) B ⊆ T (MR) y como B tiene
identidad el otro contenido es trivial.

Una vez que hemos visto que podemos considerar las subclases de T

y F formadas por los R-módulos de dichas clases que tienen estructura
de B-módulo compatible con la de R-módulo, parece natural pregun-
tarse cual es la categoŕıa cociente de Mod-B módulo dicha teoŕıa de
torsión. El resultado es el que podŕıamos esperar.

Proposición 3.44. Sea MB ∈ Mod-B. Entonces MR ∈ CMod-R
si y solo si MB ∈ Mod-(B,G) siendo G la siguiente familia de ideales

G = {aB ≤ BB : B/a ∈ T}

Demostración:

En un sentido es trivial, ya que si MB ∈ Mod-(B,G), en particular
HomB(RBB, MB) ≃ MB con el homomorfismo canónico ya que RB ∈
G.
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En el otro sentido supongamos que MR ∈ CMod-R y sea a ∈ G.
Tenemos que probar que el homomorfismo

ϕa : M → HomB(a, M)
m 7→ ϕa(m)

con ϕa(m)(a) = ma es un isomorfismo. Como MR es libre de torsión,
entonces HomB(a, M) = HomR(a, M).

Ker(ϕa) = {m ∈ MB : ma = 0}

Si probáramos que Ker(ϕa) ⊆ T (MR), podŕıamos deducir que ϕa es
un monomorfismo del hecho de que MR, es libre de torsión.

Sea m ∈ Ker(ϕa) y (rn)n∈N. Como B/a ∈ T y 1B ∈ B, podremos
encontrar un n0 ∈ N tal que

1Br1r2 · · · rn0 ∈ a

entonces
mr1 · · · rn0 = m1Br1 · · · rn0 ∈ ma = 0

lo cual prueba que m ∈ T (MR).
Para probar que ϕa es un epimorfismo, tomemos f : a → M un

R-homomorfismo, y consideremos la siguiente sucesión exacta corta

0 −−−→ a −−−→ B −−−→ B/a −−−→ 0

Por ser MR T-inyectivo y B/a de torsión, existe un g : B → MB

que extiende a f . Denotemos m = g(1B),

∀a ∈ a, f(a) = g(a) = g(1Ba) = g(1B)a = ma = ϕa(m)(a)

Esto prueba que f = ϕa(m) y que ϕa es suprayectiva.
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TEMA 4

Módulos Asociados a Soportes

En este tema empezaremos fijando un anillo R, un anillo con iden-
tidad A tal que R sea un ideal bilátero en él, y un conjunto X junto
con una aplicación π : X → R. Esta aplicación se puede extender a
otra que denotaremos igual

π : Σ(X) → A

definida como sigue
π(∅) = 1A

π(x) = π(x1) · · ·π(xλ(x))

De esta forma π se convierte en un homomorfismo de monoides mul-
tiplicativos.

Cuando hablemos de A-módulos, nos referiremos a A-módulos uni-
tarios.

1. Módulos Asociados a Soportes Unitarios

Sea σ ∈ ΞU(X). Vamos a construir un R-módulo asociado a σ del
siguiente modo:

Si σ = ∅, definiremos 〈〈σ〉〉 = 0.
Si σ 6= ∅ consideremos L = A(σ) el coproducto de copias A con

el conjunto de ı́ndices σ. Vamos a denotar (x)l al elemento que tiene
1A en la componente x-ésima y 0 en todas las demás componentes.
También denotaremos

(x)k = (x)l −
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)(yx)l.

Ésta es una suma finita ya que por ser σ unitario, el conjunto X ∩∆xσ
es finito (y no vaćıo).

Llamaremos K al A-submódulo por la izquierda de L generado por
los elementos {(x)k : x ∈ σ}.

Con estas notaciones definiremos

〈〈σ〉〉 = L/K

〈x〉σ = (x)l + K ∀x ∈ σ

Proposición 4.1. Para todo σ ∈ ΞU(X) y todo n ∈ N ∪ {0},

〈〈σ〉〉 =
∑

{x∈σ,λ(x)≥n}

A〈x〉σ

107
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Mas en general, para todo σ ∈ ΞU(X) y todo ξ ∈ ΞT(X),

〈〈σ〉〉 =
∑

x∈σ\ξ

A〈x〉σ.

Demostración:

Vamos a hacer la demostración por inducción en n. Para n = 0 el
resultado es evidente ya que el conjunto {〈x〉σ : x ∈ σ} es un conjunto
generador de 〈〈σ〉〉.

Supongamos que lo hemos probado para n y que queremos probarlo
para n + 1, entonces utilizamos el hecho de que para todo x ∈ Xn,

〈x〉σ =
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)〈yx〉σ ∈
∑

{z∈σ,λ(z)≥n+1}

A〈z〉σ

por lo tanto
∑

{z∈σ,λ(z)≥n}

A〈z〉σ =
∑

{z∈σ,λ(z)≥n+1}

A〈z〉σ = 〈〈σ〉〉.

Para ver la segunda parte no tenemos mas que darnos cuenta de
que como σ ∩ ξ es finito, podemos encontrar un n ∈ N tal que para
todo x ∈ σ con λ(x) ≥ n se tiene que x 6∈ ξ por lo que

∑

x∈σ\ξ

A〈x〉σ =
∑

{x∈σ,λ(x)≥n}

A〈x〉σ = 〈〈σ〉〉.

Corolario 4.2. Sea σ ∈ ΞU(X), σ 6= ∅, y sea AM un A-módulo

por la izquierda. Entonces para definir un homomorfismo f : 〈〈σ〉〉 → M
basta encontrar un soporte de torsión ξ ∈ ΞT(X) y definir f para los

elementos

{〈x〉σ : x ∈ σ \ ξ}

y comprobar que con esta definición se cumplen las relaciones
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)(〈yx〉σ)f = (〈x〉σ)f ∀x ∈ σ \ ξ

Demostración:

Es una consecuencia inmediata del hecho de que

{〈x〉σ : x ∈ σ \ ξ}

sea un conjunto de generadores para el módulo 〈〈σ〉〉 = L/K y que las
relaciones antes mencionadas son las que aparecen entre los generadores
por definición del submódulo K.

Proposición 4.3. Para todo σ ∈ ΞU(X), 〈〈σ〉〉 es un R-módulo

unitario, es decir, R〈〈σ〉〉 = 〈〈σ〉〉.
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Demostración:

Todos los elementos de 〈〈σ〉〉 son sumas finitas de elementos de la forma
a〈x〉σ con a ∈ A y x ∈ σ, pero

a〈x〉σ =
∑

y∈X∩∆xσ

aπ(y)〈yx〉σ ∈ R〈〈σ〉〉

ya que a · r ∈ R para todo a ∈ A, r ∈ R.

Ejercicio 4.1. Sea σ ∈ ΞU(X), x ∈ σ y n ∈ N ∪ {0}, entonces

〈x〉σ =
∑

y∈Xn∩∆xσ

π(y)〈yx〉
σ
.

Solución:

Haremos la demostración por inducción en n. Para n = 0 tenemos un
único elemento en X0 ∩ ∆xσ que es precisamente el elemento ∅. Pero
π(∅) = 1A por definición.

Para el caso n = 1 lo tenemos por definición del módulo. Supong-
amos que lo tenemos demostrado para n y lo queremos demostrar para
n + 1.

〈x〉σ =
∑

z∈X∩∆xσ

π(z)〈zx〉σ =

aplicando la hipótesis de inducción a 〈zx〉σ,
∑

z∈X∩∆xσ

π(z)〈zx〉σ =
∑

z∈X∩∆xσ

π(z)
∑

y∈Xn∩∆zxσ

π(y)〈yzx〉σ =

∑

{z∈X:xz∈σ}

∑

{y∈Xn:xzy∈σ}

π(zy)〈yzx〉σ =

∑

{w∈Xn+1:xw∈σ}

π(w)〈wx〉σ =
∑

w∈Xn+1∩∆xσ

π(w)〈wx〉σ

Lema 4.4. Sea σ ∈ ΞU(X), σ 6= ∅. Entonces para todo elemento

α ∈ 〈〈σ〉〉 existe un n0 tal que para todo n ≥ n0 existen elementos

{r(x) ∈ R : x ∈ σ ∩ Xn} tales que

α =
∑

x∈Xn∩σ

r(x)〈x〉σ.

Demostración:

Vamos a utilizar las notaciones dadas en la definición de 〈〈σ〉〉.
Como α ∈ L/K podemos encontrar elementos a(x) ∈ A con x ∈ σ,

casi todos nulos tales que

α =
∑

x∈σ

a(x)〈x〉σ.
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Puesto que solo hay un número finito de elementos a(x) no nulos,
podemos encontrar un n0 ∈ N tal que para todo x ∈ σ con λ(x) ≥ n0

se tenga que a(x) = 0.
Sea n ≥ n0. Sea x ∈ Xn ∩ σ, entonces definiremos

r(x) =
∑

y<x

a(y)π(y−1x).

Como y < x, tenemos que a(y)π(y−1x) ∈ R, por lo tanto r(x) ∈ R
para todo x ∈ Xn ∩ σ. Además

α =
∑

x∈σ

a(x)〈x〉σ =
∑

{x∈σ:λ(x)<n}

a(x)〈x〉σ =

∑

{x∈σ:λ(x)<n}

a(x)
∑

y∈Xn−λ(x)∩∆xσ

π(y)〈yx〉
σ

=

∑

{x∈σ:λ(x)<n}

∑

{y:λ(y)=n−λ(x),xy∈σ}

a(x)π(y)〈yx〉
σ

=

∑

z∈Xn∩σ

∑

x<z

a(x)π(x−1z)〈z〉σ =
∑

z∈Xn∩σ

r(z)〈z〉σ

Proposición 4.5. Sea σ un soporte unitario no vaćıo y sea
∑

x∈Xn∩σ

a(x)〈x〉σ

un elemento de 〈〈σ〉〉 con a(x) ∈ A. Entonces son equivalentes

1.
∑

x∈Xn∩σ a(x)〈x〉σ = 0.
2. a(x)〈x〉σ = 0 para todo x ∈ Xn ∩ σ.

3. Existe un m ≥ n tal que para todo z ∈ Xm ∩ σ se tiene que

a(z1 · · · zn)π(zn+1 · · · zm) = 0.

Demostración:

La implicación (2 ⇒ 1) es trivial y la (3 ⇒ 2) es consecuencia inmediata
del Ejercicio 4.1. El único problema está en la implicación (1 ⇒ 3).
Si se cumple la condición (1) es porque el elemento

∑

x∈Xn∩σ a(x)(x)l
está en K.

Podremos encontrar pues elementos b(x) ∈ A casi todos nulos tales
que

∑

x∈Xn∩σ

a(x)(x)l =
∑

y∈σ

b(y)(y)k.

Como casi todos los b(y) son nulos, podremos encontrar un m ∈ N

que sin pérdida de generalidad podemos suponer mayor o igual que n
tal que para todo y ∈ σ con λ(y) ≥ m se tenga b(y) = 0. Entonces
tenemos que

∑

x∈Xn∩σ

a(x)(x)l =
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∑

y∈σ

b(y)(y)k =
∑

{y∈σ:λ(y)<m}

b(y)(y)k =

∑

{y∈σ:λ(y)<m}

b(y)



(y)l −
∑

z∈X∩∆yσ

π(z)(zy)l



 =

∑

{y∈σ:λ(y)<m}

b(y)(y)l −
∑

{(y,z)∈σ×X:λ(y)<m,yz∈σ}

b(y)π(z)(zy)l =

∑

{y∈σ:λ(y)<m}

b(y)(y)l −
∑

{yz∈σ:λ(yz)≤m}

b(y)π(z)(zy)l =

∑

{y∈σ:λ(y)<m}

b(y)(y)l −
∑

{w∈σ:1≤λ(w)≤m}

b(w1 · · ·wλ(w)−1)π(wλ(w))(w)l =

∑

{y∈σ:λ(y)<m}

b(y)(y)l −
∑

{y∈σ:1≤λ(y)≤m}

b(y1 · · · yλ(y)−1)π(yλ(y))(y)l =

b(∅)(∅)l +
∑

{y∈σ:1≤λ(y)≤m−1}

(
b(y) − b(y1 · · · yλ(y)−1)π(yλ(y))

)
(y)l

−
∑

y∈σ∩Xm

b(y1 · · · ym−1)π(ym)l(y)

Poniendo juntos el principio y el final, tenemos que

∑

x∈Xn∩σ

a(x)(x)l = b(∅)(∅)l+

∑

{y∈σ:1≤λ(y)≤m−1}

(
b(y) − b(y1 · · · yλ(y)−1)π(yλ(y))

)
(y)l

−
∑

y∈σ∩Xm

b(y1 · · · ym−1)π(ym)l(y)

Esta es una igualdad en L que es un A-módulo libre sobre el conjunto
{l(x) : x ∈ σ}. Podemos pues igualar coeficientes de los dos miembros,
de forma que obtenemos las siguientes relaciones

b(∅) = 0

0 = b(y) − b(∅)π(y) = b(y) ∀y ∈ X ∩ σ
...

0 = b(y) − b(y1 · · · yλ(y)−1)π(yλ(y) = b(y) ∀y ∈ σ, λ(y) < n
...

a(y) = b(y) − b(y1 · · · yn−1)π(yn) = b(y) ∀y ∈ σ ∩ Xn

0 = b(y)−b(y1 · · · yn)π(yn+1) = b(y)−a(y1 · · ·yn)π(yn+1) ∀y ∈ Xn+1∩σ
...

0 = b(wz) − a(w)π(z) ∀wz ∈ σ, λ(w) = n, λ(wz) < m

0 = b(y1 · · · ym−1)π(ym) = a(y1 · · · yn)π(yn+1 · · ·ym) ∀y ∈ Xm ∩ σ
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Existe otra forma de ver los módulos del tipo 〈〈σ〉〉. Para ello vamos
a considerar un soporte unitario σ 6= ∅. Vamos a definir

Fn = AXn∩σ

como para todo n ∈ N, Xn ∩ σ es finito, podemos considerar Fn como
un producto o como un coproducto. Si para un x ∈ Xn ∩ σ definimos
(x)f como el elemento de Fn que tiene 1A en la componente x-ésima y 0
en todas las demás componentes, entonces tendremos que todos los ele-
mentos de Fn se pueden poner como sumas de los (x)f con coeficientes
en A.

Vamos a definir los siguientes homomorfismos

ϕn,n+1 : Fn → Fn+1

(x)f 7→
∑

y∈X∩∆xσ π(x)(yx)f

Componiendo estos morfismos definiremos para todo i ≤ j, ϕi,j =
ϕi,i+1 ∗ · · · ∗ ϕj+1,j.

Proposición 4.6. Con las notaciones anteriores,

〈〈σ〉〉 ≃ lim
−→
n∈N

Fn.

Demostración:

Vamos a definir
h : L → lim

−→
n∈N

Fn

(x)l 7→ ((x)f)qλ(x)

donde con qn denotamos la aplicación canónica entre Fn y lim
−→
k∈N

Fk.

Como L es libre este homomorfismo está bien definido. Además es
claramente suprayectivo. El único problema está en ver que Ker(h) =
K.

Los generadores de K son los elementos

(x)k = (x)l −
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)(yx)l.

Si les aplicamos h a estos elementos obtenemos

((x)k)h = ((x)f)qλ(x) −
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)((yx)f)qλ(x)+1 =

(((x)f)ϕn,n+1 −
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)(yx)f)qλ(x)+1 = (0)qλ(x)+1 = 0

Lo que hemos probado pues es que h se puede factorizar a través
del K y definir un epimorfismo

h : 〈〈σ〉〉 → lim
−→
n∈N

Fn.
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Para completar la prueba tenemos que ver que es un monomorfismo.
Supongamos que tenemos un elemento

∑

x∈Xn∩σ

a(x)〈x〉σ ∈ Ker(h).

Escrito en términos de morfismos esto significa que existe un m ≥ n
tal que

(
∑

x∈Xn∩σ

a(x)(x)f)ϕn,m = 0

y por lo tanto, para todo x ∈ Xm ∩ σ, a(x1 · · ·xn)π(xn+1 · · ·xm) = 0
que es precisamente la condición que hemos visto equivalente a que

∑

x∈Xn∩σ

a(x)〈x〉σ = 0

Proposición 4.7. Para todo soporte unitario σ, el módulo 〈〈σ〉〉
está en la categoŕıa R-DMod.

Demostración:

Si σ = ∅ entonces 〈〈σ〉〉 = 0 y este módulo pertenece trivialmente a la
categoŕıa R-DMod. Podemos pues suponer que σ 6= ∅.

Hemos visto anteriormente que el módulo 〈〈σ〉〉 cumple que R〈〈σ〉〉 =
〈〈σ〉〉, es decir, que el homomorfismo canónico

µ〈〈σ〉〉 : R ⊗A 〈〈σ〉〉 → 〈〈σ〉〉

es un epimorfismo. Tenemos que comprobar que también es un monomor-
fismo, para ello consideremos un elemento genérico del núcleo de µ〈〈σ〉〉.

Este elemento será de la forma
∑t

k=1 sk ⊗ αk con sk ∈ R, αk ∈ 〈〈σ〉〉 y

cumpliendo que
∑t

k=1 skαk = 0.
Para cada αk, podremos encontrar un elemento nk ∈ N con las

condiciones del Lema 4.4. Tomando n = max(n1, · · · , nt) y utilizando
el citado lema, podemos escribir cada uno de los αk como

αk =
∑

x∈Xn∩σ

rk(x)〈x〉σ

con rk(x) ∈ R. Como

∑

x∈Xn∩σ

(
t∑

k=1

skr
k(x)

)

〈x〉σ = 0

podemos utilizar la Proposición 4.5 y deducir que existe un m ≥ n tal
que para todo y ∈ Xm ∩ σ,

t∑

k=1

skr
k(y1 · · · yn)π(yn+1 · · ·ym) = 0
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por lo tanto
t∑

k=1

sk ⊗ αk =

t∑

k=1

sk ⊗
∑

x∈Xn∩σ

rk(x)〈x〉σ =

t∑

k=1

sk ⊗
∑

x∈Xn∩σ

rk(x)
∑

y∈Xm−n∩∆xσ

π(y)〈yx〉
σ

=

∑

x∈Xn∩σ

∑

y∈Xm−n∩∆xσ

t∑

k=1

skr
k(x)π(y) ⊗ 〈yx〉

σ
=

∑

x∈Xn∩σ

∑

y∈Xm−n∩∆xσ

0 ⊗ 〈yx〉
σ

= 0.

Lema 4.8. Sea A′PA un (A′, A)-bimódulo para un anillos con iden-

tidad A′. Sea σ ∈ ΞU(X), σ 6= ∅. Entonces para todo α ∈ P ⊗A 〈〈σ〉〉
existe un n ∈ N y unos elementos p(x) ∈ P con x ∈ σ ∩ Xn tales que

α =
∑

x∈Xn∩σ

p(x) ⊗ 〈x〉σ.

Demostración:

Claramente podemos poner α como
∑k

i=1 pi ⊗ βi con βi ∈ 〈〈σ〉〉. Uti-
lizando el Lema 4.4 con cada uno de los βi, podemos encontrar un
n ∈ N y elementos ri(x) ∈ R con x ∈ Xn ∩ σ tales que

βi =
∑

x∈Xn∩σ

ri(x)〈x〉σ

por lo tanto

α =

k∑

i=1

pi ⊗ βi =

k∑

i=1

pi ⊗
∑

x∈Xn∩σ

ri(x)〈x〉σ =

∑

x∈Xn∩σ

(
k∑

i=1

pir
i(x)

)

⊗ 〈x〉σ.

Proposición 4.9. Sea A′PA un (A′, A)-bimódulo, σ un soporte uni-

tario no vaćıo y
∑

x∈Xn∩σ

p(x) ⊗ 〈x〉σ

un elemento de P ⊗A 〈〈σ〉〉 con p(x) ∈ P . Entonces son equivalentes

1.
∑

x∈Xn∩σ p(x) ⊗ 〈x〉σ = 0.
2. p(x) ⊗ 〈x〉σ = 0 para todo x ∈ Xn ∩ σ.

3. Existe un m ≥ n tal que para todo z ∈ Xm ∩ σ se tiene que

p(z1 · · · zn)π(zn+1 · · · zm) = 0.



1. MÓDULOS ASOCIADOS A SOPORTES UNITARIOS 115

Demostración:

Las demostraciones (3 ⇒ 2 ⇒ 1) son inmediatas. El problema está en
la demostración de (1 ⇒ 3).

Para ponernos en las condiciones del Lema 1.58 tenemos que hacer
que los elementos de 〈〈σ〉〉 que tomamos formen un conjunto generador
de 〈〈σ〉〉 como A-módulo. Vamos a definir p(x) = 0 para todo x ∈ σ,
x 6∈ Xn ∩ σ.

Por lo tanto
∑

x∈σ p(x) ⊗ 〈x〉σ = 0 y aplicando el Lema 1.58 pode-
mos asegurar que existen elementos af (x) ∈ A con f recorriendo un
conjunto finito F y x ∈ σ junto con elementos qf ∈ P tales que

1. af(x) = 0 para casi todo (f, x) ∈ F × σ.
2.
∑

x∈σ af (x)〈x〉σ = 0 para todo f ∈ F .
3. p(x) =

∑

f∈F qfaf (x) para todo x ∈ σ.

De la primera condición podemos deducir que existe n1 ∈ N que
podemos considerar mayor o igual que n tal que para todo x ∈ σ con
λ(x) ≥ n1, se tenga af(x) = 0 para todo f ∈ F . De ah́ı deducimos que
para todo f ∈ F ,

∑

x∈σ∩Xn1

(
n1∑

i=0

af (x1 · · ·xi)π(xi+1 · · ·xn1)

)

〈xn1 · · ·x1〉σ = 0

y utilizando la Proposición 4.9 deducimos que podemos encontrar n0 ≥
n1 tal que para todo f ∈ F ,

n0∑

i=0

af(x1 · · ·xi)π(xi+1 · · ·xn0) = 0

Por la definición que hemos hecho añadiendo ceros en los p(x) con
x ∈ σ \ Xn, tenemos la identidad

p(x1 · · ·xn)π(xn+1 · · ·xn0) =

n0∑

i=0

p(x1 · · ·xi)π(xi+1 · · ·xn0) =

∑

f∈F

n0∑

i=0

qfaf(x1 · · ·xi)π(xi+1 · · ·xn0) =

∑

f∈F

qf

n0∑

i=0

af (x1 · · ·xi)π(xi+1 · · ·xn0)

︸ ︷︷ ︸

=0

= 0.

Proposición 4.10. Para todo σ ∈ ΞU(X), el módulo 〈〈σ〉〉 es un

módulo plano en A-Mod.
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Demostración:

Sean MA ⊆ NA dos A-módulos de Mod-A, denotemos con j : M → N
a la inclusión canónica. Tenemos que probar que

j ⊗ 〈〈σ〉〉 : M ⊗A 〈〈σ〉〉 → N ⊗A 〈〈σ〉〉

es un monomorfismo de grupos abelianos. Para ello tomemos un el-
emento de Ker(j ⊗ 〈〈σ〉〉), como en particular éste elemento estará en
M ⊗A 〈〈σ〉〉 podremos encontrar un n ∈ N y elementos m(x) ∈ M con
x ∈ Xn ∩ σ tales que dicho elemento se escribe como

∑

x∈Xn∩σ

m(x) ⊗ 〈x〉σ.

Si le aplicamos j ⊗ 〈〈σ〉〉 obtenemos

0 =
∑

x∈Xn∩σ

j(m(x)) ⊗ 〈x〉σ ∈ N ⊗A 〈〈σ〉〉

por lo tanto podremos encontrar un n0 ≥ n tal que para todo (x1 · · ·xn0) ∈
Xn0 ∩ σ, j(m(x1 · · ·xn)π(xn+1 · · ·xn0)) = 0 de donde deducimos que
m(x1 · · ·xn)π(xn+1 · · ·xn0) = 0 y que

∑

x∈Xn∩σ

m(x) ⊗ 〈x〉σ = 0 ∈ M ⊗A 〈〈σ〉〉.

2. Descomposiciones en Sumas Directas

Definición 4.11. Sean σ, τ dos soportes unitarios con σ ⊆ τ .
Entonces definiremos

Φτσ : 〈〈τ〉〉 → 〈〈σ〉〉

el homomorfismo que viene definido sobre los generadores como

(〈x〉τ )Φτσ =

{

〈x〉σ si x ∈ σ

0 en otro caso

Ejercicio 4.2. Realizar las siguientes comprobaciones con respec-
to a la Definición 4.11

1. que es una buena definición.
2. que Φτσ es un epimorfismo en A-Mod.
3. que ((〈〈σ〉〉)σ∈ΞU(X), (Φτσ)σ⊆τ ) constituye un sistema inverso en la

categoŕıa A-Mod.

Solución:

1. La única comprobación que es necesaria en este caso es que para
todo x ∈ τ ,

(〈x〉τ )Φτσ =
∑

y∈X∩∆xτ

π(y)(〈yx〉τ )Φτσ.
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Si x 6∈ σ, entonces para todo y ∈ X, xy 6∈ σ por lo que en este
caso ambos miembros seŕıan 0. Si x ∈ σ, entonces

X∩∆xτ = {y ∈ X : xy ∈ τ} = {y ∈ X : xy ∈ σ}∪{y ∈ X : xy ∈ σ\σ}

Entonces tenemos

(〈x〉τ )Φτσ = 〈x〉σ =
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)〈yx〉σ =

∑

y∈X∩∆xσ

π(y)(〈yx〉τ )Φτσ =

∑

y∈X∩∆xσ

π(y)(〈yx〉τ )Φτσ +
∑

y∈X∩(∆xτ\∆xσ)

π(y)(〈yx〉τ )Φτσ

︸ ︷︷ ︸

=0

=

∑

y∈X∩∆xτ

π(y)(〈yx〉τ )Φτσ

que era lo que teńıamos que probar.
2. Para cualquier elemento x ∈ σ, como x ∈ τ , tenemos que

(〈x〉τ )Φτσ = 〈x〉σ, por lo tanto Im(Φτσ) tiene todos los gener-
adores de 〈〈σ〉〉 por lo que ha de ser todo el módulo.

3. Supongamos que ρ ⊆ σ ⊆ τ son soportes unitarios. Una apli-
cación directa de la definición nos muestra que Φτσ ∗Φσρ = Φτρ.

Esto junto al hecho de que ΞU(X) sea un conjunto dirigido
inferiormente con la relación contraria a ≤ (dados dos soportes
unitarios, su unión conjuntista es un soporte unitario), hace que
((〈〈σ〉〉)σ∈ΞU(X), (Φτσ)σ⊆τ ) constituya un sistema inverso.

Definición 4.12. Sea σ un soporte unitario, x ∈ Σ(X). Definire-
mos

π△(x)σ : 〈〈∆xσ〉〉 → 〈〈σ〉〉
〈y〉

∆xσ
7→ 〈yx〉

σ

π▽(x)σ : 〈〈∇xσ〉〉 → 〈〈σ〉〉
〈yx〉

∇xσ
7→ 〈y〉

σ

Si ∆xσ = ∅ definiremos π△(x)σ = 0 y si ∇xσ = ∅ definiremos π▽(x)σ =
0.

Ejercicio 4.3. Comprobar que con la asignación de valores dada
en la Definición 4.12, tanto π△(x)σ como π▽(x)σ están bien definidos.

Solución:

Empecemos viendo el caso π△(x)σ. Si y ∈ ∆xσ, entonces xy ∈ σ por
definición de ∆xσ.
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Tenemos que comprobar también que se conservan las relaciones
entre los generadores, para ello tomemos y ∈ ∆xσ,

∑

z∈X∩∆y∆xσ

π(z)(〈zy〉
∆xσ

)π△(x)σ =

∑

z∈X∩∆yxσ

π(z)〈zyx〉
σ

= (〈y〉
∆xσ

)π△(x)σ.

Para el caso π▽(x)σ, denotemos n = λ(x).

{z ∈ ∇xσ : λ(z) ≥ n} =

{z ∈ {xy ∈ Σ(X) : y ∈ σ} : λ(z) ≥ n} ∪ {z ∈ ((x)) : λ(z) ≥ n} =

{xy : y ∈ σ} ∪ {x} = {xy : y ∈ σ}

Realmente la definición se ha dado para el conjunto {xy : y ∈ σ}
pero por la Proposición 4.1 sabemos que ese es un conjunto generador
de 〈〈σ〉〉. Vamos a comprobar que se cumplen las relaciones entre los
generadores, para ello tomemos xy tal que y ∈ σ

∑

z∈X∩∇yx∆xσ

π(z)(〈zyx〉
∇xσ

)π▽(x)σ =

∑

z∈X∩∇y∇x∆xσ

π(z)〈zy〉
σ

=
∑

z∈X∩∇yσ

π(z)〈zy〉
σ

=

〈y〉
σ

= (〈yx〉
∇xσ

)π▽(x)σ.

Proposición 4.13. Sean x, y ∈ Σ(X), σ ∈ ΞU(X), entonces

1. π▽(x)∇yσ ∗ π▽(y)σ = π▽(xy)σ.

2. π△(x)∆yσ ∗ π△(y)
σ

= π△(xy)
σ
.

Demostración:

1. Empecemos viendo que coinciden los conjuntos origen e imagen
de ambos miembros

〈〈∇x∇yσ〉〉
π▽(x)∇yσ

−−−−−→ 〈〈∇yσ〉〉
π▽(y)σ−−−−→ 〈〈σ〉〉

〈〈∇xyσ〉〉
π▽(xy)σ−−−−→ 〈〈σ〉〉

Si σ = ∅ entonces todos los morfismos son el morfismo 0 y
la igualdad se da trivialmente. Si σ 6= ∅ entonces para todo z ∈
Σ(X) se tiene que ∇zσ 6= ∅ ya que ∆z∇zσ = σ. Supongamos
que σ 6= ∅.

Vamos a ver que ambos morfismos coinciden sobre el conjunto
de generadores

{〈zyx〉
∇xyσ

: z ∈ σ}
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(

(〈zyx〉
∇xyσ

)π▽(x)∇yσ

)

π▽(y)σ =

(〈zy〉
∇yσ

)π▽(y)σ = 〈z〉σ = (〈zyx〉
∇xyσ

)π▽(xy)σ.

2. Empecemos de nuevo comprobando los conjuntos origen e ima-
gen

〈〈∆x∆yσ〉〉
π△(x)∆yσ

−−−−−→ 〈〈∆yσ〉〉
π△(y)

σ−−−−→ 〈〈σ〉〉

〈〈∆xyσ〉〉
π△(xy)

σ−−−−→ 〈〈σ〉〉

Si ∆xyσ = ∅ entonces π△(xy)
σ

= 0 y π△(x)∆yσ = 0 por lo

que tenemos la igualdad de forma trivial. Podemos suponer pues
que ∆xyσ 6= ∅.

Tomemos z ∈ ∆xyσ, entonces xz ∈ ∆yσ y yxz ∈ σ,
(

(〈z〉∆xyσ)π△(x)∆yσ

)

π△(y)
σ

= (〈zx〉∆yσ)π
△(y)

σ
=

〈zxy〉
σ

= (〈z〉∆xyσ)π△(xy)
σ
.

Proposición 4.14. Sea x ∈ Σ(X) y σ ∈ ΞU(X). Entonces

π△(x)∇xσ ∗ π▽(x)σ = id〈〈σ〉〉

π▽(x)σ ∗ π△(x)∇xσ = id〈〈∇xσ〉〉

Demostración:

Empecemos comprobando los conjuntos origen e imagen

π△(x)∇xσ : 〈〈∆x∇xσ〉〉 → 〈〈∇xσ〉〉

π▽(x)σ : 〈〈∇xσ〉〉 → 〈〈σ〉〉

pero utilizando el Ejercicio 2.4 sabemos que ∆x∇xσ = σ, por lo tanto
las composiciones son correctas.

Si σ = ∅ entonces ∇xσ = ∅ y todos los objetos y morfismos del
enunciado son 0, por lo que se cumple la proposición de forma trivial.
Supongamos que σ 6= ∅, entonces ∇xσ 6= ∅ ya que ∆x∇xσ = σ.

Para comprobar las igualdades del enunciado vamos a ver que los
morfismos en cuestión coinciden sobre conjuntos generadores.

Sea y ∈ σ = ∆x∇xσ,
(

(〈y〉
∆x∇xσ

)π△(x)∇xσ

)

π▽(x)σ =

(〈yx〉
∇xσ

)π▽(x)σ = 〈y〉
σ

= (〈y〉
σ
)id〈〈σ〉〉.

Sea z ∈ ∇xσ con λ(z) ≥ λ(x), es decir z = xy para un cierto y ∈ σ,
entonces (

(〈yx〉
∇xσ

)π▽(x)σ

)

π△(x)∇xσ =

(〈y〉
σ
)π△(x)∇xσ = 〈yx〉

∇xσ
= 〈z〉∇xσ.
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Proposición 4.15. Sea σ ∈ ΞU(X), x, y ∈ Σ(X), entonces

π△(x)∇yσ ∗ π▽(y)σ =







π▽(z)σ si xz = y

π△(z)σ si yz = x

0 en otro caso

Demostración:

Vamos a hacer uso de la Proposición 2.13. Si no se cumple ni que x ≤ y
ni que y ≤ x entonces ∆x∇yσ = ∅ por lo tanto π△(x)∆yσ = 0.

Supongamos que x ≤ y y sea z = x−1y. Entonces

π△(x)∇yσ ∗ π▽(y)σ = π△(x)∇xzσ ∗ π▽(xz)σ =

π△(x)∇x∇zσ ∗ π▽(x)∇zσ ∗ π▽(z)σ = id〈〈∇zσ〉〉 ∗ π▽(z)σ = π▽(z)σ.

Supongamos ahora que y ≤ x y sea z = y−1x. Entonces yz = x, o
en notación inversa, x = zy. Por lo tanto

π△(x)∇yσ ∗ π▽(y)σ = π△(zy)
∇yσ

∗ π▽(y)σ =

π△(z)∆y∇yσ ∗ π△(y)
∇yσ

∗ π▽(y)σ = π△(z)σ ∗ id〈〈σ〉〉 = π△(z)σ.

Definición 4.16. Sea σ un soporte unitario, x ∈ Σ(X). Vamos a
definir

Γ(x)σ,σ : 〈〈(x)σ〉〉 → 〈〈σ〉〉

como Γ(x)σ,σ = π▽(x)∆xσ ∗ π△(x)σ.

Esta definición se generalizará en la Definición 4.20.

Ejercicio 4.4. Sea x ∈ Σ(X), σ ∈ ΞU(X). Entonces para todo
y ∈ (x)σ con λ(y) ≥ λ(x) se tiene que

(〈y〉
(x)σ

)Γ(x)σ,σ = 〈y〉
σ

Solución:

Por la Proposición 2.15 sabemos que si y ∈ (x)σ entonces y ∈ {w ∈ σ :
x) ≤ w} ∪ ((x)) pero si λ(y) ≥ λ(x) entonces necesariamente y ∈ σ y
x ≤ y. Supongamos que y = xz.

(〈y〉
(x)σ

)Γ(x)σ,σ = (〈zx〉(x)σ)Γ(x)σ,σ =

(〈zx〉(x)σ)π▽(x)∆xσ ∗ π△(x)σ =

(〈z〉∆xσ)π△(x)σ = 〈zx〉σ = 〈y〉
σ
.

Proposición 4.17. Sea σ ∈ ΞU(X), x, y ∈ Σ(X), entonces

Γ(x)(y)σ,(y)σ ∗ Γ(y)σ,σ =







Γ(x)σ,σ si y ≤ x

Γ(y)σ,σ si x ≤ y

0 en otro caso
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Demostración:

Comprobemos que los rangos de los morfismos

〈〈(x)(y)σ〉〉
Γ(x)(y)σ,(y)σ

−−−−−−−→ 〈〈(y)σ〉〉
Γ(y)σ,σ

−−−−→ 〈〈σ〉〉

Utilizando la Proposición 2.17 sabemos que (x)(y)σ es igual a (y)σ si
x ≤ y, a (x)σ si y ≤ x y al soporte vaćıo si no se cumple ninguna de
las condiciones anteriores. Esto prueba que el módulo 〈〈(x)(y)σ〉〉 es
precisamente el que tiene que estar en cada caso. Al mismo tiempo
prueba que si no se cumple ni y ≤ x ni x ≤ y entonces la composición
es el morfismo 0 ya que es el único que puede partir del módulo 0 que
es el asociado al soporte vaćıo.

Supongamos primero que x = yz, entonces

Γ(x)(y)σ,(y)σ ∗Γ(y)σ,σ = π▽(x)∆x∇y∆yσ ∗π△(x)∇y∆yσ ∗π▽(y)∆yσ ∗π△(y)
σ

=

π▽(x)∆z∆yσ ∗ π△(z)∆yσ ∗ π△(y)
σ

= π▽(x)∆xσ ∗ π△(zy)
σ

=

π▽(x)∆xσ ∗ π△(x)σ = Γ(x)σ,σ.

Supongamos ahora que y = xz, entonces

Γ(x)(y)σ,(y)σ ∗Γ(y)σ,σ = π▽(x)∆x∇y∆yσ ∗π△(x)∇y∆yσ ∗π▽(y)∆yσ ∗π△(y)
σ

=

π▽(x)∆z∆yσ ∗ π▽(z)∆yσ ∗ π△(y)
σ

= π▽(y)∆yσ ∗ π△(y)
σ

= Γ(y)σ,σ.

Proposición 4.18. Sea σ ∈ ΞU(X), x, y ∈ Σ(X). Entonces

Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(y)σ =







Γ(x)(y)σ,(y)σ si y ≤ x

Φ(x)σ,(y)σ si x ≤ y

0 en otro caso.

Demostración:

Empecemos suponiendo que x y y no cumplen ninguna de las dos rela-
ciones, ni x ≤ y ni y ≤ x y que existe un z ∈ (x)σ con λ(z) ≥
max(λ(x), λ(y)) tal que (〈z〉(x)σ)Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(y)σ 6= 0. Como z ∈ (x)σ y

λ(z) ≥ λ(x) entonces x ≤ z, por lo tanto (〈z〉(x)σ)Γ(x)σ,σ = 〈z〉σ, pero

como (〈z〉σ)Φσ,(y)σ 6= 0, necesariamente se ha de cumplir que z ∈ (y)σ,

pero como hemos tomado z cumpliendo que λ(z) ≥ λ(y) entonces esto
implicaŕıa que y ≤ z lo cual es una contradicción porque supondŕıa que
x, y ∈ ((z)) que es un conjunto totalmente ordenado.

Lo que hemos probado pues es que para todo z ∈ (x)σ con λ(z) ≥
max(λ(x), λ(y)) se cumple que (〈z〉(x)σ)Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(y)σ = 0, pero esto
implica que Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(y)σ = 0 por el hecho de que el conjunto

{〈z〉(x)σ : z ∈ (x)σ, λ(z) ≥ max(λ(x), λ(y))}

sea un conjunto generador del módulo 〈〈(x)σ〉〉.
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Supongamos ahora que x ≤ y y sea z ∈ (x)σ con λ(z) ≥ λ(y) ≥
λ(x). Entonces

(〈z〉(x)σ)Γ(x)σ,σ = 〈z〉σ

(〈z〉σ)Φσ,(y)σ =

{

〈z〉(y)σ si z ∈ (y)σ

0 en otro caso

}

= (〈z〉(x)σ)Φ(x)σ,(y)σ.

Supongamos por último que y ≤ x y sea z ∈ (x)σ tal que λ(z) ≥
λ(x) ≥ λ(y). Esto hace que y ≤ z y como z ∈ σ entonces z ∈ (y)σ,
podemos pues deducir que

(〈z〉(x)σ)Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(y)σ = (〈z〉σ)Φσ,(y)σ =

{

〈z〉(y)σ si z ∈ (y)σ

0 en otro caso

}

= 〈z〉(y)σ = (〈z〉(x)σ)Γ(x)(y)σ,(y)σ.

Proposición 4.19. Sea σ ∈ ΞU(X) y ξ ∈ ΞT(X). Entonces

1. ∀x ∈ ∂ξ ∩ σ, Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(x)σ = id〈〈(x)σ〉〉.

2. ∀x, y ∈ ∂ξ ∩ σ, x 6= y, Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(y)σ = 0.

3. ∀α ∈ 〈〈σ〉〉, α =
∑

x∈∂ξ∩σ(α)Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ.

De todo lo anterior se deduce que

〈〈σ〉〉 ≃
∐

x∈∂ξ∩σ

〈〈(x)σ〉〉.

Demostración:

Utilizando la Proposición 4.18 deducimos inmediatamente el apartado
(1). El apartado (2) también se deduce de dicha proposición teniendo
en cuenta que si x, y ∈ ∂ξ, si x < y entonces x ∈ ξ ∩ ∂ξ = ∅ lo cual es
imposible, del mismo modo se prueba que y 6< x, por lo tanto, si x 6= y
entonces tampoco se pueden dar ninguna de las desigualdades x ≤ y
ni y ≤ x con lo que deducimos (2) usando la Proposición 4.18.

Para obtener el apartado (3) vamos a escribir α como

α =
∑

z∈Xm∩σ

a(z)〈z〉σ

tal y como nos asegura que lo podemos hacer el Lema 4.4. El número
m se tomará de modo que para todo x ∈ ∂ξ ∩ σ y para todo

w ∈ (x)σ ∩

(

∪y∈∂ξ∩σ

y 6=x
(y)σ

)

se tenga que λ(x) ≤ m. Esto se puede hacer porque estos conjuntos
son finitos. Realmente si miramos con precisión la demostración del
Ejemplo 2.43, para conseguir que m cumpla esta condición es suficiente
con tomar m ≥ max{λ(x) : x ∈ ∂ξ ∩ σ}.
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Sea x ∈ ∂ξ ∩ σ, denotaremos Fx = Xm ∩ (x)σ. Utilizando la
Proposición 2.41 sabemos que

∪x∈∂ξ∩σFx = Xm ∩ σ

y por la elección de m sabemos que para todo x ∈ ∂ξ∩σ, Fx∩∪y∈∂ξ∩σ

x 6=y
=

∅.

(α)Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ =
∑

y∈Xm∩σ

ay(〈y〉σ)Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ =

∑

y∈Fx

ay(〈y〉(x)σ
)Γ(x)σ,σ

y como m ≥ λ(x) entonces
∑

y∈Fx

ay(〈y〉(x)σ
)Γ(x)σ,σ =

∑

y∈Fx

ay〈y〉σ.

Uniendo todas estas igualdades deducimos que
∑

x∈∂ξ∩σ

(α)Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ =
∑

x∈∂ξ∩σ

∑

y∈Fx

ay〈y〉σ =

=
∑

y∈∪x∈∂ξ∩σFx

ay〈y〉σ =
∑

y∈Xm∩σ

ay〈y〉σ = α.

Definición 4.20. Sean σ y τ dos soportes unitarios tales que σ ⊆⊕

τ , entonces vamos a definir

Γσ,τ : 〈〈σ〉〉 → 〈〈τ〉〉

del modo siguiente: utilizando la Proposición 2.46 sabemos que existe
un soporte de torsión ξ y un subconjunto finito F ⊆ ∂ξ ∩ τ tal que
σ = ∪x∈F (x)τ , entonces definiremos

Γσ,τ =
∑

x∈F

Φσ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ .

Ejercicio 4.5. Demostrar que el valor de Γσ,τ dado en la Defini-
ción 4.20 no depende de la elección del soporte ξ ni del conjunto finito
F .

Solución:

Utilizando el Ejercicio 2.15 sabemos que F = ∂ξ∩σ, por lo tanto F no
supone ninguna elección. Lo que si supone una elección es el soporte
de torsión ξ. Supongamos que tenemos dos soportes de torsión ξ, ξ′

tales que
∪x∈∂ξ∩σ(x)τ = σ = ∪x∈∂ξ′∩σ(x)tau.

Sea ζ = ξ ∪ ξ′. Este soporte es un soporte de torsión por ser una unión
de dos soportes de torsión. Además, por el Ejercicio 2.15 sabemos que
para todo x ∈ ∂ζ ∩ σ, (x)τ = (x)σ, por lo tanto

σ = ∪x∈∂ζ∩σ(x)σ = ∪x∈∂ζ∩σ(x)τ.
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Si demostramos que la definición de Γσ,τ hecha con ξ es la misma
que si la hacemos con ζ , de forma simétrica tendŕıamos que la definición
hecha con ξ′ es la misma que la hecha con ζ , por lo tanto tendŕıamos
el resultado que deseamos.

La definición de Γσ,τ hecha con ξ es

Γσ,τ =
∑

x∈∂ξ∩σ

Φσ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ =

∑

x∈∂ξ∩σ

∑

y∈∂ζ∩(x)τ

Φσ,(x)τ ∗ Φ(x)τ,(y)(x)τ ∗ Γ(y)(x)τ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ

Como y ∈ ∂ζ y ξ ⊆ ζ , entonces x ≤ y para todo x ∈ ∂ξ ∩ σ y todo
y ∈ ∂ζ ∩ (x)τ , por lo tanto (y)(x)τ = (y)τ = (y)σ y (x)τ = (x)σ, de
ah́ı deducimos que

∑

x∈∂ξ∩σ

∑

y∈∂ζ∩(x)τ

Φσ,(x)τ ∗ Φ(x)τ,(y)(x)τ ∗ Γ(y)(x)τ ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ =

∑

x∈∂ξ∩σ

∑

y∈∂ζ∩(x)σ

Φσ,(y)τ ∗ Γ(y)τ,τ =

∑

y∈∂ζ∩(∪x∈∂ξ∩σ(x)σ)

Φσ,(y)τ ∗ Γ(y)τ,τ =
∑

y∈∂ζ∩σ

Φσ,(y)τ ∗ Γ(y)τ,τ

que es precisamente la igualdad que buscábamos.

Proposición 4.21. Sean ρ, σ, τ soportes unitarios tales que ρ ⊆⊕

σ ⊆⊕ τ , entonces

Γρ,σ ∗ Γσ,τ = Γρ,τ .

Demostración:

Tomemos ξ y ξ′ dos soportes de torsión tales que σ = ∪x∈∂ξ∩σ(x)τ y
ρ = ∪y∈∂ξ′∩ρ(y)σ. Tomemos ζ = ξ ∪ ξ′, entonces tenemos que σ =
∪x∈∂ζ∩σ(x)τ y ρ = ∪y∈∂ζ∩ρ(x)σ = ∪y∈∂ζ∩ρ(x)τ . Aplicando la definición
tenemos que

Γρ,σ ∗ Γσ,τ =
(
∑

x∈∂ζ∩ρ

Φρ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ

)

∗

(
∑

y∈∂ζ∩σ

Φσ,(y)τ ∗ Γ(y)τ,τ

)

Si x, y ∈ ∂ζ , entonces x e y no son comparables a no ser que sean
iguales, y tenemos que Γ(x)σ,σ∗Φσ,(y)τ = Γ(x)σ,σ∗Φσ,(y)σ es igual a id〈〈(x)σ〉〉

si x = y y 0 en otro caso, esto reduce nuestra suma del siguiente modo
(
∑

x∈∂ζ∩ρ

Φρ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ

)

∗

(
∑

y∈∂ζ∩σ

Φσ,(y)τ ∗ Γ(y)τ,τ

)

=

∑

x∈∂ζ∩ρ

Φρ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ = Γρ,τ .
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Proposición 4.22. Sean σ1, · · · , σn, τ soportes unitarios tales que

⊎n
i=1σi = τ , entonces

1. Γσi,τ ∗ Φτ,σi
= id〈〈σi〉〉 para todo i.

2. Γσj ,τ ∗ Φτ,σi
= 0 para todo i 6= j.

3.
∑n

i=1 Φτ,σi
∗ Γσi,τ = id〈〈τ〉〉.

Todo lo anterior prueba que

〈〈τ〉〉 ≃

n∐

i=1

〈〈σi〉〉.

Demostración:

Como todos los σi ⊆⊕ τ , podemos encontrar ξi ∈ ΞT(X) tal que σi =
∪x∈∂ξi∩σi

(x)τ . Tomando ζ = ∪n
i=1ξi, deducimos que σi = ∪x∈∂ζ∩σi

(x)τ .
El morfismo identidad en 〈〈σj〉〉 se puede poner como

id〈〈σj 〉〉 =
∑

y∈∂ζ∩σj

Φσj ,(x)σj
∗ Γ(x)σj ,σj

.

Por lo tanto

Γσi,τ ∗ Φτ,σj
=

(
∑

x∈∂ζ∩σi

Φσi,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ

)

∗ Φτσj ∗




∑

y∈∂ζ∩σj

Φσj ,(y)σj
∗ Γ(y)σj ,σj



 =

∑

x∈∂ζ∩σi
y∈∂ζ∩σj

Φσi,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ ∗ Φτ,(y)τ ∗ Γ(y)σj ,σj

Si x 6= y entonces Γ(x)τ,τ ∗ Φτ,(y)τ = 0 por lo tanto si i 6= j la suma de
estos morfismos es 0. Si i = j tenemos que

∑

x∈∂ζ∩σi
y∈∂ζ∩σj

Φσi,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ ∗ Φτ,(y)τ ∗ Γ(y)σj ,σj
=

∑

x∈∂ζ∩σi

Φσi,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ ∗ Φτ,(x)τ ∗ Γ(x)σi,σi
=

∑

x∈∂ζ∩σi

Φσi,(x)τ ∗ id〈〈(x)τ〉〉 ∗ Γ(x)σi,σi
=

∑

x∈∂ζ∩σi

Φσi,(x)τ ∗ Γ(x)σi,σi
= id〈〈σi〉〉

Para ver la última parte pongamos
n∑

i=1

Φτ,σi
∗ Γσi,τ =

n∑

i=1

∑

x∈∂ζ∩σi

Φτ,σi
∗ Φσi,(x)σi

∗ Γ(x)σi,σi
∗ Γσi,τ =
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∑

x∈∂ζ∩∪n
i=1σi

Φτ,σi
∗ Φσi,(x)τ ∗ Γ(x)τ,σi

∗ Γσi,τ =

∑

x∈∂ζ∩τ

Φτ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ = id〈〈τ〉〉.

Proposición 4.23. Sean σ ⊆ τ dos soportes unitarios. Entonces

1. Para todo x ∈ ∂σ ∩ τ se tiene que Γ(x)τ,τ ∗ Φτ,(x)τ = id〈〈(x)τ〉〉.

2. Para todo x, y ∈ ∂σ∩τ , con x 6= y se tiene que Γ(x)τ,τ∗Φτ,(y)τ = 0.
3. Para todo x ∈ ∂σ ∩ τ , Γ(x)τ,τ ∗ Φτ,σ = 0.
4. Para todo α ∈ Ker(Φτ,σ), el conjunto

{x ∈ ∂σ ∩ τ : (α)Φτ,(x)τ 6= 0}

es finito.

5. Para todo α ∈ Ker(Φτ,σ), se tiene que

α =
∑

x∈∂σ∩τ

(α)Φτ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ .

De todo lo anterior se deduce que

Ker(Φτ,σ) ≃
∐

x∈∂σ∩τ

〈〈(x)τ 〉〉.

Demostración:

Los apartados (1) y (2) se deducen directamente de la Proposición 4.18.
(3). Sea x ∈ ∂σ ∩ τ y y ∈ (x)τ con λ(y) ≥ λ(x), entonces

(〈y〉
(x)τ

)Γ(x)τ,τ ∗ Φτ,σ = (〈y〉
τ
)Φτ,σ

pero este último elemento es 0 porque y ∈ ∂σ por lo tanto y 6∈ σ.
(4). Sea α ∈ Ker(Φτ,σ). Como α en particular está en 〈〈τ〉〉, pode-

mos encontrar un n ∈ N y unos elementos r(x) ∈ R con x recorriendo
Xn ∩ τ tales que

α =
∑

x∈Xn∩τ

r(x)〈x〉τ .

Si aplicamos Φτ,σ a este elemento obtenemos

0 = (α)Φτ,σ =
∑

x∈Xn∩σ

r(x)〈x〉τ

de donde deducimos que podemos encontrar un m ≥ n tal que para
todo z ∈ Xm ∩ σ, r(z1 · · · zn)π(zn+1 · · · zm) = 0, por lo tanto

α =
∑

x∈Xm∩(τ\σ)

r(x1 · · ·xn)π(xn+1 · · ·xm)〈x〉τ

Vamos a probar que el conjunto

{x ∈ ∂σ ∩ τ : (α)Φτ,(x)τ 6= 0}

es finito viendo que está contenido en {x ∈ τ : λ(x) ≤ m}.



3. HOMOMORFISMOS CON MÓDULOS DEL TIPO 〈〈σ〉〉 127

Sea x ∈ τ∩∂σ con λ(x) > m. Como x ∈ ∂σ, entonces x1 · · ·xm ∈ σ,
por lo tanto

(α)Φτ,(x)τ = r(x1 · · ·xn)π(xn+1 · · ·xλ(x))〈x〉(x)τ = 0

ya que r(x1 · · ·xn)π(xn+1 · · ·xm) = 0 para todo x1 · · ·xm ∈ σ.
(5). Sea α ∈ Ker(Φτ,σ). Vamos a seguir con las notaciones del

apartado anterior.
Consideremos el soporte de torsión ξ = σ∩(∪m−1

k=0 Xk) (es de torsión
por ser un subsoporte de uno de torsión). Empecemos demostrando que

∂ξ ∩ τ = {x ∈ ∂σ ∩ τ : λ(x) < m} ∪ {x ∈ σ : λ(x) = m}

Sea x1 · · ·xk ∈ ∂ξ∩τ . Por estar x1 · · ·xk ∈ ∂ξ sabemos que x1 · · ·xk−1 ∈
ξ. Por estar este elemento en ξ sabemos que k ≤ m. Si k < m
entonces x1 · · ·xk ∈ ∪m−1

t=0 X t y necesariamente tendŕıamos que tener
que x1 · · ·xk 6∈ σ por lo que deduciŕıamos que x1 · · ·xk ∈ ∂σ. Si por
el contrario x1 · · ·xk 6∈ ∂σ entonces como x1 · · ·xk−1 ∈ σ, tendŕıa que
ser porque x1 · · ·xk ∈ σ, pero como (x1 · · ·xk) 6∈ ξ tenemos que tener
x1 · · ·xk 6∈ ∪m−1

t=0 X t, es decir k ≥ m. Como antes hemos deducido que
k ≤ m concluimos que se tiene que cumplir k = m.

Hemos probado que ∂ξ ∩ τ ⊆ {x ∈ ∂σ ∩ τ : λ(x) < m} ∪ {x ∈ σ :
λ(x) = m}, para ver el otro contenido no hay mas que aplicar en cada
caso la definición de frontera.

Entonces tenemos que

α =
∑

x∈∂ξ∩τ

(α)Φτ(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ =

∑

x∈∂σ∩τ
λ(x)<m

(α)Φτ(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ +
∑

x∈Xm∩σ

(α)Φτ(x)τ
︸ ︷︷ ︸

=0

∗Γ(x)τ,τ =

∑

x∈∂σ∩τ

(α)Φτ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ −
∑

x∈∂σ∩τ
λ(x)>m

(α)Φτ,(x)τ
︸ ︷︷ ︸

=0

∗Γ(x)τ,τ =

∑

x∈∂σ∩τ

(α)Φτ,(x)τ ∗ Γ(x)τ,τ .

3. Homomorfismos con Módulos del Tipo 〈〈σ〉〉

Definición 4.24. Sea AM un A-módulo por la izquierda y f :
〈〈σ〉〉 → M un homomorfismo para algún soporte unitario σ. Denotare-
mos

χ(f) = {x ∈ σ : Γ(x)σ,σ ∗ f 6= 0}.

Proposición 4.25. Sea f : 〈〈σ〉〉 → M un A-homomorfismo, en-

tonces χ(f) es un soporte unitario.
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Demostración:

Como χ(f) ⊆ σ, para todo x ∈ χ(f), X ∩ ∆xχ(f) ⊆ X ∩ ∆xσ que
es finito, por lo tanto X ∩ ∆xχ(f) es finito, tenemos que probar que
también es no vaćıo, para ello tomemos x ∈ χ(f), n = λ(x),

0 6= Γ(x)σ,σ ∗ f =
∑

y∈Xn+1∩(x)σ

Φ(x)σ,(y)(x)σ ∗ Γ(y)(x)σ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ f

Si y ∈ Xn+1 ∩ (x)σ entonces y = xz para algún z ∈ X, además
z ∈ ∆x(x)σ = ∆xσ. Rećıprocamente, si z ∈ ∆xσ ∩ X entonces xz ∈
Xn+1 ∩ (x), podemos pues poner la igualdad anterior como

∑

y∈Xn+1∩(x)σ

Φ(x)σ,(y)(x)σ ∗ Γ(y)(x)σ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ f =

∑

z∈X∩∆xσ

Φ(x)σ,(zx)σ ∗ Γ(zx)σ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ f =

∑

z∈X∩∆xσ

Φ(x)σ,(zx)σ ∗ Γ(zx)σ,σ ∗ f.

Por lo tanto, como la suma de estos morfismos no es nula, alguno de
ellos ha de ser no nulo y de ah́ı deducimos que para todo x ∈ χ(f),
existe un z ∈ X ∩ ∆xσ tal que xz ∈ χ(f) o lo que es lo mismo, que
X ∩ ∆xχ(f) es no vaćıo.

Proposición 4.26. Sea f : 〈〈σ〉〉 → M un A-homomorfismo. En-

tonces la aplicación

f : 〈〈χ(f)〉〉 → M
〈x〉χ(f) 7→ (〈x〉σ)f

es un homomorfismo de A-módulos. Además se cumple que Φσ,χ(f)∗f =
f .

Demostración:

La comprobación de que Φσ,χ(f) ∗ f = f es trivial a partir de la defini-
ción. El único problema está en comprobar que se cumplen las rela-
ciones entre los generadores.

Sea x ∈ σ \ χ(f), entonces Γ(x)σ,σ ∗ f = 0 y por lo tanto

0 = (〈x〉(x)σ)Γ(x)σ,σ ∗ f = (〈x〉σ)f

Sea ahora x ∈ χ(f),

(〈x〉χ(f))f = (〈x〉σ)f =
∑

y∈X∩∆xσ

π(y)(〈yx〉σ)f =

∑

y∈X∩∆xχ(f)

π(y)(〈yx〉σ)f +
∑

y∈X∩∆xσ
xy 6∈χ(f)

π(y)(〈yx〉σ)f

︸ ︷︷ ︸

=0

=



3. HOMOMORFISMOS CON MÓDULOS DEL TIPO 〈〈σ〉〉 129

∑

y∈X∩∆xχ(f)

π(y)(〈yx〉σ)f =
∑

y∈X∩∆xχ(f)

π(y)(〈yx〉χ(f))f.

Proposición 4.27. Sean τ ⊆ σ dos soportes unitarios y f : 〈〈σ〉〉 →
M , g : 〈〈τ〉〉 → M , A-homomorfismos tales que Φσ,τ ∗ g = f , entonces

1. χ(f) ⊆ τ .

2. Φτ,χ(f) ∗ f = g siendo f el homomorfismo definido en la proposi-

ción anterior.

3. χ(f) = χ(g).
4. f = g.

Demostración:

Sea x ∈ χ(f), entonces por definición de χ(f) tenemos que Γ(x)σ,σ ∗f 6=
0 por lo tanto Γ(x)σ,σ ∗Φσ,τ ∗ g 6= 0 y tendrá que existir un y ∈ (x)σ tal
que

(〈y〉
(x)σ

)Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,τ ∗ g 6= 0.

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que λ(y) ≥ λ(x), pero
entonces

0 6= (〈y〉
(x)σ

)Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,τ ∗ g =

(〈y〉
σ
) ∗ Φσ,τ ∗ g

por lo tanto y ∈ τ y como τ es un soporte y x ≤ y entonces x ∈ τ .
Esto prueba que χ(f) ⊆ τ .

La prueba de (2) consiste únicamente en calcular la imagen de cada
uno de los generadores. Aplicando dos veces (1) deducimos (3) y (4)
es una consecuencia directa de (3) y de la definición de f y g.

Proposición 4.28. Sea AM un A-módulo por la izquierda y con-

sideremos f : 〈〈σ〉〉 → M y g : 〈〈τ〉〉 → M dos A-homomorfismos tales

que representan al mismo elemento de

lim
−→

ρ∈ΞU(X)

HomA(〈〈ρ〉〉, M).

Entonces χ(f) = χ(g), el morfismo f : 〈〈χ(f)〉〉 → M representa al

mismo elemento y f = g.

Demostración:

Que estos dos morfismos representen al mismo elemento significa en
términos de morfismos, que existe un soporte unitario ρ ≥ σ ∪ τ tal
que Φρ,σ ∗ f = Φρ,τ ∗ g. Entonces utilizando la proposición anterior
deducimos que

χ(f) = χ(Φρ,σ ∗ f) = χ(Φρ,τ ∗ g) = χ(g).

Además, como Φσ,χ(f) ∗ f = f deducimos que f y f representan el
mismo elemento en lim

−→

ρ∈ΞU(X)

HomA(〈〈ρ〉〉, M).
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Definición 4.29. Sea AM un A-módulo por la derecha y sea

α ∈ lim
−→

σ∈ΞU(X)

HomA(〈〈σ〉〉, M).

Denotaremos con χ(α) a χ(f) donde f : 〈〈σ〉〉 → M es cualquier mor-
fismo que represente a α y con α : 〈〈χ(α)〉〉 → M al morfismo corre-
spondiente a f .

Notemos que la Proposición anterior nos garantiza que la definición
no depende de la elección de f : σ → M siempre que f represente a α.

4. Un Generador Para R-DMod

Para construir un generador en la categoŕıa R-DMod necesitamos
exigir una condición adicional al conjunto X y a la aplicación π : X →
R. Esta condición va a ser la de que π(X) sea un conjunto T-generador
por la derecha de R con la Definición 3.25. De momento empecemos
viendo algunos resultados previos.

Lema 4.30. Sea AM un A-módulo por la izquierda, X un conjunto

T-generador por la derecha de R. Entonces RM = M si y solo si

XM = M .

Demostración:

Si XM = M , como X ⊆ R, tenemos que M = XM ⊆ RM y por lo
tanto M = RM ya que el contenido RM ⊆ M siempre se da.

Antes de ver el rećıproco, vamos a ver que si M = RM , se cumple
que para todo a ∈ A y todo m ∈ M , si am 6∈ XM , entonces existe r′ ∈
R y m′ ∈ M tal que ar′m′ 6∈ XM . Si rm 6∈ XM , como m ∈ M = RM
podemos encontrar una suma finita del tipo m =

∑t
i=1 rimi con ri ∈ R

y mi ∈ M . Como am 6∈ XM , entonces
∑t

i=1 arimi 6∈ XM por lo que
podremos encontrar un i ∈ {1, · · · , t} tal que arimi 6∈ XM puesto que
si todos están en XM su suma también está. Para este i tomaremos
como r′ = ri y m′ = mi.

Vamos por fin a probar el resultado, si RM = M supongamos que
existe un m ∈ M \ XM , entonces tal y como acabamos de probar,
existirá un r1 ∈ R y un m1 ∈ M tal que r1m1 6∈ XM . Aplicando
de nuevo el resultado, encontramos un r2 ∈ R y un m2 ∈ M tal que
r1r2m2 6∈ XM . Aśı sucesivamente encontramos una sucesión (rn)n∈N

de elementos de R y otra (mn)n∈N de elementos de M tal que para
todo n ∈ N, r1 · · · rnmn 6∈ XM . Ahora bien, como X es un conjunto
T-generador por la derecha de R, podremos encontrar un n0 ∈ N tal
que r1 · · · rn0 ∈ XR, pero entonces r1 · · · rn0mn0 ∈ XRM ⊆ XM , lo
cual es una contradicción. Por lo tanto M = XM .

Proposición 4.31. Sea X un conjunto, π : X → R una apli-

cación. Las siguientes condiciones son equivalentes

1. π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R.
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2. Para todo A-módulo por la izquierda AM tal que RM = M se

cumple que π(X)M = M .

3. Para todo A-módulo por la izquierda AM en la categoŕıa R-DMod

se cumple que π(X)M = M .

Demostración:

La implicación (1 ⇒ 2) la hemos visto en el lema anterior. La (2 ⇒ 3)
es trivial ya que todos los módulos de la categoŕıa R-DMod cumplen
que RM = M . Vamos a ver que (3 ⇒ 1). Para ello supongamos por
reducción al absurdo que existe una sucesión (rn)n∈N tal que para todo
n ∈ N, r1 · · · rn 6∈ π(X)R. Consideremos el conjunto X ′ = N y la
aplicación π′ : N → R dada por π′(n) = rn. Consideremos también el
soporte unitario sobre X ′, σ′ = ((n : n ∈ N)) y el módulo 〈〈σ′〉〉.

Por la Proposición 4.7 sabemos que 〈〈σ′〉〉 está en la categóıa R-DMod,
por lo que se tendrá que cumplir que π(X)〈〈σ′〉〉 = 〈〈σ′〉〉, en particu-
lar, 〈∅〉σ′ ∈ π(X)〈〈σ′〉〉. Podemos pues encontrar elementos xk ∈ X y
nk ∈ N tal que

〈∅〉σ′ =
t∑

k=1

π(xk)〈nk · · · 1〉σ′

Tomemos n = max(n1, · · · , nt), entonces

r1 · · · rn〈n · · ·1〉σ′ = 〈∅〉σ′ =
t∑

k=1

π(xk)〈nk · · · 1〉σ′ =

t∑

k=1

π(xk)rnk+1 · · · rn〈n · · · 1〉σ′

por lo tanto
(

r1 · · · rn −

t∑

k=1

π(xk)rnk+1 · · · rn

)

〈n · · · 1〉σ′ = 0

y podemos aplicar la Proposición 4.5 y deducir que existe un n0 ≥ n
tal que

(

r1 · · · rn −

t∑

k=1

π(xk)rnk+1 · · · rn

)

rn+1 · · · rn0 = 0

por lo que

r1 · · · rn0 =

t∑

k=1

π(xk)rnk+1 · · · rn0 ∈ π(X)R

lo cual es una contradicción.

Proposición 4.32. Sea X un conjunto no vaćıo, π(X) → R una

aplicación y AM un A-módulo por la izquierda. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes

1. π(X)M = M .
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2. Para todo m ∈ M existe un soporte unitario σ y un A-homomorfismo

f : 〈〈σ〉〉 → M tal que (〈∅〉σ)f = m.

Demostración:

(2 ⇒ 1). Si m = (〈∅〉σ)f entonces

m = (
∑

x∈X∩σ

(π(x)〈x〉σ)f =
∑

x∈X∩σ

π(x)(〈x〉σ)f ∈ π(X)M

por lo tanto para todo m ∈ M tenemos que m ∈ π(X)M .
(1 ⇒ 2). Si m = 0 claramente para cualquier soporte unitario σ, el

homomorfismo 0 nos cumple que (〈∅〉σ)0 = 0. Podemos pues suponer
que m 6= 0. Vamos a ir construyendo el soporte y el homomorfismo al
mismo tiempo de forma recursiva.

Sea V0 = {∅} y h0 : V0 → M la aplicación que lleva ∅ a m.
Como m ∈ M = π(X)M , podremos encontrar unos ciertos elemen-
tos x1 · · ·xk ∈ X que sin pérdida de generalidad podemos supon-
er todos distintos, y unos m1 · · ·mk ∈ M todos no nulos, tales que
m =

∑

i π(xi)mi. Definiremos V1 = {x1, · · · , xk} y h1 : V1 → M , la
aplicación que lleva xi a mi.

Supongamos que ya hemos definido el conjunto finito Vn ⊆ Xn y
la aplicación hn : Vn → M , vamos a definir Vn+1 y hn+1 del siguiente
modo. Sea x ∈ Vn como h(x) ∈ M = π(X)M podemos encontrar un
subconjunto finito Wx ⊆ X y una aplicación gx : Wx → M \ {0} tal
que hn(x) =

∑

y∈Wx
π(y)gx(y). Definiremos

Vn+1 = {x1 · · ·xn+1 ∈ Xn+1 : x1 · · ·xn ∈ Vn, xn+1 ∈ Wx1···xn}

hn+1 : Vn+1 → M
x1 · · ·xn+1 7→ gx1···xn(xn+1).

Una vez definidos todos los Vn definiremos σ = ∪n∈NVn. Por con-
strucción, para cada x1 · · ·xn+1 ∈ Vn+1 tenemos que x1 · · ·xn ∈ Vn ya
que partimos de los elementos de Vn para encontrar los de Vn+1. Tam-
bién por la construcción, para todo x ∈ σ, el conjunto X ∩ ∆xσ = Wx

que es finito y no vaćıo (no puede ser vaćıo porque si no tend́ıamos que
hλ(x)(x) = 0 y eso es imposible. Esto prueba que σ aśı definido es un so-
porte unitario sobre X. Definiremos h : σ → M como h(x) = hλ(x)(x).

Si ponemos 〈〈σ〉〉 como L/K podemos definir f̄ : L → M como
((x)l)f̄ = h(x), además, para todo x ∈ σ se tiene que

∑

y∈X∩∆xσ

π(y)((yx)l)f̄ =
∑

y∈Wx

π(y)h(x) = h(xy) = ((yx)l)f̄

por lo tanto ((x)k)f̄ = 0 para todo x ∈ σ y podemos pues definir
f : 〈〈σ〉〉 → M como ((x)l + K)f = ((x)l)f̄ . De este modo obtenemos
el homomorfismo f : 〈〈σ〉〉 → M tal que (〈∅〉σ)f = h0(∅) = m.

Proposición 4.33. Sea X un conjunto, π : X → R una aplicación

tal que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R. Entonces
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el módulo
∐

σ∈ΞU(X)

〈〈σ〉〉

es un generador de la categoŕıa R-DMod.

Además, este generador es un módulo plano como objeto de A-Mod.

Demostración:

Sean f, g : M → N dos morfismos en R-DMod tales que f 6= g. En-
tonces existirá un elemento m ∈ M tal que (m)g 6= (m)f . Como el con-
junto π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R, π(X)M =
M y aplicando el resultado anterior podemos encontrar un soporte uni-
tario σ y un homomorfismo h : 〈〈σ〉〉 → M tal que (〈∅〉σ)h = m. Con-
sideremos también la aplicación canónica pσ :

∐

τ∈ΞU(X) 〈〈τ〉〉 → 〈〈σ〉〉,
entonces pσ ∗ h ∗ f 6= pσ ∗ h ∗ g ya que difieren al menos en el val-
or que toman para el elemento de

∐

τ∈ΞU(X) 〈〈τ〉〉 que tiene 〈∅〉σ en la
componente σ-ésima y 0 en todas las demás.

La razón por la que este módulo es plano en A-Mod es por ser
coproducto de módulos planos, siendo estos módulos planos como con-
secuencia de la Proposición 4.10.

5. La Independencia del Anillo Ambiente II

Hasta ahora hemos construido unos ciertos módulos en R-DMod.
Sabemos que R-DMod es una subcategoŕıa plena de A-Mod para cualquier
anillo A en el que R sea un ideal bilátero. Mas aun, sabemos que si
β : R → B es un homomorfismo de anillos con B un anillo con identi-
dad, tal que Ker(β) y Coker(β) es de torsión como R-módulos por la
derecha, entonces R-DMod es una subcategoŕıa plena de B-Mod.

El caso del anillo B y el homomorfismo β : R → B con núcleo y
conúcleo de torsión incluye en particular al caso del anillo A en el cual
R es un ideal bilátero, por lo tanto vamos a ver la independencia de
esta elección en este caso general.

Si π : X → R es la aplicación que estamos considerando, podemos
componerla con β y obtener β ◦ π : X → B. Dado un σ ∈ ΞU(X),
podemos construir el módulo 〈〈σ〉〉 utilizando la extensión de Dorroh
de R, Z×R, por un lado y por otro podemos construir el módulo que
momentáneamente denotaremos 〈〈σ〉〉β con la aplicación β◦π y el anillo
B (B en particular es un ideal bilátero en B). Vamos a ver que ambos
módulos son isomorfos de la forma canónica.

Proposición 4.34. Con las notaciones anteriores, el homomorfis-

mo

h : 〈〈σ〉〉 → 〈〈σ〉〉β

〈x〉σ 7→ 〈x〉σ
es un isomorfismo.
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Demostración:

Si σ = ∅ entonces 〈〈σ〉〉 y 〈〈σ〉〉β son iguales a 0 y en particular isomorfos.
Podemos pues suponer que σ 6= ∅.

Como 〈〈σ〉〉β es un B-módulo, en particular es un Z×R-módulo, y h
está bien definido como consecuencia del Corolario 4.2.

Supongamos que tenemos un elemento de la forma
∑

x∈Xn∩σ

r(x)〈x〉σ ∈ Ker(h)

entonces
∑

x∈Xn∩σ(r(x))β〈x〉σ = 0 en 〈〈σ〉〉β. Podemos pues encontrar
un k ≥ n tal que (r(x)π(y))β = 0 para todo xy ∈ σ ∩ Xk con x ∈ Xn,
por lo tanto r(x)π(y) ∈ Ker(β) para todo bxy ∈ σ ∩ Xk con x ∈ Xn.
Usando que Ker(β) es de torsión, podremos encontrar un t ≥ k tal que
para todo xz ∈ X t ∩σ con x ∈ Xn, se tenga que r(x)π(z) = 0, pero de
ah́ı deducimos que

∑

x∈Xn∩σ

r(x)〈x〉σ = 0 ∈ 〈〈σ〉〉.

Para probar la suprayectividad, tenemos que ver que todos los ele-
mentos de la forma b〈x〉σ están en Im(h) para todo b ∈ B y todo x ∈ σ.
Como Coker(β) es de torsión, podremos encontrar un n ≥ 0 tal que
para todo y ∈ ∆xσ ∩ Xn, bπ(y) ∈ Rβ , pero entonces

b〈x〉σ =
∑

y∈Xn∩∆xσ

bπ(y)〈yx〉
σ
∈ Im(h).

Nota 4.35. Como Mod-B es una subcategoŕıa plena de Mod-Z×R,

los módulos 〈〈σ〉〉 también son planos en Mod-B.



TEMA 5

Los Funtores C y D

En este tema vamos a fijar un anillo R, un anillo con identidad B
y un homomorfismo de anillos β : R → B tal que Ker(β) y Coker(β),
considerados como R-módulos por la derecha, sean de torsión.

Cuando hablemos de B-módulos, siempre nos referiremos a módulos
unitarios como B-módulos, aśı se evitarán confusiones al decir que un
módulo MB es unitario, ya que M tiene dos estructuras, la de R-módulo
y la de B-módulo. Si a lo largo del tema decimos que un módulo
MB es unitario, nos referiremos a que es unitario como R-módulo, es
decir, MR = M , ya que como B-módulo siempre será unitario sin
mencionarlo expresamente. Lo mismo pasará cuando digamos que MB

es libre de torsión, evanescente o de torsión, nos referiremos a que lo
es como R-módulo.

Esta misma terminoloǵıa se utilizará cuando tratemos módulos por
la izquierda.

1. El Funtor C : Mod-B → CMod-R

Asociado a cualquier categoŕıa cociente existe lo que se conoce co-
mo el funtor de localización [42, Page 199]. Ya vimos en resultados
anteriores que la categoŕıa CMod-R es una categoŕıa cociente de la cat-
egoŕıa Mod-B con respecto a la clase de módulos de torsión. Esto hace
que tengamos un funtor

C : Mod-B → Mod-(B, G)

donde G = {aB ≤ BB : B/a ∈ T}. Puesto que estamos identificando
Mod-(B, G) con CMod-R, podemos considerar que nuestro funtor va
entre

C : Mod-B → CMod-R

De acuerdo con [42, Proposition IX.1.11], el funtor C es adjunto
por la izquierda del funtor de inclusión entre las categoŕıas

IC : CMod-R → Mod-R.

Si MB es libre de torsión se puede definir

C (MB) = lim
−→
a∈G

HomB(aB, MB)

135
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tal y como se ve en [42, Lemma IX.1.6] y existe un homomorfismo
canónico que denotaremos

ιM : MB → C (MB) .

Este homomorfismo tiene la propiedad de que Coker(ιM) ∈ T y que
Ker(ιM) = T (MB) = 0 en este caso.

Siendo algo mas precisos, ιM es un homomorfismo entre MB e
IC(C (MB)) ya que MB y C (MB) son objetos de categoŕıas diferentes
y hay que considerarlos dentro de la misma categoŕıa. A veces abusare-
mos un poco de la notación e identificaremos C (MB) con IC ◦C (MB).

Utilizando [42, Lemma IX.1.6] definiremos en el caso general

C (MB) = C (M/T (M))

y el homomorfismo

ιM : MB → IC ◦ C (MB)

como la composición de la proyección canónica pM : MB → M/T (M)
con ιM/T(M) : M/T (M) → IC ◦ C (M/T (M)).

De nuevo se cumple que Coker(ιM) = Coker(ιM/T(M)) es de torsión
y Ker(ιM) = Ker(pM) = T (MB).

Esto convierte a ι en una transformación natural de funtores

ι : IdMod-B → IC ◦ C

que cumple que para todo MB ∈ Mod-B, Ker(ιM) = T (MR) y Coker(ιM) ∈
T.

Proposición 5.1. Sea f : MB → NB un B-homomorfismo. En-

tonces son equivalentes

1. C (f) es un isomorfismo.

2. Ker(f) y Coker(f) son de torsión.

Demostración:

La naturalidad de la transformación ι nos hace que el siguiente diagra-
ma sea conmutativo

M
ιM−−−→ C (M)

f



y



yC(f)

N −−−→
ιN

C (N)

(1 ⇒ 2). Sea m ∈ Ker(f), entonces C (f) (ιM(m)) = ιN (f(m)) = 0
y por lo tanto ιM(m) = 0 por lo que m ∈ T (M).

Sea n ∈ N y sea (rk)k∈N ∈ RN. Como C (f) es iso, existe un
m ∈ C (M) tal que ιN(n) = C (f) (m).

Como Coker(ιN) es de torsión, existirá un k0 ∈ N tal que mr1 · · · rk0 =
ιM(m) para algún m ∈ M . Entonces

ιN (f(m)) = fCf(ιM(m)) = ιN(nr1 · · · rk0)
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y por lo tanto f(m) − nr1 · · · rk0 ∈ Ker(ιN ) por lo que existirá un
k1 ≥ k0 tal que

f(mrk0+1 · · · rk1) = nr1 · · · rk1 ∈ Im(f).

Como ésto lo hemos hecho para toda sucesión (rk)k∈N ∈ RN, deducimos
que Coker(f) es de torsión.

(2 ⇒ 1). Sea m ∈ C (M) tal que C (f) (m) = 0. Sea (rk)k∈N ∈ RN.
Para m podremos encontrar un k0 ∈ N tal que mr1 · · · rk0 = ιM (m)
para un cierto m ∈ M , por lo tanto ιN (f(m)) = 0.

Como Ker(ιN ) es de torsión, existirá un k1 ≥ k0 tal que f(m)rk0+1 · · · rk1 =
0 y como Ker(f) también lo es, existirá un k2 ≥ k1 tal que mrk0+1 · · · rk2 =
0, pero esto nos prueba que mr1 · · · rk2 = 0. Como se puede probar para
cualquier sucesión de elementos de R, deducimos que m ∈ T (C (M)) =
0 por ser C (M) libre de torsión.

Para ver que Coker(C (f)) es 0 vamos a probar que es de torsión
y libre de torsión al mismo tiempo. La razón por la que es libre de
torsión es por la Proposición 3.4.

Sea n ∈ C (N) y (rk)k∈N ∈ RN. Como Coker(ιN) es de torsión
podemos encontrar un k0 ∈ N tal que nr1 · · · rk0 = ιN (n) para algún
n ∈ N . Como Coker(f) también es de torsión, podremos encontrar un
k1 ≥ k0 tal que nrk0+1 · · · rk1 = f(m) para algún m ∈ M , pero entonces

nr1 · · · rk1 = C (f) (ιN (mrk0+1 · · · rk1)) ∈ Im(C (f)).

Como esto lo podemos hacer para toda sucesión de RN, deducimos que
Coker(C (f)) es de torsión, pero como también era libre de torsión,
concluimos que Coker(C (f)) = 0.

Ejercicio 5.1. Sea MB un módulo libre de torsión, h : XB → YB

un B-homomorfismo con conúcleo de torsión y f : XB → MB un B-
homomorfismo. Entonces si existe un g : YB → MB tal que g ◦ h = f ,
este g es único.

Solución:

Supongamos que existen dos homomorfismos g1 y g2 entre YB y MB

tales que g1 ◦ h = f = g2 ◦ h. Entonces tenemos que (g1 − g2) ◦ h = 0,
por lo tanto g1−g2 factoriza a través del conúcleo de h, es decir, existe
un homomorfismo γ : Coker(h) → MB tal que el siguiente diagrama es
conmutativo

YB −−−→ Coker(h)

g1−g2



y



yγ

MB MB

pero como HomB(Coker(h), MB) = 0 por ser Coker(h) de torsión y MB

libre de torsión, se ha de cumplir que γ = 0 y entonces g1 − g2 = 0.

Ejercicio 5.2. Sea C′ : Mod-B → CMod-R un funtor tal que
existe una transformación natural

ι′ : IdMod-B → IC ◦ C′
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cumpliendo para todo MB ∈ Mod-B que Ker(ι′M) = T (MB) y que
Coker(ι′M ) ∈ T. Demostrar que existe una equivalencia de funtores
σ : C → C′ tal que para todo MB el siguiente diagrama es conmutativo

MB MB

ιM



y



yι′M

IC ◦ C (MB) −−−−→
IC(σM )

IC ◦ C′ (MB)

Solución:

Por ser ι′M un morfismo con núcleo y conúcleo de torsión, tenemos que
C (ι′M ) es un isomorfismo para todo M . Además es natural por ser ι′

natural. Tenemos pues el siguiente diagrama conmutativo

M
ιM−−−→ C (M)

ι′M



y



yC(ι′M)

C′ (M) −−−→
ι
C′(M)

C (C′ (M)) .

Como C′ (M) ∈ CMod-R, entonces ιC′(M) es un isomorfismo que
compuesto con el inverso del isomorfismo C (ι′M ) nos da el isomorfis-
mo natural que buscábamos y por lo tanto la equivalencia entre los
funtores.

2. El Funtor D : B-Mod → R-DMod

Lema 5.2. Sea f : MB → NB un epimorfismo en R-DMod, en-

tonces ID(f) es un epimorfismo en B-Mod.

Demostración:

El submódulo Im(ID(f)) es un submódulo unitario de NB, por lo tanto
N/Im(ID(f)) ∈ R-DMod. Consideremos la proyección canónica p :
N → N/Im(ID(f)).

El morfismo f ∗ p es el morfismo 0, pero como f es un epimorfismo
en R-DMod se ha de cumplir que p = 0, por lo tanto Im(ID(f)) = N
por lo que ID(f) es un epimorfismo.

Definición 5.3. Sea M un generador de la categoŕıa R-DMod y
sea BL un B-módulo por la izquierda, sea H(L) = HomB(BM,B L),
denotaremos

ηL : M (H(L)) → L

el homomorfismo dado por ((mh)h∈H(L))ηL =
∑

h∈H(L)(mh)h.

Vamos a definir D (LB) = M (H(L))/U (Ker(ηL)). Denotaremos νL :
D (LB) → LB el homomorfismo dado por

((mh)h∈H(L) + U (Ker(ηL)))νL = ((mh)h∈H(L))ηL.

Proposición 5.4.
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1. El módulo D (BL) dado en la Definición 5.3 está en la categoŕıa

R-DMod.

2. La asignación D dada para objetos se puede extender para mor-

fismos de forma que D se convierte en un funtor.

3. Para todo BL en B-Mod, Im(νL) = U (BL).
4. Para todo BL en R-DMod, el homomorfismo νL es un isomorfis-

mo.

Demostración:

(1). Como M está en R-DMod y esta clase de módulos es cerrada para
coproductos, M (H(L)) también está en R-DMod, y como U (Ker(ηL))
es unitario, podemos utilizar la Proposición 3.13 y deducir que D (BL)
está en R-DMod. (2). Sean BL y BK dos R-módulos por la izquierda
y f :B L →B K un homomorfismo entre ellos. Este homomorfismo
induce otro

HomB(M, f) : HomB(M, L) → HomB(M, K)
h 7→ h ∗ f

Como hab́ıamos utilizado la notación H(L) para HomB(M, L), uti-
lizaremos también H(K) = HomB(M, K) y H(f) = HomB(M, f).

A partir de f vamos a definir el morfismo

M (H(f)) : M (H(L)) → M (H(K))

(mh)h∈H(L) 7→ (
∑

h∈H(f)−1(h) mh)h∈H(K)

donde con H(f)−1(h) denotamos el conjunto {h ∈ H(L) : (h)H(f) =
h}. Dicho de otro modo, si qh : M → M (H(L) y qh : M → M (H(K)) son
las inyecciones canónicas, entonces para todo m ∈ M , ((m)qh)M

(H(f)) =
(m)qh∗f .

Vamos a comprobar que con esta definición, M (H(f)) es un homo-
morfismo de B-módulos que hace conmutativo el siguiente diagrama

M (H(L)) ηL
−−−→ L

M (H(f))



y



yf

M (H(K)) ηK−−−→ K

Sean (mh)h∈H(L) y (m′
h)h∈H(L) elementos de M (H(L)) y sean a y a′ dos

elementos B, entonces

(a(mh)h∈H(L) +a′(m′
h)h∈H(L))M

(H(L)) = (amh +a′m′
h)h∈H(L))M

(H(L)) =



∑

h∈H(f)−1(h)

(amh + a′m′
h)





h∈H(K)

=



a
∑

h∈H(f)−1(h)

mh + a′
∑

h∈H(f)−1(h)

m′
h)





h∈H(K)

=
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a




∑

h∈H(f)−1(h)

mh





h∈H(K)

+ a′




∑

h∈H(f)−1(h)

m′
h)





h∈H(K)

=

a((mh)h∈H(L))h∈H(L))M
(H(L)) + a′((m′

h)h∈H(L))M
(H(L)).

Sea (mh)h∈H(L) ∈ M (H(L)), por un lado tenemos que ((mh)h∈H(L))(ηL∗
f) =

∑

h∈H(L)(mh)h ∗ f .
Por otro lado

((mh)h∈H(L))(M
(H(f)) ∗ ηK) =









∑

h∈H(f)−1(h)

mh





h∈H(K)




 ηK =

∑

h∈H(K)

∑

h∈H(f)−1(h)

(mh)h =
∑

h∈H(K)

∑

h∈H(f)−1(h)

(mh)h ∗ f =

=
∑

h∈H(L)

(mh)h ∗ f.

Siendo esta última igualdad consecuencia de que la aplicación

φ : H(L) → {(h, h) : h ∈ H(K), h ∈ H(f)−1(h)}
h 7→ (h ∗ f, h)

es una biyección.
Sea m̃ ∈ Ker(ηL), entonces 0 = (m̃)ηL ∗ f = (m̃)M (H(f)) ∗ ηK y por

lo tanto (m̃)M (H(f)) ∈ Ker(ηK). Esto prueba que (Ker(ηL))M (H(f)) ⊆
Ker(ηK) y por lo tanto (U (Ker(ηL)))M (H(f)) ⊆ U (Ker(ηK)) y pode-
mos definir

D (f) : D (LB) → D (KB)
m̃ + U (Ker(ηL)) 7→ (m̃)M (H(f))

Con esta definición obtenemos además la conmutatividad del diagrama

D (L)
νL−−−→ L

D(f)



y



yf

D (K)
νK−−−→ K.

El resto de las comprobaciones necesarias para ver que D es un
funtor se realizarán en el Ejercicio 5.3.

(3). Sea BL un B-módulo por la izquierda y sea m ∈ U (BL). Sea
X un conjunto y π : X → R una aplicación tal que π(X) sea un con-
junto T-generador por la derecha de R (ya vimos que estos conjuntos
y aplicaciones existen para cualquier anillo). Utilizando la Proposi-
ción 4.32 sabemos que existe un soporte unitario σ y un homomorfis-
mo f : 〈〈σ〉〉 → U (BL) tal que (〈∅〉σ)f = m. Por ser M un generador
tenemos un epimorfismo η〈〈σ〉〉 : M (H(〈〈σ〉〉)) → 〈〈σ〉〉 y como 〈∅〉σ ∈ 〈〈σ〉〉
podemos encontrar un subconjunto finito I ⊆ H(〈〈σ〉〉), y unos elemen-
tos {mi ∈ M : i ∈ I} tales que 〈∅〉σ =

∑

i∈I(mi)i.
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Consideremos los homomorfismos

M
i

−−−→ 〈〈σ〉〉
f

−−−→ U (BL)
q

−−−→ BL

donde q : U (BL) →B L es la inclusión canónica. Sea I0 = I/ ∼
el conjunto de clases de equivalencia de I con la relación i ∼ i′ si y
solo si i ∗ f ∗ q = i′ ∗ f ∗ q. Para cada clase de equivalencia v ∈ I0

definiremos hv = i ∗ f ∗ q para un i ∈ v (por la definición de la relación
de equivalencia, esta definición no depende de la elección de i) y mv =
∑

i∈v mi, entonces obtenemos que m =
∑

v∈I0
(mv)hv donde mv ∈ M y

hv ∈ H(L), siendo todos los hv distintos. Esto prueba que m ∈ Im(ηL).
Como esto se puede hacer para todos los m ∈ U (L), hemos probado

que U (L) ⊆ Im(ηL). El otro contenido es trivial porque Im(ηL) es un
cociente de un módulo unitario y por lo tanto es unitario y ha de estar
contenido en U (L).

(4). Para probar el último apartado, supongamos que BL ∈ R-DMod,
entonces en particular es unitario y por lo tanto ηL es un epimor-
fismo, pero utilizando la Proposición 3.13 deducimos que Ker(ηL) es
unitario y por lo tanto U (Ker(ηL)) = Ker(ηL). Esto prueba que
Ker(νL) = Ker(ηL)/U (Ker(ηL)) = 0 y junto con el hecho de que νL es
un epimorfismo, concluimos que ηL es un isomorfismo.

Ejercicio 5.3. Sean K,K ′ y K ′′ tres B-módulos por la izquierda
y sean f : K → K ′ y f ′ : K ′ → K ′′, B-homomorfismos. Entonces
D (f ∗ g) = D (f) ∗ D (g).

Solución:

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

D (K)
νK−−−→ K

D(f)



y



yf

D (K)′
νK′−−−→ K ′

D(f ′)



y



yf ′

D (K)′′
νK′′−−−→ K ′′

La conmutatividad del cuadrado exterior se deduce de la conmutativi-
dad de los dos cuadrados interiores. Podemos pues asegurar que el sigu-
iente diagrama es conmutativo con los dos morfismos, tanto D (f ∗ f ′)
como D (f) ∗ D (f ′),

D (K)
νK−−−→ K

D(f)∗D(f ′)



yD(f∗f ′)



yf∗f ′

D (K)′′
νM−−−→ K ′′

Denotemos ǫ = D (f)∗D (f ′)−D (f ∗ f ′). Lo que hemos probado es que
ǫ∗νK ′′ = 0 y por lo tanto existe un morfismo ǫ : D (K) → Ker(νK ′′) tal
que ǫ∗νk

K ′′ = ǫ. Pero Ker(νK ′′) = Ker(ηK ′′)/U (Ker(ηK ′′)), en particular
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U (Ker(νK ′′)) = 0 y ǫ es un morfismo entre un módulo unitario y uno
evanescente, por lo que ha de ser 0. Esto prueba que ǫ = 0 y el resultado
del ejercicio.

Lema 5.5. Sea L ∈ R-DMod y sea K ∈ B-Mod, entonces para todo

B-homomorfismo f : L → K existe un único f : L → D (K) tal que

f ∗ νK = f .

Demostración:

Empecemos probando la existencia y posteriormente probaremos la
unicidad.

Dado f : L → K consideremos el siguiente diagrama conmutativo

D (L)
νL−−−→ L

D(f)



y



yf

D (K)
νK−−−→ K.

Como νL es un isomorfismo, podemos definir f = ν−1
L ∗ D (f) que

cumple la condición del enunciado.
Para ver la unicidad, supongamos que tenemos dos morfismos g1, g2 :

L → D (K) tales que g1∗νK = f = g2∗νK . Entonces (g1−g2)∗νK = 0,
por lo tanto podemos encontrar un morfismo h : L → Ker(νK) tal que
h ∗ νk

K = g1 − g2. Pero HomB(L, Ker(νK)) = 0 porque L es unitario y
U (Ker(νK)) = 0, por lo tanto h = 0 y g1 = g2.

Proposición 5.6. El funtor D : B-Mod → R-DMod es un adjunto

por la derecha de la inclusión canónica ID : R-DMod → B-Mod.

Demostración:

Para probar ésto tenemos que encontrar un isomorfismo natural entre

HomB(ID(−),−) → HomB(−,D (−)).

En realidad nos resulta mas cómodo ver el isomorfismo en el otro sen-
tido, para ello tomemos L ∈ R-DMod, K ∈ B-Mod, definiremos

αLK : HomB(L,D (K)) → HomB(L, K)
f 7→ f ∗ ηK

Este homomorfismo es claramente natural. Para probar que es un iso-
morfismo veamos que es mono y epi. Para ver que es mono supongamos
que tenemos un morfismo f : L → D (K) tal que f ∗ ηK = 0. La de-
mostración del Lema 5.5 nos dice que f ha de ser 0. También ese mismo
lema nos da la antiimagen de cualquier morfismo f : L → K.

3. Primeras Consecuencias de la Existencia de C y D

Proposición 5.7. La categoŕıa CMod-R es una categoŕıa reflexiva

con respecto a la categoŕıa Mod-B y la categoŕıa R-DMod es correflexiva

con respecto a B-Mod.
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Demostración:

Hemos visto por propiedades generales de la localización que el funtor
C es un adjunto por la izquierda de IC y en la sección anterior que D

es un adjunto por la derecha de ID. Además las categoŕıas CMod-R y
R-DMod son respectivamente subcategoŕıas plenas de Mod-B y B-Mod,
i.e. los funtores IC e ID son funtores plenos.

Este resultado nos permite utilizar todos los resultados que obtu-
vimos en el Tema 3 sobre categoŕıas correflexivas y sus duales sobre
categoŕıas reflexivas. Por ejemplo, al ser B-Mod y Mod-B categoŕıas
completas y cocompletas, deducimos que R-DMod y CMod-R son cat-
egoŕıas completas y cocompletas.

Proposición 5.8. Sea ((Mi)i∈I , (σji : Mi → Mj)i≤j) un sistema

inverso en R-DMod, entonces el ĺımite inverso de dicho sistema en la

categoŕıa R-DMod es

lim
←−
i∈I

Mi = D

(

lim
←−
i∈I

ID(Mi)

)

.

Del mismo modo, si ((Mi)i∈I , (σji : Mi → Mj)i≤j) es un sistema

directo en R-DMod, entonces el ĺımite directo de dicho sistema en la

categoŕıa R-DMod es

lim
−→
i∈I

Mi = D

(

lim
−→
i∈I

ID(Mi)

)

teniendo en cuenta que en este caso se tiene que νlim
−→

Mi
es un isomor-

fismo.

Demostración:

La parte del ĺımite inverso es consecuencia de la Proposición 1.50, la
del ĺımite directo es consecuencia de la Proposición 1.48 o también de
la Proposición 3.16.

Notemos que ν es precisamente la counidad de la adjunción.

Proposición 5.9. Sea ((Mi)i∈I , (σji : Mi → Mj)i≤j) un sistema

inverso en CMod-R, entonces el ĺımite inverso de dicho sistema en la

categoŕıa CMod-R es

lim
←−
i∈I

Mi = C

(

lim
←−
i∈I

IC(Mi)

)

teniendo en cuenta que en este caso se tiene que ιlim
←−

Mi
es un isomor-

fismo.

Del mismo modo, si ((Mi)i∈I , (σji : Mi → Mj)i≤j) es un sistema

directo en CMod-R, entonces el ĺımite directo de dicho sistema en la
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categoŕıa CMod-R es

lim
−→
i∈I

Mi = C

(

lim
−→
i∈I

IC(Mi)

)

.

Demostración:

Esta demostración se puede hacer dualizando la de la Proposición 1.50
y la de la Proposición 1.48 o también de la Proposición 3.7. También
se puede ver en general para categoŕıas cocientes en [42, Proposition
X.1.2].

Notemos que ι es precisamente la unidad de la adjunción.
La categoŕıa CMod-R, por ser una categoŕıa cociente, es de Giraud

y por lo tanto Grothendieck, ver [42, Chapter X]. El generador de
la categoŕıa es precisamente C (B) utilizando [42, Proposition X.1.3].
Además al ser Grothendieck, en particular sabemos que es abeliana
por ambos lados. Los resultados relativos a la propiedad de ser una
categoŕıa de Giraud no pueden dualizarse.

Nota 5.10. La categoŕıa R-DMod es una categoŕıa aditiva.

Demostración:

Al ser una subcategoŕıa plena de B-Mod, podemos utilizar su estructura
aditiva. Además el objeto 0 de B-Mod está en la subcategoŕıa R-DMod.

Proposición 5.11. Sea f :B L →B K un morfismo en R-DMod.

Entonces f es un monomorfismo en R-DMod si y solo si Ker(ID(f))
es evanescente.

Demostración:

(⇒). Supongamos que existe un elemento m ∈ U (Ker(ID(f))) \ {0}.
Consideremos un conjunto X y una aplicación π : X → R tal que π(X)
sea un conjunto T-generador por la derecha de R. Para el elemento
m podemos encontrar un soporte unitario σ y un homomorfismo h :
〈〈σ〉〉 → U (Ker(ID(f))) tal que (〈∅〉σ)h = m. Pero entonces h∗f = 0 y
sin embargo h 6= 0 lo cual contradice que f pueda ser un monomorfismo.

(⇐). Sea BK ∈ R-DMod y h :B K →B L tal que h∗f = 0, entonces
h factoriza a través de Ker(f), es decir, existe un h : K → Ker(f) tal
que h ∗ fk = h, pero HomB(K, Ker(f)) = 0, por lo tanto h = 0.

Proposición 5.12. La categoŕıa R-DMod es una categoŕıa abeliana

por la derecha.

Demostración:

Hemos visto ya que es una categoŕıa aditiva y que tiene núcleos y
conúcleos.

Para ver que R-DMod es conormal supongamos que f : L → K es
un epimorfismo en R-DMod, entonces utilizando el Lema 5.2 sabemos
que ID(f) es un epimorfismo en B-Mod, además su núcleo es unitario y
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tenemos un epimorfismo νKer(f) : D (Ker(f)) → Ker(f), si componemos
este morfismo con la inclusión fk : Ker(f) → L tenemos νKer(f) ∗ fk :
D (Ker(f)) → L que es un morfismo en R-DMod. El conúcleo de este
morfismo en R-DMod es el mismo que en B-Mod que es L/Ker(f) ≃ K,
por lo tanto f es precisamente el conúcleo de este morfismo.

Nos queda por último ver que todo morfismo se descompone en
mono y epi. Sea f : X → Y un morfismo en R-DMod. Denotemos
Z = X/U (Ker(ID(f))) y e : X → K la aplicación canónica. Por ser
X un módulo de R-DMod y U (Ker(ID(f))) unitario, tenemos que Z ∈
R-DMod, además e es un epimorfismo. Denotaremos por m : Z → Y
el morfismo que a un elemento x + U (Ker) (ID(f)) lo lleva a (x)f . El
núcleo de ID(m) es precisamente Ker(f)/U (Ker(f)) ∈ V por lo tanto
aplicando la proposición anterior m es un monomorfismo.

Claramente e ∗ m = f . Lo único que nos queda por probar es la
unicidad de la descomposición. Supongamos que tenemos otro Z ′ ∈
R-DMod y otros morfismos e′ : X → Z ′ y m′ : Z ′ → Y tales que e′

es un epimorfismo en R-DMod, m′ un monomorfismo en R-DMod y
e′ ∗ m′ = f .

Por ser e′ un epimorfismo y Z ′ un módulo de R-DMod, Ker(ID(e′))
es unitario, además claramente Ker(ID(e′)) ⊆ Ker(ID(f)), por lo tanto
Ker(ID(e′)) ⊆ U (()Ker(ID(f))) = Ker(ID(e)). Como e ∗ m = e′ ∗ m′,
tenemos que

Ker(ID(e))/Ker(ID(e′)) ⊆ Ker(m′) ∈ V

por lo tanto Ker(ID(e)) = Ker(ID(e′)). Esto nos prueba que e = e′,
pero como ambos son epimorfismos, los podemos cancelar y deducir
que también m = m′.

Proposición 5.13. Sean R y R′ anillos y sea R′PR un bimódulo.

Entonces C (PR) tiene una única estructura de (R′, R)-bimódulo tal que

ιP : P → C (P ) es un homomorfismo de bimódulos.

Demostración:

Sea r′ ∈ R′. Podemos definir el R-homomorfismo

L(r′) : P → P
p 7→ r′p.

Si aplicamos el funtor C a éste homomorfismo obtenemos C (L(r′)) :
C (P ) → C (P ). Definiremos

r′x = C (L(r′)) (x) ∀r′ ∈ R′, x ∈ C (P ) .

Por la definición y la naturalidad de la transformación ι, sabemos
que para todo p ∈ P y todo r′ ∈ R,

ιP (r′p) = ιP ◦ L(r′)(p) = C (L(r′)) ◦ ιP (p) = r′ιP (p).

Sean r′, s′ ∈ R′. Claramente L(r′ + s′) = L(r′) + L(s′) y usando
que C es un funtor aditivo deducimos que C (L(r′ + s′)) = C (L(r′)) +
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C (L(s′)). El resto de las propiedades que son necesarias para ver que
C (P ) es un R′-módulo por la izquierda se ven de forma similar.

Vamos a ver que tiene estructura de bimódulo. Para ello tomemos
r′ ∈ R′, r ∈ R y x ∈ C (P ),

(r′x)r = (C (L(r′)) (x))r = C (L(r′)) (xr) = r′(xr).

Por último vamos a ver que esta definición es única. Supongamos
que existiera otra forma de definir una operación · : R′ × C (P ) → P
que dotara a P de estructura de (R′, R)-bimódulo tal que ιP es un
homomorfismo de bimódulos.

Sea r′ ∈ R′ y x ∈ C (P ), vamos a probar que r′x− r′ · x = 0 viendo
que están en la torsión de C (P ). Para ello tomemos (rn)n∈N ∈ RN,
Como Coker(ιP ) es de torsión, existirá un n0 ∈ N tal que

xr1 · · · rn0 , r
′xr1 · · · rn0, r

′ · xr1 · · · rn0 ∈ Im(P ),

sea p ∈ P tal que ιP (p) = xr1 · · · rn0 entonces

r′xr1 · · · rn0 = r′ιP (p) = ιP (r′p)

r′ · xr1 · · · rn0 = r′ · ιP (p) = ιP (r′p)

por lo tanto (r′x − r′ · x)r1 · · · rn0 = 0, lo que prueba que r′x − r′ · x ∈
T (C (PR)) = 0 y por lo tanto la unicidad de la operación.

Nota 5.14. Con esta estructura, el homomorfismo canónico ιB :
B → C (BB) es además de un homomorfismo de bimódulos, un homo-

morfismo de anillos.

Demostración:

Ver [42, Página 217].

Proposición 5.15. Todos los módulos de R-DMod tienen una única

estructura de C (BB)-módulos unitarios que extiende la estructura de

B-módulos.

Demostración:

Consideremos BL ∈ R-DMod y el homomorfismo de anillos

γ : B → BiEnd(BL)

dado por bγ(m) = bm para todo b ∈ B y todo m ∈ L.

Éste homomorfismo de anillos γ es también un homomorfismo de
B-módulos ya que para todo a, b ∈ B y todo m ∈ L, (ab)γ(m) = abm =
a(bγ(m)).

Utilizando el hecho de que BiEnd(BL) ∈ CMod-R, podemos levan-
tar γ a un homomorfismo γ : C (BB) → BiEnd(BL) tal que γ ◦ ιB = γ.

Tenemos que comprobar que de hecho éste es un homomorfismo de
anillos ya que de momento solo sabemos que es un homomorfismo de
R-módulos.

Para ello tomemos c, d ∈ C (BB), si probamos que (γ(cd)−γ(c)γ(d)) ∈
T (BiEnd(BL)) = 0 habremos terminado. Sea (rn)n∈N ∈ RN, podemos
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encontrar un n0 ∈ N tal que cdr1 · · · rn0 , dr1 · · · rn0 ∈ Im(ιB). Sean
a, b ∈ B tales que ιB(a) = cdr1 · · · rn0 , ιB(b) = dr1 · · · rn0 entonces

γ(cd)r1 · · · rn0rn0+1 = γ(arn0+1) = γ(a)γ(rn0+1) =

γ(cb)γ(ιB(rn0+1)) == γ(c)γ(bιB(rn0+1)) = γ(c)γ(d)r1 · · · rn0rn0+1.

Para probar la unicidad de esta extensión, supongamos que ex-
istieran dos homomorfismos γ, γ̃ : C (BB) → BiEnd(BL) tales que
γ ◦ ιB = γ = γ̃ ◦ ιB. Como estos homomorfismos de anillos extienden
la estructura de R-módulo, han de ser también R-homomorfismos de
módulos.

La diferencia entre estos dos homomorfismos al componerla con ιB
es 0, por lo tanto ha de factorizar a través del conúcleo de ιB que es de
torsión, pero entonces ha de ser 0 porque

HomR(Coker(ιB), BiEnd(BL)) = 0.

Proposición 5.16. Sean X, Y, Z módulos de R-DMod, y sean f :
X → Y , g : Y → Z homomorfismos entre ellos. Entonces la sucesión

X
f

−−−→ Y
g

−−−→ Z −−−→ 0

es exacta en R-DMod si y solo si

ID(X)
ID(f)
−−−→ ID(Y )

ID(g)
−−−→ ID(Z) −−−→ 0

es exacta en B-Mod.

Demostración:

(⇒). Eso es consecuencia de que como ID tiene un adjunto por la
izquierda por lo que es exacto por la derecha.

(⇐). El morfismo g es un epimorfismo por el Lema 5.2. Para probar
que la sucesión es exacta en Y tenemos que probar que f c = gkc.

El conúcleo de f es precisamente el morfismo

f c : Y → Y/Im(ID(f))

ya que los ĺımites directos calculados en R-DMod son los mismos que los
calculados en B-Mod. El núcleo de g es la composición de los morfismos
siguientes

D (Ker(ID(g)))
νKer(ID(g))

−−−−−−→ Ker(ID(g))
ID(g)k

−−−→ Y

como consecuencia de la Proposición 5.8.
El conúcleo del núcleo de g va a resultar pues el conúcleo de este

morfismo, que como es un ĺımite directo, es el mismo que el calculado
en B-Mod. Como Ker(ID(g)) es unitario por ser g un epimorfismo,
entonces νKer(ID(g)) es un epimorfismo y por lo tanto el conúcleo del
núcleo de g es igual al conúcleo de ID(g)k, que resulta ser

gck : Y → Y/Ker(ID(g)).
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Pero como la sucesión

ID(X)
ID(f)
−−−→ ID(Y )

ID(g)
−−−→ ID(Z) −−−→ 0

es exacta en B-Mod, Ker(ID(g)) = Im(ID(f)), de donde concluimos
que gck = f c que era lo que queŕıamos probar.



TEMA 6

Funtores Extensibles

Definición 6.1. Sea R un anillo, A′ un anillo con identidad y F :
R-DMod → A′-Mod un funtor que conserva ĺımites directos.

Diremos que F es extensible si existe un conjunto X y una apli-
cación π : X → R con π(X) un conjunto T-generador por la derecha
de R tal que para todo σ ∈ ΞU(X), la aplicación canónica

lim
←−

τ∈ΞU(X)

F (〈〈τ〉〉) → F (〈〈σ〉〉)

es un epimorfismo.

Ejemplo 6.2. Si R tiene algún conjunto T-generador por la derecha
finito, entonces todo funtor F : R-DMod → A′-Mod que conserve
ĺımites directos es extensible.

Demostración:

Tomemos X dicho conjunto T-generador por la derecha finito y π :
X → R la inclusión de X en R.

El soporte Σ(X) es un soporte unitario en este caso y

lim
←−

τ∈ΞU(X)

F (〈〈τ〉〉) = F (〈〈Σ(X)〉〉)

además, para cada σ ∈ ΞU(X), el homomorfismo canónico

F (〈〈Σ(X)〉〉) → F (〈〈σ〉〉)

que aparece es precisamente F (ΦΣ(X),σ) que es un epimorfismo porque
ΦΣ(X),σ es un epimorfismo y F conserva ĺımites directos y en particular
es exacto por la derecha.

Ejemplo 6.3. Sea A′PR un (A′, R)-bimódulo con A′P = P . El
funtor

P ⊗R − : R-DMod → A′-Mod

es un funtor extensible.

Demostración:

Sea π : X → R una aplicación tal que π(X) sea un conjunto T-
generador por la derecha de R. Sea σ ∈ ΞU(X). Los elementos de
P ⊗R 〈〈σ〉〉 se pueden poner como sumas finitas de elementos de la for-
ma p ⊗ 〈x〉σ para algún p ∈ P y algún x ∈ σ. Si demostramos que
todos estos elementos están en la imagen del morfismo

lim
←−

τ∈ΞU(X)

P ⊗R 〈〈τ〉〉 → P ⊗R 〈〈σ〉〉

149
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habremos terminado. Vamos pues a probar ésto:
Consideremos el elemento que denotaremos p⊗〈x〉 ∈ lim

←−

τ∈ΞU(X)

P ⊗R 〈〈τ〉〉

definido como p ⊗ 〈x〉τ si x ∈ τ y 0 en caso contrario. Este elemen-
to está en este ĺımite inverso y además trivialmente se tiene que su
componente en P ⊗R 〈〈σ〉〉 es precisamente p ⊗ 〈x〉σ.

Nuestro objetivo en este Tema es precisamente caracterizar los fun-
tores que cumplen la propiedad de ser extensibles. Veremos que son
precisamente aquellos que se pueden poner como producto tensorial
por un cierto bimódulo.

1. La Categoŕıa de Funtores que Conservan Ĺımites Directos

Definición 6.4. Sean R y R′ dos anillos, vamos a denotar

LDFun(R-DMod, R′-DMod)

la categoŕıa cuyos objetos son los funtores F : R-DMod → R′-DMod que
conservan ĺımites directos, y cuyos morfismos son las transformaciones
naturales entre ellos.

Tenemos que probar que de hecho esto es una categoŕıa, ya que
podŕıa darse el caso de que para dos funtores que conserven ĺımites
directos F y F ′, la clase de las transformaciones naturales entre F y
F ′ podŕıa no ser un conjunto. En esta sección vamos a ver que eso es
imposible.

Proposición 6.5. Sean F, F ′ ∈ LDFun(R-DMod, R′-DMod) y sea

RM un generador de la categoŕıa R-DMod. Entonces si tenemos dos

transformaciones naturales α, β : F → F ′ tales que αM = βM , entonces

α = β.

Demostración:

Sea I un conjunto de ı́ndices y consideremos el módulo M (I). Sea qi :
M → M (I) la inyección canónica. Entonces tenemos por la naturalidad
de α y β que

F (qi) ∗ αM (I) = αM ∗ F ′(qi) = βM ∗ F ′(qi) = F (qi) ∗ βM (I)

Como esto lo podemos hacer para todo i y los funtores F y F ′ conservan
coproductos, deducimos que αM (I) = βM (I).

Para probarlo en general consideremos un módulo N ∈ R-DMod, y
un epimorfismo

M (J) → N → 0.

Ésto se puede hacer por ejemplo utilizando el epimorfismo ηN dado en la
Definición 5.3. Si aplicamos los funtores F y F ′ a dichos epimorfismos,
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obtenemos un diagrama como sigue

F (M (J)) −−−→ F (N)


yα

M(J)=β
M(J) βN



yαN

F ′(M (J)) −−−→ F ′(N).

Como F conserva ĺımites directos, en particular es exacto por la derecha
y por lo tanto el morfismo F (M (J)) → F (N) es un epimorfismo, pero
entonces βN y αN compuestos con el dan el mismo morfismo y han de
ser iguales.

Corolario 6.6. Sean F, F ′ ∈ LDFun(R-DMod, R′-DMod), entonces

las transformaciones naturales entre F y F ′ forman un conjunto.

Demostración:

Sea M un generador de la categoŕıa R-DMod. En la proposición anteri-
or, probamos que las transformaciones naturales entre F y F ′ se pod́ıan
considerar contenidas dentro de HomR′(F (M), F (M ′)), pero como éste
es un conjunto, concluimos que las transformaciones naturales entre F
y F ′ también son un conjunto.

Este corolario hace que podamos hablar propiamente de la categoŕıa
LDFun(R-DMod, R′-DMod).

2. Funtores que Conservan Coproductos

Sea (Mi)i∈I una familia de objetos de la categoŕıa R-DMod. Tal
y como hemos visto en resultados anteriores, el coproducto de dichos
objetos calculado en R-MOD está en R-DMod y por lo tanto este objeto
también es el coproducto de estos objetos en R-DMod. Aparte de los
morfismos canónicos qi : Mi →

∐

j∈I Mj existen otros pi :
∐

j∈I Mj →
Mi que son las proyecciones en cada una de las componentes. Lo que
vamos a hacer en esta sección es ver cómo se transfieren estos morfismos
en el caso de funtores que conserven coproductos.

Lema 6.7. Sea (Mi)i∈I una familia de objetos en R-DMod y M ∈
R-DMod junto con los morfismos (qi : Mi → M)i∈I un coproducto de

dicha familia. Entonces existen morfismos (pi : M → Mi)i∈I cumplien-

do las siguientes condiciones:

1. qi ∗ pi = idMi
para todo i ∈ I.

2. qi ∗ pj = 0 para todo i 6= j ∈ I.
3. ∀m ∈ M , el conjunto {i ∈ I : (m)pi 6= 0} es finito.

4. ∀m ∈ M ,
∑

i∈I(m)pi ∗ qi = m.

Rećıprocamente, sea (Mi)i∈I una familia de objetos de la categoŕıa

R-DMod y M ∈ R-DMod junto con los morfismos (qi : Mi → M)i∈I y

(pi : M → Mi)i∈I cumpliendo las condiciones (1), (2), (3) y (4) anteri-

ores. Entonces

(M, (qi : Mi → M)i∈I)

es un coproducto de los objetos (Mi)i∈I en la categoŕıa R-DMod.
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Demostración:

La primera parte es evidente puesto que M ≃
∐

i∈I Mi en R-MOD

y podemos utilizar las proyecciones canónicas. Para ver el rećıproco
consideremos una familia de morfismos (hi : Mi → H)i∈I . Para definir
g : M → H utilizaremos la fórmula

(m)g =
∑

i∈I

(m)pi ∗ hi.

Notemos que esta suma es finita fijado un elemento m por la propiedad
(3). Tenemos que ver que para todo i ∈ I, qi∗g = hi. Para ello tomemos
mi ∈ Mi,

((mi)qi)g =
∑

j∈I

(mi)qi ∗ pj ∗ hj = (mi)qi ∗ pi ∗ hi = (mi)hi

para ver la unicidad consideremos g : M → H otro morfismo tal que
para todo i ∈ I, g ∗ qi = hi. Entonces

(m)g =
∑

i∈I

(m)pi ∗ qi ∗ g =
∑

i∈I

pi ∗ hi = (m)g.

Lema 6.8. Sea (Mi)i∈I una familia de objetos de la categoŕıa R-DMod

y M ∈ R-DMod junto con los morfismos (qi : Mi → M)i∈I un copro-

ducto de la dicha familia. Sean (p′i : M → Mi)i∈I una familia de

morfismos tales que

1. qi ∗ p′i = idMi
para todo i ∈ I.

2. qi ∗ p′j = 0 para todo i 6= j ∈ I.

Entonces estos morfismos han de cumplir también las condiciones

3. ∀m ∈ M , el conjunto {i ∈ I : (m)p′i 6= 0} es finito.

4. ∀m ∈ M ,
∑

i∈I(m)p′i ∗ qi = m.

Si existiera otra familia de morfismos (p′′i : M → Mi)i∈I cumpliendo

las condiciones (1) y (2), necesariamente se tendrá que cumplir que

p′i = p′′i para todo i ∈ I.

Demostración:

Utilizando el Lema 6.7, sabemos que existe una familia de morfismos
(pi : M → Mi)i∈I cumpliendo las condiciones (1), (2), (3) y (4). Si
probamos la unicidad a partir de las dos primeras el lema quedará
demostrado.

Sea m ∈ M , e I0 el conjunto finito {i ∈ I : (m)pi 6= 0}. Para todo
i, j ∈ I se cumple que qi ∗ pj = qi ∗ p′j ya que si i = j entonces ambos
morfismos son idMi

y si i 6= j entonces ambos son 0. Por lo tanto

(m)p′i =
∑

j∈I0

(m)pj ∗ qj ∗ p′i =
∑

j∈I0

(m)pj ∗ qj ∗ pi = (m)pi.

Hemos probado que p′i = pi. Del mismo modo se prueba que p′′i = pi

por lo tanto p′i = p′′i para todo i ∈ I.
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Proposición 6.9. Sea F : R-DMod → A′-Mod un funtor que con-

serve coproductos y sea (Mi)i∈I una familia de objetos de R-DMod,

M ∈ R-DMod junto con los morfismos (qi : Mi → M)i∈I un coproduc-

to de dicha familia. Sean (pi : M → Mi)i∈I unos morfismos cumpliendo

que

1. qi ∗ pi = idMi
para todo i ∈ I.

2. qi ∗ pj = 0 para todo i 6= j ∈ I.
3. ∀m ∈ M , el conjunto {i ∈ I : (m)pi 6= 0} es finito.

4. ∀m ∈ M ,
∑

i∈I(m)pi ∗ qi = m.

Entonces tenemos que

1. F (qi) ∗ F (pi) = idF (Mi) para todo i ∈ I.
2. F (qi) ∗ F (pj) = 0 para todo i 6= j ∈ I.
3. ∀m′ ∈ F (M), el conjunto {i ∈ I : (m′)F (pi) 6= 0} es finito.

4. ∀m′ ∈ F (M),
∑

i∈I(m
′)F (pi) ∗ F (qi) = m′.

Demostración:

Como F conserva coproductos, en particular es aditivo y conserva el
objeto 0 y los morfismos 0.

También como consecuencia de que F conserve coproductos, ten-
emos que F (M) junto con los morfismos (F (qi) : F (M) → F (Mi))i∈I

es una suma directa de la familia (F (Mi))i∈I . Los morfismos (F (pi))i∈I

cumplen las condiciones (1) y (2) por ser F un funtor aditivo. Entonces
utilizando el Lema 6.8, podemos deducir que también se cumplen las
condiciones (3) y (4).

3. El Grupo Ω(F )

En esta sección vamos a fijar dos anillos R y R′ junto con dos
conjuntos X, X ′ y aplicaciones π : X → R, π′ : X ′ → R′ tales que
π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y π′(X ′) es un
conjunto T-generador por la derecha de R′.

Definición 6.10. Sea F ∈ LDFun(R-DMod, R′-DMod). Denotare-
mos

Ω(F ) = lim
←−

σ∈ΞU(X)

lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈σ〉〉))

Antes de dar ejemplos de elementos en estos conjuntos vamos a ver
un poco mas en detalle cómo son estos elementos

Sea w ∈ Ω(F ), entonces w = (wσ)σ∈ΞU(X) de forma que wσ ∈
lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈σ〉〉)).

Tal y como denotamos en la Definición 4.29, para los elementos wσ

tenemos χ(wσ) ∈ ΞU(X ′) y un morfismo

wσ : 〈〈χ(wσ)〉〉 → 〈〈σ〉〉

que representa a wσ.
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Lema 6.11. Sean σ ⊇ τ dos soportes unitarios, entonces χ(wσ) ⊇
χ(wτ ), además el siguiente diagrama es conmutativo.

〈〈χ(wσ)〉〉
wσ−−−→ F (〈〈σ〉〉)

Φ′
χ(wσ)χ(wτ )



y



yF (Φστ )

〈〈χ(wτ )〉〉 −−−→
wτ

F (〈〈τ〉〉)

Donde con Φ′
χ(wσ)χ(wτ ) representamos el morfismo canónico que existe

entre 〈〈χ(wσ)〉〉 y 〈〈χ(wτ )〉〉.

Demostración:

Como w ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈σ〉〉)), tenemos que

(wσ) lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (Φστ )) = wτ

Esto, en términos de los morfismos que representan a wσ y wτ significa
que wτ y wσ ∗ F (Φστ ) representan el mismo elemento en

lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈τ〉〉)).

Utilizando la Proposición 4.28 deducimos que χ(wτ ) ⊆ σ y que el
diagrama del enunciado es conmutativo.

Proposición 6.12. Sea (θ, w) un par en el que θ : ΞU(X) →
ΞU(X ′) es una aplicación que conserva el orden y w es una familia

de morfismos tales que para todo σ ∈ ΞU(X),

wσ : 〈〈θ(σ)〉〉 → F (〈〈σ〉〉)

y tal que para todo par σ ⊇ τ , el siguiente diagrama es conmutativo

〈〈θ(σ)〉〉
wσ−−−→ F (〈〈σ〉〉)

Φ′
θ(σ)θ(τ)



y



yF (Φστ )

〈〈θ(τ)〉〉 −−−→
wτ

F (〈〈τ〉〉)

Entonces tenemos que

([wσ])σ∈ΞU(X) ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈σ〉〉))

donde con [wσ] representamos la clase de equivalencia del morfismo wσ

en lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈σ〉〉)).

Además todos los elementos de Ω(F ) pueden representarse como un

par de esta forma, aunque no necesariamente de forma uńıvoca.
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Demostración:

Por la construcción

[wσ] ∈ lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈σ〉〉)).

La condición de que

[wσ] lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (Φστ )) = [wτ ]

es consecuencia directa de la conmutatividad del diagrama del enunci-
ado.

La última afirmación es la que hemos hecho se obtiene tomando
θ(σ) = χ(wσ) para un w ∈ Ω(F ). La razón por la que no tiene que
ser uńıvoca esta representación es porque podemos tomar diferentes
aplicaciones θ : ΞU(X) → ΞU(X ′).

Proposición 6.13. Sea x ∈ Σ(X), entonces las familias de ho-

momorfismos π△(x) y π▽(x) dadas en la Definición 4.12 están en

Ω(IdR-DMod).

Demostración:

Ya hemos probado anteriormente que las aplicaciones ∇x y ∆x conser-
van el orden. Quedaŕıa por probar la conmutatividad de los diagramas
siguientes

〈〈∆xσ〉〉
π△(x)σ−−−−→ 〈〈σ〉〉

Φ∆xσ∆xτ



y



yΦστ

〈〈∆xτ〉〉 −−−−→
π△(x)τ

〈〈τ〉〉

〈〈∇xσ〉〉
π▽(x)σ−−−−→ 〈〈σ〉〉

Φ∇xσ∇xτ



y



yΦστ

〈〈∇xτ 〉〉 −−−−→
π▽(x)τ

〈〈τ〉〉

Para hacer ésto vamos a aplicar directamente las definiciones: Sea
y ∈ ∆xσ,

(〈y〉
∆xσ

)π△(x)σ ∗ Φστ = (〈yx〉
σ
)Φστ =

{

〈yx〉
τ

si xy ∈ τ

0 en otro caso

}

=

{

〈yx〉
τ

si y ∈ ∆xτ

0 en otro caso

}

=

({

〈y〉
∆xτ

si y ∈ ∆xτ

0 en otro caso

})

π△(x)τ = (〈y〉
∆xσ

)Φ∆xσ∆xτ ∗ π△(x)τ .

Sea xy ∈ ∇xσ,

(〈yx〉
∇xσ

)π▽(x)σ ∗ Φστ = (〈y〉
σ
)Φστ =

{

〈y〉
τ

si y ∈ τ

0 en otro caso

}

=

({

〈yx〉
∇xτ

si y ∈ τ

0 en otro caso

})

π▽(x)τ =

({

〈yx〉
∇xτ

si xy ∈ ∇xτ

0 en otro caso

})

π▽(x)τ = (〈yx〉
∇xσ

)Φ∇xσ∇xτ ∗ π▽(x)τ .
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Definición 6.14. Sean R, R′, R′′ anillos, X,X ′,X ′′ conjuntos, π :
X → R, π′ : X ′ → R′, π′′ : X ′′ → R′′ aplicaciones tales que π(X),
π′(X ′) y π′′(X ′′) son conjuntos T-generadores por la derecha de R,
R′ y R′′ respectivamente. Sean F ∈ LDFun(R-DMod, R′-DMod), F ′ ∈
LDFun(R′-DMod, R′′-DMod) y w ∈ Ω(F ), w′ ∈ Ω(F ′). Entonces definire-
mos w′ ◦ w ∈ Ω(F ′ ◦ F ) del siguiente modo:

Consideremos para w un par (θ, w) y para w′ un par (θ′, w′) que
representen a w y a w′ respectivamente como en la Proposición 6.12,
entonces w′ ◦w será el elemento de Ω(F ′ ◦ F ) representado por la apli-
cación θ′ ◦ θ y los morfismos w′

θσ ∗ F ′(wσ).

Ejercicio 6.1. Con las notaciones de la Definición 6.14, compro-
bar que w′◦w está efectivamente en Ω(F ′ ◦ F ) y que su valor no depende
de la elección hecha de (θ, w) ni (θ′, w′).

Solución:

Tenemos que comprobar las condiciones de la Proposición 6.12. La
primera es que θ′ ◦ θ conserva el orden, pero eso es trivial a partir del
hecho de que θ conserva el orden y θ′ también.

Sean σ ⊇ τ dos soportes unitarios sobre X. Por la elección de (θ, w)
tenemos la conmutatividad del siguiente diagrama

〈〈θ(σ)〉〉
wσ−−−→ F (〈〈σ〉〉)

Φ′
θ(σ)θ(τ)



y



yF (Φστ )

〈〈θ(τ)〉〉 −−−→
wτ

F (〈〈τ〉〉)

Si aplicamos F ′ a este diagrama obtenemos la conmutatividad del
cuadrado de la derecha del siguiente diagrama, la conmutatividad del
cuadrado de la izquierda viene por la elección de (θ′, w′).

〈〈θ′θ(σ)〉〉
w′θσ−−−→ F ′(〈〈θ(σ)〉〉)

F ′(wσ)
−−−−→ F ′ ◦ F (〈〈σ〉〉)

Φ′′
θ′θ(σ)θ′θ(τ)



y F ′(Φ′

θ(σ)θ(τ)
)



y



yF ′◦F (Φστ )

〈〈θ′θ(τ)〉〉 −−−→
w′θτ

F ′(〈〈θ(τ)〉〉) −−−−→
F ′(wτ )

F ′ ◦ F (〈〈τ〉〉)

La conmutatividad del cuadrado exterior nos da las condiciones que
buscábamos.

Vamos a probar ahora la independencia de la elección de (θ, w) y
(θ′, w′). Para ello consideremos (ϕ, v) y (ϕ′, v′) dos pares que cumplan
las condiciones de la Proposición 6.12 y que representen respectiva-
mente a w y a w′.

Sea σ un soporte unitario. Como wσ y vσ representan al mismo ele-
mento, podemos encontrar un soporte unitario sobre X ′ que llamaremos
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ρ′ tal que ρ′ ⊇ θ(σ) ∪ ϕ(σ) y el siguiente diagrama es conmutativo

〈〈ρ′〉〉
Φ′

ρ′ϕ(σ)
−−−−→ 〈〈ϕ(σ)〉〉



yΦ′

ρ′θ(σ)



yvσ

〈〈θ(σ)〉〉
wσ−−−→ F (〈〈σ〉〉).

Como w′
ρ′ y v′

ρ′ representan al mismo elemento, tenemos un ρ′′ ⊇
θ′(ρ′) ∪ ϕ′(ρ′) tal que el siguiente diagrama es conmutativo

〈〈ρ′′〉〉
Φ′′

ρ′′ϕ′(ρ′)
−−−−−→ 〈〈ϕ′(ρ′)〉〉



yΦ′′

ρ′′θ(ρ′)



yv′

ρ′

〈〈θ′(ρ′)〉〉
w′

ρ′

−−−→ F ′(〈〈ρ′〉〉).

Esto nos hace que los cuadrados de la esquina inferior derecha y
la superior izquierda del siguiente diagrama sean conmutativos. La
conmutatividad de los otros dos cuadrados viene por las condiciones
dadas a v′ y w′ en la Proposición 6.12.

〈〈ρ′′〉〉
Φ′′

ρ′′ϕ′(ρ′)
−−−−−→ 〈〈ϕ′(ρ′)〉〉

Φ′′
φ′(ρ′)φ′φ(σ)

−−−−−−−→ 〈〈φ′φ(σ)〉〉


yΦ′′

ρ′′θ(ρ′)



yv′

ρ′



yv′

φ(σ)

〈〈θ′(ρ′)〉〉
w′

ρ′

−−−→ F ′(〈〈ρ′〉〉)
F ′(Φ′

ρ′ϕ(σ)
)

−−−−−−→ F ′(〈〈ϕ(σ)〉〉)


yΦ′′

θ(ρ′)θ′θ(σ)



yF ′(Φ′

ρ′θ(σ)
)



yF ′(vσ)

〈〈θ′θ(σ)〉〉
w′

θ(σ)
−−−→ F ′(〈〈θ(σ)〉〉)

F ′(wσ)
−−−−→ F ′ ◦ F (〈〈σ〉〉).

La conmutatividad del cuadrado exterior nos dice que efectivamente los
morfismos w′

θ(σ) ∗ F ′(wσ) y v′
ϕ(σ) ∗ F ′(vσ) representan al mismo objeto

en

lim
−→

σ′′∈ΞU(X′′)

HomR′′(〈〈σ
′′〉〉, F ′ ◦ F (〈〈σ〉〉)).

Nota 6.15. Con esta notación obtenemos como consecuencia de la

Proposición 4.13 que para todo x, y ∈ Σ(X),

π▽(x) ◦ π▽(y) = π▽(xy)

π△(x) ◦ π△(y) = π△(xy)

Ejercicio 6.2. Sean Ri anillos, X i conjuntos, πi : X i → Ri apli-
caciones tales que πi(X i) es un conjunto T-generador por la derecha
de Ri, para i = 1, 2, 3, 4, F i ∈ LDFun(Ri-DMod, Ri+1-DMod) para
i = 1, 2, 3. Entonces

1. (w3 ◦w2) ◦w1 = w3 ◦ (w2 ◦w1) para todo wi ∈ Ω(F i), i = 1, 2, 3.
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2. (w2 + v2) ◦ w1 = w2 ◦ w1 + v2 ◦ w1 para todo w2, v2 ∈ Ω(F 2),
w1 ∈ Ω(F 1).

3. w2 ◦ (w1 + v1) = w2 ◦ w1 + w2 ◦ v1 para todo w1 ∈ Ω(F 2),
w1, v1 ∈ Ω(F 1).

Deducir que para todo funtor F : R-DMod → R′-DMod que conserve
ĺımites directos Ω(F ) es un bimódulo unitario sobre los anillos con
identidad Ω(IdR-DMod) y Ω(IdR′-DMod).

Solución:

(1). Sean (θi, wi) pares que representan a wi para i = 1, 2, 3. El
elemento w3 ◦ w2 viene representado por (θ3 ◦ θ2, w3

θ2σ2
∗ F 2(w2

σ2
)) por

lo tanto (w3 ◦ w2) ◦ w1 viene representado por

(θ3 ◦ θ2 ◦ θ1, w3
θ2θ1σ1

∗ F 2(w2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)))

El elemento w2 ◦w1 viene representado por (θ2 ◦ θ1, w2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)) y

por lo tanto w3 ◦ (w2 ◦ w1) viene representado por

(θ3 ◦ θ2 ◦ θ1, w3
θ2θ1σ1

∗ F 2(w2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)))

que es precisamente el mismo morfismo que representaba a (w3 ◦w2) ◦
w1.

(2). Sean (θ2, w2), (θ1, w1) y (ϕ2, v2) pares que representen respec-
tivamente a w2,w1 y v2. Denotaremos

θ2 ∪ ϕ2 : ΞU(X2) → ΞU(X3)
σ2 7→ θ2(σ2) ∪ ϕ2(σ2)

Esta aplicación claramente conserva el orden. El elemento w2+v2 viene
representado por

(θ2 ∪ ϕ2, Φ2
θ2∪ϕ2σ2,θ2σ2

∗ w2
σ2

+ Φ2
θ2∪ϕ2σ2,ϕ2σ2

∗ v2
σ2

)

por lo tanto (w2 + v2) ◦ w1 viene representado por

((θ2 ∪ ϕ2) ◦ θ1, (Φ2
(θ2∪ϕ2)θ1σ1,θ2θ1σ1

∗ w2
θ1σ1

+

Φ2
(θ2∪ϕ2)θ1σ1,ϕ2θ1σ1

∗ v2
θ1σ1

) ∗ F 1(w1
σ1

)) =

((θ2 ∪ ϕ2) ◦ θ1, Φ2
(θ2∪ϕ2)θ1σ1,θ2θ1σ1

∗ w2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)+

Φ2
(θ2∪ϕ2)θ1σ1,ϕ2θ1σ1

∗ v2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)).

Por otro lado, w2 ◦w1 viene representado por (θ2 ◦ θ1, w2
θ1σ2

∗F 1(w1
σ1

))

y v2 ◦ w1 por (ϕ2 ◦ θ1, v2
θ1σ2

∗ F 1(w1
σ1

)) por lo tanto w2 ◦ w1 + v2 ◦ w1

viene representado por

(θ2θ1 ∪ ϕ2θ1, Φ2
(θ2θ1∪ϕ2θ1)σ1,θ2θ1σ1

∗ w2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)+

Φ2
(θ2θ1∪ϕ2θ1)σ1,ϕ2θ1σ1

∗ v2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)).

que es precisamente el par que representaba a (w2 + v2) ◦ w1 ya que
para todo σ1,

(θ2θ1 ∪ ϕ2θ1)(σ1) = θ2θ2σ1 ∪ ϕ2θ1σ1 = (θ2 ∪ ϕ2)(θ1σ1).
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(3). Sean (θ2, w2), (θ1, w1), (ϕ1, v1) pares que representen respecti-
vamente a w2,w1 y v1.

El elemento w1 + v1 vendrá representado por

(θ1 ∪ ϕ1, Φ1
(θ1∪ϕ1)σ1,θ1σ1

∗ w1
σ1

+ Φ1
(θ1∪ϕ1)σ1,ϕ1σ1

∗ v1
σ1

)

por lo tanto w2 ◦ (w1 + v1) viene representado por el par

(θ2 ◦ (θ1 ∪ ϕ1), w2
(θ1∪ϕ1)σ1

∗ F 1(Φ1
(θ1∪ϕ1)σ1,θ1σ1

∗ w1
σ1

+

Φ1
(θ1∪ϕ1)σ1,ϕ1σ1

∗ v1
σ1

)).

Por otro lado, el elemento w2◦w1 viene representado por (θ2◦θ1, w2
θ1σ1

∗

F 1(w1
σ1

)) y w2 ◦ v2 por (θ2 ◦ϕ1, w2
ϕ1σ1

∗F 1(v1
σ1

)) por lo tanto, w2 ◦w1 +

w2 ◦ v1 viene representado por

(θ2 ◦ θ1 ∪ θ2 ◦ ϕ1, Φ2
(θ2◦θ1∪θ2◦ϕ1)σ1,θ2θ1σ1

∗ w2
θ1σ1

∗ F 1(w1
σ1

)+

Φ2
(θ2◦θ1∪θ2◦ϕ1)σ1,θ2ϕ1σ1

∗ w2
ϕ1σ1

∗ F 1(v1
σ1

))

Pero este par es el mismo que representaba a w2 ◦ (w1 + v1) ya que
θ2 ◦ θ1 ∪ θ2 ◦ ϕ1 = θ2 ◦ (θ1 ∪ ϕ1) y

Φ2
(θ2◦θ1∪θ2◦ϕ1)σ1,θ2θ1σ1

∗ w2
θ1σ1

= w2
(θ1∪ϕ1)σ1

∗ F 1(Φ1
(θ1∪ϕ1)σ1,θ1σ1

)

tal y como se ve en la Proposición 6.12.
La identidad del anillo Ω(IdR-DMod) es precisamente el elemento rep-

resentado por el par (idΞU(X), id〈〈σ〉〉). Claramente los bimódulos del tipo
Ω(F ) son unitarios.

Hasta ahora hemos definido Ω(−) para objetos. Vamos a definirlo
para morfismos (es decir para transformaciones naturales entre fun-
tores) y probaremos que con estas condiciones Ω(−) se convierte en un
funtor.

Definición 6.16. Sean F, G : R-DMod → R′-DMod dos funtores
que conserven ĺımites directos y sea α : F → G una transformación
natural. Entonces definiremos Ω(α) : Ω(F ) → Ω(G) del siguiente
modo: Dado un w ∈ Ω(F ) representado por el par (θ, w), definiremos
(w)Ω(α) el elemento de Ω(G) representado por (θ, wσ ∗ α〈〈σ〉〉).

Ejercicio 6.3. Demostrar que el valor de (w)Ω(α) dado en la
Definición 6.16 no depende de la elección del par (θ, w) que represente
a w.

Solución:

Supongamos que los pares (θ, w) y (ϕ, v) representan a w y sea σ ∈
ΞU(X). Entonces como wσ y vσ, existirá un soporte unitario ρ′ ∈
ΞU(X ′) tal que Φ′

ρ′θ(σ) ∗ wσ = Φ′
ρ′ϕ(σ) ∗ vσ pero entonces

Φ′
ρ′θ(σ) ∗ wσ ∗ α〈〈σ〉〉 = Φ′

ρ′ϕ(σ) ∗ vσ ∗ α〈〈σ〉〉

por lo tanto wσ ∗ α〈〈σ〉〉 representa el mismo elemento que vσ ∗ α〈〈σ〉〉.
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Ejercicio 6.4. Sean F, G : R-DMod → R′-DMod dos funtores que
conserven ĺımites directos y sea α : F → G una transformación natural.
Entonces Ω(α) : Ω(F ) → Ω(G) es un homomorfismo de bimódulos.

Solución:

Sean w, v ∈ Ω(F ) y (θ, w), (ϕ, v) pares que representen a w y a v
respectivamente. Entonces

(θ ∪ ϕ, Φ′
(θ∪ϕ)σ,θσ ∗ wσ + Φ′

(θ∪ϕ)σ,ϕσ ∗ vσ)

representa a w + v, por lo tanto (w + v)Ω(α) viene representado por

(θ ∪ ϕ, (Φ′
(θ∪ϕ)σ,θσ ∗ wσ + Φ′

(θ∪ϕ)σ,ϕσ ∗ vσ) ∗ α〈〈σ〉〉) =

(θ ∪ ϕ, Φ′
(θ∪ϕ)σ,θσ ∗ wσ ∗ α〈〈σ〉〉 + Φ′

(θ∪ϕ)σ,ϕσ ∗ vσ ∗ α〈〈σ〉〉)

que es precisamente el par que representa a (w)Ω(α) + (v)Ω(α).
Sean w ∈ Ω(F ), g ∈ Ω(IdR-DMod) representados por (θ, w) y (γ, g)

respectivamente. Tenemos que probar que (w ◦ g)Ω(α) = (w)Ω(α) ◦ g.
El elemento w ◦ g viene representado por (θ ◦ γ, wγσ ∗ F (gσ)). En-

tonces (w ◦ g)Ω(α) viene representado por (θ ◦ γ, wγσ ∗ F (gσ) ∗ α〈〈σ〉〉).
Utilizando la naturalidad de α deducimos la conmutatividad del sigu-
iente diagrama

F (〈〈γσ〉〉)
F (gσ)
−−−→ F (〈〈σ〉〉)



yα〈〈γσ〉〉



yα〈〈σ〉〉

G(〈〈γσ〉〉)
G(gσ)
−−−→ G(〈〈σ〉〉)

por lo tanto

(θ ◦ γ, wγσ ∗ F (gσ) ∗ α〈〈σ〉〉) =

(θ ◦ γ, wγσ ∗ α〈〈γσ〉〉 ∗ G(gσ))

que es precisamente el par que representa a (w)Ω(α) ◦ g.
Por el otro lado sean w ∈ Ω(F ) y g ∈ Ω(IdR′-DMod) representados

respectivamente por (θ, w), (γ, g). El elemento g◦w viene representado
por (γ ◦ θ, gθσ ∗ wσ) y (g ◦ w)Ω(α) por (γ ◦ θ, gθσ ∗ wσ ∗ α〈〈σ〉〉) que es
precisamente el par que representa a g ◦ (w)Ω(α).

Proposición 6.17. Sean F, G, H : R-DMod → R′-DMod tres fun-

tores que conserven ĺımites directos y sean α : F → G y β : G → H
transformaciones naturales, entonces Ω(α ∗ β) = Ω(α)∗Ω(β), es decir,

Ω se convierte en un funtor

Ω : LDFun(R-DMod, R′-DMod) → Ω(IdR′-DMod)-MOD-Ω(IdR-DMod).

Demostración:

Sea w ∈ Ω(F ) representado por (θ, w), entonces (w)Ω(α ∗ β) viene
representado por (θ, wσ ∗ α〈〈σ〉〉 ∗ β〈〈σ〉〉). Por otro lado, (w)Ω(α) viene
representado por (θ, wσ∗α〈〈σ〉〉) y (w)Ω(α)∗Ω(β) por (θ, wσ∗α〈〈σ〉〉∗β〈〈σ〉〉)
que era el par que representaba a (w)Ω(α ∗ β).
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Corolario 6.18. Sean F, G : R-DMod → R′-DMod dos funtores

que conserven ĺımites directos, y sea α : F → G una equivalencia entre

dichos funtores, entonces Ω(α) : Ω(F ) → Ω(G) es un isomorfismo de

bimódulos.

Demostración:

Sea β : G → F la transformación inversa. Utilizando la Proposición
anterior, para todo w ∈ Ω(F ), (w)Ω(α) ∗ Ω(β) = w y para todo v ∈
Ω(G), (v)Ω(β) ∗ Ω(α) = v. Por lo tanto Ω(α) es un isomorfismo con
inverso Ω(β).

4. La Transformación ς : C (F ) ⊗R − → F

En esta sección vamos a fijar un anillo R, otro anillo con identidad
A′. Consideraremos un F ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod). Al ser A′ un
anillo con identidad, tenemos que A′-DMod = A′-Mod, pero seguire-
mos utilizando la notación A′-DMod para evitar confusiones. También
fijaremos un generador M de la categoŕıa R-DMod.

Denotaremos E = End(RM). El módulo M adquiere estructura de
E-módulo por la derecha unitario con la operación m · e = (m)e. De
esta forma F (M) adquiere también estructura de E-módulo unitario
con la operación m′ · e = (m′)F (e) para todo m′ ∈ F (M). Esto nos
permite hacer la siguiente definición:

Definición 6.19. Con las notaciones anteriores, definiremos C (F ) =
HomE(M, F (M)).

También denotaremos

ςM : C (F ) ⊗R M → F (M)
c ⊗ m 7→ c(m)

Ejercicio 6.5. Realizar las siguientes comprobaciones asociadas a
la Definición 6.19:

1. C (F ) es un (A′, R)-bimódulo unitario como A′-módulo.
2. ςM está bien definido y es un A′-homomorfismo.

Solución:

1. Ésto es un resultado general para los módulos del tipo HomR(X, Y )
cuando los módulos X e Y tienen estructura de bimódulos. Recor-
daremos únicamente cómo se definen las operaciones. Sean c ∈
C (F ), a′ ∈ A′, r ∈ R y m ∈ M , entonces (a′c)(m) := a′(c(m)) y
(cr)(m) := c(rm).

2. Consideremos la aplicación

β : C (F ) × M → F (M)
(c, m) 7→ c(m).

Esta aplicación es bilineal y R-equilibrada con la operación defini-
da en el apartado anterior, por lo tanto, utilizando la Defini-
ción 1.54 deducimos que existe un único homomorfismo ςM :
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C (F ) ⊗R M → F (M) dado por (c ⊗ m)ςM = c(m). Además
utilizando la estructura de A′-módulo de C (F )⊗R M dada en la
Proposición 1.56 deducimos que ςM es un A′-homomorfismo.

Definición 6.20. Sea I un conjunto de ı́ndices. Vamos a definir

ςM (I) : C (F ) ⊗R M (I) → F (M (I))

como la aplicación inducida por ςM en cada una de las componentes ya
que C (F ) ⊗R M (I) ≃ (C (F ) ⊗R M)(I) y F (M (I)) ≃ F (M)(I) porque
ambos funtores conservan ĺımites directos.

Lema 6.21. Sean I e J dos conjuntos de ı́ndices, y sea f : M (I) →
M (J) un R-homomorfismo. Entonces el siguiente diagrama es conmu-

tativo

C (F ) ⊗R M (I) C(F )⊗f
−−−−→ C (F ) ⊗R M (J)



yς

M(I)



yς

M(J)

F (M (I))
F (f)

−−−→ F (M (J)).

Demostración:

Vamos a utilizar las siguientes notaciones. Dados i ∈ I, j ∈ J deno-
taremos por

pi : M (I) → M qi : M → M (I)

pj : M (J) → M qj : M → M (J)

las proyecciones e inyecciones en cada una de las componentes. Estos
homomorfismos cumplen las condiciones del Lema 6.7.

Sean i ∈ I, j ∈ J , denotaremos eij = qi ∗ f ∗ pj : M → M . Estos
elementos están en E = End(RM). Vamos a utilizar varias veces la
Proposición 6.9.

Consideremos un elemento c ∈ C (F ) y un m ∈ M . Si probamos la
conmutatividad del diagrama para un elemento de la forma c ⊗ (m)qi

entonces lo habremos probado para todos ya que todos los demás se
pueden poner como sumas finitas de elementos de esta forma. Vamos
pues a centrarnos en probar que el diagrama conmuta para el elemento
c ⊗ (m)qi.

Por definición de ςM (I) , tenemos que

(c ⊗ (m)qi)ςM (I) = (c(m))F (qi),

por lo tanto
(c ⊗ (m)qi)ςM (I) ∗ F (f) =

(c(m))F (qi ∗ f) =
∑

j∈J

(c(m))F (qi ∗ f ∗ pj) ∗ F (qj) =

∑

j∈J

(c(m))F (eij) ∗ F (qj) =
∑

j∈J

(c(meij))F (qj) =
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∑

j∈J

(c((m)qi ∗ f ∗ pj))F (qj) = (
∑

j∈J

c ⊗ (m)qi ∗ f ∗ pj ∗ qj)ςM (J) =

(c ⊗
∑

j∈J

(m)qi ∗ f ∗ pj ∗ qj)ςM (J) = (c ⊗ (m)qi ∗ f)ςM (J) =

(c ⊗ (m)qi)(C (F ) ⊗ f) ∗ ςM (J).

Proposición 6.22. Sea RN un R-módulo por la izquierda de R-DMod,

H(N) = HomR(RM,R N) y sea ηN : M (H(N)) → N el epimorfis-

mo canónico dado en la Definición 5.3. Entonces existe un único A′-

homomorfismo que denotaremos ςN : C (F ) ⊗R N → F (N) que hace

conmutativo el siguiente diagrama

C (F ) ⊗R M (H(N)) C(F )⊗ηN
−−−−−→ C (F ) ⊗R N



yς

M(H(N))



yςN

F (M (H(N)))
F (ηN )
−−−→ F (N).

Demostración:

Empezaremos probando la unicidad y posteriormente probaremos la
existencia.

Supongamos que existe dos morfismos h1, h2 : C (F )⊗R N → F (N)
tales que

C (F ) ⊗ ηN ∗ h1 = ςM (H(N)) ∗ F (ηN) = C (F ) ⊗ ηN ∗ h2.

Entonces C (F ) ⊗ ηN ∗ (h1 − h2) = 0 y como ηN es un epimorfismo,
C (F ) ⊗ ηN también lo es y deducimos que h1 − h2 = 0.

Para probar la existencia vamos a denotar I(N) = HomR(RM, Ker(ηN))
y por ϕN la composición de los morfismos

M (I(N))
ηKer(ηN )

−−−−−→ Ker(ηN)
j

−−−→ M (H(N))

donde j es la inclusión canónica. Utilizando la Proposición 5.4 en su
punto (3), sabemos que Im(ϕN) = Ker(ηN) ya que ηN es un epimor-
fismo entre módulos de R-DMod y por lo tanto tiene núcleo unitario.
Esto hace que la siguiente sucesión sea una sucesión exacta en R-DMod

( y en R-MOD)

M (I(N)) ϕN−−−→ M (H(N)) ηN−−−→ N −−−→ 0

Aplicando los funtores C (F ) ⊗R − y F que conservan cóımites y en
particular son exactos por la derecha, obtenemos el siguiente diagrama
de filas exactas

C (F )⊗M (I(N)) C(F )⊗ϕN
−−−−−→ C (F )⊗M (H(N)) C(F )⊗ηN

−−−−−→ C (F )⊗N −−−→ 0


yς

M(I(N))



yς

M(H(N))



yςN

F (M (I(N)))
F (ϕN )
−−−→ F (M (H(N)))

F (ηN )
−−−→ F (N) −−−→ 0
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La conmutatividad del cuadrado de la izquierda nos viene dada por el
Lema 6.21. La existencia del morfismo ςN viene como consecuencia de
la exactitud de las filas ya que

C (F ) ⊗ ϕN ∗ ςM (H(N)) ∗ F (ηN) = ςM (I(N)) ∗ F (ϕN) ∗ F (ηN) = 0

por lo tanto ςM (H(N)) ∗ F (ηN) factoriza a través de (C (F ) ⊗ ϕN)c =
C(F ) ⊗ ηN . El morfismo ςN es el resultado de dicha factorización.

Proposición 6.23. La asignación ς : C (F ) ⊗R − → F es una

transformación natural.

Demostración:

Sean L y N en R-DMod y h : L → N un homomorfismo. En la
demostración de la Proposición 5.4 se vió que el siguiente diagrama era
conmutativo

M (H(L)) ηL
−−−→ L

M (H(h))



y



yh

M (H(N)) −−−→
ηN

N

de donde podemos deducir la conmutatividad de los diagramas

C (F ) ⊗R M (H(L)) C(F )⊗ηL
−−−−−→ C (F ) ⊗R L

C(F )⊗M (H(h))



y



yC(F )⊗h

C (F ) ⊗R M (H(N)) −−−−−→
C(F )⊗ηN

C (F ) ⊗R N

(6.23.1)

F (M (H(L)))
F (ηL)
−−−→ F (L)

F (M (H(h)))



y



yF (h)

F (M (H(N))) −−−→
F (ηL)

F (N)

(6.23.2)

La construcción de ςN y ςL nos da la conmutatividad de los diagramas

C (F ) ⊗R M (H(N)) C(F )⊗ηN
−−−−−→ C (F ) ⊗R N

ς
M(H(N))



y



yςN

F (M (H(N))) −−−→
F (ηN )

F (N).

(6.23.3)

C (F ) ⊗R M (H(L)) C(F )⊗ηL
−−−−−→ C (F ) ⊗R L

ς
M(H(L))



y



yςL

F (M (H(L))) −−−→
F (ηL)

F (L).

(6.23.4)
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y el Lema 6.21 nos da la conmutatividad de

C (F ) ⊗R M (H(L)) C(F )⊗M (H(h))

−−−−−−−−→ C (F ) ⊗R M (H(N))

ς
M(H(L))



y



yς

M(H(N))

F (M (H(L))) −−−−−−→
F (M (H(h)))

F (M (H(N))).

(6.23.5)

De ah́ı obtenemos las siguientes igualdades

C (F ) ⊗ ηL ∗ C (F ) ⊗ h ∗ ςN = por 6.23.1

C (F ) ⊗ M (H(h)) ∗ C (F ) ⊗ ηN ∗ ςN = por 6.23.3

C (F ) ⊗ M (H(h)) ∗ ςM (H(L)) ∗ F (ηL) = por 6.23.5

ςM (H(L)) ∗ F (M (H(h))) ∗ F (ηL) = por 6.23.2

ςM (H(L)) ∗ F (ηL) ∗ F (h) = por 6.23.4

C (F ) ⊗ ηL ∗ ςL ∗ F (h).

Por lo tanto

C (F ) ⊗ ηL ∗ (C (F ) ⊗ h ∗ ςN − ςL ∗ F (h)) = 0

y como C (F ) ⊗ ηL es un epimorfismo, deducimos que

C (F ) ⊗ h ∗ ςN = ςL ∗ F (h)

que es precisamente la condición de naturalidad de ς.

Proposición 6.24. La transformación natural ς es una equivalen-

cia de funtores si y solo si ςM es un isomorfismo.

Demostración:

Si ς es una equivalencia de funtores, trivialmente ςM es un isomorfismo.
Vamos a probar el rećıproco. Por un lado tenemos que si ςM es un
isomorfismo, entonces ςM (I) es un isomorfismo para todo conjunto de
ı́ndices I ya que es un isomorfismo componente a componente.

Para ver que es un isomorfismo para todo módulo, consideremos el
siguiente diagrama conmutativo de filas exactas

C (F )⊗M (I(N)) C(F )⊗ϕN
−−−−−→ C (F )⊗M (H(N)) C(F )⊗ηN

−−−−−→ C (F )⊗N −−−→ 0

≃



yς

M(I(N)) ≃



yς

M(H(N))



yςN

F (M (I(N)))
F (ϕN )
−−−→ F (M (H(N)))

F (ηN )
−−−→ F (N) −−−→ 0

Como ςM (H(N)) ∗ F (ηN) es un epimorfismo, entonces C (F ) ⊗ ηN ∗ ςN
también lo es y por lo tanto ςN lo es.

Supongamos que tenemos x ∈ Ker(ςN ). Como C (F ) ⊗ ηN es epi,
tenemos y ∈ (C (F )⊗ηN )−1(x). Como (y)ςM (H(N)) ∗F (ηN) = 0 entonces
existe z ∈ C (F ) ⊗ M (I(N)) tal que (z)C (F ) ⊗ ϕN = y pero de ah́ı
deducimos que x = (z)C (F ) ⊗ ϕN ∗ C (F ) ⊗ ηN = 0.



166 6. FUNTORES EXTENSIBLES

Corolario 6.25. Sea RN ∈ R-DMod, n ∈ N y c ∈ C (F ). En-

tonces

(c ⊗ n)ςN = (c(m))F (g)

donde g : M → N es cualquier homomorfismo con n ∈ Im(g) y m ∈
g−1(n).

Demostración:

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

C (F ) ⊗R M
ςM−−−→ F (M)

C(F )⊗g



y



yF (g)

C (F ) ⊗R N
ςN−−−→ F (N).

Utilizando la conmutatividad de este diagrama deducimos que

(c ⊗ n)ςN = (c ⊗ m)(C (F ) ⊗ g ∗ ςN ) =

(c ⊗ m)ςM ∗ F (g) = (c(m))F (g).

Nota 6.26. En esta sección hemos hecho la construcción de C (F )
y de la transformación natural ς : C (F )⊗R − → F . Esta construcción

esta basada en la elección de un generador de la categoŕıa R-DMod,

sin embargo la notación no hace referencia a dicho generador. Lo que

haremos para hacer la distinción del generador utilizado es decir ”Sea

C (F ) el bimódulo construido a partir del generador ... y ς : C (F ) ⊗R

− → F la transformación natural asociada.”

En realidad la construcción está muy relacionada cuando utilizamos

diferentes generadores.

Proposición 6.27. Sean RM y RM ′ dos generadores de la cate-

goŕıa R-DMod, sean C (F ) y C′ (F ) los bimódulos asociados a cada uno

de estos generadores y sean ς : C (F )⊗R− → F y ς ′ : C′ (F )⊗R− → F
las transformaciones naturales asociadas. Entonces existe un isomor-

fismo de bimódulos

α : C (F ) → C′ (F )

tal que para todo RN ∈ R-DMod, (α ⊗ N) ∗ ς ′N = ςN , o dicho de otro

modo, el siguiente diagrama de funtores y transformaciones naturales

es conmutativo
C (F ) ⊗R −

ς
−−−→ F

α⊗−



y



yidF

C′ (F ) ⊗R − −−−→
ς′

F

Demostración:

Sea H(M ′) = HomR(M, M ′) y consideremos el epimorfismo canónico

ηM ′ : M (H(M ′)) → M ′
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Sea c ∈ C (F ), m′ ∈ M ′. Vamos a definir

α(c)(m′) =
∑

h∈H(M ′)

(c(mh))F (h)

donde (mh)h∈H(M ′) ∈ M (H(M ′)) es tal que ((mh)h∈H(M ′))ηM = m′, es de-
cir,

∑

h∈H(M ′)(mh)h = m′. Tenemos que hacer varias comprobaciones
con respecto a α, una de las primeras cosas es ver que la definición no
depende de la elección de (mh)h∈H(M ′). Antes de ver ésto vamos a ver

un poco mas en detalle cómo es F (M (H(M ′))).
Denotemos con

ph : M (H(M ′)) → M qh : M → M (H(M ′))

las proyecciones e inyecciones canónicas.
Sea z ∈ F (M (H(M ′))). Utilizando la Proposición 6.9 podemos de-

ducir que el conjunto {h ∈ H(M ′) : (z)F (ph) 6= 0} es finito y que
z =

∑

h∈H(M ′)(z)F (ph)∗F (qh). Tendremos que hacer uso de esta igual-
dad un poco mas adelante.

Para probar que la definición de α(c)(m′) es independiente de la
elección de (mh)h∈H(M ′) siempre que se cumpla que ((mh)h∈H(M ′))ηM ′ =
m′ basta probar que si (mh)h∈H(M ′) ∈ Ker(ηM ′) entonces

∑

h∈H(M ′)

(c(mh))F (h) = 0.

Cómo Ker(ηM ′) es unitario, tal y como vimos en la demostración
de la Proposición 5.4 sabemos que existe un homomorfismo g : M →
M (H(M ′)) tal que

(mh)h∈H(M ′) ∈ Im(g) ⊆ Ker(ηM ′).

Tomemos un m ∈ M tal que (m)g = (mh)h∈H(M ′). Es decir, mh =
(m)g ∗ ph, pero g ∗ ph ∈ E por lo tanto

c(mh) = c((m)g ∗ ph) = (c(m))F (g ∗ ph) ∀h ∈ H(M ′).

Entonces, usando el hecho de que h = qh ∗ ηM ′ tenemos que
∑

h∈H(M ′)

(c(mh))F (h) =
∑

h∈H(M ′)

(c(m))F (g ∗ ph ∗ h) =

∑

h∈H(M ′)

(c(m))F (g∗ph∗qh∗ηM ′) = (
∑

h∈H(M ′)

(c(m)F (g))F (ph∗qh))F (ηM ′) =

(c(m))F (g) ∗ F (ηM ′) = (c(m))F (g ∗ ηM ′
︸ ︷︷ ︸

=0

) = 0

tal y como queŕıamos probar.
Vamos ahora a ver que α(c) con la definición anterior está en

C′ (F ). Para ello consideremos m′ ∈ M ′ y e′ ∈ EndR(M ′). Tomemos
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(mh)h∈H(M ′) tal que
∑

h∈H(M ′)(mh)h = m′, entonces usando la conmu-
tatividad del diagrama

M (H(M ′)) ηM′−−−→ M ′

M (H(e′))



y



ye′

M (H(M ′)) ηM′−−−→ M ′

que se ve en la Proposición 5.4, deducimos que

α(c)(m′e′) =
∑

h∈H(M ′)

c




∑

{h∈H(M ′):h∗e′=h}

mh



F (h) =

∑

h∈H(M ′)

∑

{h∈H(M ′):h∗e′=h}

(c(mh))F (h ∗ e′) =




∑

h∈H(M ′)

(c(mh))F (h)



F (e′) = (α(c)(m′))F (e′).

Para probar que α es un homomorfismo de bimódulos, tomem-
os un c ∈ C (F ), a′ ∈ A′, r ∈ R, (mh)h∈H(M ′) ∈ M (H(M ′)) y m′ =
∑

h∈H(M ′)(mh)h.

(α(cr))(m′) =
∑

h

((cr)(mh))F (h) =

∑

h

(c(rmh))F (h) = (α(c)(rm′)

ya que
∑

h(rmh)h =
∑

h r(mh)h = rm′. Por otro lado

α(a′c)(m′) =
∑

h

((a′c)(mh))F (h) =
∑

h

(a′(c(mh)))F (h) =

a′(
∑

h

(c(mh))F (h)) = a′(α(c)(m′)) = (a′α(c))(m′).

Para probar que α es un isomorfismo, la forma mas fácil es construir
su inverso. Consideremos H ′(M) = HomR(M ′, M) y el epimorfismo
canónico

η′
M : M ′(H

′(M))
→ M.

A partir de él construiremos β : C′ (F ) → C (F ) simétricamente a
la construcción de α. Vamos a ver que β es el inverso de α. Sea
c′ ∈ C′ (F ), m′ ∈ M ′, (mh)h∈H(M) tal que m′ =

∑

h(mh)h. Para cada
mh 6= 0 tomemos (m′

hh′)h′∈H′(M) tal que
∑

h′(m
′
hh′)h

′ = mh para todo
h. Si mh = 0 definiremos m′

hh′ = 0 para todo h′. Entonces

((α ◦ β)(c′))(m′) =
∑

h

(β(c′)(mh))F (h) =
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∑

h,h′

c′(m′
hh′)F (h′) ∗ F (h) =

∑

h,h′

c′(m′
hh′)F (h′ ∗ h

︸ ︷︷ ︸

∈E′

) =

c′(
∑

h,h′

(m′
hh′)h ∗ h′) = c′(m′).

Simétricamente se prueba que β ◦ α = idC(F ).
Notemos que hemos probado que para todo c ∈ C (F ), m′ ∈ M ′,

m ∈ M f : M → M ′ con (m)f = m′, se tiene que α(c)(m′) =
(c(m))F (f) ya m′ = (m)f = ((m)qf )ηM ′. Utilizando ésto podemos
probar que (α ⊗ N) ∗ ς ′N = ςN del siguiente modo:

Sea c ∈ C (F ), n ∈ N y g : M → N tal que n ∈ Im(g). Sea
m ∈ M tal que (m)g = n. Utilizando el Corolario 6.25 sabemos que
(c ⊗ n)ςN = (c(m))F (g). Por otro lado consideremos f : M ′ → M tal
que (m′)f = m para algún m′ ∈ M ′, entonces

(α(c) ⊗ n)ς ′N = (α(c)(m′))F (f ∗ g) =

(c((m′)f))F (g) = (c(m))F (g) = (c ⊗ n)ςN .

Como ésto es cierto para todo c ∈ C (F ) y todo n ∈ N deducimos que
(α ⊗ N) ∗ ς ′N = ςN .

Hasta ahora hab́ıamos definido C para un funtor fijo F ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod).
Vamos a ver ahora cómo se puede definir para transformaciones natu-
rales de forma que podamos conseguir un funtor

C : LDFun(R-DMod, A′-DMod) → A′-MOD-R.

Definición 6.28. Sean F, F ′ ∈ LDFun(R-DMod, A′-Mod) y sea α :
F → F ′ una transformación natural. Definiremos

C (α) : C (F ) → C (F ′)
c 7→ αM ◦ c

Ejercicio 6.6. Sean F, F ′ ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod) y sea α :
F → F ′ una transformación natural. Demostrar que con el valor de
C (α) dado en la Definición 6.28, C (α) está bien definido y es un ho-
momorfismo de bimódulos.

Solución:

Por la naturalidad de α sabemos que para todo e ∈ End(RM), F (e) ∗
αM = αM ∗F ′(e), por lo tanto αM es también un E-homomorfismo. Es-
to prueba que si c ∈ HomE(M, F (M)) entonces αM◦c ∈ HomE(M, F ′(M)).

Para ver que es un homomorfismo de bimódulos consideremos ele-
mentos a′ ∈ A′, c ∈ C (F ), r ∈ R y m ∈ M

(C (α) (cr))(m) = αM(cr(m)) = αM(c(rm)) =

C (α) (c)(rm) = ((C (α) (c))r)(m).

(C (α) (ac))(m) = αM(ac(m)) = aαM (c(m)) = (a(C (α) (c)))(m).

Las comprobaciones relativas a la linealidad son consecuencia de la
aditividad de los funtores.
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Ejercicio 6.7. Sean F, G, H ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod) y sean
α : F → G y β : G → H transformaciones naturales. Entonces
C (α ∗ β) = C (α) ∗ C (β). Además C (idF ) = idC(F ).

En otras palabras,

C : LDFun(R-DMod, A′-DMod) → A′-MOD-R

es un funtor.
Concluir a partir de ésto que si α : F → G es una equivalencia de

funtores, entonces C (α) es un isomorfismo.

Solución:

Sea c ∈ C (F ) entonces

C (α ∗ β) (c) = (α ∗ β)M ◦ c = βM ◦ αM ◦ c =

βM ◦ (C (α) (c)) = (C (β) ◦ C (α))(c) = (C (α) ∗ C (β))(c).

Si aplicamos C a la transformación natural identidad idF : F → F
nos da la identidad ya que C (idF ) (c) = idF (M) ◦ c = c para todo
c ∈ C (F ).

Proposición 6.29. Sean F, F ′ ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod) y sea

α : F → F ′ una transformación natural.

Entonces para todo RN en R-DMod, el siguiente diagrama es con-

mutativo

C (F ) ⊗R N
C(α)⊗N
−−−−→ C (F ′) ⊗R N

ςN



y



yς′N

F (N) −−−→
αN

F ′(N)

donde ς : C (F ) ⊗R − → F y ς ′N : C (F ′) ⊗R − → F ′ son las transfor-

maciones naturales asociadas.

Demostración:

Empecemos comprobando la conmutatividad del diagrama para el gen-
erador M . Sea c ∈ C (F ), m ∈ M , entonces

(c ⊗ m)(C (α) ⊗ N) ∗ ς ′M = (αM ◦ c)(m) = αM(c(m)) =

αM ◦ ςM(c ⊗ m)) = (c ⊗ m)ςM ∗ αM .

En el caso general, tomemos c ∈ C (F ), n ∈ N , g : M → N tal que
n ∈ Im(g) y m ∈ M tal que (m)g = n. Utilizando el Corolario 6.25
tenemos que

(c ⊗ n)(ςN ∗ αN) = (c(m))F (g) ∗ αN = Por la naturalidad de α

(c(m))αM ∗ G(g) = ((αM ◦ c)(m))G(g) = (αM ◦ c ⊗ n)ς ′N =

(c ⊗ n)(C (α) ⊗ N) ∗ ς ′N
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Proposición 6.30. Sean F, F ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod), α :
F → F ′ una equivalencia de funtores. Entonces si F es tal que ς :
C (F ) ⊗R − → F es una equivalencia1, G cumple la misma propiedad.

Demostración:

Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

C (F ) ⊗R M
C(α)⊗M
−−−−−→ C (F ′) ⊗R M

ςM



y



yς′M

F (M) −−−→
αM

F ′(M)

Como ςM , αM y C (α) ⊗ M son isomorfismos, entonces ς ′M es un iso-
morfismo.

5. Funtores Extensibles y Funtores Producto Tensorial

En esta sección R será un anillo, X un conjunto, π : X → R una
aplicación tal que π(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de
R, A′ un anillo con identidad y F : R-DMod → A′-Mod un funtor que
conserva ĺımites directos.

Denotaremos por G =
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉.

Definición 6.31. Sea α = (ασ)σ∈ΞU(X) ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) y w ∈

Ω(IdR-DMod) representado por (θ, w). Entonces definiremos

α ◦ w = ((αθσ)F (wσ))σ∈ΞU(X) ∈ lim
←−

τ∈ΞU(X)

F (〈〈τ〉〉).

Ejercicio 6.8. Realizar las siguientes comprobaciones relativas a
la Definición 6.31:

1. La definición de α ◦ w no depende de la elección de (θ, w).
2. α ◦ w ∈ lim

←−

τ∈ΞU(X)

F (〈〈τ〉〉).

Solución:

1. Supongamos que (θ, w) y (ϕ, v) representan a w. Entonces dado
un σ ∈ ΞU(X) existe un ρ ∈ ΞU(X) que contiene a θ(σ) y a ϕ(σ)
y tal que Φρϕ(σ) ∗ vσ = Φρθ(σ) ∗ wσ. Por lo tanto

(αθ(σ))F (wσ) = ((αρ)F (Φρθ(σ)))F (wσ) =

(αρ)F (Φρϕ(σ) ∗ vσ) = ((αρ)F (Φρϕ(σ)))F (vσ) =

(αϕ(σ))F (vσ).

1En en Teorema 6.44 veremos que esta condición es equivalente a que F sea
extensible
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2. Sean σ ⊆ τ dos soportes unitarios.

((α ◦ w)τ )F (Φτσ) = (αθ(τ))F (wτ ∗ Φτσ) =

(αθ(τ))F (Φθ(τ)θ(σ) ∗ wσ) = (αθ(σ))F (wσ).

Lema 6.32. lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) tiene estructura de (A′, Ω(IdR-DMod))-

bimódulo unitario con la operación dada en la Definición 6.31.

Demostración:

La estructura de A′-módulo unitario es la usual que se deduce del hecho
de que F (〈〈σ〉〉) ∈ A′-Mod.

Sean α, β ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) y sean w, v ∈ Ω(IdR-DMod) representa-

dos por (θ, w) y (ϕ, v). Sea también a′ ∈ A′.

•

(a′α) ◦ w = ((a′α)θσ ∗ F (wσ))σ∈ΞU(X) =

((a′αθσ) ∗ F (wσ))σ∈ΞU(X) = a′((αθσ) ∗ F (wσ))σ∈ΞU(X) =

a′(α ◦ w).

•

(α + β) ◦ w = ((α + β)θσF (wσ))σ∈ΞU(X) =

((ασ + βσ)F (wσ))σ∈ΞU(X) =

((ασ)F (wσ) + (βσ)F (wσ))σ∈ΞU(X) =

((ασ)F (wσ))σ∈ΞU(X) + ((βσ)F (wσ))σ∈ΞU(X) =

α ◦ w + β ◦ w.

•

α ◦ (w + v) =

((α(θ∪ϕ)σ)F (Φ(θ∪ϕ)σ,θσ ∗ wσ + F (Φ(θ∪ϕ)σ,ϕσ ∗ vσ))σ∈ΞU(X) =

((α(θ∪ϕ)σ)F (Φ(θ∪ϕ)σ,θσ)∗F (wσ)+(α(θ∪ϕ)σ)F (Φ(θ∪ϕ)σ,ϕσ)∗F (vσ))σ∈ΞU(X) =

((αθσ)F (wσ) + (αϕσ)F (vσ))σ∈ΞU(X) = α ◦ w + α ◦ v.

•

α ◦ (w ◦ v) = ((αθϕσ)F (wϕσ ∗ vσ))σ∈ΞU(X)

((αθϕσ)F (wϕσ) ∗ F (vσ))σ∈ΞU(X) = (α ◦ w) ◦ v.

•

α ◦ 1Ω(IdR-DMod) = ((ασ)F (id〈〈σ〉〉))σ∈ΞU(X) =

((ασ)idF (〈〈σ〉〉))σ∈ΞU(X) = (ασ)σ∈ΞU(X) = α.

Denotaremos qσ : 〈〈σ〉〉 → G y pσ : G → 〈〈σ〉〉 a las inyecciones y
proyecciones canónicas en la componente σ-ésima.
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Lema 6.33. Sea C (F ) el bimódulo construido a partir del gener-

ador G y sea c ∈ C (F ) y g ∈ G. Sea f : 〈〈σ〉〉 → G un homomorfismo

tal que (〈∅〉σ)f = g, entonces

c(g) = c((〈∅〉σ)qσ)F (pσ ∗ f).

Demostración:

Denotemos eσ = pσ ∗ f ∈ End(RG). Entonces por definición de C (F )
tenemos que

c((〈∅〉σ)qσ)F (pσ ∗ f) = c((〈∅〉σ)qσ)F (eσ) =

c((〈∅〉σ)qσ ∗ eσ) = c((〈∅〉σ)qσ ∗ pσ ∗ f) = c(g).

Proposición 6.34. Sea C (F ) el bimódulo construido a partir del

generador G y ς : C (F )⊗R− → F la transformación natural asociada.

Entonces son equivalentes

1. ς es una equivalencia de funtores.

2. ςG es un isomorfismo.

3. ς〈〈σ〉〉 es un isomorfismo para todo σ ∈ ΞU(X).

Demostración:

La demostración de (2 ⇒ 1) ya la hemos visto y la de (1 ⇒ 3) es trivial.
Nos queda por ver (3 ⇒ 2).

Como F y C (F )⊗R− conservan coproductos tenemos isomorfismos
canónicos F (G) ≃

∐

σ∈ΞU(X) F (〈〈σ〉〉) y C (F )⊗RG ≃
∐

σ∈ΞU(X) C (F )⊗R

〈〈σ〉〉. Con estas identificaciones vamos a ver que

ςG =
∐

σ∈ΞU(X)

ς〈〈σ〉〉.

Sea c ∈ C y g ∈ G. El elemento c ⊗ g se identifica con

(c ⊗ (g)pσ)σ∈ΞU(X) ∈
∐

σ∈ΞU(X)

C (F ) ⊗ 〈〈σ〉〉

Si aplicamos
∐

ς〈〈σ〉〉 obtenemos

((c ⊗ (g)pσ)ς〈〈σ〉〉)σ∈ΞU(X) ∈
∐

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉).

Utilizando el Corolario 6.25 deducimos que (c⊗(g)pσ)ς〈〈σ〉〉 = (c(g))F (pσ),
por lo tanto

((c ⊗ (g)pσ)ς〈〈σ〉〉)σ∈ΞU(X) ∈
∐

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) =

((c(g))F (pσ))σ∈ΞU(X)

pero éste es precisamente el elemento que identificamos con c(g) =
(c ⊗ g)ςG en la identificación F (G) ≃

∐

σ∈ΞU(X) F (〈〈σ〉〉).
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Proposición 6.35. Sea ζ ∈ ΞT(X) y σ ∈ ΞU(X). Denotemos

Aζ(σ) = {h : 〈〈σ〉〉 → G : ∀x ∈ σ ∩ ∂ζ, (〈x〉σ)h = 0}.

Si el soporte es del tipo ∪n−1
k=0X

k ∩σ utilizaremos la notación abreviada

An(σ) = A∪n−1
k=0Xk∩σ(σ) = {h : 〈〈σ〉〉 → G : ∀x ∈ σ ∩ Xn, (〈x〉σ)h = 0}.

Entonces

1. Si ζ ⊆ ξ son dos soportes de torsión, Aξ(σ) ⊆ Aζ(σ).
2. Para todo α ∈ 〈〈σ〉〉 existe un n ∈ N tal que (α)h = 0 para todo

h ∈ An(σ).
3. Para todo β ∈ F (〈〈σ〉〉) existe un n ∈ N tal que (β)F (h) = 0 para

todo h ∈ An(σ).
4. Para todo β ∈ F (〈〈σ〉〉) existe un soporte de torsión θβ(σ) ⊆ σ

tal que para todo h ∈ Aθ(σ), (β)F (h) = 0 y además θβ(σ) está

contenido en cualquier soporte de torsión ξ ⊆ σ que cumpla que

∀h ∈ Aξ(σ), (β)F (h) = 0.

Demostración:

(1). Sea h ∈ Aξ(σ). Tenemos que probar que h ∈ Aζ(σ), o lo que
es lo mismo, que para todo x ∈ ∂ζ ∩ σ, (〈x〉σ)h = 0.

Utilizando el soporte de torsión ξ sabemos que

〈x〉σ =
∑

y∈∂ξ∩σ

(〈x〉σ)Φσ,(y)σ ∗ Γ(y)σ,σ

y por lo tanto

(〈x〉σ)h =
∑

y∈∂ξ∩σ

(〈x〉σ)Φσ,(y)σ ∗ Γ(y)σ,σ ∗ h.

Vamos a probar que este elemento es 0 viendo que son 0 todos y cada
uno de estos sumandos.

Para empezar, si x 6∈ (y)σ, entonces (〈x〉σ)Φσ,(y)σ = 0, por lo tanto

podemos eliminar todos los sumandos que no cumplan que x ∈ (y)σ.
Como x ∈ ∂ζ , ζ ⊆ ξ y y ∈ ∂ξ, la única posibilidad para que x ∈ (y)σ
es que x ≤ y. Podemos pues suponer que existe z tal que xz = y. Por
lo tanto

(〈x〉σ)Φσ,(zx)σ ∗ Γ(zx)σ,σ ∗ h = (〈x〉(zx)σ)Γ(zx)σ,σ ∗ h =

(π(z)〈zx〉(zx)σ)Γ(zx)σ,σ ∗ h = π(z)(〈zx〉σ)h = π(z)0 = 0

ya que xz ∈ ∂ξ y h ∈ Aξ(σ).
(2). Para este α podremos encontrar utilizando el Lema 4.4 un

n ∈ N y unos elementos r(x) ∈ R con x ∈ Xn ∩ σ tales que

α =
∑

x∈Xn∩σ

r(x)〈x〉σ.
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Sea h ∈ An(σ), entonces

(α)h =
∑

x∈Xn∩σ

r(x)(〈x〉σ)h = 0.

(3). Consideremos β ∈ F (〈〈σ〉〉) tal que para todo n ∈ N existe
hn ∈ An(σ) con (β)F (hn) 6= 0. Consideremos

ϕ : 〈〈σ〉〉 → GN

α 7→ ((α)hn)n∈N.

Utilizando el apartado anterior, sabemos que Im(ϕ) ⊆ G(N) por lo que
podemos considerar ϕ como un morfismo del tipo

ϕ : 〈〈σ〉〉 → G(N)

que es un morfismo en R-DMod. Si aplicamos el funtor F , teniendo en
cuenta que conserva ĺımites directos obtenemos

F (ϕ) : F (〈〈σ〉〉) → F (G(N)) ≃ F (G)(N)

β 7→ ((β)F (hn))n∈N.

Pero entonces llegamos a una contradicción porque (β)F (hn) 6= 0 para
todo n ∈ N.

(4). Consideremos la familia

I(β, σ) = {ξ ∈ ΞT(X) : ξ ⊆ σ, ∀h ∈ Aξ(σ), (β)F (h) = 0}.

Por el apartado anterior sabemos que el soporte σ ∩ ∪n−1
k=0X

k ∈ I(β, σ)
para un cierto n ∈ N.

Sean ξ1, · · · , ξt ∈ I(β, σ). Vamos a ver que entonces ζ = ∩t
i=1ξi ∈

I(β, σ).
Sea h ∈ Aζ(σ), entonces

(β)F (h) =
∑

x∈∂ζ∩σ

(β)F (Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ h)

Vamos a ver que (β)F (h) = 0 viendo que cada uno de estos sumandos

es 0. Ésto lo haremos probando que para todo x ∈ ∂ζ ∩ σ, existe un
j ∈ {1, · · · , t} tal que Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ h ∈ Aξj

(σ).
Sea x ∈ ∂ζ ∩ σ, entonces x1 · · ·xλ(x)−1 está en ζ = ∩ξi pero x no

está, existirá pues un j ∈ {1, · · · , t} tal que x ∈ ∂ξj .
Sea y ∈ σ ∩ ∂ξj . Si y 6∈ (x)σ entonces Φσ,(x)σ = 0, por lo tanto

(〈y〉
σ
)Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ h = 0.

Si por el contrario, y ∈ (x)σ, entonces como x ∈ ∂ξj e y 6∈ ξj, existirá
un z tal que y = xz, pero como y, x ∈ ∂ξj , esto implica que y = x. Por
lo tanto

(〈y〉
σ
)Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ h = (〈y〉

σ
)h = 0

ya que y = x ∈ ∂ζ .
En cualquiera de los dos casos tenemos que

(〈y〉
σ
)Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ h = 0
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para todo y ∈ σ ∩ ∂ξj , por lo tanto Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ h ∈ Aξj
(σ) con lo

que deducimos que

(β)F (Φσ,(x)σ ∗ Γ(x)σ,σ ∗ h) = 0 ∀x ∈ ∂ζ ∩ σ.

Una vez probado que toda intersección finita de soportes de I(β, σ)
está en I(β, σ), definamos

θβ(σ) = ∩ξ∈I(β,σ)ξ.

Como σ ∩ ∪n−1
k=0X

k ∈ I(β, σ) deducimos que

θβ(σ) =
⋂

ξ∈I(β,σ)

ξ =
⋂

ξ∈I(β,σ)

ξ⊆∪n−1
k=0Xk

ξ

pero como ∪n−1
k=0X

k∩σ es un conjunto finito, podemos encontrar ξ1, · · · , ξk ∈
I(β, σ) tales que

θβ(σ) = ξ1 ∩ · · · ∩ ξk ∈ I(β, σ).

Definición 6.36. Sea C (F ) el bimódulo construido a partir de
G y sea c ∈ C (F ). Entonces para todo σ ∈ ΞU(X) denotaremos
cσ = (c((〈∅〉σ)qσ))F (pσ) ∈ F (〈〈σ〉〉).

Proposición 6.37. Sea C (F ) el bimódulo construido a partir de

G. Entonces

1. Para todo c ∈ C (F ), ǫ(c) := (cσ)σ∈ΞU(X) ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉).

2. La aplicación ǫ : C (F ) → lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) es un monomorfismo

de A′-módulos.

3. Para todo c ∈ C (F ) y todo w ∈ Ω(IdR-DMod), si w viene rep-

resentado por (θ, w) y se cumple que existe un r ∈ R tal que

(〈∅〉θσ)wσ = r〈∅〉σ para todo σ ∈ ΞU(X), entonces ǫ(c) ◦ w =
ǫ(cr).

4. Para todo c ∈ C (F ) y todo x ∈ Σ(X), ǫ(c) ◦ π▽(x) = ǫ(cπ(x)).
5. Para todo α ∈ lim

←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) se cumple que α ∈ Im(ǫ) si y solo

si para todo σ ∈ ΞU(X) y todo h : 〈〈σ〉〉 → G tal que (〈∅〉σ)h = 0
entonces (ασ)F (h) = 0.

6. Para todo α ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) el conjunto

ξ = {x ∈ Σ(X) : α ◦ π▽(x) 6∈ Im(ǫ)}

es un soporte de torsión.
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Demostración:

(1). Sea σ ⊆ τ dos soportes unitarios. Si σ = ∅ entonces Φτσ = 0 y
(cτ )F (Φτσ) = 0 = cσ. Si σ 6= ∅, entonces

(cτ )F (Φτσ) = (c(〈∅〉τqτ ))F (pτ ∗ Φτσ) =

(c(〈∅〉τqτ )F (pτ ∗ Φτσ ∗ qσ ∗ pσ
︸ ︷︷ ︸

=id〈〈σ〉〉

) =

(c(〈∅〉τqτ )F (pτ ∗ Φτσ ∗ qσ
︸ ︷︷ ︸

∈E

) ∗ F (pσ) =

(c(〈∅〉τqτ ∗ pτ ∗ Φτσ ∗ qσ))F (pσ) =

(c(〈∅〉τΦτσ ∗ qσ))F (pσ) = (c(〈∅〉σqσ))F (pσ) = cσ.

(2). Sean c, d ∈ C (F ), a′, b′ ∈ A′, y σ ∈ ΞU(X), entonces

(a′c + b′d)σ = ((a′c + b′d)(〈∅〉σqσ))F (pσ) =

(a′c(〈∅〉σqσ) + b′d(〈∅〉σqσ))F (pσ) =

a′(c(〈∅〉σqσ))F (pσ) + b′(d(〈∅〉σqσ))F (pσ) = a′cσ + b′cσ

por lo tanto ǫ(a′c + b′d) = a′ǫ(c) + b′ǫ(d).
Sea c ∈ C (F ) tal que ǫ(c) = 0 y sea g ∈ G, Sea h : 〈〈σ〉〉 → G tal

que (〈∅〉σ)h = g para algún σ ∈ ΞU(X). Entonces usando el Lema 6.33
deducimos que

c(g) = (c(〈∅〉σqσ))F (pσ ∗ h)

= (cσ)F (h) = (0)F (h) = 0.

(3). Sea σ ∈ ΞU(X),

(ǫ(c) ◦ w)σ = (cθσ)F (wσ) = (c(〈∅〉θσqθσ))F (pθσ ∗ wσ) =

(c(〈∅〉θσqθσ))F (pθσ ∗ wσ ∗ qσ ∗ pσ
︸ ︷︷ ︸

=id〈〈σ〉〉

) =

(c(〈∅〉θσqθσ))F (pθσ ∗ wσ ∗ qσ
︸ ︷︷ ︸

∈E

) ∗ F (pσ) =

(c(〈∅〉θσqθσ ∗ pθσ ∗ wσ ∗ qσ))F (pσ) = (c(〈∅〉θσwσ ∗ qσ))F (pσ) =

(c(r〈∅〉σqσ))F (pσ) = ((cr)(〈∅〉σqσ))F (pσ) = (cr)σ.

Por lo tanto ǫ(c) ◦ w = ǫ(cr).
(4). Lo único que tenemos que comprobar es que π▽(x) está en las

condiciones del apartado anterior, para ello sea σ ∈ ΞU(X),

(〈∅〉∇xσ)π▽(x)σ = (π(x)〈x〉∇xσ)π▽(x)σ =

π(x)(〈x〉σ)π▽(x)σ = π(x)〈∅〉σ.

(5). (⇒). Sea h : 〈〈σ〉〉 → G tal que (〈∅〉σ)h = 0 y sea c ∈ C (F ).
Entonces

(cσ)F (h) = (c(〈∅〉σqσ))F (pσ ∗ h) =

c(〈∅〉σqσ ∗ pσ ∗ h) = c(〈∅〉σh) = c(0) = 0.
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(⇐). Sea α ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) tal que para todo σ ∈ ΞU(X) y todo

h : 〈〈σ〉〉 → G tal que (〈∅〉σ)h = 0 se cumple que (ασ)F (h) = 0.
Para definir un c ∈ C (F ) tal que ǫ(c) = α, tenemos que definir

c(g) para todo g ∈ G. Supongamos que tenemos h : 〈〈σ〉〉 → G tal que
(〈∅〉σ)h = g, entonces c(g) tendŕıa que venir definido como (cσ)F (h).
Como queremos que cσ sea igual a ασ, la única posibilidad que nos
queda es que definamos

c(g) = (ασ)F (h).

El único problema con esta definición, es probar que realmente es
independiente de la elección de h. Para ello supongamos que tenemos
dos posibles homomorfismos

hi 〈〈σi〉〉 → G
〈∅〉σi

7→ g

para i = 1, 2. Consideremos τ = σi ∪ σ2. El homomorfismo Φτσ1 ∗ h1 −
Φτσ2 ∗ h2 lleva el elemento 〈∅〉τ a 0, por que utilizando la hipótesis
deducimos que

0 = (ατ )F (Φτσ1 ∗ h1 − Φτσ2 ∗ h2) =

(ατ )F (Φτσ1 ∗ h1) − (ατ )F (Φτσ2 ∗ h2) = (ασ1)F (h1) − (ασ2)F (h2)

lo que prueba la independencia de esta elección de h.
Vamos a probar que con esta definición c ∈ C (F ). Para ello

supongamos que e ∈ E, g ∈ G. Si tenemos un h : 〈〈σ〉〉 → G tal
que (〈∅〉σ)h = g, entonces (〈∅〉σ)h ∗ e = (g)e, por lo tanto

c((g)e) = (ασ)F (h ∗ e) = ((ασ)F (h))F (e) = (c(g))F (e).

La linealidad se prueba de una forma similar.
Para ver que ασ = cσ, tenemos que

cσ = (c(〈∅〉σqσ))F (pσ) = (ασ)F (qσ ∗ pσ) = ασ.

(6). Empecemos viendo que es un soporte y posteriormente veremos
que es un soporte de torsión. Sea x ∈ ξ y sea y ≤ x tal que y 6∈ ξ.
Como y ≤ x tomemos z tal que yz = x.

Como α ◦ π▽(y) ∈ Im(ǫ), podemos tomar c ∈ C (F ) tal que α ◦
π▽(y) = ǫ(c), pero entonces

α ◦ π▽(x) = α ◦ π▽(y) ◦ π▽(z) =

ǫ(c) ◦ π▽(z) = ǫ(cπ(z)) ∈ Im(ǫ).

Para ver que es un soporte de torsión, lo que vamos a hacer es
comprobar que está contenido en un soporte de torsión. Para ello con-
sideremos la aplicación θβ : ΞU(X) → ΞT(X) dada por θβ(σ) = θβσ(σ)
tal y como se define en la Proposición 6.35. Utilizando las notaciones
que teńıamos en la demostración de dicha proposición, tenemos que
θβ(σ) ⊆ σ para todo σ ∈ ΞU(X) y que θβ(σ) ∈ I(βσ, σ). Vamos a
comprobar también que para todo σ ⊆ τ se tiene que θβ(σ) ⊆ θβ(τ).



5. FUNTORES EXTENSIBLES Y FUNTORES PRODUCTO TENSORIAL 179

Para ver esta inclusión basta ver que θβ(τ) ∩ σ ∈ I(βσ, σ). Sea
h ∈ Aθβ(τ)∩σ(σ). Consideremos el homomorfismo Φτσ ∗ h : 〈〈τ〉〉 → G.
Para todo x ∈ τ ∩ ∂θβ(τ) tenemos que

(〈x〉τ )Φτσ ∗ h =

{

0 si x 6∈ σ

(〈x〉σ)h si x ∈ σ

}

= 0.

Por lo tanto Φτσ∗h ∈ Aθβ(τ)(τ) con lo que tenemos que 0 = (βτ )F (Φτσ∗
h) = (βσ)F (h).

Aplicando el Lema 2.33 deducimos que existe un soporte de torsión
ζ tal que para todo x ∈ Σ(X) \ ζ , se tiene que θβ(∇xσ) ⊂ ((x)).

Sea x ∈ ξ\ζ , entonces por definición α◦π▽(x) 6∈ Im(ǫ), es decir, que
existe un h : 〈〈σ〉〉 → G tal que (〈∅〉σ)h = 0 y ((α ◦ π▽(x))σ)F (h) 6= 0.

Como (α ◦ π▽(x))σ = (α∇xσ)F (π▽(x)σ) entonces (α∇xσ)F (π▽(x)σ ∗
h) 6= 0 , pero π▽(x)σ ∗ h ∈ Aθβ(∇xσ)(∇xσ) lo cual es una contradicción.

La razón por la que π▽(x)σ ∗ h ∈ Aθβ(∇xσ)(∇xσ) es porque π▽(x)σ ∗

h ∈ Aλ(x)(∇xσ) ya que Xλ(x) ∩ ∇xσ = {x} y (〈x〉∇xσ)π
▽(x)σ ∗ h =

(〈∅〉σ)h = 0. Por lo tanto usando el hecho de que θβ(∇xσ) ⊂ ((x)) =

∪
λ(x)
k=0X

k ∩ ∇xσ entonces deducimos que Aλ(x)(∇xσ) ⊆ Aθβ(∇xσ)(∇xσ)
tal y como vimos en la Proposición 6.35.

Lo que hemos probado pues es que ξ \ ζ = ∅ o lo que es lo mismo,
que ξ ⊆ ζ . Pero como ζ es un soporte de torsión, deducimos que ξ es
un soporte de torsión.

Lema 6.38. Sea C (F ) el bimódulo construido a partir de G y sea

ς : C (F ) ⊗R − → F la transformación natural asociada. Entonces se

cumple2 (4 ⇒ 3 ⇒ 2 ⇒ 1) con

1. Para todo σ ∈ ΞU(X), ς〈〈σ〉〉 es un monomorfismo.

2. Para todo σ ∈ ΞU(X), todo x ∈ σ y todo c ∈ C (F ), si (c ⊗
〈x〉(x)σ)ς〈〈(x)σ〉〉 = 0 entonces c ⊗ 〈x〉(x)σ = 0.

3. Para todo σ ∈ ΞU(X) y todo c ∈ C (F ), si (c ⊗ 〈∅〉σ)ς〈〈σ〉〉 = 0,
entonces c ⊗ 〈∅〉σ = 0.

4. Para toda sucesión (xn)n∈N ∈ XN y todo c ∈ C (F ) se cumple que

si c((xn:n∈N)) = 0 entonces existe un n0 ∈ N tal que cπ(x1 · · ·xn0) =
0.

Demostración:

(2 ⇒ 1). Sea σ ∈ ΞU(X) y sea α ∈ C (F ) ⊗R 〈〈σ〉〉. Para este elemento
α podemos encontrar un n ∈ N y elementos c(x) ∈ C (F ) de forma que

α =
∑

x∈Xn∩σ

c(x) ⊗ 〈x〉σ.

Supongamos que α ∈ Ker(ς〈〈σ〉〉). Utilizando que ς es una transforma-
ción natural, tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo para

2De hecho son todas las condiciones equivalentes y ciertas, en la Proposi-
ción 6.42 probaremos la condición (4) de este lema para deducir la condición (1)
que es la que nos interesa.
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todo x ∈ Xn ∩ σ

C (F ) ⊗R 〈〈σ〉〉
ς〈〈σ〉〉

−−−→ F (〈〈σ〉〉)

C(F )⊗Φσ,(x)σ



y



yF (Φσ,(x)σ)

C (F ) ⊗R 〈〈(x)σ〉〉 −−−−→
ς〈〈(x)σ〉〉

F (〈〈(x)σ〉〉)

Aplicando la conmutatividad de este diagrama para nuestro elemento
α obtenemos que

0 = (α)ς〈〈σ〉〉 ∗ F (Φσ,(x)σ) = (α)C (F ) ⊗ Φσ(x)σ ∗ ς(x)σ =

(c(x) ⊗ 〈x〉(x)σ)ς(x)σ

y aplicando (2) deducimos que c(x) ⊗ 〈x〉(x)σ = 0 por lo tanto

α =
∑

x∈Xn∩σ

c(x) ⊗ 〈x〉σ = 0.

(3 ⇒ 2). Sea σ ∈ ΞU(X), c ∈ C (F ) y x ∈ σ tal que (c ⊗
〈x〉(x)σ)ς(x)σ = 0, entonces

0 = (c ⊗ 〈x〉∇x∆xσ)ς(x)σ ∗ F (π▽(x)∆xσ) =

(c ⊗ 〈x〉∇x∆xσ)(C (F ) ⊗ π▽(x)∆xσ) ∗ ς∆xσ = (c ⊗ 〈∅〉∆xσ)ς∆xσ.

Utilizando (3) deducimos que c ⊗ 〈∅〉∆xσ = 0, por lo tanto

(c ⊗ 〈x〉(x)σ)(C (F ) ⊗ π▽(x)∆xσ) = 0

pero esto implica que c ⊗ 〈x〉(x)σ = 0 porque C (F ) ⊗ π▽(x)∆xσ es un

isomorfismo por serlo π▽(x)∆xσ tal y como se vió en la Proposición 4.14.

(4 ⇒ 3). Sea σ ∈ ΞU(X), sea c ∈ C (F ) tal que (c ⊗ 〈∅〉σ)ς〈〈σ〉〉 = 0
y sea (xn)n∈N ∈ Seq(σ).

c((xn:n∈N)) = (c ⊗ 〈∅〉((xn:n∈N)))ς((xn:n∈N)) =

(c ⊗ 〈∅〉σ)(C (F ) ⊗ Φσ,((xn:n∈N))) ∗ ς((xn:n∈N)) =

(c ⊗ 〈∅〉σ)(ς〈〈σ〉〉) ∗ F (Φσ,((xn:n∈N))) = (0)F (Φσ,((xn:n∈N))) = 0

por lo tanto, aplicando (4) deducimos que existe un n0 ∈ N tal que
cπ(x1 · · ·xn0) = 0. Definamos

ξ = {x ∈ σ : cπ(x) 6= 0}.

Tal y como acabamos de ver, este soporte es de torsión y como está
contenido en un unitario, podemos encontrar un n ∈ N tal que ξ ⊆
∪n−1

k=0X
k, por lo tanto

c ⊗ 〈∅〉σ =
∑

x∈Xn∩σ

cπ(x) ⊗ 〈x〉σ = 0.

Lema 6.39. Sea σ ∈ ΞU(X), β ∈ F (〈〈σ〉〉) y τ ⊆ σ tal que (β)F (Φστ ) =
0. Entonces existe ρ ⊆⊕ σ tal que τ ⊆ ρ y (β)F (Φσρ) = 0.
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Demostración:

Utilizando la Proposición 4.23 sabemos que

Ker(Φστ ) ≃
∐

x∈∂τ∩σ

〈〈(x)σ〉〉

además tenemos la siguiente sucesión exacta

0 →
∐

x∈∂τ∩σ

〈〈(x)σ〉〉 → 〈〈σ〉〉 → 〈〈τ〉〉 → 0

por lo tanto, aplicando el funtor F tenemos la sucesión exacta
∐

x∈∂τ∩σ

F (〈〈(x)σ〉〉) → F (〈〈σ〉〉) → F (〈〈τ〉〉) → 0.

Utilizando la Proposición 6.9 y la sucesión anterior, deducimos que
para todo β ∈ Ker(Φστ ), el conjunto

Fβ = {x ∈ ∂τ ∩ σ : (β)F (Φσ,(x)σ) 6= 0}

es finito. Construyamos

ξβ = ∪x∈Fβ
((x1 · · ·xλ(x)−1)).

Éste es un soporte de torsión por ser una unión finita de soportes de
torsión.

Aplicando directamente la definición tenemos que Fβ ⊆ ∂ξβ ∩ σ.
Podemos pues definir

ρ = ∪x∈(∂ξβ∩σ)\Fβ
(x)σ

que utilizando la Proposición 2.46 deducimos que ρ ⊆⊕ σ. Además

(β)F (Φσρ) =
∑

x∈∂ξβ∩ρ

(β)F (Φσρ) ∗ F (Φρ,(x)ρ) ∗ F (Γ(x)ρ,ρ) =

∑

x∈∂ξβ∩ρ

(β)F (Φσρ)∗F (Φρ,(x)σ)∗F (Γ(x)ρ,ρ) =
∑

x∈∂ξβ∩ρ

(β)F (Φσ,(x)σ)∗F (Γ(x)ρ,ρ) = 0

ya que para todo x ∈ ∂ξβ ∩ ρ, x 6∈ Fβ .

Corolario 6.40. Sea σ ∈ ΞU(X), β ∈ F (〈〈σ〉〉) y (xn)n∈N ∈
Seq(σ) tal que (β)F (Φσ,((xn:n∈N))) = 0. Entonces existe un n0 ∈ N

tal que (β)F (Φσ,(xn0 ···x1)σ) = 0.

Demostración:

Utilizando el Lema 6.39 sabemos que existe un soporte unitario ρ ⊆⊕ σ
tal que (xn)n∈N ∈ Seq(ρ). Además (β)F (Φσρ) = 0. Utilizando el
Lema 2.45 sabemos que existe un n0 ∈ N tal que (xn0 · · ·x1)σ ⊆ ρ, por
lo tanto

(β)F (Φσ,(xn0 ···x1)σ) = (β)F (Φσρ) ∗ F (Φρ,(xn0 ···x1)σ) = 0.
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Lema 6.41. Sea β ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) tal que para una cierta suce-

sión (xn)n∈N ∈ XN, β((xn:n∈N)) = 0. Entonces existe un n0 ∈ N tal que

β ◦ π▽(x1 · · ·xn0) = 0.

Demostración:

Supongamos que ésto no es cierto, es decir, que para todo n ∈ N,

β ◦ π▽(x1 · · ·xn) 6= 0.

Puesto que éste es un elemento de lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉), si no es 0 es

porque existe un soporte unitario H(n), que podemos suponer no vaćıo,
para todo n ∈ N tal que

(β ◦ π▽(x1 · · ·xn))H(n) 6= 0.

Por lo tanto

(β∇x1···xnH(n))F (π▽(x1 · · ·xn)H(n)) 6= 0.

Pero como π▽(x1 · · ·xn)H(n) es un isomorfismo al aplicar la Proposi-
ción 4.14, deducimos que

β∇x1···xnH(n) 6= 0 ∀n ∈ N

Sea σ = ∪n∈N∇x1···xnH(n). Éste es un soporte unitario que contiene
a ((xn : n ∈ N)) por aplicación del Corolario 2.32 y como β((xn:n∈N)) = 0,
utilizando el Corolario 6.40 deducimos que existe un n0 ∈ N tal que
β(xn0 ···x1)σ = 0. Pero como

(xn0 · · ·x1)σ = ∇x1···xn0
∆xn0 ···x1σ ⊇

∇x1···xn0
∆xn0 ···x1∇x1···xn0

H(n0) = ∇x1···xn0
H(n0)

deducimos que
β∇x1···xn0

H(n0) = 0

lo cual es una contradicción con la construcción que hemos hecho.

Proposición 6.42. Sea C (F ) el bimódulo construido a partir de G
y sea ς : C (F )⊗R− → F la transformación natural asociada. Entonces

ς〈〈σ〉〉 es un monomorfismo para todo σ ∈ ΞU(X).

Demostración:

Vamos a probar esta Proposición viendo la condición (4) del Lema 6.38.
Para ello supongamos por reducción al absurdo que existe un c ∈ C (F )
tal que c((xn:n∈N)) = 0 pero cπ(x1 · · ·xn) 6= 0 para todo n ∈ N. Usando
que ǫ es un monomorfismo, esta condición es equivalente a que

0 6= ǫ(cπ(x1 · · ·xn)) = ǫ(c) ◦ π▽(x1 · · ·xn)

pero ésto no puede suceder para todo n ∈ N por el Lema 6.41.

Proposición 6.43. Sea C (F ) el bimódulo construido a partir de G
y sea ς : C (F )⊗R− → F la transformación natural asociada. Entonces
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1. El homomorfismo

lim
←−

σ∈ΞU(X)

ς〈〈σ〉〉 : lim
←−

σ∈ΞU(X)

C (F ) ⊗R 〈〈σ〉〉 → lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉)

es un isomorfismo.

2. Para todo τ ∈ ΞU(X), el siguiente diagrama es conmutativo

lim
←−

σ∈ΞU(X)

C (F ) ⊗R 〈〈σ〉〉

lim
←−

σ∈ΞU(X)

ς〈〈σ〉〉

−−−−−−−→ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉)



y



y

C (F ) ⊗R 〈〈τ〉〉 −−−→
ς〈〈τ〉〉

F (〈〈τ〉〉)

donde los morfismos verticales son los canónicos.

Demostración:

El ĺımite inverso de monomorfismos es un monomorfismo, por lo tanto
podemos asegurar que lim

←−

σ∈ΞU(X)

ς〈〈σ〉〉 es un monomorfismo como apli-

cación de la Proposición 6.42.
Para ver que es un epimorfismo consideremos un β ∈ lim

←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉)

y sea

ξ = {x ∈ Σ(X) : β ◦ π▽(x) 6∈ Im(ǫ)}

Utilizando la Proposición 6.37 sabemos que ξ es un soporte de torsión.
Para cada x ∈ ∂ξ vamos a tomar c(x) ∈ C (F ) tal que ǫ(c(x)) =
β ◦ π▽(x).

Vamos a probar que




(
∑

x∈∂ξ∩σ

c(x) ⊗ 〈x〉σ

)

σ∈ΞU(X)



 lim
←−

σ∈ΞU(X)

ς〈〈σ〉〉 = β

o lo que es lo mismo, que para todo σ ∈ ΞU(X),

(
∑

x∈∂ξ∩σ

c(x) ⊗ 〈x〉σ)ς〈〈σ〉〉 = βσ.

(
∑

x∈∂ξ∩σ

c(x) ⊗ 〈x〉σ)ς〈〈σ〉〉 =

∑

x∈∂ξ∩σ

(c(x) ⊗ 〈∅〉∆xσ)(C (F ) ⊗ π△(x)σ) ∗ ς〈〈σ〉〉 =

∑

x∈∂ξ∩σ

(c(x) ⊗ 〈∅〉∆xσ)ς〈〈∆xσ〉〉 ∗ F (π△(x)σ) =

∑

x∈∂ξ∩σ

(c(x)∆xσ)F (π△(x)σ) =
∑

x∈∂ξ∩σ

(β(x)σ)F (π▽(x)∆xσ ∗ π△(x)σ) =
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∑

x∈∂ξ∩σ

(β(x)σ)F (Γ(x)σ,σ) =
∑

x∈∂ξ∩σ

(βσ)F (Φσ,(x)σ) ∗ F (Γ(x)σ,σ) = βσ.

La segunda parte es una consecuencia inmediata de la construcción
del ĺımite inverso de homomorfismos.

Teorema 6.44. Sea F ∈ LDFun(R-DMod, A′-DMod) con R un

anillo y A′ un anillo con identidad. Las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. F es un funtor extensible.

2. F es equivalente a un funtor de la forma P ⊗R − para algún

(A′, R)-bimódulo con A′P = P .

3. Existe un funtor F ∈ LDFun(Z×R-DMod, A′-DMod) que extiende

al funtor F , es decir F ◦ ID = F , siendo ID : R-DMod →
Z×R-Mod la inclusión canónica.

4. Existe un generador RM tal que la transformación natural ς :
C (F ) ⊗R − → F construida a partir de M es una equivalencia

de funtores.

5. Para todo generador RM , la transformación natural ς : C (F )⊗R

− → F construida a partir de M es una equivalencia de funtores.

6. Existe un conjunto X junto con una aplicación π : X → R
tal que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R
y la construcción de ς : C (F ) ⊗R − → F para el generador

G =
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉 es una equivalencia de funtores.

7. Existe un conjunto X junto con una aplicación π : X → R tal

que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y ς〈〈σ〉〉
es un isomorfismo para todo σ ∈ ΞU(X) siendo ς la construcción

asociada al generador
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉.
8. Existe un conjunto X junto con una aplicación π : X → R tal

que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R y ς〈〈σ〉〉
es un epimorfismo para todo σ ∈ ΞU(X) siendo ς la construcción

asociada al generador
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉.

Demostración:

(2 ⇒ 1) Se vió en el Ejemplo 6.3 para funtores producto tensorial. Para
funtores que son equivalentes a ellos no hay mas que componer
con los isomorfismos correspondientes.

(2 ⇔ 3) Es el teorema de Watt’s para anillos con identidad, que nos dice
que entre anillos con identidad, los funtores que conservan ĺımites
directos son precisamente los funtores producto tensorial.

(4 ⇒ 2) Tomar P = C (F ).
(5 ⇒ 4) Trivial.
(6 ⇒ 5) Es consecuencia de la Proposición 6.27.
(7 ⇒ 6) Es consecuencia de la Proposición 6.34.
(8 ⇒ 7) Es consecuencia de la Proposición 6.42.
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(1 ⇒ 8) Se deduce de la Proposición 6.43 del siguiente modo. Utilizando
la conmutatividad del diagrama que se da en dicha proposición
y que los homomorfismos canónicos

lim
←−

σ∈ΞU(X)

C (F ) ⊗R 〈〈σ〉〉 → C (F ) ⊗R 〈〈τ〉〉

son siempre epimorfismos, deducimos que el morfismo

lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) → F (〈〈τ〉〉)

es un epimorfismo si y solo si ς〈〈τ〉〉 es un epimorfismo.

6. Aplicaciones para el Funtor de Localización

Lema 6.45. Sea α ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

P ⊗R 〈〈σ〉〉, α = (ασ)σ∈ΞU(X). En-

tonces

ζα = {x ∈ Σ(X) : ∃σ ∈ ΞU(X) \ {∅}, α∇xσ 6∈ P ⊗ 〈x〉∇xσ}

es un soporte de torsión, donde con P ⊗ 〈x〉∇xσ representamos el con-

junto

{p ⊗ 〈x〉∇xσ ∈ P ⊗R 〈〈∇xσ〉〉 : p ∈ P}.

Demostración:

Empecemos viendo que es un soporte y luego veremos que es de torsión.
Supongamos que x ∈ ζα y que y ≤ x, es decir, existe z tal que x = yz.

Si y 6∈ ζα entonces para todo σ ∈ ΞU(X) se tiene que α∇yσ ∈
P ⊗ 〈y〉

∇yσ
, en particular, para todo σ ∈ ΞU(X) se tiene que α∇y∇zσ ∈

P ⊗ 〈y〉
∇y∇zσ

, es decir

α∇xσ ∈ P ⊗ 〈y〉
∇xσ

= P ⊗ π(z)〈x〉∇xσ ⊆ P ⊗ 〈x〉∇xσ

lo cual es una contradicción.
Supongamos que ζα no es de torsión, es decir, que existe (xn)n∈N ∈

Seq(ζα). Por lo tanto, para cada n ∈ N podemos tomar H(n) ∈ ΞU(X)
tal que

α∇x1···xnH(n) 6∈ P ⊗ 〈xn · · ·x1〉∇x1···xnH(n).

Usando el Corolario 2.32 podemos deducir que σ = ∪n∈N∇x1···xnH(n)
es un soporte unitario.

Para el elemento ασ ∈ 〈〈σ〉〉 podemos encontrar un n ∈ N y elemen-
tos p(x) ∈ P con x ∈ Xn ∩ σ tales que

ασ =
∑

x∈Xn∩σ

p(x) ⊗ 〈x〉σ

utilizando el Lema 4.8.

α∇x1···xnH(n) = (ασ)P ⊗ Φσ,∇x1···xnH(n) =
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∑

y∈Xn∩σ

p(y) ⊗ (〈y〉
σ
)Φσ,∇x1···xnH(n) =

p(x1 · · ·xn) ⊗ 〈xn · · ·x1〉∇x1···xnH(n) ∈ P ⊗ 〈xn · · ·x1〉∇x1···xnH(n)

lo cual es una contradicción con la elección de H(n).

Lema 6.46. Sea α ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

P ⊗R 〈〈σ〉〉, α = (ασ)σ∈ΞU(X). En-

tonces

ξα = Σ(X) \ {x ∈ Σ(X) : ∃p ∈ P tal que

∀σ ∈ ΞU(X) \ {∅}, α∇xσ = p ⊗ 〈x〉∇xσ}

es un soporte de torsión.

Demostración:

Empecemos viendo que ζα ⊆ ξα siendo ζα el dado en el Lema 6.45. Si
x 6∈ ξα entonces existe un p ∈ P tal que para todo σ ∈ ΞU(X), α∇xσ =
p ⊗ 〈x〉∇xσ, en particular, para todo σ ∈ ΞU(X), α∇xσ ∈ P ⊗ 〈x〉∇xσ,
por lo tanto x 6∈ ζα.

Vamos ahora a ver que ξα es un soporte. Supongamos que x ∈ ξα

y que y ≤ x con y 6∈ ξα. Tomemos z ∈ Σ(X) tal que x = yz.
Como y 6∈ ξα, existe un p ∈ P tal que para todo σ ∈ ΞU(X),

α∇yσ = p ⊗ 〈y〉
∇yσ

, entonces

α∇xσ = α∇y∇zσ = p ⊗ 〈y〉
∇y∇zσ

=

p ⊗ π(z)〈zy〉
∇y∇zσ

= pπ(z) ⊗ 〈x〉∇xσ

lo que prueba que x 6∈ ξα y por tanto es una contradicción.
Vamos a ver que ξα es un soporte de torsión suponiendo que existe

una cadena infinita (xn)n∈N ∈ Seq(ξα). Como ζα es de torsión existirá
un k ∈ N tal que (x1 · · ·xk) 6∈ ζα. Consideremos el soporte τ = ((xn :
n ∈ N)). Como (x1 · · ·xk) 6∈ ζα podemos encontrar p ∈ P tal que

ατ = p ⊗ 〈xk · · ·x1〉τ .

Para todo t ∈ N, como (x1 · · ·xk+t) ∈ ξα, podemos encontrar H(t) ∈
ΞU(X), H(t) 6= ∅ tal que

α∇x1···xk+t
H(t) 6= pπ(xk+1 · · ·xk+t) ⊗ 〈xk+t · · ·x1〉∇x1···xk+t

H(t).

Como además (x1 · · ·xn) 6∈ ζα, podemos encontrar h(t) ∈ P tal que

α∇x1···xk
∇xk+1···xk+t

H(t) =

h(t) ⊗ 〈xk · · ·x1〉∇x1···xk
∇xk+1···xk+t

H(t) =

h(t)π(xk+1 · · ·xk+t) ⊗ 〈xk+t · · ·x1〉∇x1···xk+t
H(t).

Sea σ = ∪t∈N∇xk+1···xk+t
H(t) ∈ ΞU(X). Además ((xk+t : t ∈ N)) ⊆

σ.
Como (x1 · · ·xk) 6∈ ζα podemos encontrar un p̃ ∈ P tal que

α∇x1···xk
σ = p̃ ⊗ 〈xk · · ·x1〉∇x1···xk

σ
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Como τ ⊆ ∇x1···xk
σ tenemos que p̃ ⊗ 〈xk · · ·x1〉τ = p ⊗ 〈xk · · ·x1〉τ

por lo que podemos encontrar un t ≥ 0 tal que p̃π(xk+1 · · ·xk+t) =
pπ(xk+1 · · ·xk+t) como consecuencia del Lema 4.8, por lo tanto para
este t tenemos que

h(t)π(xk+1 · · ·xk+t) ⊗ 〈xk+t · · ·x1〉∇x1···xk+t
H(t) =

α∇x1···xk+t
H(t) = (α∇x1···xk

σ)(P ⊗ Φ∇x1···xk
σ,∇x1···xk+t

H(t)) =

p̃⊗〈xk · · ·x1〉∇x1···xk+t
H(t) = p̃π(xk+1 · · ·xk+t)⊗〈xk+t · · ·x1〉∇x1···xk+t

H(t) =

pπ(xk+1 · · ·xk+t) ⊗ 〈xk+t · · ·x1〉∇x1···xk+t
H(t)

lo cual es una contradicción ya que

α∇x1···xk+t
H(t) 6= pπ(xk+1 · · ·xk+t) ⊗ 〈xk+t · · ·x1〉∇x1···xk+t

H(t).

para todo t ∈ N.

Definición 6.47. Sea PR un R-módulo por la derecha. Consider-
aremos P con estructura de (Z, R)-bimódulo y sea M un generador de
R-DMod. Definiremos

ιP P → C (P ⊗R −)
p 7→ ιP (p)

siendo ιP (p)(m) = p ⊗ m.

Aunque la definición la hemos dado en general, a partir de ahora
vamos a utilizar la definición para el generador G =

∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉

con X un conjunto y π : X → R una aplicación tal que π(X) es un
conjunto T-generador por la derecha de R. Posteriormente veremos lo
que pasa para otros generadores.

Proposición 6.48. Sea PR un R-módulo por la derecha. Entonces

Ker(ιP ) = T (P ).

Demostración:

Sea p ∈ T (P ), entonces

ξp = {x ∈ Σ(X) : pπ(x) 6= 0}

Supongamos que p 6∈ Ker(ιP ), entonces existirá un g ∈ G tal que
p ⊗ g 6= 0. Sea σ ∈ ΞU(X) y h : 〈〈σ〉〉 → G tal que (〈∅〉σ)h = g. Como
ξp ∩ σ es finito, podemos tomar un n ∈ N tal que para todo x ∈ ξp ∩ σ,
λ(x) < n. Entonces

p ⊗ g = p ⊗ (〈∅〉σ)h =
∑

x∈Xn∩σ

p ⊗ (π(x)〈x〉σ)h =

∑

x∈Xn∩σ

pπ(x) ⊗ (〈x〉σ)h = 0.
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Rećıprocamente supongamos que p 6∈ T (P ). Entonces existirá una
sucesión (xn)n∈N ∈ XN tal que pπ(x1 · · ·xn) 6= 0 para todo n ∈ N, por
lo tanto si denotamos τ = ((xn : n ∈ N)), obtenemos que

p ⊗ (〈∅〉τ )qτ 6= 0

como consecuencia de la Proposición 4.9.

Proposición 6.49. Sea PR un R-módulo por la derecha. Entonces

Coker(ιP ) es un R-módulo por la derecha de torsión.

Demostración:

Sea c ∈ C (P ⊗R −), entonces ǫ(c) ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

P ⊗R 〈〈σ〉〉. Consideremos

el soporte de torsión ξǫ(c) dado en el Lema 6.46. Sea (xn)n∈N ∈ XN, para
un cierto n ∈ N tenemos que (x1 · · ·xn) 6∈ ξǫ(c), entonces por definición
de ξǫ(c) existirá un elemento p ∈ P tal que para todo σ ∈ ΞU(X),

c∇x1···xnσ = p ⊗ 〈xn · · ·x1〉∇x1···xnσ

pero entonces para todo σ ∈ ΞU(X),

(cπ(x1 · · ·xn))σ = (ǫ(c) ◦ π▽(x1 · · ·xn))σ =

(c∇x1···xnσ)(P ⊗π▽(x1 · · ·xn)σ) = p⊗(〈xn · · ·x1〉∇x1···xn
)π▽(x1 · · ·xn)σ =

p ⊗ 〈∅〉σ = (ιP (p))σ.

Como ésto se puede hacer para todo σ ∈ ΞU(X), deducimos que
cπ(x1 · · ·xn) = ιP (p) ∈ Im(ιP ).

Corolario 6.50. Para todo R-módulo por la derecha PR se tiene

un isomorfismo

βP : C (PR) → C (P ⊗R −)

tal que ιP = βP ◦ ιP .

Demostración:

Este resultado es consecuencia directa de la Proposición 6.49 de la
Proposición 6.48 y la demostración que se hizo en el Ejercicio 5.2 apli-
cada a un solo módulo P .

Corolario 6.51. Sea M un generador de la categoŕıa R-DMod,

entonces para todo R-módulo por la derecha PR se tiene que C (PR) ≃
C (P ⊗R −) donde C (P ⊗R −) es el bimódulo construido a partir de

RM

Demostración:

Es consecuencia del corolario anterior y de la Proposición 6.27.

Corolario 6.52. Sea RM un generador de la categoŕıa R-DMod,

entonces BiEnd(RM) ≃ C
(

Z×RR

)
.
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Demostración:

El funtor Z×R ⊗R − es equivalente al funtor identidad, por lo tanto

BiEnd(RM) = HomE(M, M) ≃ HomE(M, Z×R ⊗R M) =

C
(

Z×R ⊗R −
)
≃ C

(
Z×RR

)
.

Proposición 6.53. Sean F, F ′ : R-DMod → A′-Mod dos funtores

extensibles que conserven ĺımites directos tales que existe un isomor-

fismo de bimódulos, β : C (F ) → C (F ′), entonces F y F ′ son equiva-

lentes.

Demostración:

Sean ς : C (F ) ⊗R − → F y ς ′ : C (F ′) ⊗R − → F ′ las equivalencias
de funtores asociadas, entonces los funtores F y F ′ son equivalentes a
través de la siguiente cadena de equivalencias

F
ς−1

−−−→
≃

C (F ) ⊗R −
β⊗−
−−−→

≃
C (F ′) ⊗R −

ς′
−−−→

≃
F ′

Proposición 6.54. Sea F : R-DMod → A′-Mod un funtor que

conserve ĺımites directos, y sea ς : C (F ) ⊗R − → F la transforma-

ción natural asociada, entonces C (ς) : C (C (F ) ⊗R −) → C (F ) es un

isomorfismo de bimódulos.

Demostración:

Utilizando el Corolario 6.50 tenemos un isomorfismo C (C (F ) ⊗R −) ≃
C (C (F )), pero como C (F ) ∈ CMod-R deducimos que C (C (F )) ≃
C (F ). Faltaŕıa ver que estos isomorfismos son precisamente los que
vienen a partir de C (ς).

El isomorfismo del que hablamos viene dado por

ιC(F ) : C (F ) → C (C (F ) ⊗R −)
c 7→ ιC(F )(c)

con ιC(F )(c)(m) = c ⊗ m. Si aplicamos ahora C (ς) : C (C (⊗)R −) →
C (F ) obtenemos

C (ς) (ιC(F )(c))(m) = ςM(c ⊗ m) = c(m)

por lo tanto C (ς)◦ιC(F ) = idC(F ). Aplicando que ιC(F ) es un isomorfismo
deducimos que C (ς) es un isomorfismo.

7. Generalización del Concepto de Funtor Extensible

Definición 6.55. Sean R y R′ dos anillos. Diremos que un funtor
F : R-DMod → R′-DMod que conserve ĺımites directos es extensible si
I′
D
◦ F : R-DMod → R′-MOD es un funtor extensible.
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Ejercicio 6.9. Demostrar que si R′ es un anillo con identidad,
entonces un funtor F : R-DMod → R′-DMod = R′-Mod que conserve
ĺımites directos es extensible con la Definición 6.1 si y solo si lo es con
la Definición 6.55.

Solución:

Como I′
D

conserva ĺımites directos, entonces si I′
D
◦ F conserva ĺımites

directos.
Si F es un funtor extensible con la Definición 6.1, entonces F es

equivalente a un funtor producto tensorial del tipo P ⊗R −, pero en-
tonces I′

D
◦ F también es equivalente a P ⊗R − ya que I′

D
(F (M)) ≃

F (M) para todo M ∈ R-DMod. Del mismo modo, si I′
D

(F (M)) ≃
P ⊗R M para un cierto bimódulo P , entonces F (M) ≃ P ⊗R M para
el mismo bimódulo, el único problema podŕıa plantearse en este ca-
so si P no es un R′-módulo unitario. En tal caso podemos descom-
poner P en dos partes, P = 1R′P ⊕ (1Z×R′ − 1R′)P , pero como los
módulos P ⊗R M son R′-unitarios para todo RM ∈ R-DMod, entonces
(1Z×R′ − 1R′)P ⊗R M = 0, por lo que P ⊗R M ≃ 1R′P ⊗R M con lo que
logramos poner F como un producto tensorial por un bimódulo que
como R′-módulo es unitario.

Definición 6.56. Sean R y R′ dos anillos. Definiremos

LDFune(R-DMod, R′-DMod)

como la subcategoŕıa plena de LDFun(R-DMod, R′-DMod) formada por
los funtores extensibles y las transformaciones naturales entre ellos.

A la restricción del funtor C sobre la categoŕıa LDFune(R-DMod, R′-DMod)
la denotaremos también como C.

Realmente podemos establecer un resultado similar al obtenido
para funtores extensibles entre R-DMod y A′-Mod para funtores en-
tre R-DMod y R′-DMod. Seŕıa, poniendo únicamente las condiciones
principales, como sigue

Teorema 6.57. Sea F ∈ LDFun(R-DMod, R′-DMod) para ciertos

anillos R y R′. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F ∈ LDFune(R-DMod, R′-DMod).
2. F es equivalente a un funtor de la forma P ⊗R − para algún

(R′, R)-bimódulo.

3. Existe un generador RM tal que la transformación natural ς :
C (I′

D
◦ F ) ⊗R − → F construida a partir de M es una equiva-

lencia de funtores.

Demostración:

Consideremos I′
D

: R′-DMod → Z×R′-Mod la inclusión.
(1 ⇒ 2). Si I′

D
◦F es extensible, entonces por el Teorema 6.57, existe

un (R′, R)-bimódulo P tal que P⊗RD ≃ F (D) para todo D ∈ R-DMod.
Este isomorfismo es en Z×R′-Mod. El módulo F (D) está en R′-DMod,
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y si P ⊗R D es isomorfo a él, también estará en dicha categoŕıa, por lo
tanto F es equivalente al funtor P ⊗R − como funtores entre R-DMod

y R′-DMod.
(2 ⇒ 3). A partir del Teorema 6.57, sabemos que I′

D
◦F es equiva-

lente a C (I′
D
◦ F )⊗R− como funtores entre R-DMod y Z×R′-Mod. Como

I′
D
◦F (D) está de hecho en la subcategoŕıa R′-DMod y C (I′

D
◦ F )⊗R D

es isomorfo a él, también estará éste último en dicha categoŕıa, y por
lo tanto F y C (I′

C
◦ F )⊗R − serán funtores equivalentes considerados

como funtores entre R-DMod y R′-DMod.
(3 ⇒ 1). Si se cumple (3), entonces I′

D
◦ F es equivalente al funtor

CI′
D
◦ F ⊗R − y utilizando directamente el Teorema 6.57, deducimos

que I′
D
◦F es extensible y por definición eso significa que F es extensible.

8. La Independencia del Anillo Ambiente III

Proposición 6.58. Sean R y R′ anillos, B′ un anillo con identidad

y β ′ : R′ → B′ un homomorfismo de anillos tal que Ker(β ′) y Coker(β ′)
considerados como R′-módulos por la derecha, son de torsión. Sea

F ∈ LDFun(R-DMod, R′-DMod). Entonces son equivalentes

1. I′
D
◦ F es extensible, siendo I′

D
: R′-DMod → Z×R′-Mod la in-

clusión canónica.

2. J′
D
◦ F es extensible, siendo J′

D
: R′-DMod → B′-Mod la in-

clusión canónica.

Demostración:

I′
D
◦ F es extensible si y solo si I′

D
◦ F (D) ≃ P ⊗R D para un cierto

bimódulo P y esto sucede si y solo si F (D) ≃ P ⊗R D para todo D ∈
R-DMod, pero como R-DMod es una subcategoŕıa plena de B-Mod, la
condición anterior es equivalente a que J′

D
◦F (D) ≃ P ⊗R D para todo

D, que es la condición de que J′
D
◦ F sea extensible.

Definición 6.59. Sean R y R′ dos anillos, F ∈ LDFune(R-DMod, R′-DMod),
y sea RM un generador de R-DMod, entonces definiremos C (F ) =
C (I′

D
◦ F ).

Proposición 6.60. Sean R y R′ dos anillos, F ∈ LDFune(R-DMod, R′-DMod),
y sea β ′ : R′ → B′ un homomorfismo de anillos con B′ un anillo

con identidad tal que β ′ tiene núcleo y conúcleo de torsión consideran-

do estos módulos como R′-módulos por la derecha. Supongamos que

J′
D

: R′-DMod → B′-Mod es la inclusión canónica entre las categoŕıas,

entonces C (F ) = C (J′
D
◦ F ).

Demostración:

Sea RM un generador de R-DMod. Entonces HomE(M, F (M)) =
HomE(M, I′

D
◦F (M)) = HomE(M,J′

D
◦F (M)) ya que F (M), I′

D
(F (M))

y J′
D

(F (M)) son el mismo E-módulo (son módulos con estructuras
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diferentes por la izquierda, pero por la derecha, la estructura de E-
módulo es la misma para los tres).

Este hecho hace HomE(M, F (M)) = HomE(M,J′
D
◦ F (M)) ten-

ga una estructura de B′-módulo que extienda a su estructura de R′-
módulo.

Proposición 6.61. Sean R y R′ anillos, B y B′ anillos con iden-

tidad, β : R → B y β ′ : R′ → B′ homomorfismos de anillos tales

que Ker(β), Coker(β) ∈ TR y Ker(β ′), Coker(β ′) ∈ TR′. Sea F ∈
LDFune(R-DMod, R′-DMod).

Entonces C (F ) tiene una única estructura de (B, B′)-bimódulo que

extiende su estructura de (R, R′)-bimódulo.

Demostración:

Sea RM un generador de la categoŕıa R-DMod. Entonces M tiene
estructura de B-módulo por la izquierda. También F (M) tiene estruc-
tura de B′-módulo por la izquierda, por lo tanto HomE(M, F (M)) tiene
estructura de (B, B′)-módulo por la izquierda. Esta estructura extiende
trivialmente a la de (R, R′)-bimódulo. Como HomE(M, F (M)) ∈ CMod-R,
la estructura de B-módulo por la derecha es única.

Supongamos que existen dos estructuras de B′-módulo en HomE(M, F (M))
que denotaremos ·, ⋆. El R′-isomorfismo ςM : HomE(M, F (M)) ⊗R

M → F (M) hace que

(b′·c)(m) = b′(·(c(m))) = (b′⋆c)(m) ∀b′ ∈ B′, c ∈ HomE(M, F (M)), m ∈ M

(por la unicidad de la estructura de B′-módulo de F (M), pero entonces
b′ · c = b′ ⋆ c para todo c ∈ HomE(M, F (M)), lo que prueba la unicidad
de la estructura de B′-módulo.



TEMA 7

Teoŕıa de Morita

1. Bimódulos Permeables

Definición 7.1. Sean R y R′ anillos y sea R′MR un (R′, R)-bimódulo.
Denotaremos por

φM : R′ ⊗R′ M → M
s ⊗ m 7→ sm

Diremos que un (R′, R)-bimódulo es permeable por la derecha si
Ker(φM) y Coker(φM) son módulos de torsión como R-módulos por la
derecha.

Denotaremos por (R′, R) -Perm a la subcategoŕıa plena de la cate-
goŕıa de (R′, R)-bimódulos formada por los que son (R′, R)-permeables
por la derecha y como R-módulos están en CMod-R.

Ejemplo 7.2. Todo anillo R es un (R, R)-bimódulo permeable por
ambos lados.

Lema 7.3. Sea PR un R-módulo por la derecha. Las siguientes

condiciones son equivalentes

1. PR es un R-módulo de torsión.

2. P ⊗R N = 0 para todo N ∈ R-DMod.

3. P ⊗R M = 0 para un generador RM de R-DMod.

4. P ⊗R W = 0 para todo R-módulo por la izquierda unitario RW .

Demostración:

(4 ⇒ 3). Trivial.
(3 ⇒ 2). Consideremos un epimorfismo η : M (I) → N . Como

P ⊗R − conserva epimorfismos tenemos que P ⊗R η : P ⊗R M (I) →
P ⊗R N es un epimorfismo, pero como P ⊗R M = 0 tenemos que
P ⊗R M (I) = 0 y por lo tanto P ⊗R N = Im(P ⊗R η) = 0

(2 ⇒ 1). Sea X un conjunto, π : X → R una aplicación tal que
π(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de R. Supongamos
que existe un p ∈ P y una cadena (xn)n∈N tal que para todo n ∈
N, pπ(x1 · · ·xn) 6= 0, entonces p ⊗ 〈∅〉((xn:n∈N)) 6= 0 y por lo tanto

P ⊗ 〈〈xn : n ∈ N〉〉 6= 0.
(1 ⇒ 4). Vamos a utilizar el Lema 3.37 del siguiente modo, con-

sideremos Z = P ⊗R W y h : P × W → P ⊗R W la aplicación
h(p, w) = p ⊗ w para todo p ∈ P y todo w ∈ W . Como h(0, w) = 0
para todo w ∈ W deducimos que h(p, w) = 0 para todo p ∈ P y todo
w ∈ W ya que P es de torsión, por lo tanto P ⊗R W = 0.

193
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Proposición 7.4. Sean R′PR y R′QR dos (R′, R)-bimódulos y sea

ϕ : P → Q un homomorfismo de bimódulos. Entonces son equivalentes:

1. HomR(ϕ, C) : HomR(QR, CR) → HomR(PR, CR) es un isomor-

fismo para todo C ∈ CMod-R.

2. ϕ ⊗ D : P ⊗R D → Q ⊗R D es un isomorfismo para todo D ∈
R-DMod.

3. Ker(ϕ) y Coker(ϕ) son R-módulos por la derecha de torsión.

Demostración:

(1 ⇒ 3). El núcleo de HomR(ϕ, C) es precisamente

{f : Q → C : f ◦ ϕ = 0} = HomR(Coker(ϕ), C)

por lo tanto HomR(ϕ, C) es un monomorfismo para todo C si y solo si
Coker(ϕ) es un R-módulo por la derecha de torsión. Si es de torsión
entonces HomR(Coker(ϕ), C) = 0 por ser C libre de torsión, y si no lo
es, entonces HomR(Coker(ϕ),C (Coker(ϕ))) 6= 0.

Para ver que HomR(ϕ, C) es un epimorfismo consideremos un homo-
morfismo f : P → C. Como Ker(ϕ) es de torsión y HomR(Ker(ϕ), C) =
0 tenemos que Ker(ϕ) ⊆ Ker(f) y podemos definir f : P/Ker(ϕ) → C
con f(p + Ker(ϕ)) = f(p).

Como Coker(ϕ) es de torsión, utilizando que C es T-inyectivo, pode-
mos encontrar un homomorfismo g : Q → C que tal que para todo
p ∈ P , g ◦ ϕ = f , lo que prueba que HomR(ϕ, C) es un epimorfismo
para todo C ∈ CMod-R.

(3 ⇒ 1). Tal y como hemos visto en el apartado anterior, si
C (Coker(ϕ)) 6= 0 entonces HomR(ϕ,−) no puede ser una equivalen-
cia. Nos queda por probar que Ker(ϕ) también es de torsión. Para
ello supongamos por reducción al absurdo que no lo es, es decir, que
C (Ker(ϕ)) 6= 0 y consideremos el homomorfismo ιP : P → C (P ). Por
ser HomR(ϕ,C (P )) un epimorfismo, podremos encontrar un g : Q →
C (P ) tal que g ◦ ϕ = ιP . Entonces

ιP ◦ ϕk = g ◦ ϕ ◦ ϕk = 0

por lo tanto 0 = ιP ◦ϕk = ιKer(ϕ) ◦C
(
ϕk
)
. Como el funtor C es exacto

y ϕk es un monomorfismo, deducimos que C
(
ϕk
)

es un monomorfismo
y por lo tanto ιKer(ϕ) = 0, pero esto solo sucede si C (Ker(ϕ)) = 0.

(2 ⇒ 3). De la condición (2) deducimos que en particular ϕ ⊗R M
ha de ser un isomorfismo para un generador M de la categoŕıa R-DMod,
entonces aplicando el funtor −⊗R M a la sucesión exacta

Q → P → Coker(ϕ) → 0

deducimos que Coker(ϕ)⊗R M = 0 y aplicando el Lema 7.3 deducimos
que Coker(ϕ) es un R-módulo por la derecha de torsión.

Sea X un conjunto y π : X → R una aplicación tal que π(X)
es un conjunto T-generador por la derecha de R. Entonces G =
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∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉 sabemos que es un generador de R-DMod que además
es plano.

Consideremos la sucesión exacta

0 → Ker(ϕ) → P → Im(ϕ) → 0

Si a esta sucesión le aplicamos el funtor −⊗R G obtenemos

0 → Ker(ϕ) ⊗ G → P ⊗ G → Im(ϕ) ⊗ G → 0.

Como ϕ ⊗ G es un isomorfismo, entonces

ϕkc ⊗ G ◦ ϕck ⊗ G

es un isomorfismo. Como ϕkc⊗G es un isomorfismo por ser Coker(ϕ)⊗R

G = 0, deducimos que ϕck ⊗G es un isomorfismo. Utilizando ésto con
la sucesión exacta anterior deducimos que Ker(ϕ) ⊗R G = 0, pero eso
implica que Ker(ϕ) es un R-módulo por la derecha de torsión.

(3 ⇒ 2). Sea de nuevo X un conjunto y π : X → R una apli-
cación tal que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha de R.
Denotemos también por G =

∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉.
Consideremos la sucesión exacta

Q → P → Coker(ϕ) → 0.

Si le aplicamos el funtor −⊗R G deducimos que

Q ⊗R G → P ⊗R G → Coker(ϕ) ⊗R G → 0

es exacta y como Coker(ϕ) es de torsión, Coker(ϕ) ⊗R G = 0, por lo
tanto ϕ ⊗ G es un epimorfismo.

Como Coker(ϕ) es de torsión, ϕkc ⊗ G es un isomorfismo. Para
probar que ϕ ⊗ G es un isomorfismo solo necesitaŕıamos probar que

ϕck ⊗ G : P ⊗ G → Im(ϕ) ⊗ G

es un isomorfismo, pero esto es cierto ya que al aplicarle el funtor
−⊗R G a la sucesión

0 → Ker(ϕ) → P → Im(ϕ) → 0

teniendo en cuenta que Ker(ϕ) ⊗R G = 0 y que G es plano.
Una vez probado que ϕ⊗G es un isomorfismo, para probar que ϕ⊗N

es un isomorfismo para todo N ∈ R-DMod utilizamos una sucesión
exacta del tipo

G(J) → G(I) → N → 0

Si le aplicamos ϕ ⊗−, obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

P ⊗ G(J) −−−→ P ⊗ G(I) −−−→ P ⊗ N −−−→ 0

ϕ⊗G(J)



y ϕ⊗G(I)



y ϕ⊗N



y

Q ⊗ G(J) −−−→ Q ⊗ G(I) −−−→ Q ⊗ N −−−→ 0

Como ϕ ⊗ G es un isomorfismo, deducimos que ϕ ⊗ G(I) también lo
es para cualquier conjunto de ı́ndices I, por lo tanto las dos primeras
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columnas del diagrama son isomorfismos. Como las filas son exactas,
de ah́ı podemos deducir que ϕ ⊗ N es un isomorfismo.

Proposición 7.5. Sea R′PR un bimódulo, entonces son equivalentes

1. HomR(PR,−) es un funtor entre CMod-R y CMod-R′.

2. P ⊗R − es un funtor entre R-DMod y R′-DMod.

3. P es un (R′, R)-bimódulo permeable por la derecha.

Demostración:

La condición (1) es equivalente a que

HomR′(R
′, HomR(P, C)) ≃ HomR(P, C)

con el homomorfismo canónico. Pero también tenemos el isomorfismo
canónico

HomR′(R
′, HomR(P, C)) ≃ HomR(R′ ⊗R P, C)

La composición de los dos resulta

HomR′(φP , C) : HomR(P, C) → HomR(R′ ⊗R P, C)

por lo tanto la condición (1) es equivalente a que φP tenga núcleo y
conúcleo de torsión como consecuencia de la Proposición 7.4.

La condición (2) es equivalente a que para tod D ∈ R-DMod,

φP ⊗ D : R′ ⊗R′ P ⊗R D → P ⊗R D

sea un isomorfismo, pero ésto de nuevo es equivalente a que Ker(φP ) y
Coker(φP ) sean R-módulos por la derecha de torsión.

Proposición 7.6. Sea P un (R′, R)-bimódulo permeable por la derecha.

Entonces C (P ) es también un (R′, R)-bimódulo permeable por la derecha

y HomR(ιP ,−) es una equivalencia entre los funtores HomR(C (P ) ,−)
y HomR(P,−) considerados como funtores enter CMod-R y CMod-R′ y

−⊗ιP : −⊗R P → −⊗RC (P ) es también una equivalencia de funtores

considerados como funtores entre R-DMod y R′-DMod.

Por lo tanto, para todo (R′, R)-bimódulo permeable por la derecha,

su localización como R-módulo está en Perm- (R′, R).

Demostración:

El R-módulo por la derecha C (PR) tiene estructura de R′-módulo por
la izquierda tal y como vimos en la Proposición 5.13, además, ιP es un
homomorfismo de bimódulos. Usando la Proposición deducimos que

HomR(ιP , C) : HomR(C (P ) , C) → HomR(P, C)

es un isomorfismo para todo C ∈ CMod-R, en particular HomR(C (P ) , C) ∈
CMod-R′ para todo C ∈ CMod-R, por lo tanto usando la Proposi-
ción 7.5 deducimos que C (P ) es también (R′, R)-permeable por la
derecha.

Del hecho de que Ker(ιP ) y Coker(ιP ) deducimos las equivalencias
de los funtores del enunciado.
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Proposición 7.7. Sean R′PR,R′ QR ∈ Perm- (R′, R). Sea también

ϕ : P → Q un homomorfismo de bimódulos. Entonces son equivalentes:

1. HomR(ϕ,−) : HomR(QR,−) → HomR(PR,−) es una equivalen-

cia de funtores considerados HomR(QR,−) y HomR(PR,−) como

funtores entre CMod-R y CMod-R′.

2. ϕ ⊗ − : P ⊗R − → Q ⊗R − es una equivalencia de funtores

considerados P ⊗R − y Q ⊗R − como funtores entre R-DMod y

R′-DMod.

3. ϕ es un isomorfismo.

Demostración:

Este resultado es una consecuencia directa de la Proposición 7.4.
Ker(ϕ) es un submódulo de PR que es libre de torsión por estar

en CMod-R, por lo tanto Ker(ϕ) es un módulo de torsión y libre de
torsión, por lo tanto ha de ser 0.

Utilizando la Proposición 3.4 deducimos también que Coker(ϕ) = 0.

En el tema anterior probamos que para todo F ∈ LDFune(R-DMod, R′-DMod),
el funtor F era equivalente al funtor C (F ) ⊗R − entre las categoŕıas
R-DMod y R′-DMod. Ahora hemos vismo que cuando ésto sucede, el
bimódulo C (F ) es permeable por la derecha, pero además sabemos que
con su estructura de R-módulo por la derecha, está en CMod-R por la
Proposición 3.36. Por lo tanto C nos define un funtor

C : LDFune(R-DMod, R′-DMod) → Perm- (R′, R) .

En el otro sentido tenemos un funtor que podemos denotar

T : Perm- (R′, R) → LDFune(R-DMod, R′-DMod)

que para un cierto P se definiŕıa como T(P ) = P ⊗R − y para un
homomorfismo f : P → Q, T(f) = f ⊗−.

2. Funtores y Homomorfismos Permeables de Anillos

Definición 7.8. Sean R y R′ dos anillos y α : R → R′ un homo-
morfismo de anillos1.

Este homomorfismo induce una estructura de (R, R)-bimódulo en
R′ dada por

rr′ := rαr′, r′r := r′rα ∀r ∈ R, r′ ∈ R′.

Diremos que α es un homomorfismo permeable por la derecha de
anillos si R′ es un (R, R′)-bimódulo permeable por la derecha. Simétricamente
diremos que α es un homomorfismo permeable por la izquierda de anil-
los si R′ es un (R′, R)-bimódulo permeable por la izquierda.

1La definición de homomorfismo de anillos que se está utilizando es la Defini-
ción 1.2
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Ejercicio 7.1. Sean R y R′ dos anillos con identidad y α : R → R′

un homomorfismo de anillos. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes

1. α es un homomorfismo permeable por la derecha de anillos.
2. α es un homomorfismo permeable por la izquierda de anillos.
3. (1R)α = 1R′ .

Solución:

En el caso de los anillos con identidad, un R′-módulo MR′ es de tor-
sión si y solo si m1R′ = 0 para todo m ∈ M . Lo mismo sucede por
la izquierda. Esto hace que las condiciones de ser un homomorfismo
permeable por la derecha o de ser un homomorfismo permeable por la
izquierda sean equivalentes a que R′ = RαR′ y R′ = R′Rα. Ambas se
cumplen trivialmente si (1R)α = 1R′.

Supongamos que R′ = R′Rα. Entonces para el elemento 1R′ po-
dremos encontrar elementos r′i ∈ R′ y ri ∈ Ri tales que 1R′ =

∑

i r
′
ir

α
i ,

pero entonces

(1R)α = 1R′(1R)α =
∑

i

r′ir
α
i (1R)α =

∑

i

r′i(ri1R)α =
∑

i

r′ir
α
i = 1R′ .

Si R′ = RαR′ la demostración es simétrica.

Ejercicio 7.2. Sean R y R′ dos anillos, α : R → R′ un homo-
morfismo permeable por la derecha de anillos. Si X es un conjunto y
π : X → R una aplicación tal que π(X) es un conjunto T-generador
por la derecha de R entonces α ◦π(X) es un conjunto T-generador por
la derecha de R′.

Solución:

Supongamos por reducción al absurdo que existe una sucesión de ele-
mentos de R′, (r′n)n∈N tal que r′1 · · · r

′
n 6∈ α ◦ π(X)R′ para todo n ∈ N.

Como R′/RαR′ es un R′-módulo por la derecha de torsión, podremos
encontrar un n1 ∈ N tal que r′1 · · · r

′
n1

∈ RαR′, es decir, tal que existen
s1, · · · , sk ∈ R y s′1, · · · , s′k ∈ R′ tales que

r′1 · · · r
′
n1

=

k∑

i=1

sα
i s′i

además, como para todo n ≥ n1 se tiene que r′1 · · · r
′
n 6∈ α ◦ π(X)R′

entonces existirá un i ∈ {1, · · · , k} tal que

sα
i s′ir

′
n1+1 · · · r

′
n 6∈ α ◦ π(X)R′

para todo n ≥ n1. Denotemos r1 = si para éste i, r′1 = s′i. r′t = r′n1+t+1

para todo t ≥ 0. Tenemos pues un r1 ∈ R y una sucesión (r′t)r∈N tal
que rα

1 r′1 · · · r
′
t 6∈ α ◦ π(X)R′ para todo t ∈ N. Utilizando una técnica
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similar a la anterior podemos encontrar un r2 ∈ R y unos elementos
(r̃′i)i∈N en R′ tales que (r1r2)

αr̃′1 · · · r̃
′
i 6∈ α ◦ π(X)R′ para todo i.

De este modo podŕıamos encontrar una sucesión (rn)n∈N tal que
para todo n ∈ N, r1 · · · rn 6∈ π(X)R, lo cual seŕıa una contradicción
con el hecho de que π(X) es un conjunto T-generador por la derecha
de R.

Un homomorfismo de anillos α : R → R′ induce funtores que deno-
taremos

MOD-α : MOD-R′ → MOD-R α-MOD : R′-MOD → R-MOD

definidos para un R′-módulo M como el mismo grupo abeliano, dotado
de una multiplicación por elementos de R dada a través de α de forma
que primero se lleva el elemento de R a R′ y posteriormente se multi-
plica. Vamos a ver que esta estructura tiene una interesante relación
con los homomorfismos permeables de anillos.

Proposición 7.9. Sean R y R′ dos anillos, α : R → R′ un homo-

morfismo de anillos. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. El funtor inducido MOD-R′ → MOD-R lleva los módulos de

CMod-R′ a módulos en CMod-R.

2. El funtor inducido R′-MOD → R-MOD lleva los módulos de

R′-DMod a módulos en R-DMod.

3. El homomorfismo α : R → R′ es permeable por la derecha.

Demostración:

(3 ⇒ 2). Sea X un conjunto, π : X → R′ una aplicación tal que
π(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de R′. Sea G′ =
∐

σ∈ΞU(X) 〈〈σ〉〉. Consideremos el homomorfismo φR′ : R⊗R R′ → R′, si
factorizamos este homomorfismo tenemos

R ⊗R R′ → Im(φR′) → R′.

Como Ker(φR′) ⊗R′ G
′ = 0 tenemos que

R ⊗R R′ ⊗R′ G
′ → Im(φR′) ⊗R′ G

′

es un isomorfismo. Además teniendo que cuenta que G′ es plano y que
Coker(φR′) ⊗R′ G

′ = 0 deducimos que

Im(φR′) ⊗R′ G
′ ≃ R′ ⊗R′ G

′

por lo tanto tenemos un isomorfismo

R ⊗R R′ ⊗R′ G
′ ≃ R′ ⊗R′ G

′.

Como R′ ⊗R′ G
′ ≃ G′ entonces deducimos que R ⊗R G′ ≃ G′ por lo

tanto G′ ∈ R-DMod.
Sea R′M un módulo de R′-DMod. Para este módulo podemos en-

contrar una sucesión exacta de la forma

G′(I)
→ G′(J)

→ M ′ → 0
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pero como G′ ∈ R-DMod, deducimos que M ′ es cociente de un módulo
de R-DMod módulo uno R-unitario, por lo tanto M ′ está en R-DMod.

(2 ⇒ 3). Empecemos suponiendo que Coker(φR′) no es un R′-
módulo por la derecha de torsión, sea X un conjunto, π : X → R′ una
aplicación tal que π(X) sea un conjunto T-generador por la derecha de
R′.

Si Coker(φR′) no es de torsión, existirá una sucesión (xn)n∈N tal
que π(x1 · · ·xn) 6∈ RR′ para todo n. Si consideramos el soporte σ =
((xn : n ∈ N)), el módulo asociado a él, será un módulo R-unitario, en
particular

〈∅〉σ ∈ R〈〈σ〉〉

por lo que podremos encontrar k1, · · · , kn ∈ N y rk1 , · · · , rkn ∈ R tales
que

〈∅〉σ =

n∑

i=1

rki
〈xki

· · ·x1〉σ

por lo tanto si k = max{k1, · · · , kn},

(π(x1 · · ·xk) −
n∑

i=1

rki
π(xki+1 · · ·xk))〈xk · · ·x1〉σ

y de ah́ı deducimos que existe un m ≥ k tal que

π(x1 · · ·xm) =

n∑

i=1

rki
π(xki+1 · · ·xm) ∈ RR′

lo cual contradice nuestra elección.
(3 ⇒ 1). Sea MR′ ∈ CMod-R′, consideremos un conjunto X y

una aplicación π : X → R tal que π(X) es un conjunto T-generador
por la derecha de R, entonces α ◦ π(X) es un conjunto T-generador
por la derecha de R′. Si m ∈ T (MR) entonces para toda sucesión
(xn)n∈N ∈ XN existe un n0 ∈ N tal que mπ(x1 · · ·xn0) = 0, pero esto
es lo mismo que decir que m(α ◦ π)(x1 · · ·xn0) = 0 y por lo tanto
m ∈ T (MR′) = 0. Hemos probado pues que M considerado como
R-módulo es libre de torsión, o que Ker(λM) = 0 siendo λM : M →
HomR(R, M) la multiplicación por elementos de R. Vamos ahora a
ver que Coker(λM) = 0. Consideremos un R-homomorfismo h : R →
M . A partir de este h vamos a definir f : R ⊗R R′ → M dado por
f(r ⊗ r′) = h(r)r′. Éste es claramente un R′-homomorfismo.

Como Ker(φR′) es de torsión como R′-módulo, y M es libre de tor-
sión, HomR′(Ker(φR′), M) = 0 y podemos encontrar un R′-homomorfismo
g : RR′ = Im(φR′) → M tal que

f(r ⊗ r′) = g(rr′) ∀r ∈ R, r′ ∈ R′

Utilizando ahora el hecho de que M es T-inyectivo como R′-módulo y
que R′/RR′ es de torsión como R′-módulo, podemos extender g a todo
R′ encontrando un g : R′ → M tal que g(rr′) = g(rr′) para todo r ∈ R,
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r′ ∈ R′. Pero ahora g es un R′-homomorfismo entre R′ y M , por lo
que podemos utilizar el hecho de que M ∈ CMod-R′ y encontrar un
elemento m ∈ M tal que para todo r′ ∈ R′, g(r′) = mr′. Entonces

h(r)r′ = f(r ⊗ r′) = g(rr′) = g(rr′) = mrr′ ∀r ∈ R, r′ ∈ R′

pero como M es libre de torsión, h(r) = mr para todo r ∈ R y deduci-
mos que Coker(λM) = 0.

(1 ⇒ 3). Sea MR′ ∈ CMod-R′. Lo que tenemos que probar
es que HomR(R, M) ≃ M con el homomorfismo λM . Como M ≃
HomR′(R

′, M), la condición anterior es equivalente a que HomR(R, HomR′(R
′, M)) ≃

HomR′(R
′, M), pero como HomR(R, HomR′(R

′, M)) ≃ HomR′(R ⊗R

R′, M) entonces nuestra condición es equivalente a que HomR′(φR′, M)
sea un isomorfismo. Utilizando la Proposición 7.4 deducimos que eso
es equivalente a que φR′ tenga núcleo y conúcleo de torsión como R′-
módulo por la derecha, pero eso es precisamente lo que tenemos que
probar para que α sea un homomorfismo permeable por la derecha de
anillos.

Definición 7.10. Sea α : R → R′ un homomorfismo permeable
por la derecha de anillos. Vamos a denotar

α-DMod : R′-DMod → R-DMod CMod-α : CMod-R′ → CMod-R

a las restricciones de los correspondientes funtores inducidos por α.

Corolario 7.11. Sean R,R′ y R′′ anillos, α : R → R′, α′ : R′ →
R′′ homomorfismos permeables por la derecha de anillos, entonces la

composición α′ ◦ α es un homomorfismo permeable por la derecha de

anillos.

Simétricamente, la composición de homomorfismos permeables por

la izquierda de anillos es un homomorfismo permeable por la izquierda

de anillos.

Demostración:

Sea M ∈ R′′-DMod. Si consideramos M como R′-módulo a través de α′

obtenemos un módulo de R′-DMod por ser α′ permeable por la derecha.
Si consideramos ahora M como R-módulo a través de α obtenemos un
módulo de R-DMod por ser α permeable por la derecha. Por lo tanto
para todo módulo M de R′′-DMod, al considerarlo como R-módulo a
través del homomorfismo de anillos α′ ◦α obtenemos un R-módulo que
está en R-DMod. Ésto prueba que α′ ◦ α es permeable por la derecha.

Éstos resultados nos permiten definir las categoŕıas LPRng y RPRng

que generalizan al caso de anillos sin uno la propiedad habitual de llevar
el uno al uno en los homomorfismos entre anillos con identidad.

Definición 7.12.

1. Rng la categoŕıa de anillos y homomorfismos entre ellos.
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2. LPRng la categoŕıa de anillos y homomorfismos permeable por
la izquierda entre ellos.

3. RPRng la categoŕıa de anillos y homomorfismos permeable por
la derecha entre ellos.

4. Ring la categoŕıa de anillos con identidad y los homomorfismos
de anillos entre ellos que conservan la identidad.

Nota 7.13. Las categoŕıas LPRng y RPRng son subcategoŕıas de

Rng, los correspondientes funtores de inclusión son fieles y representa-

tivos. La categoŕıa Ring es una subcategoŕıa plena y fiel de las categoŕıas

LPRng y RPRng.

3. Teoŕıa de Morita General

Proposición 7.14. Sean R y R′ dos anillos y sea F : CMod-R →
CMod-R′ una equivalencia de categoŕıas. Consideremos un módulo

PR ∈ CMod-R tal que F (P ) ≃ C′
(

Z×R′
R′
)
. Entonces los funtores F y

HomR(PR,−) son equivalentes.

Si β : C′
(

Z×R′
R′
)
→ F (PR) es el isomorfismo, denotaremos

K(β) : HomR(PR,−) → F

a la equivalencia de funtores asociada.

El R-módulo por la derecha PR tiene estructura de (C′
(

Z×R′
R′
)
,C
(

Z×RR

)
)-

bimódulo. Esta estructura de C
(

Z×R′
R′
)
-módulo por la izquierda induce

una estructura de C
(

Z×R′
R′
)
-módulo por la izquierda en F (PR) de for-

ma que β es un isomorfismo de bimódulos.

Demostración:

Sea CR ∈ CMod-R, entonces tenemos los siguientes isomorfismos

HomR(PR, CR) ≃ HomR′(F (PR), F (CR)) ≃

HomR′(C
′
(

Z×R′
R′
)
, F (CR)) ≃ F (CR)

Vamos a ver cómo se definen cada uno de estos isomorfismos y a
comprobar la naturalidad.

HomR(PR, CR) → HomR′(F (PR), F (CR))
h : P → C 7→ F (h) : F (P ) → F (C)

Éste es claramente un isomorfismo por ser F una equivalencia de cat-
egoŕıas.

HomR′(β, F (C)) : HomR′(F (P ), F (C)) → HomR′(C
′
(

Z×R′
)
, F (C))

g : F (P ) → F (C) 7→ g ◦ β

Éste es un isomorfismo por ser β un isomorfismo.

HomR′(C
′
(

Z×R′
R′
)
, F (CR)) → F (CR)

g : C′
(

Z×R′
R′
)
→ F (CR) 7→ g(1)
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Éste es un isomorfismo porque F (CR) es un C′
(

Z×R′
R′
)
-módulo unitario

por propiedades generales de la localización.
La definición de K(β)C : HomR(PR, CR) → F (CR) es pues K(β)C(h) =

F (h)(β(1)). Hemos visto que K(β)C es un isomorfismo, vamos a com-
probar la naturalidad. Para ello supongamos que BR y CR son dos
módulos de CMod-R y que g : B → C es un R-homomorfismo entre
ellos. Para comprobar la naturalidad tenemos que probar la conmuta-
tividad del siguiente diagrama:

HomR(PR, BR)
K(β)B
−−−→ F (BR)

HomR(PR,g)



y



yF (g)

HomR(PR, CR) −−−→
K(β)C

F (CR)

Sea h : P → B un R-homomorfismo, entonces

F (g)(K(β)B(h)) = F (g)(F (h)(β(1))) = F (g ◦ h)(β(1)) =

K(β)C(g ◦ h) = K(β)C(HomR(PR, g)(h)).

Para ver la estructura de bimódulo de PR realmente es mejor em-
pezar viendo la estructura de F (PR). Como β es un isomorfismo, pode-
mos definir para todo a′ ∈ C′

(
Z×R′

R′
)

y todo p ∈ F (PR), definiremos
a′p = β(a′β−1(p)). De esta forma β se convierte en un homomorfismo
de módulos por la izquierda. Sean a′, b′ ∈ C′

(
Z×R′

R′
)

y p ∈ F (P ),
entonces

(a′p)b′ = β(a′β−1(p))b′ =

β(a′β−1(pb′)) = a′(pb′)

aplicando que β es un C′
(

Z×R′
R′
)
-homomorfismo de módulos por la

derecha. Por lo tanto F (P ) es un bimódulo tal y como hemos afirmado
anteriormente.

Para ver la estructura de C′
(

Z×R′
R′
)
-módulo por la izquierda de

P , sea a′ ∈ C′
(

Z×R′
R′
)

y consideremos L(a′) : F (PR) → F (PR) la
multiplicación por la izquierda por a′, entonces existe un único R-
homomorfismo que denotaremos L̂(a′) : PR → PR tal que F (L̂(a′)) =

L(a′). Entonces definiremos a′p = L̂(a′)(p) para todo p ∈ P . Con esta
estructura se comprueba sin dificultad que P es un bimódulo.

Proposición 7.15. Sea F : CMod-R → CMod-R′ una equivalen-

cia de categoŕıas y R′PR un (R′, R)-bimódulo tal que PR ∈ CMod-R.

Entonces si existe una equivalencia de funtores α : HomR(PR,−) → F ,

tenemos un isomorfismo que denotaremos K−1(α) : C′
(

Z×R′
R′
)

→

F (PR). Éste isomorfismo es un isomorfismo de bimódulos.

Además se cumple que K(K−1(α)) = α y para todo isomorfismo

β : C′
(

Z×R′
R′
)
→ F (PR), K−1(K(β)) = β.
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Demostración:

Como F es una equivalencia de categoŕıas, en particular es un fun-
tor representativo, por lo que podremos encontrar un R-módulo QR ∈
CMod-R tal que C′

(
Z×R′

R′
)
≃ F (QR). Denotaremos por γ : C′

(
Z×R′

R′
)
→

F (QR) a dicho isomorfismo.
Tenemos pues el siguiente isomorfismo

C′
(

Z×R′
R′
) γ
−−−→ F (QR)

α−1
Q

−−−→ HomR(PR, QR).

Tomemos h = α−1
Q (γ(1)) : P → Q. Vamos a ver que h es un homomor-

fismo de bimódulos, para ello tomemos a′ ∈ C′
(

Z×R′
R′
)

y consideremos
L(a′) : Q → Q la multiplicación por la izquierda por a′. Consideremos
el siguiente diagrama conmutativo

F (Q)
α−1

Q
−−−→ HomR(PR, QR)

F (L(a′))



y



yHomR(P,L(a′))

F (Q) −−−→
α−1

Q

HomR(PR, QR)

Si aplicamos la conmutatividad de este diagrama a un elemento q ∈
F (Q) tenemos

αQ(a′q) = L(a′) ◦ αQ(q) = a′αQ(q)

por lo tanto αQ es un homomorfismo de bimódulos. En la Proposi-
ción 7.14 vimos que γ también es un homomorfismo de bimódulos, por
lo tanto

h(a′p) = α−1
Q (γ(1))(a′p) = α−1

Q (γ(a′))(p) =

α−1
Q (a′γ(1))(p) = a′α−1

Q (a′γ(1))(p) = a′h(p)

para todo p ∈ P .
Vamos a probar que HomR(h,−) es una equivalencia entre los fun-

tores HomR(QR,−) y HomR(PR,−) viendo que es igual a α−1 ◦ K(γ)
que sabemos que es una equivalencia por ser composición de dos equiv-
alencias.

Sea CR ∈ CMod-R y sea g : QR → CR, entonces

α−1
C ◦ K(γ)C(g) = (α−1

C ◦ F (g))(γ(1)) = Por la naturalidad de α−1

(HomR(PR, g)◦α−1
Q )(γ(1)) = HomR(PR, g)(h) = g◦h = HomR(h, C)(g).

Una vez probado que HomR(h, C) es un isomorfismo para todo C ∈
CMod-R, podemos aplicar la Proposición 7.4 y deducir que h tiene
núcleo y conúcleo de torsión, pero como PR y QR están en CMod-R,
deducimos que h es un isomorfismo.

Si h es un isomorfismo, entonces F (h) : F (PR) → F (QR) es un
isomorfismo y por lo tanto F (h)−1 ◦ γ : C′

(
Z×R′

R′
)
→ F (PR) es un

isomorfismo. Además es un isomorfismo de bimódulos por ser h tam-
bién un isomorfismo de bimódulos y ser la estructura de bimódulos
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compatible con el funtor F . Éste isomorfismo es precisamente el que
denotaremos K−1(α), es decir,

K−1(α) = F (α−1
Q (γ(1)))−1 ◦ γ.

Vamos a probar que este isomorfismo es independiente de la elec-
ción de QR. Supongamos que tenemos otro módulo QR junto con un
isomorfismo

γ : C′
(

Z×R′
R′
)
→ F (QR).

Entonces tenemos un isomorfismo γ ◦ γ−1 : F (QR) → F (QR). Como F
es una equivalencia, podemos tomar δ : QR → QR un isomorfismo tal
que F (δ) = γ ◦ γ−1, por lo tanto tenemos que γ = F (δ) ◦ γ.

La naturalidad de α−1 nos da la conmutatividad del siguiente dia-
grama

F (QR)
α−1

Q
−−−→ HomR(PR, QR)

F (δ)



y



yHomR(PR,δ)

F (QR)
α−1

Q
−−−→ HomR(PR, QR).

Utilizando esta conmutatividad con el elemento γ(1) ∈ F (QR) junto
con la igualdad γ = F (δ) ◦ γ deducimos que

α−1

Q
(γ(1)) = δ ◦ (α−1

Q (γ(1))).

Por lo tanto

F (α−1
Q

(γ(1)))−1 ◦ γ = F (α−1
Q (γ(1)))−1 ◦ F (δ)−1 ◦ γ =

F (α−1
Q (γ(1)))−1 ◦ F (δ)−1 ◦ F (δ) ◦ γ = F (α−1

Q (γ(1)))−1 ◦ γ.

Lo que prueba la independencia de la elección de Q. Si aplicamos
esta independencia y ponemos como módulo el propio PR obtenemos
la relación

K−1(α) = F (α−1
P (K−1(α)(1)))−1 ◦ K−1(α)

por lo tanto K−1(α)(1) = αP (idP ).
Vamos por último a probar que K y K−1 son operaciones inversas

la una de la otra. Sea h : PR → CR un homomorfismo en CMod-R,
entonces

K(K−1(α))C(h) = F (h)(K−1(α)(1)) = F (h)(αP (idP )) == αC(h)

siendo esta última igualdad consecuencia de la conmutatividad del di-
agrama

HomR(PR, PR)
αP−−−→ F (PR)

HomR(PR,h)



y



yF (h)

HomR(PR, CR)
αP−−−→ F (CR).
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En el otro sentido, como K(β)P (idP ) = F (idP )(β(1)) = β(1) en-
tonces K(β)−1

P (β(1)) = idP , por lo tanto

K−1(K(β)) = F (K(β)−1
P (β(1)))−1 ◦ β = F (idP )−1 ◦ β = β.

Corolario 7.16. Sean R y R′ anillos, F : CMod-R → CMod-R′

una equivalencia de categoŕıas y R′PR y R′QR dos bimódulos tales que

PR, QR ∈ CMod-R y tales que

HomR(PR,−) ≡ F ≡ HomR(QR,−)

entonces PR ≃ QR.

Demostración:

Sabemos por la Proposición 7.15 que existe un isomorfismo entre F (PR)
y F (QR) (ambos son isomorfos a C′

(
Z×R′

R′
)
, pero como F es una

equivalencia, eso implica que PR es isomorfo a QR).
Notemos que a lo largo de la Proposición 7.15, el isomorfismo que

encontramos entre PR y QR es precisamente h = α−1
Q (γ(1)) donde

γ : C′
(

Z×R′
R′
)
→ F (QR) es el isomorfismo y α : HomR(PR,−) → F es

la equivalencia de funtores.

Proposición 7.17. Sean R y R′ dos anillos y sea F : R-DMod →
R′-DMod una equivalencia tal que F es un funtor extensible, entonces

existe un bimódulo R′PR tal que PR ∈ CMod-R, y una equivalencia de

funtores F ≃ P ⊗R −.

Demostración:

No hay mas que tomar como P el bimódulo C (F ) y aplicar los resul-
tados del tema anterior.

Proposición 7.18. Sean R y R′ dos anillos y sean R′PR y R′QR

dos (R′, R)-bimódulos con PR ∈ CMod-R y QR ∈ CMod-R y tales que

PR ⊗R − y QR ⊗R − son equivalencias entre R-DMod y R′-DMod para

las cuales existe una equivalencia de funtores α : PR⊗R − → QR⊗R−,

entonces PR y QR son isomorfos.

Demostración:

Los isomorfismos son los dados en el Corolario 6.50 y en la Proposi-
ción 6.30.

PR ≃ C (PR) ≃ C (P ⊗R −) ≃

C (Q ⊗R −) ≃ C (QR) ≃ QR

Definición 7.19. Sean R y R′ dos anillos. Una equivalencia F :
R-DMod → R′-DMod diremos que es extensible si F y F−1 son exten-
sibles como funtores.
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Teorema 7.20. Sean R y R′ dos anillos. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

1. Las categoŕıas CMod-R y CMod-R′ son equivalentes.

2. Las categoŕıas R-DMod y R′-DMod son equivalentes con una

equivalencia extensible.

Si se cumple alguna de las dos propiedades equivalentes anteriores

existen bimódulos R′PR y RQR′ permeables por la derecha con sus cor-

respondientes estructuras tales que los funtores que proporcionan las

equivalencias son equivalentes a los siguientes

HomR(PR,−) : CMod-R → CMod-R′

HomR′(QR′ ,−) : CMod-R′ → CMod-R

P ⊗R − : R-DMod → R′-DMod

Q ⊗R′ − : R′-DMod → R-DMod

Demostración:

(1 ⇒ 2). Utilizando la Proposición 7.14 y la Proposición 7.5 podemos
suponer que las equivalencias vienen dadas por funtores de la forma

HomR(PR,−) : CMod-R → CMod-R′

HomR′(QR′ ,−) : CMod-R′ → CMod-R

donde R′PR es un (R′, R)-bimódulo permeable por la derecha y RQR′

es un (R, R′)-bimódulo permeable por la derecha con PR ∈ CMod-R
y QR′ ∈ CMod-R′. Entonces tenemos las siguientes equivalencias de
funtores

HomR(C
(

Z×RR

)
,−) ≃ IdCMod-R ≃ HomR′(QR′ , HomR(PR,−))

≃ HomR(Q ⊗R′ P,−) ≃ HomR(C (Q ⊗R′ P ) ,−)

La última equivalencia se deduce de la Proposición 7.6.
Como C

(
Z×RR

)
y C (Q ⊗R′ P ) están en CMod-R, utilizando el

Corolario 7.16 deducimos que han de ser isomorfos.
Este isomorfismo induce una equivalencia entre los funtores

C
(

Z×RR

)
⊗R −,C (Q ⊗R′ P ) ⊗R − : R-DMod → R-DMod

con lo cual, como funtores entre R-DMod y R-DMod tenemos las sigu-
ientes equivalencias de funtores

IdR-DMod ≃
Z×R ⊗R − ≃ C

(
Z×RR

)
⊗R − ≃

C (Q ⊗R′ P ) ⊗R − ≃ Q ⊗R′ P ⊗R − ≃ (Q ⊗R′ −) ◦ (P ⊗R −)

Como Q y P son bimódulos permeables, P ⊗R − es un funtor entre
R-DMod y R′-DMod y Q⊗R′− es un funtor entre R′-DMod y R-DMod.
Además hemos probado que (Q ⊗R′ −) ◦ (P ⊗R −) es equivalente al
funtor identidad de R-DMod.

De forma simétrica se prueba que (P⊗R−)◦(Q⊗R′−) es equivalente
al funtor IdR′-DMod.
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(2 ⇒ 1). Utilizando el Teorema 6.44 y la Proposición 7.5 sabemos
que las equivalencias vienen dadas por unos funtores de la forma

P ⊗R − : R-DMod → R′-DMod

Q ⊗R′ − : R′-DMod → R-DMod

donde R′PR es un (R′, R)-bimódulo permeable por la derecha y RQR′

es un (R, R′)-bimódulo permeable por la derecha con PR ∈ CMod-R
y QR′ ∈ CMod-R′. Entonces tenemos las siguientes equivalencias de
funtores

C
(

Z×RR

)
⊗R − ≃ Z×R ⊗R − ≃ IdR-DMod ≃

(Q ⊗R′ −) ◦ (P ⊗R −) ≃ Q ⊗R′ P ⊗R − ≃ C (Q ⊗R′ P ) ⊗R −

y utilizando la Proposición 7.18, podemos asegurar que C
(

Z×RR

)
y

C (Q ⊗R′ P ) son isomorfos, por lo tanto tenemos una equivalencia en-
tre los funtores HomR(C

(
Z×RR

)
,−) y HomR(C (Q ⊗R′ P ) ,−) consid-

erados como funtores entre CMod-R y CMod-R. Por lo tanto

IdCMod-R ≃ HomR(C
(

Z×RR

)
,−) ≃ HomR(C (Q ⊗R′ P ) ,−) ≃

HomR(Q ⊗R′ P,−) ≃ HomR′(QR′ , HomR(PR,−)).

Simétricamente se prueba que

HomR(PR,−) ◦ HomR′(QR′ ,−) ≃ IdCMod-R′

por lo tanto deducimos que los funtores HomR(PR,−) y HomR′(QR′ ,−)
nos inducen equivalencias de categoŕıas entre CMod-R y CMod-R′.

Definición 7.21. Sean R y R′ dos anillos. Denotaremos

Pic(R-DMod, R′-DMod)

la categoŕıa de los funtores entre R-DMod y R′-DMod que proporcio-
nan equivalencias junto con las transformaciones naturales entre ellos.
También denotaremos

Pice(R-DMod, R′-DMod)

a la subcategoŕıa de la anterior formada por las equivalencias extensi-
bles. Por último denotaremos

Pic(CMod-R, CMod-R′)

a la categoŕıa de funtores entre CMod-R y CMod-R′ que proporcionan
equivalencias.

En términos de éstas categoŕıas, el Teorema 7.20 nos dice que existe
una equivalencia entre las categoŕıas

Pice(R-DMod, R′-DMod) → Pic(CMod-R, CMod-R′)

pasando a través de la correspondiente subcategoŕıa de Perm- (R′, R)
Extendiendo las definiciones que hemos hecho para las categoŕıas

por el otro lado podemos obtener un resultado simétrico al Teore-
ma 7.20, lo cual nos permite obtener la siguiente proposición:
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Proposición 7.22. Sean R y R′ anillos. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

1. Existen equivalencias de categoŕıas

F : CMod-R → CMod-R′

G : DMod-R → DMod-R′

donde G es una equivalencia extensible.

2. Existen equivalencias de categoŕıas

F : R-CMod → R′-CMod

G : R-DMod → R′-DMod

donde G es una equivalencia extensible.

Demostración:

(1 ⇒ 2). De la equivalencia entre CMod-R y CMod-R′ podemos deducir
la existencia de una equivalencia extensible entre R-DMod y R′-DMod

por el teorema anterior. A partir de la equivalencia extensible entre
DMod-R y DMod-R′, utilizando un resultado simétrico al del teorema
anterior, podemos deducir la equivalencia entre las categoŕıas R-CMod

y R′-CMod.
(2 ⇒ 1). Es simétrica de la implicación anterior.

Definición 7.23. Sean R y R′ dos anillos. Diremos que son Morita-
equivalentes si se cumple alguna (y por tanto las dos) de las condiciones
de la Proposición 7.22.

Esta definición de equivalencia de Morita generaliza la de equiva-
lencia de Morita para anillos con identidad. Veremos mas adelante que
también generaliza la definición de equivalencia de Morita para anillos
idempotentes.

4. Anillos que Cumplen la Propiedad de la Equivalencia por

la Derecha

Sea R un anillo y sea MR ∈ CMod-R, entonces tenemos un homo-
morfismo canónico νM : ID ◦ D ◦ IC(MR) → IC(MR). Si aplicamos C

obtenemos

C (νM) : C ◦ ID ◦ D ◦ ICMR → C ◦ IC(MR)

pero como MR ∈ CMod-R, tenemos un isomorfismo natural entre MR

y C◦ IC(MR) que si componemos con el anterior nos induce una trans-
formación natural que denotaremos

α : C ◦ ID ◦ D ◦ IC → IdCMod-R

Similarmente, si partimos de un NR ∈ DMod-R, tenemos un homo-
morfismo canónico ιN : ID(NR) → IC ◦ C ◦ ID(NR). Si aplicamos el
funtor D obtenemos

D (ιN ) : D ◦ ID(NR) → D ◦ IC ◦ C ◦ ID(NR)



210 7. TEORÍA DE MORITA

y utilizando el isomorfismo natural entre NR y D ◦ ID(NR) obtenemos
una transformación natural

β : IdDMod-R → D ◦ IC ◦ C ◦ ID.

Definición 7.24. Sea R un anillo. Diremos que R cumple la propiedad
de la equivalencia por la derecha si las transformaciones naturales cat-
egoŕıas R-DMod y R-CMod son equivalentes

α : C ◦ ID ◦ D ◦ IC → IdCMod-R

β : IdDMod-R → D ◦ IC ◦ C ◦ ID.

son isomorfismos.

Ejemplo 7.25.

1. Si R es un anillo idempotente, entonces R cumple la propiedad
de la equivalencia por los dos lados.

2. Si R es un anillo con un generador central, entonces R cumple
la propiedad de la equivalencia por los dos lados.

Demostración:

Ésta demostración se puede ver en [24, Proposition 2.7] y [24, Propo-
sition 2.9]. Para ver una demostración de (1) mas detallada, se puede
ver [25, Theorem 2.45].

5. Anillos Tratables por la Derecha

Definición 7.26. Diremos que un anillo R es tratable por la derecha,
si para todo anillo R′, Pice(R-DMod, R′-DMod) = Pic(R-DMod, R′-DMod).

Nota 7.27. Sea R un anillo tal que para todo anillo con identi-

dad A′, cualquier funtor F : R-DMod → A′-Mod que conserve ĺımites

directos es extensible, entonces R es tratable por la derecha.

Demostración:

Sea F : R-DMod → R′-DMod una equivalencia. Entonces F es un
funtor extensible si y solo si I′

D
◦ F : R-DMod → Z×R′-Mod es un

funtor extensible, pero como F conserva ĺımites directos (por ser una
equivalencia) y I′

D
también lo hace, entonces I′

D
◦ F es un funtor que

conserva ĺımites directos y por lo tanto es un funtor extensible.

Ejemplo 7.28. Si existe un conjunto finito X junto con una apli-
cación π : X → R tal que π(X) sea un conjunto T-generador por la
derecha de R, entonces R cumple la condición de la Nota 7.27 y por lo
tanto es tratable por la derecha.

Demostración:

Se vió en el Ejemplo 6.2.
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Ejemplo 7.29. Sea R un anillo que cumple la propiedad de la
equivalencia por la derecha con la Definición 7.24, entonces R cumple
la consición de la Nota 7.27 y por lo tanto es tratable por la derecha.

Demostración:

Sea A′ un anillo con identidad y sea F : R-DMod → A′-Mod un funtor
que conserve ĺımites directos, entonces

F ◦ D ◦ IC ◦ C : R-MOD → A′-Mod

conserva ĺımites directos ya que D◦IC es una equivalencia y C conserva
ĺımites directos porque tiene un adjunto por la izquierda. El funtor

F ◦ D ◦ IC ◦C : Z×R-Mod → A′-Mod

es un funtor entre categoŕıas de módulos unitarios para anillos con iden-
tidad que conserva ĺımites directos, por lo tanto tenemos un (A′, R)-
bimódulo, A′PR , tal que

F ◦ D ◦ IC ◦ C(M) ≃ P ⊗R M

para todo RM ∈ R-MOD.
Entonces para todo RM ∈ R-DMod tenemos que

F (RM) ≃ 2F ◦ D ◦ IC ◦ C ◦ ID(M) ≃ P ⊗R ID(M) = P ⊗R M

por lo tanto F es un funtor extensible.

Definición 7.30. Sea R un anillo. Tal y como se define en [10],
diremos que R es un anillo xst por la derecha, si todo submódulo de un
R-módulo unitario por la derecha es unitario por la derecha. Diremos
que es xst si lo es por ambos lados con la definición correspondiente.

Proposición 7.31. Todos los anillos xst cumplen la condición de

la Nota 7.27 y por lo tanto son tratables por la derecha. Como la

condición es ser xst es simétrica, deducimos que también son tratables

por la izquierda.

Demostración:

Sea MR un R-módulo unitario. Entonces MR ⊗R R es unitario y por
lo tanto Ker(µM) es unitario por ser R xst por la derecha. Pero co-

mo Ker(µM)R = 0 deducimos que MR está en R-DMod. Ésto prueba
que R-DMod es precisamente la categoŕıa de módulos unitarios. Para
esta categoŕıa, tal y como se prueba en [10, Proposition 7] existe un
anillo idempotente S ⊆ R tal que R-DMod = S-DMod con la corre-
spondiente identificación. Entonces como todo funtor entre S-DMod y
A′-Mod que conserve ĺımites directos es extensible por ser S idempo-
tente, deducimos que también es cierta esta propiedad para los funtore
entre R-DMod y A′-Mod que conserven ĺımites directos.

2Por la equivalencia de categoŕıas
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6. Teoŕıa de Morita para Anillos Tratables

Una vez que tenemos las condiciones de anillos tratables es fácil ver
una teoŕıa de Morita simétrica para este tipo de anillos:

Teorema 7.32. Sean R y R′ dos anillos tratables por la derecha.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Las categoŕıas CMod-R y CMod-R′ son equivalentes.

2. Las categoŕıas R-DMod y R′-DMod son equivalentes.

Si se cumple alguna de las dos propiedades equivalentes anteriores

existen bimódulos R′PR y RQR′ permeables por la derecha con sus cor-

respondientes estructuras tales que los funtores que proporcionan las

equivalencias son equivalentes a los siguientes

HomR(PR,−) : CMod-R → CMod-R′

HomR′(QR′ ,−) : CMod-R′ → CMod-R

P ⊗R − : R-DMod → R′-DMod

Q ⊗R′ − : R′-DMod → R-DMod

Demostración:

La demostración se sigue inmediatamente del Teorema 7.20 teniendo en
cuenta que al ser R y R′ dos anillos tratables por la derecha, todas las
equivalencias entre las categoŕıas R-DMod y R′-DMod son extensibles.

Proposición 7.33. Sean R y R′ anillos tratables por ambos lados.

Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. Existen equivalencias de categoŕıas

F : CMod-R → CMod-R′

G : DMod-R → DMod-R′.

2. Existen equivalencias de categoŕıas

F : R-CMod → R′-CMod

G : R-DMod → R′-DMod.

Demostración:

Se deduce inmediatamente de la Proposición 7.33.
Tal y como vimos en la Definición 7.23, si dos anillos las condiciones

de la Proposición 7.33, diremos que son Morita-equivalentes. El caso
de los anillos idempotentes es un caso particular de éste ya que los
anillos idempotentes, por cumplir la propiedad de la equivalencia tanto
por la derecha como por la izquierda, son también tratables por ambos
lados. Vamos a ver que para éste tipo de anillos podemos profundizar
algo mas.
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Proposición 7.34. Sean R y R′ dos anillos que cumplen la condi-

ción de la equivalencia por la derecha y por la izquierda, entonces son

equivalentes:

1. R y R′ son Morita-equivalentes.

2. Las categoŕıas CMod-R y CMod-R′ son equivalentes.

3. Las categoŕıas DMod-R y DMod-R′ son equivalentes.

4. Las categoŕıas R-CMod y R′-CMod son equivalentes.

5. Las categoŕıas R-DMod y R′-DMod son equivalentes.

Demostración:

(2 ⇔ 3) Se utiliza la equivalencia entre las categoŕıas CMod-R ≃
DMod-R y CMod-R′ ≃ DMod-R′.

(2 ⇔ 4) Se utiliza el Teorema 7.32.
(3 ⇔ 5) Se utiliza el simétrico del Teorema 7.32.
(4 ⇔ 5) Se utiliza la equivalencia entre las categoŕıas R-CMod ≃

R-DMod y R′-CMod ≃ R′-DMod.
La conexión con la condición (1) es trivial.

Nota 7.35. La demostración de la proposición anterior muestra

que se puede simplificar levemente las hipótesis y decir que si R y R′

cumplen la propiedad de la equivalencia por un lado y son tratables por

el otro, entonces todas las condiciones de la proposición anterior son

equivalentes.

Si los anillos son idempotentes, se pueden poner dos nuevas condi-
ciones equivalentes. Para ello recordemos la siguiente definición:

Definición 7.36. Sea R un anillo. Denotaremos Mod-R como la
subcategoŕıa plena de MOD-R formada por los módulos M tales que
MR = M y t (MR) = 0. Simétricamente denotaremos R-Mod como la
subcategoŕıa plena de R-MOD formada por los módulos M tales que
RM = M y t (RM) = 0.

Nota 7.37. Si R es un anillo idempotente, entonces las categoŕıas

CMod-R, Mod-R y DMod-R son equivalentes. También las categoŕıas

R-CMod, R-Mod y R-DMod son equivalentes.

Demostración:

Una demostración de este hecho se puede ver por ejemplo en [24,
Proposition 2.7].

A partir de este hecho podemos deducir lo siguiente

Proposición 7.38. Sean R y R′ dos anillos idempotentes. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. R y R′ son Morita-equivalentes.

2. Las categoŕıas CMod-R y CMod-R′ son equivalentes.

3. Las categoŕıas Mod-R y Mod-R′ son equivalentes.

4. Las categoŕıas DMod-R y DMod-R′ son equivalentes.

5. Las categoŕıas R-CMod y R′-CMod son equivalentes.
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6. Las categoŕıas R-Mod y R′-Mod son equivalentes.

7. Las categoŕıas R-DMod y R′-DMod son equivalentes.

Demostración:

Se deduce inmediatamente de la Proposición 7.34 y de la nota anterior.



TEMA 8

Casos Particulares y Contraejemplos

1. Contraejemplos Sobre el Funtor D

En esta sección vamos a estudiar el caso particular del anillo 2Z de
los números enteros pares. A pesar de su simplicidad, éste anillo nos
va a proporcionar un ejemplo de un anillo R para el cual la categoŕıa
DMod-R no es coGiraud. También nos proporcionará un contraejemplo
relativo a la construcción del funtor D.

Definición 8.1. Denotaremos

Q2 = {r/s ∈ Q : s = 2t con t ∈ N ∪ {0}}

Dentro de este 2Z-módulo podemos considerar a 2Z con la identifi-
cación 2z = 2z/20 ∈ Q2. Denotaremos

M = Q2/2Z.

Denotaremos por último

L = lim
←−
n∈N

Q2/2nZ

donde éste ĺımite inverso está calculado con los homomorfismos canónicos

φmn : Q2/2mZ → Q2/2nZ

r/s + 2mZ 7→ r/s + 2nZ

para todo m ≥ n.

Vamos a ver una forma especial de ver los elementos de Q2/2nZ.
Sea r/2k +2nZ ∈ Q2/2nZ, podemos suponer sin pérdida de generalidad
que r ≥ 0 ya que si no podemos sumar a r/2k un elemento apropidado
de 2nZ con el que obtengamos un número positivo. El número r lo
vamos a escribir en base 2 como

r = ǫ0 + ǫ12 + · · ·+ ǫt2
t

por lo tanto r/2k se puede escribir como

r/2k =
t−k∑

i=−k

ǫi+k2
i

con ǫj ∈ {0, 1}. Vamos a denotar

E = {(ǫt)t∈Z ∈ {0, 1}Z : lim
t→−∞

ǫt = 0}

215
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o dicho con otras palabras, las sucesiones de ceros y unos sobre el
conjunto de ı́ndices de los números enteros tales que eventualmente se
hacen constantemente cero cuando se tiende hacia −∞.

Tal y como acabamos de probar, para todo elemento de Q2/2nZ
existe un (ǫt)t∈Z ∈ E tal que dicho elemento se puede escribir como

∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ

teniendo en cuenta que esta suma es eventualemente finita ya que para
todo t ≥ n se tiene que ǫt2

t + 2nZ = 0 y lim
t→−∞

ǫt = 0.

Supongamos que tenemos dos representaciones (ǫt)t∈Z, (δt)t∈Z ∈ E

del mismo elemento de Q2/2nZ, entonces
∑

t∈Z

(ǫt − δt)2
t + 2nZ = 0.

Como ǫt − δt ∈ {−1, 0, 1} para todo t entonces deducimos que para
todo t < n, ǫt = δt.

Proposición 8.2. Sea l ∈ L, entonces existe un único (ǫt)t∈Z ∈ E
tal que para todo n ∈ N, la proyección de l en Q2/2nZ que denotaremos

ln, se tiene que

ln =
∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ.

Demostración:

Para cada ln ∈ Q2/2nZ podemos encontrar una sucesión

(δn
t )t∈Z ∈ E

tal que ln =
∑

t∈Z
δn
t 2t + 2nZ, vamos a definir

ǫt =

{

δ1
t si t ≤ 1

δt
t si t ≥ 1

Como para todo m ≥ n se tiene que φmn(lm) = ln por lo tanto
∑

t∈Z

δm
t 2t + 2nZ =

∑

t∈Z

δn
t 2t + 2nZ

de donde deducimos que

∀t ∈ Z, ∀n, m ∈ N, t ≤ n ≤ m ⇒ δm
t = δn

t .

Entonces, para todo n ∈ N,
∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ =

∑

t<n

ǫt2
t + 2nZ =

∑

t<1

δ1
t 2

t +
∑

1≤t<n

δt
t2

t + 2nZ =
∑

t<1

δn
t 2t +

∑

1≤t<n

δn
t 2t + 2nZ =

∑

t∈Z

δn
t 2t + 2nZ = ln.
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Vamos a probar la unicidad, supongamos que existe (µt)t∈Z ∈ E tal
que para todo n ∈ N,

∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ =

∑

t∈Z

µt2
t + 2nZ.

por lo tanto para todo n ∈ N y todo t < n, ǫt = µt, de donde concluimos
que ǫt = µt para todo t ∈ Z.

Nota 8.3. Todos los elementos de E representan uno de L con la

aplicación

(ǫt)t∈Z 7→

(
∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ

)

n∈N

∈ L

que por la proposición anterior resulta ser una biyección. Podemos

por lo tanto identificar los elementos de L con sus correspondientes

representaciones en E.

Vamos a ver ahora cómo se comporta esta descripción de los ele-
mentos con la multiplicación por 2. Sea (ǫt)t∈Z ∈ E, entonces

(
∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ

)

n∈N

2 =

(
∑

t∈Z

ǫt2
t+1 + 2nZ

)

n∈N

=

(
∑

t∈Z

ǫt−12
t + 2nZ

)

n∈N

Proposición 8.4. Sea N un 2Z-módulo. Las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

1. N está en DMod-2Z.

2. N está en Mod-Q2.

3. Para todo n ∈ N existe n′ ∈ N tal que n = n′2 y para todo

n ∈ N , si n2 = 0 entonces n = 0.

Demostración:

(1 ⇒ 3). Sea n ∈ N . Como N = N2Z, podemos encontrar n′ ∈ N tal
que n = n′2. Sea n ∈ N tal que n2 = 0, entonces n⊗2 = 0 ∈ N⊗2Z2Z.
Utilizando la Proposición 1.58 podemos encontrar una cantidad finita
w1 · · ·wt ∈ N y unos a1 · · ·at ∈ Z×2Z tales que 2ai = 0 para todo
i ∈ {1, · · · , t} y n = aiwi. Para cada wi podemos encontrar un vi tal
que wi = 2vi, entonces n = 2aivi = 0.

(3 ⇒ 2). Para todo n ∈ N existe un único n′ ∈ N tal que n′2 = n.
Vamos a definir n(1/2) = n′ y de ésta forma extendemos la definición a
todos los elementos de Q2 ya que todos los elementos de este anillo se
pueden poner de la forma r/2k con r ∈ 2Z. Es inmediato comprobar
que con ésta estructura N es un Q2-módulo unitario.

(2 ⇒ 1). Sea n ∈ N , claramente n = (n(1/2))2 por lo tanto
N es un 2Z-módulo untitario. Supongamos que n2 = 0, entonces n =
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(n2)(1/2) = 0 y por lo tanto n⊗2 = 0. Ésto prueba que N ∈ DMod-2Z.

Corolario 8.5. Q2 es un generador de la categoŕıa DMod-2Z.

Demostración:

Puesto que es un generador de Mod-Q2, y esta categoŕıa es la misma
que DMod-2Z, deducimos que es un generador de esta última categoŕıa.

Proposición 8.6. El módulo L está en la categoŕıa DMod-2Z.

Demostración:

Sea l ∈ L, para este elemento podemos encontrar un (ǫt)t∈Z ∈ E tal
que

ln =
∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ.

Sea l′ el elemento representado por la sucesión (ǫt+1)t∈Z ∈ E, entoces

l′n2 =

(
∑

t∈Z

ǫt+12
t + 2nZ

)

2 =

∑

t∈Z

ǫt+12
t+1 + 2nZ =

∑

t∈Z

ǫt2
t + 2nZ = ln.

Por lo tanto l′2 = l. Por otro lado si l2 = 0 entonces ǫt−1 = 0 para todo
t ∈ Z por lo que l = 0. De ah́ı deducimos utilizando la Proposición 8.4
que L ∈ DMod-2Z.

Recordemos que estamos denotando M = Q2/2Z. Vamos a definir
los siguientes homomorfismos

P : L → M
(ǫt)t∈Z 7→

∑

t∈Z
ǫt2

t + 2Z

p : Q2 → M
r/s 7→ r/s + 2Z

Proposición 8.7. Ker(p) y Ker(P ) son evanescentes como 2Z-

módulos.

Demostración:

Por una parte tenemos que Ker(p) = 2Z. Si existiera un 2Z-submódulo
de 2Z unitario, éste tend́ıa que estar contenido en ∩n∈N2nZ = 0 por lo
que ha de ser el módulo 0.

Supongamos que tenemos un elemento l0 en U (Ker(P )), entonces
podemos encontrar ln ∈ U (Ker(P )) ⊆ Ker(P ) tal que para todo n ∈ N,
ln2 = ln−1. Para cada uno de éstos elementos ln vamos a encontar una
sucesión (ǫn

t )t∈Z ∈ E que represente éste elemento. Por estar ln ∈
Ker(P ) sabemos que ǫn

t = 0 para todo t ≤ 0, pero también sabemos
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que por ser ln2k = ln−k que ǫn
t−k = ǫn−k

t para todo t y todo 0 ≤ k ≤ n,
por lo tanto

ǫn
t = ǫn−n

t−n = ǫ0
t−n

de donde deducimos que para todo k ∈ Z, ǫ0
k = 0 si k < 0 y si k ≥ 0

entonces ǫ0
k = ǫk+1

−1 = 0. Por lo tanto l = 0.

Proposición 8.8. Sea W ∈ DMod-2Z para el cual existe un epi-

morfismo f : W → M . Entonces existe un f : W → L tal que

P ◦ f = f .

Demostración:

Sea w ∈ W , para el podemos encontrar una sucesión (wn)n∈N de ele-
mentos de W tales que w0 = w y para todo n ∈ N, wn = 2wn−1. Esta
forma de elección es única por estar W ∈ DMod-2Z.

Para cada wn vamos a encontrar unos elementos rn ∈ Z y αn ≥ 2
tales que

f(wn) = 2rn/2αn + 2Z ∈ M

y cumpliendo las siguientes propiedades adicionales:

1. 0 ≤ rn < 2αn para todo n ∈ N.
2. 2 no divide a rn para todo n ∈ N.

Vamos a ver las condiciones adicionales que van a cumplir estos
elementos.

Como 4rn/2αn + 2Z = 2rn−1/2αn−1 + 2Z, podremos encontrar un
elemento tn ∈ Z tal que

4rn/2αn = 2rn−1/2αn−1 + 2tn

por lo tanto
rn

2αn−2
=

rn−1 + 2α
n−1tn

2αn−1−1

Como 2 no divide ni a rn−1 ni a rn, la única posibilidad para que estas
fracciones sean iguales es que αn−1 = αn −1 y que rn−1 +2αn−1tn = rn.
Pero haciendo uso ahora de que 0 ≤ rn < 2αn concluimos que tn solo
puede ser 0 ó 1.

Vamos a tomar

f(w) =

(
2r0 +

∑n
k=1 tk2

k

2α0
+ 2nZ

)

n∈N

∈ L.

La unicidad del levantamiento se deduce inmediatamente del hecho
de que Ker(P ) sea evanescente.

Corolario 8.9. Con las notaciones anteriores, L = D (M).

Demostración:

Desde D (M) hasta M tenemos un epimorfismo νM . Utilizando la
proposición anterior, este epimorfismo puede ser levantado a un mor-
fismo νM : D (M) → L. En el otro sentido, el homomorfismo P tam-
bién puede ser levantado a un morfismo P : L → D (M) utilizando
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D (P ) y el isomorfismo L ≃ D (L). Utilizando que tanto Ker(P ) como
Ker(νM) son evanescentes, podemos deducir que ambos levantamientos
son inversos el uno del otro y por lo tanto L ≃ D (M).

Contraejemplo 8.10. Sea R un anillo, RM un generador de la
categoŕıa R-DMod y RN ∈ R-MOD. Sea H(N) = HomR(M, N). En-
tonces tenemos un homomorfismo canónico

ηN : M (H(N)) → N

tal que Im(ηN ) = U (N) y D (N) se define como M (H(N))/U (Ker(ηN )).
Sin embargo, podŕıa ser posible que tuvieramos un subconjunto I(N) (
H(N) con el cual pudieramos igualmente definir un homomorfismo

ηN : M (I(N)) → N

con Im(ηN) = U (N), pero que sin embargo D (N) 6= M (I(N))/U (Ker(ηN )).

Demostración:

Consideremos el anillo 2Z. El módulo Q2 es un generador de la cate-
goŕıa 2Z-DMod y tenemos un epimorfismo

p : Q2 → M

sin embargo D (M) 6= Q2 (el núcleo de p es evanescente, por lo tanto
Q2/U (Ker(p)) = Q2).

El epimorfismo Q2 → M se puede levantar a un homomorfismo
p : Q2 → L, pero si nos fijamos en la construcción que se hace
de este levantamiento, Im(p) es precisamente el conjunto de elemen-
tos de L que vienen representados por sucesiones (ǫt)t∈Z ∈ E tales
que limt∈+∞ ǫt ∈ {0, 1}, es decir, sucesiones eventualmente constantes
(tienden a 0 si representan a números positivos y a 1 si representan a
números negativos). Como en E se pueden tomar sucesiones que no
son eventualmente constantes, por ejemplo, del tipo

(· · · 000010101010101 · · ·)

deducimos que Im(p) 6= L y por lo tanto Q2 6= L.

Contraejemplo 8.11. La categoŕıa R-DMod no es en general una
categoŕıa coGiraud de la categoŕıa R-MOD, es decir, en general el funtor

D : R-MOD → R-DMod

no conserva epimorfismos.

Demostración:

El epimorfismo p : Q2 → M , al aplicarle el funtor D va a un morfismo
D (p) : D (Q2) → D (M) = L. Este morfismo es precisamente el
resultado de componer el isomorfismo D (Q2) → Q2 (Q2 ∈ 2Z-DMod)
con el levantamiento p : Q2 → L, pero este no puede ser un epimorfismo
ya que Im(p) 6= L tal y como hemos visto en el contraejemplo anterior.
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Para la demostración de que la categoŕıa CMod-R es Grothendieck,
se utiliza de forma fundamental el hecho de que CMod-R sea una cat-
egoŕıa de Giraud de MOD-R, resultado debido a que CMod-R es una
subcategoŕıa localizante. La categoŕıa DMod-R por contra no puede
ser estudiada tan fácilmente y es preciso desarrollar nuevas técnicas
ad hoc para este caso. A lo largo de ésta memoria hemos encontrado
muchos resultados duales entre las categoŕıas R-DMod y CMod-R a pe-
sar de que no hemos podido utilizar las propiedades de las categoŕıas
de coGiraud. Un problema que sin embargo ha permanecido abierto
es el de si la categoŕıa R-DMod es una categoŕıa abeliana en general.
Nosotros hemos probado que es una categoŕıa abeliana por la derecha ,
hecho que nos ha sido necesario para poder hablar de sucesiones exac-
tas por la derecha, requisito fundamental en la prueba de los teoremas
de Morita para anillos sin identidad.

A pesar de que la categoŕıa R-DMod no es de coGiraud en gen-
eral, no hemos podido encontrar ni una demostración, ni un contrae-
jemplo en el que R-DMod no sea una categoŕıa abeliana (la categoŕıa
2Z-DMod es claramente abeliana porque es la misma categoŕıa que
Q2-Mod). Puesto que la categoŕıa R-DMod es una categoŕıa abeliana
por la derecha, el único problema está en ver la condición que diferen-
cia a las categoŕıas abelianas por la derecha de las categoŕıas abelianas,
concretamente la propiedad de ser una categoŕıa normal, e.d., que to-
do monomorfismo sea un núcleo. Para centrar el problema, vamos a
caracterizar ambos tipos de morfismos de forma general:

Proposición 8.12. Sea f : X → Y un morfismo en R-DMod.

Entonces

1. f es un monomorfismo si y solo si Ker(ID(f)) es un módulo

evanescente en R-MOD.

2. f es un núcleo si y solo si X = D (Im(f)).

Demostración:

(1). Empecemos suponiendo que f es un monomorfismo, entonces como
la composición de los morfismos

D (Ker(ID(f))) → Ker(ID(f)) → X → Y

es 0 y el morfismo D (Ker(ID(f))) → X está en R-DMod, dedudimos
que D (Ker(ID(f))) → Ker(ID(f)) → X es 0, pero como Ker(ID(f)) →
X es un monomorfismo en R-MOD, la única posibilidad es que D (Ker(ID(f))) =
0 y esto sucede cuanto U (Ker(ID(f))) = 0, es decir, cuando Ker(ID(f))
es evanescente.

Rećıprocamente, supongamos que Ker(ID(f)) es evanescente. En-
tonces si existe un morfismo h : Z → X tal que h ∗ f = 0, entonces
ID(h) factorizaŕıa a través del núcleo de ID(f) que es evanescente y
por lo tanto ID(h) = 0 con lo que concluimos que h = 0.

(2). Vimos que en categoŕıas abelianas por la derecha, todo núcleo
es el núcleo de su conúcleo, por lo tanto, un morfismo f es un núcleo
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si y solo si es el núcleo de su conúcleo. El conúcleo de f es el mor-
fismo f c : Y → Y/Im(ID(f)) (recordemos que como Im(ID(f)) es
unitario, Y/Im(ID(f)) está en R-DMod). El núcleo de este conúcleo es
D (Ker(ID(f c))), es decir, D (Im(ID(f))), por lo tanto f es un núcleo
si y solo si X = D (Im(ID(f))).

Proposición 8.13. Sea R un anillo, la categoŕıa R-DMod es abeliana

si y solo si para todo morfismo f : X → Y en R-DMod con Ker(ID(f))
evanescente, D

(
ID(f)ck

)
es un epimorfismo.

Demostración:

Consideremos el siguiente diagrama:

X
fck

−−−→ Im(ID(f))
∥
∥
∥

x

νID(Im(f))

D (X) −−−−→
D(fck)

D (Im(ID(f)))

La condición de ser abeliana es equivalente a que D
(
f ck
)

sea un isomor-
fismo para todo f , pero vamos a ver que si es un epimorfismo, entonces
también es un monomorfismo, esto es porque si es un epimorfiso, su
núcleo considerado en R-MOD es unitario, pero este núcleo unitario
está contenido en Ker(ID(f)) que es evanescente, por lo que ha de ser
0.

Si D conservara epimorfismos, deduciŕıamos inmediatamente que
R-DMod es una categoŕıa abeliana, pero nosotros conocemos ejemplos,
p : Q2 → M , de epimorfismos que no son conservados por D. La razón
por la que aún en el contraejemplo conocido la categoŕıa permanece
abeliana, es porque el epimorfismo p : Q2 → M no se el conúcleo del
núcleo de ningún morfismo en R-DMod.

2. Contraejemplos de Equivalencias

Ejemplo 8.14. Existen anillos para los cuales las categoŕıas CMod-R
y DMod-R no pueden ser equivalentes independientemente de los fun-
tores que utilicemos. El ejemplo es el de un anillo que sea T-nilpotente
por un lado pero no por el otro. Este ejemplo se puede ver en detalle
junto con su demostración en [24].

Vamos a ver en esta sección que existen anillos T-finitamente gen-
erados por ambos lados que no cumplen la propiedad de equivalencia
por ningún lado. Para ver estos ejemplos vamos a hacer algunas con-
sideraciones generales sobre un tipo de anillos muy particular.

Proposición 8.15. Sea X un conjunto no vaćıo, A = Z〈X〉 el

anillo libre sobre el conjunto X con anillo base el anillo de los enteros,

y sea R = (A \ Z) ∪ {0} que es un subanillo de A. Entonces

1. A es isomorfa como anillo a la extensión de Dorroh de R.
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2. X es un conjunto de generadores de R como A-módulo por ambos

lados, en particular es un conjunto T-generador por ambos lados

de R.

3. Un R-módulo MR de MOD-R está en CMod-R si y solo si el

homomorfismo de grupos abelianos

M → MX

m 7→ (mx)x∈X

es un isomorfismo.

4. Un R-módulo MR de MOD-R está en DMod-R si y solo si, el

homomorfismo de grupos abelianos

M (X) → M
(mx)x∈X 7→

∑

x∈X mxx

es un isomorfismo.

Demostración:

1. Vamos únicamente a dar el isomorfismo, la comprobación de que
es efectivamente un isomorfismo de anillos es un mero cálculo.

Z×R → A
(z, r) 7→ z + r

2. Esto es consecuencia de que R =
∑

x∈X Ax =
∑

x∈X xA.
3. (⇒). Supongamos que existe un m tal que mx = 0 para todo

x ∈ X, entonces mr = 0 para todo r ∈ R ya que R =
∑

x∈X xA,
pero de ah́ı deducimos que m ∈ t (MR) = 0.

Por otro lado consideremos (mx)x∈X ∈ MX , vamos a definir
el R-homomorfismo

f : R → M
x 7→ mx

y extendiendo f para el resto de los valores por linealidad. Es
fácil ver que f está bien definido por ser los elementos de X
libres. Puesto que M ∈ CMod-R podemos encontrar un m ∈ M
tal que f(r) = mr para todo r ∈ R, por lo tanto mx = mx para
todo x ∈ X.

(⇐). Supongamos que existe m ∈ t (MR), entonces para
todo x ∈ X tendremos que mx = 0, pero esto supone que
(mx)x∈X = (0x)x∈X y por lo tanto m = 0. Ésto prueba que
Ker(λM) = 0. Para ver que λM es suprayectiva supongamos
que tenemos f : R → M un R-homomorfismo. Si consideramos
el elemento (f(x))x∈X ∈ MX podemos encontrar un m ∈ M
tal que mx = f(x) para todo x ∈ X, como f por ser un R-
homomorfismo, también es un A-homomorfismo, entonces para
todo r ∈ R tenemos que r ∈

∑

x∈X xA por lo tanto podremos
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encontrar valores ax ∈ A para todo x, casi todos nulos, tales que
r =

∑

x∈X xax pero de ah́ı deducimos que

f(r) =
∑

x∈X

f(x)ax =
∑

x∈X

mxax = mr

por lo tanto λM(m) = f .
4. (⇒). Si M está en DMod-R, en particular, M es unitario, por lo

tanto M = MR =
∑

x∈X MAx =
∑

x∈X Mx por lo tanto para
todo m ∈ M podemos encontrar elementos (mx)x∈X casi todos
nulos tales que m =

∑

x∈X mxx. Por otro lado, supongamos

que tenemos una familia de elementos (mx)x∈X ∈ M (X) tales
que

∑

x∈X mxx = 0, entonces
∑

x∈X mx ⊗ x = 0 ∈ M ⊗A R
por lo tanto, utilizando la Proposición 1.58 podemos encontrar
elementos m1, · · · , mk ∈ M y aix ∈ A con i ∈ {1, · · · , k}, x ∈ X
casi todos nulos tales que

∑

x∈X

aixx = 0 ∀i ∈ {1, · · · , k}

k∑

i=1

miaix = mx ∀x ∈ X

pero por definición de A, si
∑

x∈X aixx = 0 entonces aix = 0 para
todo par (i, x) y de ah́ı deducimos que mx = 0 para todo x ∈ X.

(⇐). Para todo m ∈ M podemos encontrar (mx)x∈X ∈ M (X)

tal que
∑

x∈X mxx = m por lo tanto m ∈ MR, de ah́ı deducimos
que M = MR y que µM : M⊗RR → M es un epimorfismo. Para
ver que también es un monomorfismo consideremos un elemento
genérico de Ker(µM). Por construcción de R sabemos que un
elemento de este núcleo se puede escribir como

∑

x∈X mx ⊗ x

con (mx)x∈X ∈ M (X), pero por estar este elemento en Ker(µM)
sabemos que

∑

x∈X mxx = 0 de donde deducimos que mx = 0
para todo x ∈ X y por lo tanto

∑

x∈X mx ⊗ x = 0.

Lema 8.16. Sea X un conjunto, A = Z〈X〉, R = (A \ Z) ∪ {0}, y

MR un R-módulo unitario, entonces si
∑

x∈X mx ⊗ x = 0 en M ⊗A R,

entonces mx = 0 para todo x ∈ X.

Demostración:

Realmente es esto lo que se prueba en el punto 4 de la proposición
anterior utilizando la Proposición 1.58.

Proposición 8.17. Sea X un conjunto finito, A = Z〈X〉, R =
(A \ Z) ∪ {0}, entonces

1. Si MR es un R-módulo libre de torsión entonces C (MR) =
M〈X∗〉 donde X∗ = {x∗ : x ∈ X}, siendo los elementos de
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M〈X∗〉 sumas finitas de elementos de la forma mx∗
1 · · ·x

∗
k con

x∗
i ∈ X∗ y definiendo las siguientes operaciones para todo y ∈ X,

mx∗
1 · · ·x

∗
ky =







0 si k ≥ 1 y xk 6= y

mx∗
1 · · ·x

∗
k−1 si k ≥ 1 y xk = y

my si k = 0

y extendiendo por linealidad para obtener todos los demás pro-

ductos.

2. Si MR es un R-módulo unitario, entonces

D (MR) = lim
←−
n∈N

M ⊗R R ⊗R · · · ⊗R R
︸ ︷︷ ︸

n veces

Demostración:

1. Empecemos viendo que M〈X∗〉 con la definición dada en el enun-
ciado está en CMod-R. Para ello vamos a utilizar la proposición
anterior y vamos a comprobar que el homomorfismo de grupos
abelianos

M〈X∗〉 → M〈X∗〉X

m̂ 7→ (m̂x)x∈X

es un isomorfismo viendo que tiene un inverso, el inverso es pre-
cisamente el que viene dado por

M〈X∗〉X → M〈X∗〉
(m̂x)x∈X 7→

∑

x∈X m̂xx
∗

Notemos que como X es un conjunto finito por hipótesis, la
suma que estamos tomando es finita. La definición de m̂xx

∗ es la
siguiente: si m̂x =

∑

(x1···xt)∈∪k∈NXk m(x1 · · ·xt)x
∗
1 · · ·x

∗
t entonces

m̂xx
∗ =

∑

(x1···xt)∈∪k∈NXk m(x1 · · ·xt)x
∗
1 · · ·x

∗
t x

∗.

Para probar que efectivamente C (MR) es precisamente este
módulo, tenemos que probar que M〈X∗〉/M es un R-módulo de
torsión, pero esto está claro ya que todos los elementos de M〈X∗〉
son sumas finitas de la forma mx∗

1 · · ·x
∗
k y mx∗

1 · · ·x
∗
kX

k = 0.
2. Consideremos el conjunto X y la aplicación π : X → R dada por

π(x) = x. Como X es un conjunto finito podemos considerar el
soporte σ = Σ(X).

Utilizando el lema anterior, sabemos que todos los elementos
de M⊗AR se pueden escribir de modo único como

∑

x∈X mx⊗x,
utilizando ésto repetidamente podemos deducir que los elementos
de

M ⊗R R ⊗R · · · ⊗R R
︸ ︷︷ ︸

n veces

pueden expresarse de modo único como sumas de los elementos
de la forma mx ⊗ xλ(x) ⊗ · · ·x1 con λ(x) = n.
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Si consideramos un elemento de

L := lim
←−
n∈N

M ⊗R R ⊗R · · · ⊗R R
︸ ︷︷ ︸

n veces

éste vendrá representado por una familia de elementos mx con
x ∈ σ tales que

∑

y∈X mxyy = mx.
De esta forma se ve que para todo elemento l de L existe un

homomorfismo f : 〈〈σ〉〉 → M tal que l viene representado por
los elementos

(f(σ〈x〉))x∈σ.

Además esta representación es única por ser única en cada uno
de los M ⊗R R · · · ⊗R R. Esto nos establece una biyección en-
tre L y HomR(〈〈σ〉〉, M). Denotemos a esta biyección por ϕ :
HomR(〈〈σ〉〉, M) → L. De esta forma, para todo f ∈ HomR(〈〈σ〉〉, M),
se tiene que ϕ(f) =

∑

x∈X ϕ(f ◦π△(x)σ)x (notemos que ∆xσ = σ
para todo x ∈ X). Esto nos prueba que L es unitario. Además,
la unicidad de estos elementos en cada una de las componentes
M ⊗R R ⊗R · · · ⊗R R nos hace que L ∈ DMod-R.

Sea f ∈ HomR(〈〈σ〉〉, M), y sea x ∈ σ. Consideremos el
elemento lx dado por ϕ(f ◦ π△(x)σ). Entonces denotaremos

f : 〈〈σ〉〉 → L el homomorfismo que sobre cada σ〈x〉 está definido
como lx. De esta forma podemos levantar todos los homomorfis-
mos f : 〈〈σ〉〉 → M a homomorfismos f : 〈〈σ〉〉 → L.

Utilizando estos levantamientos, es posible ver que L = D (M)
de forma similar a como se hace en el Corolario 8.9.

Contraejemplo 8.18. El anillo R = Z〈x0, x1〉\Z∪{0} no cumple
la propiedad de la equivalencia por la derecha ni por la izquierda.

Demostración:

Consideremos el módulo M = Z[x0] \Z∪{0} con la multiplicación por
x1 dada por mx1 = 0 para todo x1 y la multiplicación por x0 dada de
la forma natural. Este módulo es libre de torsión puesto que mxn

0 6= 0
para todo n ∈ N y todo m ∈ M \ {0}.

Podemos pues calcular C (M) que es N = M〈x∗
0, x

∗
1〉. El módulo

N es unitario ya que n = nx∗
0x0 para todo n ∈ N . Si R cumpliera la

propiedad de la equivalencia por la derecha, el núcleo de νN debeŕıa
ser un módulo de torsión. Lo que vamos a probar precisamente es que
este módulo no es de torsión. Pero esto es cierto porque el elemento
l ∈ lim

←−
N ⊗R R ⊗R · · · ⊗R R dado por la sucesión

(0, x0 ⊗ x1, x0x
∗
0 ⊗ x0 ⊗ x1, · · · , x0(x

∗
0)

k ⊗ x0 ⊗ · · · ⊗ x0
︸ ︷︷ ︸

k veces

⊗x1, · · · )

está claramente en este núcleo y para todo k ∈ N se tiene que lxk
1 6= 0.
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[25] Maŕın, L.: Categories of Modules for Idempotent Rings and Morita Equiva-

lences (M.Sc. Thesis). University of Glasgow (Scotland-U.K.), 1997.
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229
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Formulario

((x)) = {y ∈ Σ(X) : y ≤ x}

∇xζ =

{

∅ si ζ = ∅

{xy ∈ Σ(X) : y ∈ ζ} ∪ ((x)) en otro caso

∆xζ = {y ∈ Σ(X) : xy ∈ ζ}

∆xζ ∩ X = {y ∈ X : xy ∈ ζ}

∇x ∪i∈I ζi = ∪i∈I∇xζi ∆x ∪i∈I ζi = ∪i∈I∆xζi

∇x ∩i∈I ζi = ∩i∈I∇xζi ∆x ∩i∈I ζi = ∩i∈I∆xζi

∆x∇xζ = ζ

∇x∇yζ = ∇xyζ ∆x∆yζ = ∆xyζ

∆x∇yζ =







∇x−1yζ si x ≤ y

∆x y−1ζ si y ≤ x

∅ en otro caso

(x)ζ = ∇x∆xζ (xy)ζ ⊆ (y)ζ

(x)ζ =

{

{y ∈ ζ : x ≤ y} ∪ ((x)) si x ∈ ζ

∅ en otro caso

(x)(y)ζ =







(y)ζ si x ≤ y

(x)ζ si y ≤ x

∅ en otro caso

Seq(ζ) = {(xn)n∈N ∈ XN : (x1 · · ·xn) ∈ ζ ∀n ∈ N}

∂ζ =

{

{∅} si ζ = ∅

{x ∈ Σ(X) \ ζ : ∀y < x, y ∈ ζ} en otro caso.

σ ∩ ξ es finito ∀σ ∈ ΞU(X), ξ ∈ ΞT(X)

σ =
⋃

x∈∂ξ∩σ

(x)σ ∀σ ∈ ΞU(X), ξ ∈ ΞT(X)

λM : MR → HomR(RR, MR) λM(m)(r) = mr

µM : M ⊗R R → M µM(m ⊗ r) = mr

Φτσ ∗ Φσρ = Φτρ ρ ⊆ σ ⊆ τ

π△(x)σ : 〈〈∆xσ〉〉 → 〈〈σ〉〉 π▽(x)σ : 〈〈∇xσ〉〉 → 〈〈σ〉〉
〈y〉

∆xσ
7→ 〈yx〉

σ
〈yx〉

∇xσ
7→ 〈y〉

σ
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232 FORMULARIO

π▽(x)∇yσ ∗ π▽(y)σ = π▽(xy)σ π△(x)∆yσ ∗ π△(y)
σ

= π△(xy)
σ

π△(x)∇xσ ∗ π▽(x)σ = id〈〈σ〉〉 π▽(x)σ ∗ π△(x)∇xσ = id〈〈∇xσ〉〉

π△(x)∇yσ ∗ π▽(y)σ =







π▽(z)σ si xz = y

π△(z)σ si yz = x

0 en otro caso

Γ(x)σ,σ = π▽(x)∆xσ ∗ π△(x)σ

Γ(x)σ,σ ∗ Φσ,(y)σ =







Γ(x)(y)σ,(y)σ si y ≤ x

Φ(x)σ,(y)σ si x ≤ y

0 en otro caso.

〈〈σ〉〉 ≃
∐

x∈∂ξ∩σ

〈〈(x)σ〉〉 ∀σ ∈ ΞU(X), ξ ∈ ΞT(X)

Γρ,σ ∗ Γσ,τ = Γρ,τ ρ ⊆⊕ σ ⊆⊕ τ

〈〈τ〉〉 ≃
n∐

i=1

〈〈σi〉〉 si ⊎n
i=1 σi = τ Ker(Φτ,σ) ≃

∐

x∈∂σ∩τ

〈〈(x)τ 〉〉

χ(f) = {x ∈ σ : Γ(x)σ,σ ∗ f 6= 0} f : 〈〈σ〉〉 → M

Top (MR) = M/T (M)

ηM : G(H(M)) → M
(gh)h∈H(M) 7→

∑

h∈H(M)(gh)h

D (MR) = G(H(M))/U (Ker(ηM))

ιM : MR → C (MR) νM : D (MR) → MR

Ω(F ) = lim
←−

σ∈ΞU(X)

lim
−→

σ′∈ΞU(X′)

HomR′(〈〈σ
′〉〉, F (〈〈σ〉〉))

π△(x), π▽(x) ∈ Ω(IdR-DMod)

(w3 ◦ w2) ◦ w1 = w3 ◦ (w2 ◦ w1) ∀wi ∈ Ω(F i), i = 1, 2, 3

(w2 + v2) ◦ w1 = w2 ◦ w1 + v2 ◦ w1 ∀w2, v2 ∈ Ω(F 2), w1 ∈ Ω(F 1)

w2 ◦ (w1 + v1) = w2 ◦ w1 + w2 ◦ v1 ∀w1 ∈ Ω(F 2), w1, v1 ∈ Ω(F 1)

Ω(α ∗ β) = Ω(α) ∗ Ω(β)

C (F ) = HomE(M, F (M)) RM generador de R-DMod E = End(RM)

ς : C (F ) ⊗R − → F

(c ⊗ n)ςN = (c(m))F (g) si (m)g = n

Aζ(σ) = {h : 〈〈σ〉〉 → G : ∀x ∈ σ, x 6∈ ξ, (〈x〉σ)h = 0}

ζ ⊆ ξ ⇒ Aξ(σ) ⊆ Aζ(σ)

cσ = (c((〈∅〉σ)qσ))F (pσ) ∈ F (〈〈σ〉〉) c ∈ C (F ) , σ ∈ ΞU(X)

ǫ(c) = (cσ)σ∈ΞU(X) ∈ lim
←−

σ∈ΞU(X)

F (〈〈σ〉〉) c ∈ C (F )

ǫ(c) ◦ π▽(x) = ǫ(cπ(x))

C (PR) ≃ C (P ⊗R −)


