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Presentacion

En este documento se puede encontrar:

1. Un breve resumen de mi historial académico desde que entré como estu-
diante de licenciatura en la Universidad de Murcia.

2. La lista de materias (no por asignaturas o cursos, que se puede consultar
en el documento expedido por el Vicerrectorado de Profesorado) que he
impartido como profesor en la Universidad de Murcia.

3. Un panorama de mi investigacion, agrupada por temas, destacando los
resultados mas representativos.

4. Un proyecto de investigacién para desarrollar los préximos anos.
5. Un listado de mi produccion cientifica con las citas més relevantes.

Tanto en la descripciéon de mi investigacién como en el proyecto, mis articulos
son denotados entre paréntesis cuadrados con el ano y, eventualmente, una letra
(e.g. [1999a]) si es que hubo varios ese ano. Estos articulos deben ser consultados
en el capitulo de produccion cientifica, mientras que los otros pueden encontrarse
en la bibliografia al final de esta memoria.






Capitulo 1

Historial Académico

A finales de 1988, mientras cursaba COU, quedé en primer puesto en la fase
regional de la Olimpiada Matematica, obteniendo una beca de la RSME reno-
vable anualmente para estudiar Matematicas.

Realicé los estudios de Licenciado en Matematicas en la Universidad de Mur-
cia 1989/94, obteniendo el Premio Extraordinario de Fin de Carrera.

Disfruté de una beca de colaboraciéon durante 5° curso. Posteriormente he
disfrutado dos becas del Programa Intercampus/E.AL: Universidad Nacional
de Asuncidon (Paraguay, 1994); y Universidad Nacional de Piura (Pert, 1995).

En 1995 obtuve una beca FPI de la Consejeria de Cultura y Educacion de
la Comunidad Auténoma de la Regién de Murcia, con Gabriel Vera como tutor,
que disfruté hasta finales de 1997 cuando pasé a Ayudante de Facultad y ETS.

En 1995 realicé una estancia de dos meses en University College London bajo
la tutela de John Jayne con una beca de la Fundacion Esteban Romero.

En 1996 defendi en la Universidad de Murcia mi Tesina de Licenciatura,
dirigida por Gabriel Vera, con el titulo “Medibilidad en el Espacio de Banach”.

Durante el curso 96/97 estuve en la Université Bordeaux I (Francia) bajo la
direccién de Robert Deville. Regresé a Burdeos durante el segundo semestre de
1998 para completar la tesis.

En 1997 comencé como profesor ayudante de facultad, renunciando a la beca
FPI. Como curiosidad, dicha plaza se cred a resultas de la jubilacién del recor-
dado catedratico J. A. Fernandez Vina.

En 1998 defendi en Burdeos mi tesis doctoral con el titulo “Measurabilité de
Borel et Renormages dans les Espaces de Banach” realizada bajo la direcciéon



de Robert Deville y Gabriel Vera. Al ano siguiente, 1999 defendi nuevamente la
tesis, ligeramente ampliada y mejorada, en Murcia con el titulo “Borel Measu-
rability and Renormings in Banach Spaces”, que obtuvo la Mencién Europea.

En 2002, completado mi periodo como ayudante de facultad, pasé a titular
de universidad, puesto que he mantenido de forma ininterrumpida hasta ahora.

También, en 2002 obtuve una ayuda postdoctoral para ir a la Universidad
Hebrea de Jerusalem (Israel) bajo la tutela de Joram Lindenstrauss. Aunque no
completé el tiempo previsto de estancia, me sirvié para incorporar otras lineas
de investigacion.

He realizado estancias cortas en varias universidades europeas (Praga, Bur-
deos, Besancon, Parfs, Mildn...) pero la estancia larga més significativa, por
ser asimilable a un periodo sabatico, ha sido en 2018 en la Université Franche-
Comié en Besancon (Francia).

He realizado dos estancias breves en Bobo-Diulasso (Burkina Faso) financia-
das por la Agence Universitaire de la Francophonie. Actualmente coordino los
programas Erasmus+ con esta universidad y la de Kharkiv (Ucrania).

He evaluado solicitudes de proyectos de investigacion espafnoles y europeos.
No obstante, la experiencia més interesante en este sentido fue formar parte de
un panel evaluador de la National Science Foundation, que me llevé durante
tres dias en 2019 a su sede en Virginia (USA).

Aparezco como miembro en comités de varios congresos y reuniones, pero la
responsabilidad completa de la organizacion de las actividades ha caido sobre
mf{ en la organizacién del ALEL y Workshop on Functional Analysis (Cartagena
2016), y los XVI Encuentros de Murcia—Valencia (Murcia 2018) en memoria de
Bernardo Cascales.

En cuanto a gestién, he sido Secretario del Departamento de Matemaéticas
durante casi cuatro anos entre 2009 y 2012. Incluyo aqui también como gestion
el haber sido IP en dos proyectos MINECO.

He codirigido las tesis de Simone Ferrari (con José Orihuela) y Luis Carlos
Garcia Lirola (con Bernardo Cascales). Actualmente dirijo la tesis de Guillaume
Grelier. También he tutorizado varios TFG’s y TFM’s.

Finalmente, he sido elegido “Padrino de la Promocién de Matematicas” por
los estudiantes en dos ocasiones.



Capitulo 2

Carrera Docente

En octubre de 1997 comienzo mi carrera docente en la Universidad de Mur-
cia como Profesor Ayudante de Facultad y ETS, pasando a Profesor Titular
Interino en junio de 2002, y finalmente Profesor Titular (funcionario) en no-
viembre de ese mismo ano.

Desde entonces he impartido clase en las siguientes titulaciones, algunas ya
extintas:

Licenciado en Matematicas

Licenciado en Quimica

Licenciado en Fisica

Ingeniero Quimico

Grado en Matematicas (y PCEO)

Grado en Quimica

Grado en Bioquimica

Maéster Universitario en Matemédtica Avanzada (y Profesional)

Master Universitario en Formacién del Profesorado de Educacion Secun-
daria

Miéster Universitario en Arqueologia Aplicada (posteriormente, en Historia
y Patrimonio Histérico)

Cursos de Doctorado en Mateméticas

Seria prolijo dar en detalle las asignaturas cubiertas en dichas titulaciones
(esa informacidn estd en la Certificacién Docente emitida por el Vicerrectorado
de Profesorado), asi que las agruparé por temas de manera coherente aunque
de tamano desigual:



= Célculo de varias variables y Algebra Lineal (primeros cursos de Ciencias)
= Andlisis Matemdtico de una y varias variables (para Matemé&ticas)

= Anélisis Complejo (para Matemadticas y Fisica)

= Medida e Integracién (antigua Licenciatura y Master)

= Andlisis Funcional (dltimo curso Matematicas y Master)

= Métodos Numéricos (Licenciatura)

= Historia de las Matemadticas (optativa y Méster de Educacion)

= Ecuaciones Diferenciales (para Quimica)

= Topologia General (en cursos de Doctorado y Méster)

= Mecédnica Analitica (para optativa en Licenciatura)

= Estadistica (Méaster de Arqueologia)

Siendo bastante completo el plan de estudios que cursé en su momento, al-
gunas de las asignaturas arriba mencionadas no tuve la fortuna de estudiarlas
de manera reglada o, al menos, en la profundidad aconsejable. Eso me ha per-
mitido enmendar algunas carencias de mi propia formacién asi como desarrollar
una opinién sobre qué se debe ensenar en los estudios de Matematicas.



Capitulo 3

Trayectoria en Investigacion

Presentaré mi investigacién pasada clasificada por temas, cada uno con su
propio desarrollo. De esta manera, se podrd seguir mejor la evolucion de los
resultados de forma coherente a lo largo de estos anos. Debido a la interaccién
entre distintas materias, algunos articulos seran vinculados en varios apartados.
Los resultados méas destacados seran presentados como “Teorema” independien-
temente de como se indicaran en el trabajo original.

3.1. Renormamientos

Se entiende por renormamiento de un espacio de Banach dar una norma
equivalente con cierta propiedad adicional, que puede ser mejor, en el sentido que
es una propiedad presente en el espacio de Hilbert (e.g convexidad estricta), pero
también podria ser “peor” (e.g. poliedral). En los espacios de la misma dimensién
finita todas las normas son equivalentes, asi que la teoria hace referencia a
espacios infinito-dimensionales. Por lo general, para hacer un renormamiento se
precisa de informacién sobre la estructura del espacio de Banach y, en ocasiones,
es una cierta propiedad isomorfa la que caracteriza la existencia de un tipo de
renormamientos. La “Renorming Theory” fue un drea muy activa en los anos 90
y comienzos de este siglo con la participacion de un buen niimero de matematicos
de prestigio. Se puede decir que el libro [I3] tuvo un poderoso efecto catalizador
y la actividad posterior ha dejado obsoletos varios de sus capitulos.

3.1.1. Kadec

Una norma se dice Kadec cuando la topologia débil y la de la norma coinci-
den sobre la esfera unidad. Esta propiedad puede generalizarse a otras topologias
vectoriales 7 que podrian considerarse en el espacio hablando, en este caso de
7-Kadec. Este tipo de normas toma el nombre de Mikhail Kadec que las utilizé
para demostrar su célebre teorema sobre la equivalencia homeomorfica de todos
los espacios de Banach separables infinito-dimensionales [3].



Mi contribucién [1999b] a este tema ha consistido en proporcionar la una
caracterizacion de los renormamientos 7-Kadec, y en particular Kadec, para los
que no habia nada hecho en este sentido. Con pequenas variaciones, la técnica
de demostracion empleada aqui, es la que me ha permitido abordar otros tipos
de normas que discutiremos en los siguientes epigrafes.

Teorema 1.1.A Sea X un espacio de Banach y T una topologia vectorial sobre
T . . . .
X tal que Bx es acotado. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) X admite una norma equivalente T-Kadec;

i) existe una sucesion (Ay) de subconjuntos converos de X tal que para cada
x € X ycadae >0, existen n € N y un 7-abierto U tales que x € A,, NU
y diam(A, NU) < e.

En los afios 90 la propiedad conocida como o-fragmentabilidad era bastante
popular entre los investigadores en Banach no separables [37, B8]. Una versién
mas fuerte de la o-fragmentabilidad es la llamada “to have a countable cover by
sets of small local diameter” (abreviadamente JNR por las iniciales de Jayne,
Namioka y Rogers). La propiedad JNR se caracteriza completamente en térmi-
nos de la topologia débil [55] y coincide con que el espacio sea descriptivo para
ésta [34].

Teorema 1.1.B Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) X tiene la propiedad JNR;

i) existe una sucesion (Ay) de subconjuntos de X tal que para cada v € X
y cada € > 0, existen n € N y un abierto débil U tales que x € A, NU y
diam(A, NU) < ¢;

it1) existe una funcion homogenea débilmente inferiormente semicontinua F :
X = [0,00) con ||.]]| < F < 3||.|| tal que la topologia de la norma y la
topologia débil coinciden sobre el conjunto

S={zreX: F(z) =1}

Muy posteriormente, con Simone Ferrari, Luis Oncina y José Orihuela [2016¢]
hemos regresado a este tipo de construcciones, demostrando, entre otras cosas,
que la funcién F arriba se puede hacer continua para la norma.

3.1.2. LUR

Una norma se dice localmente uniformemente convexa (LUR) si las relacio-
nes ||zn|| = llz|| y l|lxn + || — 2||z|| implican que ||z, — z|| — 0. En el libro
[13] se le dedica bastante atencién a estas normas porque todos los espacios
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de Banach con una estructura razonable admiten un renormamiento LUR: re-
flexivos, duales de los Asplund, C'(K)’s para varias clases de compactos. .. Por
contra, o, no admite una norma LUR. Histéricamente han sido importantes
parta entender la estructura de los débil compactos convexos: son la envoltura
convexa cerrada de sus puntos fuertemente expuestos.

Uno de los resultados méas notables probado por Stanimir Troyanski esta-
blece que un espacio que es renormable Kadec y renormable estrictamente con-
vexo es renormable LUR. La prueba original utiliza complicados argumentos
probabilisticos (martingalas) y ademds se pierde la posibilidad de controlar la
semicontinuidad de la norma equivalente respecto a topologias dadas por un
subconjunto normante del dual. Del mismo problema adolece la caracterizacion
del renormamiento LUR obtenida por Moltd, Orihuela y Troyanski en 1997 [50]
(comparable al punto 4ii) en el siguiente teorema). El método geométrico que
desarrollé en mi tesis y publicado en [1999¢]| evita esas dificultades.

Teorema 1.2.A Sea X un espacio de Banach y sea Z C X* un subespacio
normante. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) X admite una norma equivalente a la vez LUR y o(X, Z)-semicontinua
inferiormente;

1) X admite una norma equivalente estrictamente convexa y también admite
otra norma equivalente (X, Z)-Kadec;

iii) existe una sucesion (A,) de subconjuntos de X tal que para cada x € X
y cada € > 0, existen n € N y semiespacio o(X, Z)-abierto H tales que
x €A, NH ydiam(A, NH) < e.

Este resultado tiene aplicaciones inmediatas a duales (lo ampliaremos en
el siguiente epigrafe) y a espacios de C'(K) con la topologia de convergencia
puntual. La mayor aportacién es la caractrizacién i), que permite también,
por ejemplo, demostrar que un espacio WCD posee una norma equivalente LUR,
inferiormente semicontinua para la topologia de convergencia sobre cualquier
subespacio normante prefijado. En cuanto a la prueba, con las mismas ideas
escribi una mas directa del clasico de Troyanski

“Kadec + rotund = renormable LUR”

que aparece ahora como ejercicio en [I9] 20]. La adaptacién de mi prueba al
caso separable también es muy distinta de la original de Kadec, ver [3].

Tras “eliminar” las martingalas en el los resultados sobre renormamiento
LUR mencionados, atin quedaba otro teorema del propio Troyanski més sofis-
ticado en términos de medidas de no compacidad y qué abordé y generalicé
con métodos geométricos, también més sofisticados, en [2007]. La consecuen-
cia mas entendible del resultado de Troyanski se formulaba en términos de la
medida de no compacidad de Kuratowski. El mio usa una especie de medida
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de no super-reflexividad. Para A C X, sea S,(4) el infimo de no los nimeros
€ > 0 tal que existe una cota comun a la longitud de todas las martingalas
(M,)o<n<n C L1([0,1], X) con valores en A que satisfacen || M,, — M,,_1|| > ¢
en casi todo punto (realmente f,(A) = us(A) del Teorema 3.4.C).

Teorema 1.2.B Sea X un espacio de Banach tal que para cada x € Sx y cada
e > 0, existe un semiespacio H conteniendo x y tal que Bo(Bx NH) < . En-
tonces X admite una norma equivalente LUR.

De hecho, se obtiene que el proceso de dentabilidad (ver mds adelante en le
epigrafe sobre indices ordinales) para cualquier € > 0 acaba con los puntos de
la esfera en w pasos.

3.1.3. Dual LUR

La compacidad débil* de la bola dual proporciona una ayuda inestimable pa-
ra mejorar el resultado del epigrafe anterior en ese caso particular, obteniendo
asi unas caracterizaciones asombrosas, [1999¢c, 2002a], ya que todas las propie-
dades que aparecen en el teorema siguiente han sido consideradas por distintos
autores desde un punto de vista isomorfo sin saber que eran lo mismo.

Teorema 1.3.A Sea X* un espacio de Banach dual. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) X* admite una norma dual equivalente LUR;
i) X* admite una norma equivalente w*-Kadec;

iit) X* admite una norma dual equivalente tal que las topologias débil y débil*
coinciden sobre la esfera unidad;

iv) X* tiene la propiedad JNR*.

En el caso particular de los espacios C(K), si el dual es LUR necesariamen-
te K es disperso. Robert Deville [12] probé que si K1) = § es posible dicho
renormamiento. Nuestro resultado en [2002a] lo caracteriza completamente.

Teorema 1.3.B Sea K un compacto. Son equivalentes:
i) C(K)* admite una norma dual LUR;
i) K es unidn, a lo sumo numerable, de conjuntos relativamente discretos.

En [2012a] observé que la unién en ii) es finita si y sélo si K« = {).
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3.1.4. W'LUR

Una norma se dice 7-localmente uniformemente convexa (7-LUR) si es 7-
inferiormente semicontinua y las relaciones |z,| — ||z]| v ||zn + z|| — 2|zl
implican que 7-lim,, x,, = . Cuando 7 es la topologia débil, la norma se de-
nota WLUR. Moltd, Orihuela, Valdivia y Troyanski [51] demostraron que un
espacio WLUR puede ser renormado LUR. Las ideas topoldgicas de su prueba
me pusieron en la pista para tratar las normas W*LUR, es decir cuando 7 es
la topologia débil. La definicién clave es la de compacto descriptivo (en sentido
de Hansell) que en este caso es lo mismo que decir que la topologia posee una
network o-aislada (ver el epigrafe correspondiente).

Este resultado de [2003a] constituye la primera caracterizacién, sin hipétesis
de separabilidad, de un tipo remormamiento por una propiedad exclusivamente
topoldgica, en este caso, la topologia débil*.

Teorema 1.4.A Sea X* un espacio de Banach dual. Entonces

a) X* admite una norma dual equivalente W*LUR si y sdlo si (Bx~,w*) es
un compacto descriptivo;

b) C(K)* admite una norma equivalente W*LUR si y solo si K es un com-
pacto descriptivo.

Estos espacios volvieron a aparecer en la investigacién sobre la metrizabili-
dad de la esfera respecto a topologias de convergencia sobre un normante que
llevamos a cabo con Ferrari y Orihuela con motivo de la tesis del primero. Estos
resultados se materializan en los articulos [2016b, 2019], pero sélo hablaré del
caso dual donde los resultados son extraordinariamente satisfactorios. La nece-
saria baterfa de definiciones topoldgicas se omite [7], 30].

Teorema 1.4.B Sea X* un espacio de Banach dual. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) X* admite una norma dual equivalente W* LUR;

(i) X* admite una norma dual equivalente tal que (Sx~,w*) es un espacio de
Moore;

(i) X* admite una norma dual equivalente tal que (Sx~,w*) se (si)metriza por
una simétrica p con la propiedad de que cada z* € Sx~« tiene w*-entornos
con p-didmetro arbitrariamente pequeno;

(iv) X* admite una norma dual equivalente tal que (Sx~,w*) es metrizable;

(v) (Bx+,w*) es un compacto descriptivo.
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3.1.5. Dual estrictamente convexo

En relacién con el ultimo resultado del epigrafe anterior, con Ferrari y
Orihuela [2019] estudiamos propiedades topoldgicas de cubrimiento de la esfera
unidad préximas a la metrizabilidad pero més débiles. Esto fue abordado para
topologias de convergencia sobre un normante, pero nuevamente los resultados
mas redondos se obtienen para espacios duales. No merece la pena detallar las
definiciones que aparecen. Solo decir que la llamada propiedad llamada parca-
mente (*) fue introducida por Orihuela, Smith y Troyanski [56] para caracterizar
la renormabilidad estrictamente convexa.

Teorema 1.5 Sea X™* un espacio de Banach dual. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

(i) X* admite una norma dual equivalente estrictamente convexa;
(i) X* admite una norma dual equivalente tal que (Sx~,w*) tiene Gs-diagonal;

(i) X* admite una norma dual equivalente tal que sobre (Sx«,w*) existe una
simétrica p tal que cada x* € Sx- tiene w*-entornos con p-didmetro
arbitrariamente pequeno;

(iv) X* admite una norma dual equivalente tal que (Sx«,w™) tiene (x) con una
familia de conjuntos (Uy,)en tal que cada U, es un cubrimiento de Sx~;

(v) (Bx+,w*) tiene (x) con slices.

Obsérvese la sutil diferencia entre Teorema 1.4.B 4ii) y Teorema 1.5 4ii).

3.1.6. ANP

La “asymptotic norming property” fue introducida (en tres variantes) por
James y Ho [36] como una propiedad geométrica de la norma que implica la
RNP. El problema de saber si un espacio con la RNP puede renormarse con la
ANP fue resuelto por Ghoussoub y Maurey para espacios separables [27]. Daré
las definiciones pertinentes antes de seguir adelante. Consideremos un conjunto
normante ® C Byx«. Decimos que una sucesién en la esfera (x,) C Sx estd
asintéticamente normada si para cada € > 0 existe 2* € ® y N € N, tales que
x*(x,) > 1 — e para cada n > N. Decimos que el espacio de Banach X tiene
la ®-ANP si (22, conol | ({x,,: m > n}) # 0 para cada sucesién () asintéti-
camente normada por ®. Finalmente, diremos que X tiene la ANP si tiene la
®-ANP para algin subconjunto normante ® C Bx«.

Esta caracterizacién del renormamiento ANP la obtuve en [2003c].

Teorema 1.6.A Un espacio de Banach X puede renormarse para tener la ANP
sty sélo si X**\ X es un subconjunto strong (C\C), de X** en la topologia débil*.
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La definicién de (C \ C), estd inspirada en la Hs de Ghoussoub y Maurey,
ver [28], de los que hablaré en otra seccién, y permite abordar la falta de me-
trizabilidad de la topologia débil*, particularmente en el bidual. En un espacio
localmente convexo X diremos que un conjunto E es (C\C), si existen conjuntos
convexos cerrados (A,,), (By) C X tales que

E=|J(An\ By).

Esta nocién la aplicaremos en el caso de las topologias débil y débil* en cuyo
caso diremos que E es strong (C \ C), si los conjuntos (4,), (By) se pueden
tomar con la propiedad adicional de que d(F, A, \ B,,) > 0. Con ayuda de dicha
definicién tenemos estos resultados, también en [2003c|.

Teorema 1.6.B Un espacio de Banach separable X tiene la RNP si y solo si
X**\ X es un subconjunto (C\ C), de (X**, w*).

Teorema 1.6.C Un espacio de Banach X tiene una norma equivalente LUR si
y solo si cada abierto de X es (C\ C),.

Estos resultados ponen de manifiesto lo fértil que resulta mezclar Geometria
con Topologia Descriptiva en el contexto infinito-dimensional.

3.1.7. UKK*

Cuando se tiene un espacio X con una norma Kadec y una sucesion (x,) C
Bx que converge débilmente a cierto x € X, se deduce que si ||z, — z|| > ¢,
para cierto € > 0, necesariamente ||z|| < 1. Si fijado € > 0 existe 6 > 0 tal
que ||z|| < 1 — 4 se dice que la norma es uniformemente Kadec-Klee (UKK).
Obviamente, el mejor § que se pueda tomar define el médulo UKK. Esto mismo
aplicado en duales un con la topologia débil* da lugar a las normas UKK*, a
las que le han prestado atencién Prus, Odell, Schlumprecht, Godefroy, Kalton
y Lancien, entre otros. La ventaja de trabajar en duales es que la medida de
no compacidad de Kuratowski juega un papel similar al didmetro con el re-
normamiento LUR. Las normas UKK son llamadas hoy dia AUC (asymptotic
uniformly convex).

La caracterizacion que obtuve en [2010] del renormamiento UKK* se hace
por medio del indice de Szlenk, del que hablaré en otra seccién mas ampliamente.

Teorema 1.7 Sea X un espacio de Banach tal que Sz(X) < w. Entonces X
puede renormarse para que su dual sea UKK* con mddulo “power type”.

Este teorema se conocia en el caso separable [43], demostrado posteriormen-

te con significativas mejoras cuantitativas en [25]. Mi intencién en aquella época
era abordar simultdneamente los renormamientos uniformes: UR y UKK* con
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las técnicas que habia usado en LUR y Kadec. El trabajo con UKK* fue con-
sumado en primer lugar porque la medida de Kuratowski es mas agradable de
manejar que el didmetro, pero las ideas clave en ambos trabajos son las mismas.
Incidentalmente, mi resultado prescindia de la hipétesis de separabilidad, por
lo que ahora es citado junto a los otros cuando se quiere enfatizar el caso no
separable. Sin embargo, el resultado es posible demostrarlo con una reduccién
al caso separable, y de hecho, con Luis Carlos Garcia Lirola lo hacemos asi en
[2021a] para el caso reflexivo porque necesitamos la fina estimacién de [25] para
otros propdsitos.

3.1.8. AUS

Los espacios de Banach asintéticamente uniformemente suaves (AUS) son
exactamente los que tienen dual UKK*, pero pueden ser definidos de manera
directa como sigue. El médulo de suavidad asintoética se define para & > 0 como

px(e) = sup _ inf sup  ([|lz +yll - 1),
* llz)|=1 D(X/Y)<o0 yey, |ly| <e

siendo D la dimension, de manera que Y recorre los subespacios de codimension
. . . . ’. —1—= _
finita. El espacio se dice AUS si lim._,ge "5y () = 0.

En mi articulo [2013] observé que podia construir este tipo de normas di-
rectamente en X sin pasar por la dualidad. Para ellos se emplea un tipo de
derivacién y su indice asociado, Gz(Bx,¢), de los que hablaré en otra seccién.
La aproximacion directa a este tipo de normas, ademas de recuperar el “power
type’ por otro camino, me permitio refinar un resultado Johnson, Lindenstrauss,
Preiss y Schechtman [40].

Teorema 1.8 Sea X un espacio de Banach. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) X tiene una norma equivalente AUS;

it) X tiene una norma equivalente AUS cuyo mddulo satisface p(e) = O(eP)
para algin p > 1;

i) X tiene una norma equivalente tal que px(€) < € para algin € > 0;
iv) existen ¢ >0, p > 1 tales que Gz(Bx,&) > ce™P para cada € € (0,1);
v) existe € € (0,1) tal que Gz(Bx,e) > 1 + 1.

Este resultado implica en particular que si un espacio X no es renormable
AUS para cualquier norma equivalente cumple que py (g) = e.
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3.1.9. UR

Las normas uniformemente convexas (UR), junto con sus duales las unifor-
memente suaves, han recibido mucha atenciéon desde que Clarkson las intro-
dujera en 1936. En relacion con ellas aparecen las nociones de tipo y cotipo.
Y por supuesto, la nocién de super-reflexividad debida a James que identifica
isomorficamente la renormabilidad UR gracias a los teoremas de Enflo y Pisier.
Sobre el primero, he aportado dos pruebas alternativas, una en [2015a] y otra
en colaboracién con Guillaume Grelier en [2021b] bastante més natural. Para
la comprender como aparecen los médulos de tipo potencia, Lancien utilizé los
indices de dentabildad y de Szlenk. Este tltimo es submultiplicativo de manera
natural y aplicado al L?(X) proporciona una cota del de dentabilidad, pudien-
do trasladar esta informacién al médulo de convexidad del renormamiento. Sin
embargo, es obvio que la férmula de Lancien no es 6ptima.

Durante bastante tiempo estuve intentado mejorar la estimacién del médulo
de Lancien, para obtener el “power type” optimo del teorema de Pisier, pero me
ha resultado imposible hacerlo con el indice de dentabilidad. Asi que usé otro
indice, que podria llamarse de “adelgazamiento de slices”, que describe perfec-
tamente lo mejor que se puede esperar de un renormamiento UR [2015a].

Teorema 1.9.A Sea X un espacio super-reflexivo. Eziste una funcion My de-
creciente submultiplicativa definida en (0,1] tal que MNx(t)~! es el supremo,
salvo equivalencia, en el orden asintotico = del conjunto

{0hp@) = Il - I es una norma equivalente en X}.

Este resultado fue comentado por Pisier en [59]. Posteriormente, con Garcia
Lirola [2021a] obtuvimos una expresién explicita para el supremo de los médulos
de convexidad, que resulta ser la misma funcién que usé Lancien como cota del
indice de dentabildad.

Teorema 1.9.B Para todo espacio X super-reflexivo se tiene

‘J'Ix(t) ~ SZ(BL2(X),t).

Esto deja todavia abierta la pregunta de si el indice de dentabilidad es una
funcién equivalente. Por otra parte, el supremo de los médulos no siempre es
un méximo, como un inoportuno ejemplo de Figiel [23] pone de manifiesto. No
obstante, modificaciones de 9x (t) (mutiplicando por un logaritmo) si son mejo-
rables por un médulo. Otra cosa, es reconocer que funciones son mejorables por
un moédulo. Sabemos que los médulos de convexidad son cotipos generalizados
en sentido de Figiel [24]. Una funcién positiva no decreciente ¢ es un cotipo ge-
neralizado de X si existen constantes a,b > 0 de manera que >, _; ¢(|jax]|) < b
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si los puntos z1,...,x, € X satisfacen

1 n
/ 1Y e alldt < a
0 k=1

siendo (rg(t)) las funciones de Rademacher. Las siglas UMD se refieren a un
tipo particular de espacios stuper-reflexivos (unconditional martingale differen-
ce), ver [59]. El siguiente resultado de [2021a] estd en el espiritu de lo que Figiel
demostré para espacios con base incondicional.

Teorema 1.9.C Sea X un espacio de Banach UMD y sea ¢ un cotipo generali-
zado. Entonces existe una norma equivalente || || en X tal que oy y(t) > cd(t)
para algin ¢ > 0.

3.1.10. Algunos tipos de diferenciabilidad

Renormar duales con distintos tipos de rotundidad tiene como consecuencia
distintos tipos de diferenciabilidad en el predual. En general, una norma dual
estrictamente convexa se corresponde con una diferenciable Gateaux y una dual
LUR se corresponde con una norma diferenciable Fréchet. Incidentalmente se
puede conseguir versiones un poco mas complicadas de diferenciabildad, como
ésta de [2003a].

Teorema 1.10.A Sea X un espacio de Banach tal que (Bx~,w™) es un com-
pacto descriptivo. Para cada conjunto de Asplund M C X existe una norma
equivalente en X que es uniformemente diferenciable segun las direcciones de
M en cada punto (excepto 0).

De los espacios con norma strong UG se sabe que se ubican entre los espa-
cios Hilbert generados y los subespacios de los mismos. El siguiente resultado
de [2016a] los caracteriza completamente.

Teorema 1.10.B Un espacio de Banach X admite una norma equivalente fuer-
temente uniformemente Gateaux si y solo si existe un super débil compacto
K C X que genera un subespacio denso.

3.2. Indices ordinales y estructura de conjuntos
convexos

Las técnicas que desarrollamos en relacién con el renormamiento LUR nos
permitieron obtener una prueba alternativa del resultado de Gilles Lancien [47]
que afirma que un espacio de Banach dual con indice de Szlenk numerable admite
una norma equivalente dual LUR. La prueba original usaba una relacién entre
el indice de Szlenk y el de dentabilidad que tiene un interés independiente. Por
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otra parte, la posibilidad de encontrar puntos de continuidad o dentabilidad se
relaciona con la RNP y propiedades del conjunto de puntos extremos [6].

3.2.1. Indices de Szlenk y dentabilidad

Los indices ordinales se definen a partir de una “set-derivation”: a un con-
junto no vacio (de cierta clase) se le asigna un subconjunto propio (en la misma
clase), ver [45]. El indice asociado es el ordinal que es preciso iterar la deriva-
ciéon para llegar al conjunto vacio. La derivaciéon asociada a la propiedad del
punto de continuidad produce el indice de Szlenk, mientras que la asociada a la
dentabilidad (RNP) produce el indice homénimo, que es mayor por ser la deri-
vacién con dentabilidad mds lenta que con punto de continuidad. Lancien [47]
demostré que si el si el indice de Szlenk de un espacio de Asplund es numerable
entonces el de dentabilidad también lo es, aplicando para ello una conexién pro-
funda con la Topologia Descriptiva descubierta por Bossard [4] y el teorema de
Kunen-Martin que implica la existencia de cierta funcién creciente v : w3 — ws.
Empecé a investigar la cuestion con el animo de entender esto en términos pu-
ramente geométricos. Asi la primera cota explicita de la acotacién entre indices

la obtuve en [2007].
Teorema 2.1.A Para un espacio de Asplund X se tiene Dz(X) < WS XD,

El resultado fue recogido en [31]. Es necesario decir que no buscaba una cota
optima en ese momento, por lo que la exponencial de ordinales me parecié la
funciéon méas adecuada para “tragarse” los ordinales menores que aparecian en
la induccién transfinita. La prueba también usaba, entre otras cosas, el siguien-
te resultado (reformulado para cubrimientos en [2019]) cuya consecuencia més
inmediata es que el indice de dentabilidad y el indice de Szlenk convexo avanzan
a la misma “velocidad”.

Teorema 2.1.B Sea X localmente convexo. Sean (). [-]. las derivaciones con
entornos y semiespacios (slices) respectivamente respecto a alguna métrica. En-
tonces, para cada compacto convezo C C X se tiene ext([C]¥) C (C)L.

La comparacién entre los indices de dentabilidad y de Szlenk fue mejorada
posteriormente por Hajek y Schlumprecht que demostraron que ambos indices
son iguales si el de Szlenk es mayor que w®. El resultado éptimo entre los indices
de Szlenk convexo y Szlenk para ordinales hasta w“ lo obtuve con Lancien y
Prochazka en [2017a], para un débil* compacto convexo cualquiera. Al final,
Dz(X) = 52(X) - w hasta w*, siendo después Dz(X) = Sz(X).

3.2.2. Indice “goal”

Con la intencién de estimar con mayor precisiéon los indices de Szlenk de
algunos espacios busqué una derivacién que fuese mas rapida, o dicho de otra
manera, la de Szlenk no la pudiera “adelantar”. La idea es medir los entornos
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que se detraen “por dentro” tomando el supremo de los radios de las bolas de
codimensién finita contenidas en ellos. El indice asociado a esta derivacién lo
llamé goal por la similitud con encajar balones y estd controlado por abajo por
los médulos AUS de normas equivalentes. En [2012a], donde comencé a desa-
rrollar estas ideas, pruebo el siguiente criterio de compacidad.

Teorema 2.2 Sea T : X — Y un operador lineal acotado. Si para cada n € N
existe € > 0 tal que Sz(T(Bx),e) < Gz(Bx,ne), entonces T es compacto.

Este resultado implica el clasico de Pitt de compacidad para operadores de
Ly, en ly,, sipy > po al crecer més rapidamente el indice Gz del dominio que el Sz
de la imagen. Pero también se puede aplicar con indices infinitos. Por ejemplo,
si T es el espacio de Tsirelson, se tiene que Gz(T*) = w* [2013]. Se deduce que
cualquier operador de un espacio AUS en T va a ser compacto, lo que es un
resultado més fuerte que no contener copias de £, reflexivo. Como hemos dicho
mas arriba, el renormamiento AUS se caracteriza por cierto comportamiento de
los indices Gz(X,¢).

3.2.3. Conjuntos H;

Un conjunto acotado C' de un dual X* se dice que es débil*-Hs si C \C
es una unién numerable de conjuntos débil*-compactos. La definicién fue intro-
ducida por Ghoussoub y Maurey [26] que la usaron como marco donde algunas
de las caracterizaciones de la RNP para conjuntos convexos débil*-compactos
siguen funcionando. Sus resultados usaron fuertemente la separabilidad y las
martingalas, por lo que decidi entrar en el tema con mi propio punto de vista y
el maravilloso teorema de Choquet.

Teorema 2.3 Sea C' C X* un subconjunto convexo cerrado y débil*-Hs. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) C es (hereditariamente) débil*-dentable;
i) los subconjuntos débil*-compactos de C' son débil*-fragmentables;
iii) C' no contiene drboles diddicos;

iv) C tiene la RNP.

Es sabido que la ausencia de drboles diddicos no implica la RNP [5]. En el
articulo doy un ejemplo sencillo de un subconjunto con la RNP de un dual que
no es débil*-dentable. Lamentablemente los sencillos argumentos de este articulo
no he podido adaptarlos a complementarios de conjuntos (C \ C), en la débil*.

3.2.4. Puntos de continuidad y expuestos

Estoy particularmente orgullos de resultado de [2009] porque utiliza defini-
ciones elementales (nivel Licenciado en Mateméticas, de un graduado no podria
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decir lo mismo lamentablemente). Me gusta verlo como una mezcla de Krein-
Milman y el la categoria de Baire.

Teorema 2.4.A Sea K un conjunto compacto convexo en un espacio localmente
convexo y f : K — R una funcidon convexa inferiormente semicontinua acota-
da. Entonces ext K f contiene un conjunto denso de puntos de continuidad de f.

Un resultado clasico de Hervé dice que si un compacto convexo admite una
funcién continua estrictamente convexa es metrizable. El estudio de lo que ocu-
rre si se debilita la condicién a solo semicontinuidad inferior, comenzado en
[2009] fue profundizado en [2017c] en colaboracién con Garcia-Lirola y Orihuela
de donde viene la afirmacién b) de este teorema.

Teorema 2.4.B Sea K un subconjunto compacto convero de un espacio lo-
calmente convero. Supongamos que existe una funcion estrictamente convezxa e
inferiormente semicontinua definida sobre K.

a) Entonces, ext K contiene un subconjunto denso que es Gs en K y comple-
tamente metrizable.

b) K es la envoltura conveza cerrada de sus puntos afinmente expuestos y es
linealmente homeomorfo a un débil* compacto de un dual estrictamente
CONVeETo.

Sigo trabajando en el problema de aislar la propiedad topolégica de K, si es
que la hay, que caracterice el ser K la envoltura convexa cerrada de sus puntos
afinmente expuestos.

3.3. Topologias débiles y cuantificacion

Cuando comencé la tesina, Gabriel Vera y Bernardo Cascales estaban tra-
bajando en un proyecto cuyo nombre no recuerdo pero podria haberse llamado
sin problema “topologias méas débiles que la topologia débil” (de hecho, el titulo
de uno de los articulos suyos). Diferentes asuntos relativos a la topologia débil,
débil*, sobre un normante o una boundary, en espacios no separables (WCG, K-
analitico, WCD, WLD...), Lindelof, angelicidad, integral de Pettis, selectores
de USCO’s. .. Creo que el contexto queda més o menos descrito, y si hubiera que
elegir un lema seria este “no separable, no metrizable”. No es de extranar, por
lo tanto, que la mayor parte de estos temas los haya desarrollado con Bernardo.

3.3.1. Distancia a las funciones continuas

La cuantificacion de la compacidad débil habia sido recientemente estudiada
en [21] 29]. Con Bernardo Cascales y Witold Marciszewski abordamos en [2006]
el problema relacionado de estudiar cuénto se aleja (uniformemente) de C(K) la
clausura en la topologia puntual de un conjunto H C C(K). Nuestra aproxima-
cién al problema usaba la diferencia entre limites iterados como cuantificacion
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de la compacidad puntual. La estimacién para la distancia de la envoltura con-
vexa contiene el factor 5 como el el caso de un Banach con la topologia débil. El
resultado seleccionado es propio del contexto C(K). Supongamos que K es un
compacto de un espacio localmente convexo. Denotaremos por A(K) el conjunto
de las funciones afines sobre K y sea A°(K) = A(K) N C(K).

Teorema 3.1 Para cada f € A(K) se tiene que d(f, C(K)) = d(f, A%(K)).

3.3.2. Bounded tightness

A partir de una sencilla construccién en un espacio normado infinito di-
mensional de un conjunto que tiene a 0 como punto de acumulacién, pero 0
no pertenece a la clausura de ninguno de sus subconjuntos acotados, Bernardo
Cascales y yo hacemos un recorrido en [2004b] por distintas propiedades de los
espacios localmente convexos que guardan alguna relacién con ese hecho. Des-
taco el siguiente resultado del articulo.

Teorema 3.2 Sea X un espacio localmente convexo metrizable. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) X es linealmente y topdlogicamente equivalente a un subespacio de RY;

i) para cada A C X y cada x C A" existe B C A acotado tal que © C B”.

3.3.3. Cuantificacion de la RNP

La RNP posee un buen ntimero de caracterizaciones de diferente naturaleza:
derivacion de medidas vectoriales, representacion de operadores, dentabilidad,
fragmentabilidad en el caso de duales. .. Siguiendo la tendencia “cuantificado-
ra” junto con Bernardo Cascales y Antonio Pérez abordamos en [2014a] como
cuantificar un punado de estas propiedades. Siendo bastante técnicos la mayor
parte de los resultados de este articulo, s6lo mencionaré uno de ellos que es
bastante significativo. Denotemos con y(A) la medida de no compacidad débil

consistente en medir lo que se alejan los puntos de A" de X. Por otra parte,
A(A) el supremo de los nimeros € > 0 tal que todo subconjunto no vacio de A
tiene un slice no vacio contenido en una bola de radio €. Obviamente A es una
medida no no RNP.

Teorema 3.3 Para cada conjunto convexo A C X se tiene que A(A) < y(A).

En particular, se recupera este resultado clasico: los conjuntos convexos débil
compactos tienen la RNP.

3.3.4. Super compacidad débil

Motivado por un resultado de Cepedello [I0], intenté encontrar una forma
de localizar la stuper-reflexividad en un subconjunto de un espacio de Banach.
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Usando la dentabilidad finita, mi definicién sélo podia funcionar con conjuntos
convexos. Posteriormente, Cheng, Cheng, Wang y Zhang [II] introdujeron la
nocién de conjunto stiper débilmente compacto que permite una tratamiento
consistente del caso no convexo. Las investigaciones del caso convexo han dado
lugar a varias caracterizaciones, algunas mias, otras en colaboracién con Lan-
cien [2021c], y por supuesto, del equipo de L. Cheng.

Teorema 3.4.A Sea C C X un conjunto convero acotado. Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(1) dado € > 0 no es posible encontrar sucesiones x1,...,x, € C arbitraria-
mente largas tales que

d(conv{zy,...,zx},conv{zii1,...,xn}) > €
para todo k=1,...,n—1;
dado € > 0, C' no contiene drboles e-separados arbitrariamente altos;
CY es relativamente débil compacto en XY, para U un ultrafiltro sobre N;
CY es dentable en XY, para U un ultrafiltro sobre N;
C es finitamente dentable;
C es el soporte de una funcion acotada uniformemente convexa;

hay una norma equivalente |||-||| en X tal que x — |||z|||? es uniformemente
conveza sobre C;

(8) cada funcidn uniformemente continua definida sobre C puede aproximarse
uniformemente por diferencia de funciones convexras Lipschitz;

(9) Eziste un espacio de Banach reflexivo Z y un operador super débilmente
compacto T : Z — X tal que C C T'(Bx).

Las cuatro primeras son de Cheng et al. [11] aunque la forma de (3) con ul-
trafiltros la propuse en [2016a]. Ellos llegan también hasta una extrafia versién
de funcién uniformemente convexa que es la que permite conectar con (5)—(9).
En cuanto al caso no convexo, un resultado de Tu permite aplicar todo lo ante-
rior a la envoltura convexa cerrada. Por lo que los conjuntos stiper débilmente
compactos, son entre otras cosas, uniformes Eberlein y Banach-Saks.

Hemos estudiado también en [2016a] los espacios que son generados o fuer-
temente generados por un subconjunto (convexo) stper débilmente compacto.
Por ejemplo, para estos ultimos se tiene el siguiente resultado que no hemos
incluido en la secciéon de renormamientos por su caracter mixto.

Teorema 3.4.B Sea X un espacio fuertemente generado por un conjunto super
débilmente compacto. Existe una norma equivalente en X cuya restriccion a
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cada subespacio reflexivo es simultdneamente uniformemente convexa y unifor-
memente Fréchet.

A pesar de la “exdtica” hipétesis, este tipo de espacios incluye a L'(u) y
L'(u, X) para X stiper-reflexivo, y alguno mas incluso que hubo que construir a
peticién del referee del articulo para demostrar que el resultado es estrictamente
mas general que los precedentes.

Posteriormente, en [2021b] con Grelier hemos trabajado en una version cuan-
titativa de la stuper compacidad débil. El siguiente resultado sigue la enumera-
cién del Teorema 3.4.A, excepto las tres tltimas condiciones que no considero
muy estéticas en este caso

Teorema 3.4.C Sea C C X un conjunto convero acotado. Considere los si-
guientes numeros:

(1) el supremo de los € > 0 tales que para cada n € N existen x1,...,2, €
C tales que d(conv{z,...,zr}, conv{Tri1,...,2n}) > € para todo k =
1,....,n—1;

(12) el supremo de los e > 0 tales que para existen drboles e-separados de altura
arbitraria;

= A(CY), para U un ultrafiltro sobre N;

)

pa) =~y(CY), para U un ultrafiltro sobre N;
) el infimo de los € > 0 tales que Dz(C\e) < w;
)

el infimo de los € > 0 tales que C soporta una funcion e-uniformemente
convera.

Entonces py < po < 2p3 < 2p14 < 2p1 y pa < 25 < 2p6 < 240.

Diremos también aqui que hemos obtenido la versién cuantificada del paso
a la envoltura convexa utilizando la cantidad p4, que es la que mejor funciona
en ausencia de convexidad.

3.4. Topologia General y Descriptiva

Las propiedades de las topologias débiles en espacios de Banach generales,
sobre todo no separables, son motivo de que desde esta teoria se le preste especial
atencién a la Topologia General (o conjuntista). Por ejemplo, saber en qué
condiciones la topologia débil es normal, o la bola del dual sucesionalmente
compacta. El estudio de la complejidad de los conjuntos en un espacio topolégico
se conoce como Topologia Descriptiva.

24



3.4.1. Espacios Borel absolutos

El estudio de las ideas tras los teoremas de Edgar y Schachermayer [16] [17]
sobre conjuntos de Borel débiles en espacios con norma Kadec me condujo al
estudio de los espacios Borel absolutos en el marco no metrizable. Un espa-
cio topoldgico se dice Borel absoluto si es un subconjunto de Borel en cual-
quier espacio mayor para el que admita una inmersién. Un resultado clasico de
Lavrentiev, ver [44], implica que los subconjuntos de Borel de un espacio métrico
completo son Borel absolutos. Fuera del caso metrizable no se habia hecho nada.
De hecho, tuve incluso que introducir un clasificacién de los conjuntos de Borel
en espacios topolégicos generales. Por ejemplo, la primera clase aditiva son los
conjuntos de tipo (G A F),, es decir, uniones numerables de intersecciones de
abiertos y cerrados.

Teorema 4.1.A Sea (X,7) un espacio topoldgico regular. Consideremos las
siguientes afirmaciones:

i) (X, 7T) es un espacio Borel absoluto;
it) (A,7|a) es Borel absoluto para cada A € Borel(X,T);

ii1) existe una topologia Cech-completa § sobre X mds fina que T y una suce-
sion (Ay,) de subconjuntos T-Borel de X tal que para cada x € X y cada
VedcnxeV, eristenneNyU €T tales quex € A,NU CV;

iv) eziste una métrica completa d sobre X mds fina que T y una sucesion
(A,) de subconjuntos T-Borel de X tal que para cada v € X y cada e > 0,
existenn € N y U € 1 tales que x € A, NU y diam(A, NU) < e.

Entonces, iv) = iii) = ii) = ). Si ademds (X, 7) es completamente regular,
entonces i), it) y 911) son equivalentes. Si ademds (X, T) es metrizable, entonces
todos las afirmaciones son equivalentes.

En relacién con esto, también introduje una clase de aplicaciones borelianas
que evitan algunos de los problemas que presenta la medibilidad Borel en el
ambito no metrizable y no separable (aqui hay precedentes de Hansell [32], 33],
pero en espacios métricos). No entraré en detalles, sélo decir que uno de los usos
mas relevantes que encontré se explica en el siguiente epigrafe. Una curiosidad,
las técnicas desarrolladas en relacién con la ANP me permitieron probar esta
curiosidad.

Teorema 4.1.B Sea X un espacio de Banach que es isomorfo a un dual con
una norma w*-Kadec. Entonces X es un (GV F)s en (X**,w*).

En general un espacio isomorfo un espacio con una norma Kadec es un

(G A F)os, ver Edgar [16], [17].
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3.4.2. Medibilidad Borel de inversos de operadores

Saint-Raymond [60] encontré en 1976 que la clase de Borel del inverso (co-
mo aplicacién) de un operador inyectivo T': X — Y entre espacios de Banach
separables, que es un ordinal numerable «a, es exactamente el nimero de veces
que hay que iterar el cierre sucesional (en la topologia débil*) de T™*(Y™*) para
obtener X*. Mencionemos que el cierre sucesional de un subespacio débil*-denso
de X* alcanzard a todo X™* después de una cierta cantidad numerable de itera-
ciones es un resultado clésico de Banach.

La extension al marco no separable del resultado de Saint-Raymond requirié
de varias modificaciones: cambiar las sucesiones por redes acotadas (esto no es
preciso si el dual es angélico) y requerir una hipétesis técnica ya utilizada por
Hansell en su estudio de las aplicaciones borelianas entre espacios métricos no
separables. No daré la definicién, que es muy técnica, pero si decir que se cumple
automaticamente en espacios WCD.

Teorema 4.2.A Sea T : X — Y un operador lineal acotado inyectivo entre
espacios de Banach. Supongamos que T es co-o-discreto. Entonces T~ es me-
dible Borel si y solo si el bn-order de T*Y ™ es numerable, y en tal caso, éste
coincide con la clase de Borel de T~ 1.

Las técnicas desarrolladas en el articulo permiten obtener este criterio.

Teorema 4.2.B Sea T : X — Y un operador lineal acotado inyectivo entre
espacios de Banach que es también co-o-discreto. Entonces T~ es medible Borel
de clase o si se cumplen algunas de estas condiciones:

(a) existe un conjunto abierto acotado no vacio B C X tal que TB es de clase
aditiva o en TX ;

(b) para cada subespacio separable E C X, la restriccion T|g tiene inversa
con clase de Borel a lo sumo o.

3.4.3. Selectores medibles

Bernardo Cascales y yo estudiamos en [2003b] en problema de saber si dado
un subespacio proximinal (no separable) Y C X es cierto que LP(Y) es proxi-
minal en LP(X) para 1 < p < +oo. Un momento de reflexién muestra que la
dificultad estd en construir una funcién medible en LP(Y) que para casi todo
punto es la mejor aproximacién de una funcién dada de LP(X).

Teorema 4.3.A Sea (2,3, 1) un espacio de probabilidad completo, X un espa-

cio de Banach, Y C X un subespacio WCD y 1 < p < +oo. Entonces, LP(Y)
es proximinal en LP(X) si y sélo si, Y es proximinal en X.
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Parte de la dificultad de conseguir la funcién medible es saber como de bue-
nos son, en sentido descriptivo, los son los conjuntos para los que se resuelve
un problema extremal. Demostramos en [2003b] un resultado muy general al
respecto, pero aqui pondré una de las consecuencias mas significativas.

Teorema 4.3.B Sea X un espacio de Banach WCD. Entonces el conjunto de
Bishop-Phelps (o “norm attaining”)

NA={z*€ X*:3z € Bx,z"(x) = ||z*|}
es Cech-analitico en (X*,w*).

Otros aspectos de las funciones medible vector-valuadas ha sido abordado
con José Rodriguez es [2012b] que me propuso explotar una idea de mi tesina.

3.4.4. Compactos de Namioka-Phelps

En 1975 Namioka y Phelps [53] descubrieron que si el dual de un espacio
de Banach X tiene una norma LUR, entonces X es Asplund. Por este motivo
llamé en mi tesis compactos de Namioka-Phelps a los que son homeomorfos a
un débil* compacto de un dual LUR e inicié un estudio siguiendo como modelo
el que Namioka hizo de los compactos de Radon-Nikodym [52]. Los compactos
NP pueden caracterizarse internamente y resultan tener muchas propiedades de
estabilidad, pero es posible que su imagen continua no conserve la propiedad al
igual que ocurre con los de RN. Seria conveniente revisar el ejemplo de Avilés
y Koszmider [I] para ver si proporciona una respuesta negativa.

Teorema 4.4 Sea K un compacto. Son equivalentes:
i) K es Namioka-Phelps;
i) K es Radon-Nikodym y descriptivo (tiene una network o-aislada);

it1) Existe una métrica d inferiormente semicontinua en K y una sucesion
(A,) de subconjuntos de K tal que para cada x € K y cada & > 0, existen
n € N y un entorno U de x tales que x € A, NU y diam(4, NU) < e.

Haydon demostré [35] que C(K) es renormable LUR para K compacto NP,
lo que es el resultado méas importante que involucra mi definicién hasta la fecha.

3.4.5. Compactos descriptivos

Mencionados en relacién el renormamiento W*LUR, los compactos descrip-
tivos son a los compactos fragmentables lo que los compactos NP son a los RN.
Recordemos que la definiciéon de descriptivo se debe a Hansell y en su forma
original resulta muy extrana. En mi tesis demostré que descriptivo en sentido
de Hansell equivale a Cech-analitico con network c-aislada, lo que permite en el
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caso compacto preocuparse Unicamente de la network. Los compactos descrip-
tivos incluyen a los NP, a los de Gul’ko y a los definidos por medio de familias
casi disjuntas de subconjuntos de N (lo que incluye un interesante ejemplo de
Argyros y Mercourakis, ver [I§]). A su vez, los compactos descriptivos son frag-
mentables, y como las métricas fragmentantes no tienen que ser semicontinuas
hay bastante disponibilidad de ellas.

Teorema 4.5 Un compacto K es descriptivo si y sélo si existe una métrica
fragmentante en K para la cual el indice de Szlenk es a lo sumo w.

Las propiedades de los compactos descriptivos han sido estudiadas en detalle
con Luis Oncina en [2004c]. Son sin duda uno de los objetos topoldgicos més in-
teresantes con los que he trabajado y en cada conferencia que me ha sido posible
he tratado de llamar la atencion de los topdlogos generales sobre los interesantes
problemas abiertos que quedan en relacién con ellos, como caracterizarlos entre
los compactos de Corson.

3.5. Analisis Funcional no Lineal

Este tépico alude realmente a una espacie de “cajon de sastre” que incluye
el estudio de ciertas aplicaciones no lineales, Anélisis Convexo e, incluso, algo
de clasificacion no lineal de espacios de Banach.

3.5.1. Aplicaciones dentables

Las aplicaciones dentables la introduje en [2008] inspirado por la RNP y las
funciones de la primera clase de Baire. Sin embargo, alli s6lo me ocupé de las que
son finitamente dentables, cuyo desarrollo utiliza un renormamiento uniforme-
mente convexo “adaptado”. El desarrollo de la teoria de aplicaciones dentables
lo acometi con Garcia Lirola en [2018b] como parte de su tesis doctoral. Una
funcién f : C' — M definida sobre un conjunto convexo cerrado con valores en
un espacio métrico se dice dentable si para cada A C C acotado no vacio y
€ > 0 existe H semiespacio abierto tal que ANH # () y diam(f(ANH)) < . El
conjunto de la funciones dentables uniformemente continuas sobre subconjuntos
acotados de C' en M serd denotado Dy (C, M). Entre los numerosos resultados
obtenidos, este de dentabilidad simultanea es uno de los mas significativos.

Teorema 5.1 Sea C C X un subconjunto convexo cerrado acotado. Dadas
funciones fi,..., fn € Dy(C,R) y e > 0, existe un semiespacio abierto H tal
que CNH #0 y

méax{diam(f; (C N H)),...,diam(f,(CNH))} <e.

28



3.5.2. Diferencias de funciones convexas

En [2003c] y [2008] he dado versiones localizadas de resultados de Cepedello
[10], pero no es hasta [2018b] con Garcia Lirola y mejores “herramientas” que
obtenemos el siguiente resultado que se puede decir éptimo.

Teorema 5.2 Sea f: C — R una funcion uniformemente continua definida en
un conjunto cerrado convexo acotado. Considere las siguientes afirmaciones:

(i) f es limite uniforme de funciones DC-acotadas;

(ii) f es finitamente dentable;
(i1i) f es limite uniforme de funciones de funciones DC-Lipschitz;
(iv) f es numerablemente dentable;

(v) f es (C\C),-medible;

(vi) f es limite puntual de una sucesidn de funciones DC-Lipschitz.

Entonces (i) & (i1) < (iii) = (i) = (v) = (vi) & (v) & (iv) & (idi).

3.5.3. Funciones uniformemente convexas

Estas funciones han sido mencionadas en relacién con la super compacidad
débil. Pongamos explicitamente la definicién. Sea € > 0. Una funciéon propia
f+ X — Rse dice e-uniformemente convexa si existe § > 0 tal que si ||z —y|| > ¢,

entonces
; (z;y) RRCES (O

La funcién se dice uniformemente convexa si es e-uniformemente convexa para
cada ¢ > 0. Notemos que la definicién estd formulada en términos de puntos
medios, por lo que una funcién uniformemente convexa requerira cierta regula-
ridad para ser convexa. Mas insalvable el caso de una funcién e-uniformemente
convexa que no tiene por qué cumplir la desigualdad de convexidad para puntos
a distancia menor que e. Sin embargo, con Grelier [2021b] hemos demostrado lo
siguiente.

Teorema 5.3 Sea ¢ > 0 y sea f una funcidn propia e-uniformemente conve-
za tal que su envoltura convexa inferiormente semicontinua conv(f) es propia.
Entonces conv(f) es & -uniformemente convera para todo € > ¢.

3.5.4. Coarse embeddings

Gracias a la colaboracién con Gilles Lancien en [2018¢] he podido adentrar-
me un poco en la clasificacién no lineal de espacios de Banach. El siguiente
resultado muestra un fenémeno de “concentraciéon” para los grafos entrelazados
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de Kalton G. En el siguiente resultado I denota los pares de elementos estric-
tamente entrelazados.

Teorema 5.4 Sea p € (0,+00) y X un espacio de Banach quasi-reflexivo p-
AUS. Ezxiste una constante C' > 0 tal que para cualquier k € N, cualquier
subconjunto infinito M de N, cualquier funcion f: (Gi(M)) — X** Lipschitz y
cualquier € > 0, existe un subconjunto infinito M de M tale que

v(m,m) € L(M) ||f(n— fm)| < C Lipk"? + <.

Estos resultados extienden los de Kalton y Randrianarivony [42] para el
caso reflexivo y se aplican a la estabilidad de propiedades tipo Banach-Saks por
inmersiones coarse Lipschitz.

3.5.5. Bases greedy

Gustavo Garrigés y Eugenio Herndndez me invitaron a colaborar en un pro-
yecto, al que después se sumaron Fernando Albiac y José Luis Ansorena, que
quedé materializado en [2015b]. Dada una base de Schauder seminormalizada
en un espacio de Banach X, algoritmo greedy consiste en sumar la serie asociada
a un elemento « € X en orden decreciente de los valores absolutos (o médulos)
de sus coeficientes. Como el orden depende de cada elemento, las “proyecciones”
asociadas {G,} no son lineales. Las bases se clasifican de acuerdo con la cali-
dad de la convergencia del algoritmo. En particular, una base es quasi-greedy
si existe ¢ > 0 tal que ||Gn(z)]] < c||z|| para cada x € X. Para A C N fini-
to, denotemos por S, la proyeccién sobre el subespacio generado por {e, }nea
y sea kn = sup| 41<n [[Sal|- Con estas definiciones se tiene el siguiente resultado.

Teorema 5.5 Sea X un espacio de Banach siper-reflexivo y sea B = {€,}22

una base quasi-greedy. Entonces existe una constante € € (0,1), que depende de
B, tal que kn(B) = O(log N)'~<.

Esto supone una cierta mejora sobre la estimacién ky (B) = O(log N) de [14]
en espacios de Banach generales.

3.6. Miscelanea en Banach

En ocasiones, pensando en temas muy especificos se encuentran resultados
que aluden a conceptos bésicos en espacios de Banach.

3.6.1. Un espacio universal

Sea K un compacto y H C K un subconjunto cerrado. El operador de res-
triccién | : C(K) — C(H) estd definido por f — f|g para f € C(K) Los
espacios de Banach separables pueden indexarse con los subconjuntos cerrados
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del intervalo [0,1] de esta peculiar manera probada en [2014b].

Teorema 6.1 Existe un subespacio cerrado W C C10,1] con la siguiente pro-
piedad: para cada espacio de Banach separable X existe un subconjunto cerrado
H C [0,1] tal que X es isométrico a Wg.

El misterioso espacio W resulta ser una copia de ¢; con un renormamiento
adecuado. La indexacién es, por supuesto, redundante y no todo subconjunto
cerrado de [0, 1] conduce a un espacio de Banach. Sin embargo, la familia de
subconjuntos H de [0, 1] para los que W]y es Banach es un Gy, en la topologia
de Vietoris.

3.6.2. Caracterizacién de los espacios que contienen a ¢

El siguiente resultado lo obtuve con Antonio Pérez en [2017b] donde se pue-
den ver algunas versiones cuantitativas del mismo.

Teorema 6.2 Un espacio de Banach X no contiene a cg si y sélo si para cada
conjunto no vacio C C X y e > 0 existen puntos x1,...,x, C C tales que
Nyp—1(C — xy) tiene didmetro menor que &.

3.6.3. Asplund es lo mismo que no contener /;

Obviamente no lo es, si se pide que la copia de ¢; esté en el propio espacio.
Por otra parte, si K no es disperso entonces C'(K) es universal para los separa-
bles. El resultado que probé en [2005a] dice lo siguiente.

Teorema 6.3 Para un espacio de Banach X son equivalentes:
i) X no es Asplund;

i1) C(Bx~) contiene una copia isomorfa de €1 compuesta de funciones Lips-
chitz respecto a la norma.

En el mismo articulo hay resultados para C(K) con K fragmentable que
generalizan hechos conocidos cuando K es disperso, porque un compacto es
disperso si y sélo si es fragmentable con respecto a la métrica discreta, que, a
su vez, hace Lipschitz todas las funciones definidas sobre K.

3.6.4. Copias Lipschitz de espacios clasicos en C(K)

El resultado anterior motivé un pequeno proyecto consistente en la investi-
gacién de cuando un espacio C(K) contiene copias de ciertos espacios hechas
de funciones Lipschitz. Es bien conocido que si el compacto es metrizable y la
propiedad de Lipschitz se refiere a la propia métrica, no puede contener subes-
pacios infinito-dimensionales compuestos de funciones Lipschitz. Con Natalia
Jonard-Pérez obtuve en [2016d] una versién precisa de hasta que dimensién se
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puede meter isométricamente el espacio euclideo en un C(K).

Teorema 6.4.A Sea (K,d) un compacto métrico no numerable y n € N. Las
propiedades siguientes son equivalentes:

(i) existe una sobreyeccion Lipschitz ¢ : K — 1";

(ii) C(K) contiene una copia isométrica de cada espacio de Banach (n + 1)-
dimensional compuesta de funciones Lipschitz;

(iii) C(K) contiene una copia del espacio euclideo (R"*1,| - |2) compuesta de
funciones Lipschitz.

Ademds, si K es una variedad Lipschitz, las condiciones (i), (ii) y (iii) son
también equivalentes a

(iv) la dimension de K el al menos n.

Si se quiere, seguir por esta linea, debemos hacer como en el Teorema 6.3
y usar una métrica d semicontinua inferiormente maés fina que la topologia. En
esas condiciones, C(K) contiene siempre una copia Lipschitz de ¢q. Para espa-
cios de tipo ¢, con 1 < p < +o0 tenemos que limitarnos a un tipo particular de
compactos, bolas de espacios £/, para obtener resultados precisos. Los primeros
resultados para contenidos isomorfos los incluf en [2012a], pero para contenido
isométrico [2014b] dan una caracterizacién precisa.

Teorema 6.4.B Sea p > 1 y consideremos la bola By, con la topologia de
convergencia puntual, que la hace compacta, y consideremos también en ella la
métrica inducida por la norma. Entonces C(By,) contiene una copia isométrica
de £, compuesta de funciones Lipschitz si y solo si ﬁ <gq < 0.
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Capitulo 4

Proyecto de Investigacion

En el capitulo anterior se han expuesto varias lineas que he seguido a lo largo
de estos anos, siendo muy coherentes algunas de ellas en cuanto a técnicas. Eso
nos invita a pensar que un trabajo de revisién y reelaboracién, podria dar lugar
a surveys sobre teoria de renormamientos, compacidad en espacios de Banach
y aplicaciones de la Topologia descriptiva a Banach, por decir algunos. Esta es
una posibilidad atractiva y que quizds acometamos mas adelante, porque, entre
otras cosas, serviria para presentar de manera clara el estado de los resultados,
métodos y problemas a futuros estudiantes.

A continuacién presentaremos algunas lineas de trabajo que esperamos desa-
rrollar en los préximos anos. Ciertamente, en alguna hemos comenzado ya a
trabajar, pues de lo contrario todo esto quedaria en un mero brindis al sol. La
presentacién sera escueta porque, en su mayor parte, el contexto de trabajo ya
ha sido tratado en el capitulo anterior.

4.1. Sobre los viejos problemas

Los problemas en los que he estado trabajando durante m&as anos siguen
siguen estando presentes, aunque en una forma mas “destilada”, y son siem-
pre una fuente de inspiracién. Me quedaré con estos tres bloques del capitulo
anterior:

1. Renormamientos
2. Topologia Descriptiva en Localmente Convexos

3. Topologia General en Banach

Destacaré algunos problemas que tengo presentes en cada uno de estos temas.
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Hay numerosos problemas que siguen abiertos en renormamiento, como si
RNP implica renormabilidad LUR o si los espacios reflexivos estan caracteriza-
dos por la 2R en general [54]. Mi principal interés es encontrar los argumentos
correctos para trabajar con super-reflexividad. En [2021b] hemos encontrado la
manera mds sencilla de entender el teorema de Enflo, en [2021a] hemos traza-
do un “puente” entre Pisier [57] y Godefroy-Kalton-Lancien [25], pero la forma
sencilla de entender el teorema de Pisier todavia se me escapa. El indice de
adelgazamiento para X stuper-reflexivo que encontré en [2015a] es realmente el
indice de Szlenk de L?(X). La prueba original de Pisier, asf como las ideas de
Lancien [47], pasan por la stiper-reflexividad de L?(X) a la que se puede lle-
gar por dos caminos: el renormamiento, es decir probar primero Enflo en X y
transferir la norma UR a L?(X), o bien usar la J-convexidad de James, que no
es mucho més facil. Parece ser que los spreading models arrojan un poco de luz
sobre la J-convexidad, asi que seguiremos por esa linea.

En cuanto a Topologia Descriptiva en Localmente Convexos, me interesan
la condiciones de tipo descriptivo (o descriptivo-geométrico) que permiten que
un conjunto convexo disfrute de propiedades similares a un compacto: puntos
extremos, teoremas de representacioén... Esto estd motivado, oviamente, por las
propiedades de los conjuntos Hg, pero también por la bisqueda de los argumen-
tos adecuados en el famoso resultado de Schachermayer [61]

KMP + CPCP = RNP

dénde sigue abierto el problema de si realmente es necesaria la PCP.

En cuanto a Topologia General vinculada a espacios de Banach, el propésito
vagamente podria llamarse “entender por qué los débil compactos son descrip-
tivos”. En efecto, esto es asi en tltima instancia por el resultado de Amir-
Lindenstrauss, pero otra forma de entender este mecanismo arrojaria luz sobre
otros problemas, como entender la propiedad Eberlein uniforme. Por ejemplo,
construir una inmersién de un stuper débilmente compacto en un Hilbert, aunque
no sea lineal, o probar una versiéon “continua” de resultado de Bell y Marcis-
zewski [2]: un compacto Eberlein scattered de altura a lo sumo w es uniforme

Eberlein.

4.2. Problemas nuevos

Estos son aquellos en los que he comenzado a trabajar recientemente, por lo
que tengo una intuicién de qué tipo de resultados cabe esperar y como podria
desarrollarlos. En estos problemas, al contrario que la mayor parte de los pro-
blemas “antiguos”, la separabilidad no es una hipdtesis simplificadora.

4.2.1. Super compacidad

Aunque empecé a trabajar hace unos anos [2008, 2016a] el tema habia esta-
do bloqueado por el problema de la envoltura convexa, resuelto afirmativamente

34



por Kun Tu [63]. El hecho de que los (relativamente) SWC sean estables por esta
operaciéon muestra que son muy distintos de los conjuntos con la Banach-Saks
[49] con los que estdn emparentados por contenido.

El objetivo bésico es obtener una versién local de cualquier resultado cierto
en espacios super-reflexivos, y se puede considerar que el programa esta bastante
avanzado [2016a, 2021b, 2021c|. Hay que recordar que para operadores ya estaba
definido ser super débilmente compacto, y que para estos operadores no hay
propiedad de factorizacion, lo cual puede mostrarse de una forma sencilla usando
el indice de dentabilidad, ver [2016a]. Me gustaria poder encontrar un resultado
en sentido contrario, es decir, cudndo es posible la factorizacién de un operador a
través de un super-reflexivo. Este problema enlaza con los ya clésicos resultados
de factorizacion de Pisier, a través de un Hilbert, o con los de Pietsch, y en
términos de conjuntos equivale a las condiciones que debe cumplir un espacio
métrico para admitir un isomorfismo dentro de un espacio super-reflexivo.

4.2.2. Siuper compacidad asintética

El resultado de Dilworth, Kutzarova, Lancien y Randrianarivony [I5] eleva
la propiedad (8) de Rolewicz a “hermana asintética” de la super-reflexividad.
En principio, se espera que los resultados positivos para conjuntos emulen los
que hay para espacios, tanto en términos de indice de Szlenk, embebimiento
de arboles numerablemente ramificados y renormamiento del espacio ambien-
te. La correspondiente teoria de operadores ha sido desarrollada por Causey y
Dilworth [9], y al igual que con los operadores stiper débilmente compactos, se
podria abordar una clasificacién fina de operadores.

Para funciones con valores reales se puede definir una propiedad cercana a
la UKK* siguiendo el esquema de nuestro desarrollo de las funciones discreta-
mente uniformemente convexas [2021b]. Si esto se pudiera llevar a cabo de una
forma razonable, proporcionaria argumentos mas sencillos alternativos a los de
[25] para la obtencién de los resultados principales sobre UKK*.

También la propiedad de Banach-Saks esté relacionada con estas propiedades
asintéticas uniformes de la norma. Méas concretamente, versiones uniformes de
la propiedad de Banach-Saks inspiradas por el teorema de Kakutani. Hemos
comenzado ya con G. Grelier a aislar estas propiedades y relacionarlas entre si.

4.2.3. UMD

En cuanto a los espacios UMD, hay dos resultados fundamentales que mo-
tivan mi interés: la caracterizacion de Burkholder, expuesta por él mismo en
el survey contenido en [39] y la caracterizacién probada por Kalton, Konya-
gin y Vesely en [41]. Creo que los espacios UMD son el marco donde podrian
ocurrir propiedades interesantes que no son ciertas en los super-reflexivos en
general, como la existencia de médulos éptimos. Mi propdsito es continuar el
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estudio geométrico de la propiedad UMD. Para empezar, un “ejercicio” que pa-
rece factible es estudiar las funciones de Orlicz ¢ para las cuales las diferencias
de martingalas convergen incondicionalmente el L?(X) donde X es UMD.

Otra via, dado X un espacio UMD, seria estudiar el espacio cotipo de Figiel
y Maurey [24] adaptado a las diferencias de martingalas en L?. Es un fenémeno
curioso que las diferencias de una martingala acotada en un espacio UMD X
resulten incondicionalmente convergentes en todos los espacios LP(X) con 1 <
p < 400, y entenderlo bien arrojaria luz sobre los espacios UMD.

4.2.4. Convexidad en dimensién alta

Un enunciado relacionado con el teorema del punto fijo de Brouwer, el lla-
mado teorema de Lusternik—Schnirelmann dice que en cada particién de S™ en
n 4+ 1 trozos, hay alguno que contiene dos puntos antipodales. Formulado de
otra forma, el resultado nos dice que si la bola de R™ es cubierta por no méas
de n conjuntos convexos, entonces alguno de ellos contiene la bola unidad de
dimension 1. Visto de esa manera, una posible generalizacion seria saber si, fi-
jado k y aumentando la diferencia entre la dimensién del espacio y el nimero
de conjuntos convexos cubriendo la bola jse puede asegurar que alguna de ellos
contiene una bola k-dimensional de radio 17

A este problema llegué desde uno similar en dimensién infinita donde es
cierta una propiedad mas débil: si la bola del espacio de Banach X de dimen-
sién infinita es cubierta por una cantidad finita de desplazados de un conjunto
convexo simétrico A, entonces para cada r < 1/2 se puede encontrar una bola
de codimensién finita y radio r contenida en A. Tengo un cierto optimismo en
que el resultado admita mejoras (por ejemplo, eliminar la hipdtesis de simetria)
antes de publicarlo.

Por otra parte, si se fijan € > 0, k € N y la dimensién del espacio es mucho
mas grande que el nimero de convexos cubriendo la bola, el teorema de Dvo-
retzky dard un bola (1 — ¢) euclidea contenida en alguno de los trozos, ver [58].
En esta linea hemos comenzado a trabajar con Bernardo Gonzélez Merino, sin
que de momento haya ningin resultado significativamente sorprendente.
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Capitulo 5

Publicaciones del candidato

5.1. Articulos de Investigacion

En esta lista aparecen 40 publicaciones, de las cuales 2 no estan en JCR:
uno estd en C. R. Acad. Bulgare Sci. donde envié una seleccién de resultados
de mi tesis sin pruebas a peticién de S. Troyanski, y otro en la desaparecida
revista checa Acta Univ. Carolin. Math. Phys. donde con O. Kalenda enviamos
la solucién de un problema propuesto en la Winter School junto con algunos
resultados relacionados.

También, de estos 40 articulos, 19 los firmo yo solo, aunque puede haber
habido fruitful discussions con otros colegas que estan debidamente menciona-
das en los agradecimientos. También quiero destacar que en los ultimos 6 anos
he priorizado las colaboraciones, bien sea para potenciar la relaciéon con otros
grupos, que una responsabilidad que siento como IP, o bien porque son trabajos
realizados en colaboracién con mis estudiantes.

Finalmente, algunas curiosidades: el articulo [1999c¢] fue enviado a Mathema-
tika por peticién personal de C. A. Rogers; el articulo [2009] sélo tiene 3 paginas;
uno de mis mejores trabajos [2004a] no ha recibido ninguna cita en MathSciNet.

1999a M. RAJA: On topology and renorming of Banach space. C. R. Acad. Bul-
gare Sci. 52 (1999), no. 3-4, 13-16. MR1706603

1999b M. RAJA: Kadec norms and Borel sets in a Banach space. Studia Math.
136 (1999), no. 1, 1-16. MR1706603

1999¢ M. RaJA: Locally uniformly rotund norms. Mathematika 46 (1999), no.
2, 343-358. MR1832626

2002a M. RAJA: On dual locally uniformly rotund norms. Israel J. Math. 129
(2002), 77-91. MR1910933
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2002b M. RAJA: On some class of Borel measurable maps and absolute Borel to-
pological spaces. Topology Appl. 123 (2002), no. 2, 267-282. MR1918500

2003a M. RAJA: Weak™ llocally uniformly rotund norms and descriptive compact
spaces. J. Funct. Anal. 197 (2003), no. 1, 1-13. MR1957673

2003b B. CASCALES; M. RAJA: Measurable selectors for the metric projection.
Math. Nachr. 254/255 (2003), 27-34. MR1983953

2003c M. RaAJA: First Borel class sets in Banach spaces and the asymptotic-
norming property. Israel J. Math. 138 (2003), 253-270. MR2031959

2003d O. F. K. KALENDA; M. RAJA: Descriptive properties of spaces of sig-
ned measures. Acta Univ. Carolin. Math. Phys. 44 (2003), no. 2, 79-88.
MR2101905

2004a M. RAJA: Borel properties of linear operators. J. Math. Anal. Appl. 290
(2004), no. 1, 63-75. MR2032225

2004b B. CAsCALES; M. RaAJA: Bounded tightness for weak topologies. Arch.
Math. (Basel) 82 (2004), no. 4, 324-334. MR2057383

2004c L. ONCINA; M. RAJA: Descriptive compact spaces and renorming. Studia
Math. 165 (2004), no. 1, 39-52. MR2080326

2005a M. RAja: Embedding ¢; as Lipschitz functions. Proc. Amer. Math. Soc.
133 (2005), no. 8, 2395-2400. MR2138882

2005b M. RaJA: On the dentability of weak® Hs sets. Q. J. Math. 56 (2005),
no. 3, 377-382. MR2161251

2006 B. CAscALES; W. MARCISZEWSKI; M. RAJA: Distance to spaces of conti-
nuous functions. Topology Appl. 153 (2006), no. 13, 2303-2319. MR 2238732

2007 M. RAJA: Dentability indices with respect to measures of non-compactness.
J. Funct. Anal. 253 (2007), no. 1, 273-286. MR2362424

2008 M. RAJA: Finitely dentable functions, operators and sets. J. Convexr Anal.
15 (2008), no. 2, 219-233. MR2422986

2009 M. Raja: Continuity at the extreme points. J. Math. Anal. Appl. 350
(2009), no. 2, 436-438. MR2474779

2010 M. RaJA: On weak™ uniformly Kadec-Klee renormings. Bull. Lond. Math.
Soc. 42 (2010), no. 2, 221-228. MR2601548

2012a M. Raja: Compact spaces of Szlenk index w. J. Math. Anal. Appl. 391
(2012), no. 2, 496-509. MR2903149

2012b M. RaJA; J. RODRIGUEZ: Scalar boundedness of vector-valued functions.
Glasg. Math. J. 54 (2012), no. 2, 325-333. MR2911371
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2013

2014a

2014b

2015a

2015b

2016a

2016b

2016¢

2016d

2017a

2017b

2017c

2018a

2018b

2018c

M. RaJA: On asymptotically uniformly smooth Banach spaces. J. Funct.
Anal. 264 (2013), no. 2, 479-492. MR2997388

B. CascaLES; A. PEREZ; M. RaJA: Radon-Nikodym indexes and mea-
sures of weak noncompactness. J. Funct. Anal. 267 (2014), no. 10, 3830
3858. MR3266248

M. RaJA: Two applications of smoothness in C(K) spaces. Studia Math.
225 (2014), no. 1, 1-7. MR3299393

M. RAJA: Finite slicing in superreflexive Banach spaces. J. Funct. Anal.
268 (2015), no. 9, 2672-2694. MR3325533

F. ALBiAc; J. L. ANSORENA; G. GARRIGOS; E. HERNANDEZ; M. RAJA:
Conditionality constants of quasi-greedy bases in super-reflexive Banach
spaces. Studia Math. 227 (2015), no. 2, 133-140. MR3397274

M. RaJa: Super WCG Banach spaces. J. Math. Anal. Appl. 439 (2016),
no. 1, 183-196. MR3474357

S. FERRARI; J. ORIHUELA; M. RAJA: Weakly metrizability of spheres
and renormings of Banach spaces. Q. J. Math. 67 (2016), no. 1, 15-27.
MR3471268

S. FERRARI; L. ONCINA; J. ORIHUELA; M. RAJA: Metrization theory
and the Kadec property. Banach J. Math. Anal. 10 (2016), no. 2, 281-306.
MR3474840

N. JONARD-PEREZ; M. RAJA: Lipschitz subspaces of C(K). Topology
Appl. 204 (2016), 149-156. MR3482711

G. LANCIEN; A. PROCHAZKA; M. RAJA: Szlenk indices of convex hulls.
J. Funct. Anal. 272 (2017), no. 2, 498-521. MR3571897

A. PEREZ; M. RAJA: A Bourgain-like property of Banach spaces with no
copies of 0. Rev. R. Acad. Cienc. Exactas Fis. Nat. Ser. A Mat. RACSAM
111 (2017), no. 1, 205-211. MR3596049

L. GARcCiA-LIrRoLA; J. ORIHUELA; M. RAJA: Convex compact sets that

admit a lower semicontinuous strictly convex function. J. Conver Anal.
24 (2017), no. 3, 987-998. MR 3684813

L. GARciA-LIROLA; M. RAJA: On strong asymptotic uniform smoothness
and convexity. Rev. Mat. Complut. 31 (2018), no. 1, 131-152. MR3742968

L. GARciA-LIROLA; M. RAJA: Maps with the Radon-Nikodym property.
Set-Valued Var. Anal. 26 (2018), no. 1, 77-93. MR3769337

G. LANCIEN; M. RAJA: Asymptotic and coarse Lipshitz structures of
quasi-reflexive Banach spaces. Houston J. Math. 44 (2018), no. 3, 927-
940. MR3879984
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2019 S. FERRARI; J. ORIHUELA; M. RAJA: Generalized metric properties of sp-
heres and renorming of Banach spaces. Rev. R. Acad. Cienc. Fzxactas Fis.
Nat. Ser. A Mat. RACSAM 113 (2019), no. 3, 2655-2663. MR3956274

2021a L. GARciA-LIROLA; M. RAJA: Uniformly convex renormings and gene-
ralized cotypes. Adv. Math. 383 (2021), 107679, 23 pp. MR4233274

2021b G. GRELIER; M. RAJA: Uniformly convex functions. Publicado electroni-
camente en J. Math. Anal. Appl. (2021),

2021c G. LANCIEN, M. RAJA: Nonlinear aspects of super weakly compact sets.
Aceptado en Ann. de I’ Institut Fourier (2021).

5.2. Libros y Capitulos

Bernardo Cascales y José Manuel Mira me invitaron a sumarme al proyecto
de preparacién de un libro de Analisis Funcional, basado en un material previo
que ellos tenfan, y adaptado al plan de estudios de la correspondiente asignatura.
El resultado, en que también participaron José Orihuela como autor, y Salvador
Sanchez-Pedrefio como editor-maquetador, es el siguiente:

s B. CASCALES, J. M. MIRA, J. ORIHUELA, M. RAJA, Andlisis Funcional,
Ediciones Electolibris, S. L., Murcia, 2012.

En cuanto a capitulos de libros, hemos participado junto con B. Cascales,
I. Namioka y J. Orihuela, en dos capitulos titulados Banach spaces and Topology
(I) & (II) dentro del libro

= K. P. HART, J. NAGATA, J. E. VAUGHAN (EDS), Encyclopedia of General
Topology, FElsevier, Amsterdam, 2004.

5.3. Citas relevantes
Hasta el momento, he encontrado mi nombre en los siguientes libros.

1. F. ALBiac, N. KALTON, Topics in Banach space theory, second edition,
Graduate Texts in Mathematics, 233. Springer, New York, 2016.

2. J. M. BORWEIN, V. VANDERWERFF, Conver functions: constructions,
characterizations and counterexamples, Encyclopedia of Mathematics and
its Applications, 109. Cambridge University Press, Cambridge, 2010.

3. M. FABIAN, P. HABALA, P. HAJEK, V. MONTESINOS, J. PELANT,
V. Z1ZLER, Functional analysis and infinite-dimensional geometry, CMS
Books in Mathematics/Ouvrages de Mathématiques de la SMC, 8. Springer-
Verlag, New York, 2001.

40



10.

11.

12.

13.

14.

15.

M. FABIAN, P. HABALA, P. HAJEK, V. MONTESINOS AND V. ZIZLER,
Banach Space Theory. The Basis for Linear and Nonlinear Analysis, CMS
Books in Mathematics, Springer, New York, 2011.

K. GOEBEL, S. PRuS, FElements of geometry of balls in Banach spaces,
Oxford University Press, Oxford, 2018.

A. GUIRAO, V. MONTESINOS, V. ZIZLER, Open problems in the geometry
and analysis of Banach spaces. Springer, [Cham)], 2016.

P. HAJEK, M. JOHANIS, Smooth analysis in Banach spaces. De Gruyter
Series in Nonlinear Analysis and Applications, 19. De Gruyter, Berlin,
2014.

. P. HAJEK, V. MONTESINOS, J. VANDERWERFF, V. ZIZLER, Biorthogo-

nal systems in Banach spaces, CMS Books in Mathematics/Ouvrages de
Mathématiques de la SMC, 26. Springer, New York, 2008.

J.KakoL, W. KuBi$, M. LOPEZ-PELLICER, Descriptive topology in selec-

ted topics of functional analysis. Developments in Mathematics, 24. Sprin-
ger, New York, 2011.

J. LUKES, J. MaALY, I. NETUKA, J. SPURNY, Integral representation
theory. Applications to convezity, Banach spaces and potential theory. De
Gruyter Studies in Mathematics, 35. Walter de Gruyter & Co., Berlin,
2010.

W. B. JOHNSON, J. LINDENSTRAUSS, (EDS), Handbook of the geometry of
Banach spaces. Vol. 1. North-Holland Publishing Co., Amsterdam, 2001.

W. B. JOHNSON, J. LINDENSTRAUSS, (EDS), Handbook of the geometry
of Banach spaces. Vol. 2. North-Holland, Amsterdam, 2003.

A. MorLtd, J. ORIHUELA, S. TROYANSKI, M. VALDIVIA, A nonlinear
transfer technique for renorming. Lecture Notes in Mathematics, 1951.
Springer-Verlag, Berlin, 2009

M. I. OSTROVSKII, Metric embeddings. Bilipschitz and coarse embeddings
into Banach spaces. De Gruyter Studies in Mathematics, 49. De Gruyter,
Berlin, 2013.

G. PiSIER, Martingales in Banach spaces, vol. 155 of Cambridge Studies
in Advanced Mathematics, Cambridge University Press, Cambridge, 2016.
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