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Premessa alla Terza edizione

Le principali novita di quest'ultima edizione rggdano i
paragrafi 11.14 e 111.9. Nel primo sono stati cdtreampliati e
approfonditi tutti i passi necessari per la rappnégzione delle due
consuete Teorie aritmetiche in seno alla Teorianéde degli
insiemi, mettendo in risalto le loro differenze. particolare, in
risposta alle osservazioni di un accorto lettorestao discusso
anche il caso in cui il principio di induzione colea lo si voglia
considerare come un assioma simbolico del secondinep
anziché uno schema assiomatico metamatematico.te€aealisi
hanno comportato I'aggiunta di un opportuno e mosg periodo
nel paragrafo 111.9.

Si e poi adottata l'usuale rappresentazione sig®malegli
aleph la quale nelle precedenti edizioni era stata atdbaata
soltanto per esigenze tipografiche.

La totale rilettura del testo ha permesso, infdienigliorare
tanti periodi, sia dal punto di vista della comiéilita che della
semplicita di lettura; di correggere qualche svistdi introdurre
alcune nuove citazioni bibliografiche.

La mia speranza e che i lettori continuino conoiol
commenti, critiche e suggerimenti: sar0 assai geattutti per
questo, promettendo di rispondere.

Prof. Dr. Giuseppe Raguni
Universidad Catdlica de Murcia (Spagna)
E_mail: gaemarx2@yahoo.it
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PREFAZIONE

"Se ora Dio entrasse da quella porta, non potreiibettare
nulla a questa deduzione". Questa frase, pronanaia mio
professore di matematital IV ginnasio, mi fece rimuginare. Non
che elucubrassi sul divino, ma si poneva una sespliifficile
domanda: fino a che punto si pu0 essere sicuradmlfrettezza e
inconfutabilita delle deduzioni matematiche? Lhaki limite di
dubitabilita di ogni linguaggio € costituito dalnvenzioni sul
significato dei termini. Ma quali e quante sono sfaeconvenzioni
nel caso di una Disciplina matematica? Potrebbesere infinite?

Alcuni anni dopo, grazie alla rivisthe Scienze venni a
conoscenza del Teorema dincompletezza. dlmg piu che
all'enunciato in sé, fu dovuto all'impossibilita cbmprendere cio
che esattamente volesse dire, per quante voltlegmessi. In effetti,
cio che spesso succede con argomenti di questoetipbe ogni
sintetica esposizione divulgativa, non potendo ral@atutti i
dettagli, rischia solo di confondere pericolosaradatidee al lettore
per cui normalmente e concepita, cioé inesperto.

Il percorso che mi ha portato alla sua comprensgne reso
particolarmente difficoltoso essenzialmente pentativi. Il primo é
che il tema, come spesso succede in Matematicasinpresta ad
essere isolato: per comprendere bene ogni pantgdésogna prima
aver chiaro cos'e iimodellodi una Teoria, la metamatematica, il
Teorema di completezza semantica, le funzioni siget..; in breve,
avere almeno un'idea approssimativa, ma solida,faedamenti
della Logica. Il secondo motivo & dovuto all'amiiigudella
terminologia usata; sembra davvero incredibile iohen argomento
cosi delicato, che richiederebbe il massimo dellecipione, si
continui ad adoperare un linguaggio cosi propetisocanfusione:
la completezzaad esempio, puo indicare quattro differenti pietgar

Y1l rinomato e compianto prof. Tullio Caponnettd tieo classico "Cutelli" di
Catania.
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(noi, per fortuna, ne useremo soltanto due); éeleidibilita per un
Sistema, non significa che esso non possa contegreuaciati
indecidibili. Inoltre, non si distingue quasi mai, chiaramerita,
teorema e metateorema. Le ragioni di tale imprecesisono in
buona parte storiche; ma cio non puo giustificar@dssivita per la
ricerca di espressioni piu inequivocabili che sicontra nella
maggior parte dei testi. C'é da ritenere che finguando tale
terminologia non evolvera, I'argomento resteraet@rdi pochi e
non potra diffondersi adeguatamente come finalmer@sterebbe a
circa ottant'anni dalla sua nascita. In effettia uwtelle ambizioni di
questo libro e l'uso di alcuni nuovi termini e cetic

Il terzo motivo é costituito dagli equivoci, scdtezze ed errori
che abbiamo creduto di riscontrare in diversi téPer andare avanti,
dopo mesi di riflessioni e ricerche di nuove putdationi, non
restava che avere la presunzione di correggerdissegnarsi a non
comprendere; ovviamente, esponendosi alla pogaildii trovarci
noi stessi in errore. Alcune di tali revisioni erezioni hanno un
carattere marginale, altre piu fondamentale.

Tutto cio giustifica le ragioni stesse del libragec dunque,
seppur scritto con ['obiettivo irrinunciabile disese pienamente
comprensibile al lettore inesperto, introduce analcene novita in
Logica.

10
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PARTE PRIMA
Sistemi assiomatici

[.1. Sistemi assiomatici formali

Delle due discipline matematiche che la tradiziotie ha
tramandato, la Geometria euclidea e I'Algebra, &olorima ha una
struttura che puo dirsi "assiomatica" in senso.ldto essa si
comincia con dellelefinizionidegli enti che si tratteranno; seguono i
postulati cioé affermazioni ammesse come vere; infine siapdi
nozioni comuni ossia di regole logiche basilari e "autoevidenti"
Tutte le deduzioni, cioé i teoremi, seguono da paémesse. Le
definizioni, dato che utilizzano altri termini infii@ti, non fanno
altro che richiamare al lettore dei concetti eletagndelle "forme”,
che egli dovrebbe spontaneamente possedere; | pdirole, si
appellano francamente all'intuito. Per mostrafenkzionamento del
metodo e giustificare le esigenze che hanno comdlth moderna
struttura assiomatica, basta un esempio elementamesideriamo
I'affermazione "chi va al Polo Sud patira il freddocerchiamo di
dedurla a partire da un Sistema assiomatico (inonabee alla fine
sara un teorema). Seguendo I'esempio di Euclideino@remmo
col definire gli enti coinvolti, come "Polo Sud'fréddo”, etc.; ma
ometteremo di farlo supponendo che chi ascoltirdaef riconosca
inequivocabilmente tali termini. Potremmo poi contire con |
seguenti postulati:

[1] Al Polo Sud il Sole riscalda assai poco
[2] Dove il Sole riscalda assai poco la tempegtibassa
[3] Dove la temperatura € bassa si patisce ildived

Le nozioni comunattesteranno gli ovvi sottintesi del caso, cioe
che il Polo Sud esista e sia raggiungibile, che@épnossibile trovarsi
in piu di un luogo, etc... La dimostrazione dellastasuddetta

11
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suonerebbe cosi: "se andrai al Polo Sud, per tufae [1] andrai
dove il Sole riscalda poco e quindi, per il posiul§] dove la
temperatura e bassa. Dunque per il postulato fjapd freddo”.

Senza lasciarci sviare dalla sua futilita, il vemblema della
Teoria matematica che abbiamo costruito & dovufatad che essa
risulta legata al concreto significato degli entde postulati. La
possibilita di uno speciale equipaggiamento, athes® metterebbe
in crisi il nostro Sistema perché saremmo costeettodificare un
postulato (il [3]). C'e un'altra critica ben piuage. Se volessimo
dimostrare che "se prendi il tram farai in tempo cahcerto”,
dovremmo costruire un nuovo Sistema matematicqehiedi tram,
di tempo, etc., con nuovezioni comunie imprevedibili problemi
come il traffico).

E quindi spontaneo desiderare che una Teoria méitamsia
qualcosa d'altro, che sia fatta di affermazionigenerali, nel nostro
caso simili a: "se ti troverai in una certa conolid che implichera
necessariamente un'altra condizione, allora afla fi troverai in
quest'ultima”. Cioe, che siteoria della deduzionepiuttosto che
deduzione di fatti contingenti. Quest'esigenza gyoger i casi
considerati, alla soluzione che abbiamo riportawlan colonna
destra della tabella che si trova nella pagina esgiga. Le
definizioni si sopprimono e non si fa che un eledeosimboli che
saranno usati; leregole grammaticalidefiniscono le sequenze
ordinate di simboli che saranno chiamatteposizioni

12
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SISTEMA ASSIOMATICO
TRADIZIONALE

SISTEMA ASSIOMATICO
FORMALE

DEFINIZIONI

[es.:1) punto € cio che non ha pan
2) retta e lunghezza senza larghe
che giace egualmente rispetto ai s
punti

ELENCO DI SIMBOLI

tfesempio del testo]
7za

i B C D —

REGOLE GRAMMATICALI

Una proposizione del Sistema

costituita solo e soltanto da una
sequenza siffatta: uno dei simboli fra
"A", "B", "C" 0 "D", seguito da "
e seguito nuovamente da uno [dei
simboli tra "A", "B", "C" 0 "D".
POSTULATI ASSIOMI

[es.:1) due punti distinti individuanp[1] A—B

una retta; 2) data una retta esigtf] B—C

almeno un punto che non |IB]C—D

appartieng

NOZIONI COMUNI REGOLE DI DEDUZIONE

[es.: 1) il tutto € maggiore dellaDa "X—Y" e "Y—Z" si deduce

parte; 2) cose che sono uguali aJl&X—2z", essendo "X", "Y", "Z]

stessa cosa sono anche uguali |tsgmboli qualsiasi tra "A", "B", "C" e

loro] "D" e considerando sia gli assiomi

che i teoremi.

TEOREMI TEOREMI
[es.:dati due punti distinti esiste [1]A—-C
almeno una retta che non li contieng2] B—D
entramb] [3] A—D

Allo stesso modo, leegole deduttivedefiniscono le proposizioni
che saranno chiamateeoremj per far cio, tipicamente, esse
specificano delle operazioni che devono effettuarspartire da
alcune proposizioni di base, chiamaissiomi La caratteristica

13
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fondamentale (che si evidenzia, appunto, con dtiyg formalg e
che simboli e proposizioni del Sisteng quindi anche assiomi e
teoremi restano senza significato esplicifoioeé enunciato in
gualche parte). Proprio per questo si preferiscessp usare |l
termine “"formula” anziché "proposizione" (che pudggerire un
erroneo carattere semantico); tuttavia in questo luseremo il piu
familiare "proposizione".

Piuttosto, sono le regole grammaticali e le reghbldeduzione
che, scelte in modo opportuno per costruire la ideoratematica
che ci interessa, danno implicitamente ai simbali significato
puramente "operativo". Chiariamo quest'ultimo aspetIn
riferimento all'esempio della tabella, il primo tema si ottiene
applicando la regola di deduzione in base aglioasis[1] e [2]. Il
secondo, facendo lo stesso con gli assiomi [2] Je l|3terzo,
applicando la regola di deduzione in base al pri@morema e
allassioma [3]. E del tutto spontaneo, dall'analéla nostra regola
di deduzione, associare al simbole~™ un significato come
"consegue", "si deduce", etc.; questo € un impligtgnificato
"operativo".

Per ricostituire le deduzioni che ci interessammmsideriamo ora
quella che si definiscenterpretazionedel Sistema: "A" significhi
"trovarsi al Polo Sud"; "B", "trovarsi dove il Soléscalda poco”;
"C", "trovarsi dove la temperatura e bassa"; "Patire il freddo";
"—" "implica". La regola grammaticale & coerente ctale
interpretazione, cioé formera proposizioni deltgylia italiana. Con
essa, ad esempio, si forma: "patire il freddo iogglirovarsi al Polo
Sud", che e in corretto italiano (anchefasa). Se ora interpretiamo
gli assiomi, ne risultano proposiziowere in tal caso, si dice che
I'interpretazione costituisce ummodello del Sistema. Infine
controlliamo lacorrettezzadella regola di deduzione, cioé se essa
produce proposizioni vere nahodello Con il significato di
“implica" dato a =", "X—Z" € in effetti vero, se "XoY" e "Y—-Z"
sono veri; allora la regola, quando opera suglioassinterpretati
nel modellq produce teoremyeri nel modello, sui quali pud ancora
operare producendo altri teoremeri. E, cosi via, non potra che
produrre sempre teoremeri per il modello.

14
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Nel nostro esempio, possiamo dar significato @ireéente al
teorema [3] (senza la necessita di passare pé, [jér affermare
come verita che: "Trovarsi al Polo Sud implica gatl freddo”. I
lettore pud costruirsi un modello opportuno detiesso Sistema per
dimostrare che "se prendi il tram farai in tempa@hcerto” o altre
deduzioni dello stesso schema.

Un altro esempio dnodelloci convincera di quanto effimero
sia il significato dato a->". Interpretiamo "A", "B", "C" e "D"
come quattro nostri amici ordinati in base allaolata, dal piu
grande al piu piccolo e-3" come "é piu grande di". Si ottiene,
chiaramente, un altrmodello Per esso, inoltre, continua a valere la
correttezzadella regola deduttiva, come il lettore puo vesdfe.
Dunque, il nostro Sistema, con tutti i suoi teorersi adatta
perfettamente anche a questa interpretazione. diusaggerimenti
visuali per qualche simbolo (come una freccia,nusltro caso) e pur
spontaneo nei linguaggi matematici, ma puo inganmpralora si
intenda focalizzare la pura logica delle deduzigngcché, come
ripetiamo, tutti i simboli sono in realta affattop di un prefissato
significato.

Si sara adesso daccordo sul fatto che nessun ifioagn
cappotto, onozione poi non tantocomune potra invalidare un
Sistema assiomatico formale: esso seguira ad eswguato per
ogni suomodellg se lo possiede, purché siarretto rispetto alle
regole deduttive. Ma non sfugga il principale eastdinario
vantaggio di tale nuova organizzazione astrattéa ddhtematica
un qualsiasi teorema, pur formidabilmente lungaficde (magari
scoperto anche grazie all'aiuto "visuale" di modello concreto),
vale automaticamente (cioe senza bisogno di ripetés
dimostrazione) per tutti modelli corretti rispetto alle regole di
deduzione del Sistema.

Si rilevi ancora che, come ovvia conseguenzaadsinza di
significato delle proposizioni matematiche, lo stesoncetto di
verita e estraneo al linguaggio matematico e riguarda del
interpretazioni semantichelei suoi simboli. La situazione & ideale

2 Dovuta fondamentalmente a D. HilbeBrundlagen der Geometri@899.
3 Useremo il terminesemanticocome abbreviazione della locuzione "che ha
significato".

15



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

per la mordacita di Russell: "il linguaggio mateioate una scienza
in cui non si sa di cosa si sta parlando, né seluosi sta dicendo é
vero™. Ma il tono beffardo non deve distrarre dalla tzeletterale
dell'affermazione. L'indiscutibile utilita del lingggio matematico si
rivela solo quando esso viene interpretato rdadelli corrett
concretizzandosi cosi in proposizioni significativ@ueste ultime
sono comunemente chiamate ancora "matematichefl pueato di
vista assiomatico impone di correggere questa suorie.

Ritornando, ora, alla tradizionale Geometria eledi si
riconosce che essa si trova in una situazione on@liispetto alla
Teoria informale che abbiamo considerato, solta@ché gli enti
coinvolti (punti, rette, etc.) sono ben piu astratprimigeni rispetto
ai tram e ai freddi polari. La semanticita di t@fiti si manifesta in
alcuni errori (non facili da scoprire) che sonatistarretti nel suo
riassetto moderno. In concreto, si tratta di alquostulati (divenuti
assiomi nel riassetto formale) che mancavano (couello di
ordinamento dati tre punti allineati, ce n'é uno ed uno scie si
trova tra gli altri due).

Ma l'assiomatica formale non fa altro che rimuevergni
semanticita dal linguaggio puramente simbolico el@itoposizioni
matematiche, separandolo nettamente dal linguagigopretato e
da quello impiegato nelle regole grammaticali @etiuzione. E cio
sufficiente a concludere, come si sente spesso aheenei Sistemi
formali ogni ricorso alihtuito € eliminato?

[.2. La metamatematica

Per prima cosa ci chiederemmo: si puo rimuovergalbre
semantico alle regole grammaticali e di deduzidde®via risposta
e no. Una Teoria matematica la si definisce peenette nuove
proposizioni; questa caratteristica e tanto naturghe puo
considerarsi tra le proprieta definitorie di unt&isa matematico.
Ora, se si toglie il valore semantico alle regotangmaticali e di
deduzione, si ottiene una lista di sequenze di slimbenza

“ B. RussellMisticismo e LogicaLonganesi Milano, 1964.
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significato; come potrebbe questa specificare, igeag altre
sequenze degli stessi simboli?

Se i teoremi o, piu in generale, le proposiziamnasdi numero
finito ci si potrebbe limitare a fare un elencoeadise, evitando di
impiegare un Sistema matematico. Ma se, per lamagche sia, si
vuole adoperare un Sistema capace di generare analsolanuova
proposizione, bisognera dire come farlo mediantéinguaggio che
abbia un significato. Un caso in cui cido & necaesahiaramente, é
guando si vogliono generarmfinite proposizioni e/o teoremi;
guest'ultima situazione si pud in effetti consideran caso non
banale per un Sistema assiomatico. Le regole graicatiae di
deduzione, dungque, non possoOno non essere seneantcio
significa che esse devono necessariamente esgerpretate (ma
stavolta univocamente!) per essere in grado diggvelil loro ruolo,
che e quello di produrre nuove proposizioni. Tipieateesse sono
espresse nel linguaggio naturale: quello che stiasamdo; e quello
stesso della pubblicita e degli uomini politici!fpgamo bene come
il linguaggio comune possa essere ingannevole agampma qui,
data la natura dei nostri temi, pretenderemmo iksimao della
chiarezza e del rigore. A questo punto ci imbattiamuna difficolta
cardinale: sospettiamo, infatti, che sia impossibétabilire con
assoluta precisione il grado di rigore e di chiasezhe dobbiamo
pretendere; tale sospetto sara presto confermatall&a, come
potrebbero  definirsi regole (grammaticali o  dechaf)i
sufficientemente chiare? Per ora limitiamoci a fde¥e atto
dell'esigenza di selezionare, a partire dal linguaghaturale, un
linguaggio semantico "sufficientemente rigoroso” ingiegarsi in
tali regole; lo diremometamatematica Ora, a ben pensarci, tale
necessita e ancora piu primordiale: invero, ditgh@ sono i discorsi
che si sono fin qui fatti? Con un po di presunzigdato che la
metamatematica la si € definita come un linguadggian certo
modo rigoroso nella sua terminologia), possiamo uafp
considerarla  metamatematica. @ Avremmo  allora  definit
circolarmente, la metamatematica servendoci di mafamatica?
Si, e non c'e nulla di paradossale: lo stesso seifaizionari e nelle
grammatiche per definire una lingua e la sua ssntak un

® Dal grecoueta, nel significato di "oltre”, "al di 1&".
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dizionario, ad esempio, si definiscono parole madialtre, in una
circolarita dalla quale si esce soltanto perchgrasume che alcuni
significati siano conosciuti. Un linguaggio semaati cioe, puo
essere capace di autodefinirsi. Cio equivale adrrafire qualcosa
come che la meta-metamatematica coincide con lamagematica.
Possiamo dirlo meglio: non € necessario distingaspdicitamente i
diversi livelli logici di un linguaggio sufficienteente semantico;
guesti, infatti, possono essere chiariti in foreh significato stesso
delle affermazioni. Per fare un esempio concretoungjue puo
comprendere I'espressione: "nella frase la Lunaséar é & verbo",
senza bisogno di premesse, Vvirgolette o altre ¢beni
metalinguistiche.

D'altra parte, la metamatematica non si limitaeéinike, ma e
anche in grado di dedurre. Ad esempio, la conchgesihe una certa
proposizione significativa evera e quindi che una certa
interpretazione € unmodellq e una deduzione di tipo
metamatematico. Lo stesso vale perclarrettezzadelle regole
deduttive del Sistema rispetto a un modello. Adsempi saranno
visti ben presto. Che dire allora circa l'affid#@hile la veridicita di
una deduzione metamatematica? Lo affronteremo nesspno
paragrafo.

Intanto, alla domanda con cui si € concluso ilcedente
paragrafo, sappiamo gia rispondere: nei Sistemosdici formali
l'unica specie dintuito si realizza sotto la forma delle convenzioni
semantiche che sono necessarie per la comprendallee regole
grammaticali e deduttive.

Puntualizziamo ora alcune convenzioni sulla teolagia che
useremo in questo libro. Per "linguaggio matematttain Sistema
assiomatico formale, intenderemo il linguaggio pugate simbolico
(o sintatticq o codificatg, privo di significato esplicito, costituito
dalle sue proposizioni. Useremo ancheoria o Disciplina come
sinonimi di Sistema (matematico) e chiameremo avépremessge
I'insieme dei suoi assiomi e regole (grammaticaldeduttive).
Quando, rispetto a umodellodel Sistema, € verificata trrettezza
delle regole deduttive (cioe, ricordiamo, se inebasl esse si
deducono sempre teoreweri, se interpretati nanodellg, diremo
sinteticamente chehodello e corretto
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Infine, con "Matematica" intenderemo genericamdinisieme,
il corpus, di tutte le Teorie matematiche, comerafatto.

|.3. Deduzioni metamatematiche

La metamatematica & fondata sulle convenzioni s&ohe
basilari del comune linguaggio e inoltre fa appe#o principi
elementari di "logica comune”. Non e questo unrmibo delle
discutibili nozioni comur#t La fondamentale differenza rispetto al
caso tradizionale & che tali concetti non interegrogdirettamente
nella deduzione dei teoremi, ma lo fanno attravéasdefinizione
delle regole grammaticali e deduttive. Ne derivae,chualora i
concetti semantici usati in tali regole non ap e indubitabili,
esiste sempre la possibilita dissiomatizzar|li come chiariremo
presto.

Consideriamo l'esempio del seguente Sistema aasams (le
cui regole ammettiamo che siano sufficientemeniare

[simbol] 0 1 x = +
[regola grammaticale] una proposizione € costituita solo e
soltanto da una qualunque sequenza ordinata diglintddi che:
a. Deve sempre trovarsi uno ed un solo simbolo "=".
b. | simboli "+" e "=" devono essere sempre precedeiti
seguiti da un altro simbolo diverso da "+" o0 "=".

Cosi, ad esempio, sonproposizioni: "O0x+1x0=0x+10+x",
"1=x+00+x1" e "1x+11=01x". Non lo e invece la seque
"01x=10=0", che viola la a), né "+10+=01+1x" chelsi(due volte)
la b).

[assiomi] X=X X+0=x

[regola di deduzione] un teorema si ottiene solo e soltanto
sostituendo in un assioma al simbolo "x", ovunqppaga, una
stessa sequenza ordinata arbitraria dei simboli €0"1".
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Sappiamo gia di non dover assegnare alcun sigtofiai
simboli, ma abbiamo usato "+" e "=" perché lavoram@armonia
con i concetti semantici ad essi comunemente agsoci Si noti
che nessun teorema puo contenere il simbolo "xtapt, in questo
nostro Sistema d'esempio, gli assiomi non sono eBiRPr
contrariamente a quanto accade nei comuni Sistdasg(ci).

Esaminiamo ora la seguente frasdal primo assioma,
applichiamo la regola di deduzione con la sequélda ottenendo
"01=01" come teoremala maggior parte dei lettori riconoscera in
essa un esempio diimostraziong cioe un ragionamento che
consente di distinguere un teorema, precisamendte0D'. Qual é il
linguaggio di una dimostrazione? Non ci sono dubbe, non
essendo matematico, deve trattarsi di metamatesmatioe
dimostrazioni non sono l'unico esempio; e faciissiesemplificare
conclusioni metamatematiche, comegni teorema di S non
comincia con "x;' ogni proposizione che ha il simbolo "+" a destra
del simbolo "=" non e un teorema dj &c. La sensazione tangibile
e che si possano dedurre infinite asserzioni dstgugpo. Sembra
quindi che la metamatematica non si limiti allaicdiegfone delle
regole del Sistema, ma intervenga continuament®&atematica
mediante deduzioni. Inoltre, nei casi considerdte abbiamo scelto
opportunamente, nessun lettore dubitera della avedt tali
affermazioni, a meno che abbia frainteso (cosi ianad) il
significato contenuto nelle regole del Sistema #'affermazione
stessa. Quanto sono sicure tali deduzioni? Diaiestga domanda c'e
l'ingenua pretesa di voler dar credito soltantoe atleduzioni
propriamente matematiche, cioe ai teoremi di unteBia
assiomatico formale. L'interrogativo sarebbe allgatrebbero tali
conclusioni ricondursi ateoremi interpretati (detto in breve,
assiomatizzar¥? Certamente. Il punto € che cio presupporrebbe il
riconoscimento previo che una certa interpretaziéngn modello
corretto di un Sistema formale; ossia presupporrebbe, nuewute,
deduzioni basate su convenzioni semantiche, ci@®drandi tipo
metamatematico. La domanda piu appropriata sarebbgue se
meriti la pena assiomatizzarle. Ad esempio, peurra a teorema
interpretatd'espressione <Ggni proposizione che ha il simbolo "+"
a destra del simbolo "=" non € un teorema d#>S potrebbe
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adoperarsi il primo Sistema assiomatico introd(gtoveda la tabella
del primo paragrafo), con "A" interpretato come ribgroposizione
che ha il simbolo + a destra del simbolo =", "B'm@ "non puo
essere dedotto dalla regola deduttiva di S", "Che&d'non € un
teorema di S", "D" identico a "C" (per completdrenbdello) e ="
come "implica". Dopodiché, una volta riconosciuttede suddette
interpretazioni costituiscono ummodello corretto, la suddetta
proposizione si dedurrebbe interpretando il teoréka>C". Tale
assiomatizzazione ha convertito la discussa dedazio
metamatematica al teorema interpretato—=@", ma ha accettato
altre deduzioni metamatematiche: che le metaprojosi
corrispondenti agli assiomi "AB" e "B—C" siano vere e la
correttezza della regola deduttiva per il moddllgettore giudichera

da sé se ne e valsa la pena. Le deduzioni puramente
metamatematiche sono comunque indispensabili; tetielte che
una deduzione metamatematica sembra "immediatném un uso
elementare e inequivocabile di concetti semantitbgica comune”,

e inutile introdurre un Sistema assiomatico ceroafichaggior
giustificazione” di essa. Almeno, se per farlo sividnno poi
scomodare concetti e convenzioni semantiche dedkse livello di
comprensione. Cio rivela lidoneita in Matematiaiell'uso di
deduzioni metamatematiche estemporanee, come quaiée
esemplificate, non direttamente legate alla dafmiz di un Sistema
assiomatico.

D'altra parte e fuor di dubbio che nel caso in, covece, la
deduzione metamatematica (che nel seguito chianceranbreve
metateorempnon sembri cosi indiscutibile, per un uso ambiguo
significati o di logica, essa potra riottenersi pigorosamente come
teorema interpretato mediante l'uso di un Sistessmatico basato
su convenzioni semantiche piu elementari, capacdistiernere
inequivocabilmente tutti i suoi criteri deduttiviegcludendone
possibilmente altri).

Aggiungiamo che la metamatematica opera continngme
attraverso definizioni (lo osserveremo nel prossipavagrafo) ed
anche che e normalmente indispensabile per deserigproprieta
delle collezioni matematiche (lo vedremo in deitagkl par. 11.18).
Inoltre, essa risulta, per cosi dingrinsecamenténdispensabile; cio
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significa che, per gli obiettivi della Matematioa, necessaria una
metamatematica capace di adoperare continuamenig concetti
semantici, cioe di svilupparsi, di ridefinirsi senzosta. Questa puo
considerarsi I'essenziale conclusione filosoficandederni teoremi
e metateoremi limitativi della Matematica, oggetioquesto libro.
Naturalmente, a suo tempo, ritorneremo con la mesgrofondita
Su questo punto.

Riepiloghiamo le importanti conclusioni della masanalisi. La
prima e che in ogni caso abbiamo bisogno di eleanecbnvenzioni
semantiche e logiche, non oltre specificabili. Hetinguaggio
metamatematico che fa uso di esse non é possifalglie con
assoluta precisione il grado di rigore che bisogretendere. Per
osservarlo piu tecnicamente, sia data una defimzid di
"espressione semanticamente rigorosa". D € veramena tale
definizione, se si interpretano i suoi termini in certo e corretto
modo, altrimenti & una stringa di caratteri senzeon un oscuro
significato. Ma mentre si interpreta un termineladD, la stessa
definizione D non €& ancora disponibile; dunque, soera
interpretazione di D pud essere rigorosamente asaclcome
semanticamente rigorosa o no. In parole povere,defiaizione di
"espressione semanticamente rigorosa” non puo eess®Iclusa
come "semanticamente rigorosa" in base alla dedimézstessa.

La seconda conclusione e che il linguaggio metamatico
opera continuamente in Matematica, attraverso defm,
descrizioni di proprieta e deduzioni, cioé metatedr Infine, che e
sensato ricondurre i metateoremi a teoremi intépresoltanto
quando viene a mancare l'incontestabilita dellaudiedie stessa a
causa di ambiguita nei significati dei suoi termainel criterio
deduttivo. In seguito si vedra un esempio davverdémentale di
cio.

A qualcuno potrebbe infastidire la descritta vaglaeinsita nei
fondamenti dell'assiomatica formale; i significai termini che
usiamo sono "certi" (con un grado imprecisabiléatk certezza) in
base a convenzioni che, indubbiamente, dipendonchean
dall'esperienza, dal fatto che tutti (o quasi fwgtno d'accordo; lo
stesso puo dirsi per i principi di "logica elemeata Ci sarebbe
allora un fondamento pragmatico nei Sistemi assiigifarmali per
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via del carattere semantico delle loro regole grativali e
deduttive?

In ogni tipo di linguaggio semantico non si pudnidstrare” il
significato di tutti i termini che si usano: alcuhévono convenirsi
all'inizio del discorso. Pretendere di capirsi seq@ima mettersi
d'accordo sul significato di qualcosa e senza admttseppur in
sottinteso, delle regole basiche di formazione edeitasi, e
impossibile. Su queste convenzioni, peraltro, nasta che
ammettere un imprecisabile (speriamo sufficientepdg di
comprensione. La risposta alle precedenti domandiumque, un
inevitabile "si", anche se non si deve sottovatutirvantaggio
rispetto alla trattazione tradizionale, ossia lagiilita di stabilire,
in caso di ambiguita, convenzioni semantiche pilidsaattraverso
nuove assiomatizzazioni.

E, finalmente, € indubbio che un atteggiamentonpse
drasticamente critico sulla possibilita di riuscad intenderci, é
troppo deleterio: chi ritenesse insormontabili f@oblemi, infatti,
dovrebbe coerentemente... tacere!

|.4. Definizioni

Chiunque abbia studiato, anche superficialmente, qualsiasi
Disciplina matematica, sa quanto numerose ed irapbrsono le
definizioni In teoria, non ci sarebbe necessita d'altroge attre di
simboli, regole grammaticali, assiomi e regole dtxder Ma in
pratica, in ogni comune Teoria matematica, si remegessario fare
delle convenzioni per semplificare lunghe espressm liste di
espressioni. Le definizioni possono consistere iemdici
denotazioni(o posizioni 0 abbreviazioni, etc.) che, tipicamente,
servono a ridurre la lunghezza delle stringhe; oppoossono essere
autoreferenzialicioé menzionare, per definire un ente, I'entssste
Nella  seconda parte, discuteremo la problematica
dell'autoreferenzialita (par. 11.13).

Bisogna evidenziare che, sovente, l'uso delleng&dini non ha
il solo scopo di abbreviare, ma soprattutto queliomettere in
evidenza enti e concetti che concentrano e siagetiz proprieta
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numerose da elencare; il che, piuttosto che com@gwaticamente
necessario per la comprensione degli argomenti. ddampio
emblematico che ci riguardera spesso € l'uso aebad N per
indicare l'insieme dei numeri naturali.

Come abbiamo segnalato, anche le definizioni someenzioni
semantiche, cioé sono stabilite dalla metamatemallidinguaggio
matematico, privo com'e di un determinato signific& incapace di
stabilire una convenzione comunque banale, finamnctzesemplice
abbreviazione.

|.5. Obiettivi, desideri e Sistemiben definiti

Cerchiamo adesso di imporre alcune condizioni méniper i
Sistemi assiomatici formali. L'obiettivo & indubimante quello di
selezionare dei Sistemi che siano utili alla coroga. Sequenze di
caratteri senza significato sono soltanto un iautésercizio
linguistico; ci interessano invece le loro intetpzoni vere ed in
particolare che il Sistema le possa dedurre. @r@sisano cioe i loro
modelli correttj cosi come li abbiamo chiamati. In tali condizjani
teoremi sono utili e interessanti perché ci fororst proposizioni
vere per siffatti modelli.

Cominciamo col chiederci: € sempre possibile soemhe una
certa proposizione €& un teorema, se lo €? Ovvaisteesempre la
dimostrazione di un teorema? E se si, € sempreibgess
individuarla? La prima domanda ha un'unica rispostateorema
che non puo dimostrarsi non € cio slogliamoconvenirechiamare
teorema in Matematica. In altri termini, per definizion@gni
teorema deve ammettere almeno una dimostraziore® an
ragionamento metamatematico che ci convinca che éssende
dalle premesse del Sistema. La seconda domanda eksere
chiarita. Abbiamo appena convenuto che la dimostngz di un
teorema deve sempre esistere. Pretendere che cemiare un
metodo sicuro per individuarla, perd, pud sembereessivo. Ci
riferiamo a un metodo "automatico”, che tutti pbbrero seguire,
senza necessita di alcuna inventiva. Poi, tale dogpotrebbe essere
praticamenteinattuabile, ad esempio, per la sua lunghezza écom
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potrebbe intuirsi in considerazione dei numeri eriache si hanno
nel calcolo combinatorio); se cosi, la creativital dnatematico
nell'individuare dimostrazioni sarebbe necessaoi@ per ragioni
pratiche: per sintetizzare e semplificare i ragroaati; in principio,
infatti, se ne potrebbe fare a meno. Comunement&iasne che
Hilbert confidasse che addiritturagni problemain Matematica
fosse risolvibile "meccanicamente”; riprendereraogbmento nella
terza Parte. Cio che per ora possiamo affermareasgubbio e che
le usuali Teorie matematiche non forniscono diatimgnte un
metodo di questo tipo; molte dimostrazioni sembréncultato di
intuizioni, "osservazioni" o indagini in parte catuA volte esse
creano, collateralmente, nuovi ambienti e oggetttematici; e
nuove proprieta da dimostrare o confutare. La dirma®ne della
proposizione di Fermat ha resistito piu di tre $eamggi essa €
molto complessa, ma non si puo escludere che un@ge ne trovi
una molto piu semplice. Nessuna previsione ingake puo essere
fondata su ragioni propriamente matematiche. Epurabmhente,
restano innumerevoli altre congetture da dimostwazenfutare, non
poche di vecchia data.

Abbassando le nostre pretese, si pud imporreiimopiuogo che
ogni dimostrazione sia rappresentabile nei carattar linguaggio
convenuto che impiega un numeiiaito di simboli: tipicamente,
quelli alfa-numerici del linguaggio naturale. Inceado luogo, che
sia riconoscibile come dimostrazione una volta ragpgntata,;
ovviamente, una condizione necessaria € che es$ait, poiché
un ragionamento che non termina non puo concludiéaevogliamo
anche di piu: di fronte a un ragionamento chen e una
dimostrazione, desideriamo, ancora, che esistareelapossibilita
di concluderlo. In definitiva, vogliamo che esisegempre la
possibilita di verificare o smentire un ragionaneehe pretende
essere una dimostrazione. Non ammettere cio, gigarebbe
considerare a priori inesorabilmente affetti da incertezza i
ragionamenti fondamentali della Matematica. Non lm@rsensato.
Dopotutto una dimostrazione non € una proposta, ma
un‘affermazione che deve includere sufficienti eutligcutibili
ragioni, pur nei limiti della Semantica. Si pretenche tali ragioni
possano sempre concludersi come sufficienti o ficsenti, pur di
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indagare abbastanza. Tecnicamente, vogliamo alkbbe esista
sempre la possibilita di concludere, fissato unlsiasi oggetto
rappresentabilex, se x € una dimostrazione o no. Chiameremo
distinguibile un insieme di questo tipo: ripetiamon insieme per
cui, fissato un qualunque oggetto nella rappreseotze convenuta,
e possibile concludere metamaticamente se esso rtappEa
allinsieme oppure rfo Altre imposizioni analoghe sembra
opportuno che debbano farsi sullinsieme delle @s@oni.
Normalmente, sex € una stringa finita qualsiasi dei caratteri
ammessi, la grammatica ci indica se € corretta momgutto cio che
il maestro segna in rosso e errore d'ortografied e&lte non segna é
corretto. D'altra parte, conveniamo che una strioga almeno un
carattere non ammesso non € una proposizione. Seailmra
normale pretendere che le regole grammaticali deblspecificare
un insieme delle proposiziodistinguibile

| Sistemi che soddisfano le precedenti condiziofii,
chiameremaoben definiti Nel seguito, supporremo sempre, sSpesso
tacitamente, che i Sistemi matematici di cui pareo lo siano.
Riassumiamo in breve le condizioni diuona definizione le
proposizioni sono distinguibili tra I'insieme deB&inghe finite dei
simboli ammessi; i teoremi sono proposizioni chemettono
almeno una dimostrazione; le dimostrazioni sonimgte finite, in
generale semantiche, di caratteri alfa-numericomosdistinguibili.
Tali caratteristiche sono una sorta di "minima a&®za" per un
Sistema formale. Dunque, non avrebbe senso ceraire
formalizzarle all'interno di un particolare Sistem@i stiamo
riferendo alla possibilita di definire formalment&a buona
definizioneall'interno diun Sistema matematico in modo che poi
esso sia in grado di stabilire (mediante i suoirden) se altri
Sistemi matematici sonben definiti Per tale Sistema, infatti, ci
chiederemmo: &en definit@ Se si, allora lo sarebbe informalmente
(nella sua struttura di base, la definizionebeén definitonon e

® Seguiremo sempre l'accorgimento di usare verbiectmoncludere”, "stabilire”,
"decidere", etc., o il piu tecnico "metadimostrar’ riferimento a ragionamenti
metamatematici che conducono a metateoremi; médtmostrare” sara usato
soltanto per i ragionamenti metamatematici che woodo a teoremi
propriamente detti.
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ancora disponibile) e la codifica dbuona definizione non

comprenderebbe tutti i casi. Se no, allora la atéssmnalizzazione
di ben definito non sarebbeben definita e diventerebbe
guestionabile. Piu avanti avremo una conferma dalattere
primitivo di alcuni concetti contenuti nellauona definizioneali un

Sistema (per esempio, quellofuhito).

L'imposizione che le dimostrazioni siano distirmgliiimplica
che debbano esserlo anche i teoremi? Ovvero: rsterfi ben
definiti, lI'insieme dei teoremi e distinguibile? ee una stringa
alfabetica qualsiasi, possiamo intanto distinguex® € una
proposizione; se € un teorema, esiste una sua tlanmme, cioe
una conclusione metamatematica del fatto che Magse non lo e?
Una conclusione metamatematica del fatto che nom éeorema,
non fa certo parte delldimostrazioni la buona definizioneper il
Sistema non sembra implicare che debba sempreeresistome
vedremo, ci sono delle concrete ragioni per dearéeti riconoscere
anche inon-teoremi cioé le proposizioni che il Sistema non potra
mai dedurre. Riaffronteremo questo problema per iste8i
assiomatici che di volta in volta considereremo.

Spesso viene affermato che il fatto che gli eléamén un
insieme siano di numerinito implica la lorodistinguibilita (anzi,
addirittura la lorodecidibilita, una condizione ben piu forte, come
vedremo). Evidentemente si trascura il fatto chi étementi
potrebbero non esseralividuabili. Piu tardi approfondiremo questo
concetto e mostreremo un caso (non banale) di msdiaiti e
tuttavia non distinguibili.

Sottolineiamo che il criterio ddistinzione di cui abbiamo
parlato €& il risultato di una generica, purché docente,
"conclusione metamatematica”. Dunque il lettore ndeve
necessariamente interpretarla come una procedueccanica”.
Nella Parte terza del libro approfondiremo quegtarento e cosa Si
vuole intendere per "meccanico"; li si comprendempieno la
ragione di quest'avvertimento.

Le condizioni dibuona definizioneaichiedono, naturalmente,
delle opportune caratteristiche di determinatezzdgypremesselel
Sistema. Piu tardi le studieremo in relazione atebniclassici piu
oltre definiti.
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|.6. Il Calcolo logico classico

| Sistemi assiomatici formali finora considerabnse molto
semplici. In ogni Disciplina matematica abbastaevaluta si trova
un linguaggio formale assai vicino a quello natewr&e, ad esempio,
apriamo un libro di Geometria, vi troviamo espressi come: "se
una retta e perpendicolare ad un piano, ogni pidsgola contiene é
perpendicolare a tale piano”. Tali proposizioni beamo possedere
significato. In molti teoremi compaiono ulterioriorcetti che
giudicheremmo semantici, come "e", "0", "non", %af e "uguale”.
Che succede? Non si e detto che le espressionntaathe sono
prive di significato?

Per cominciare, I'assiomatizzazione formale dgdlemetria € in
grado di eliminare il significato dei termini "rat{ "piano”, etc.,
anche se normalmente tali termini non si sostiamsccon simboli
qualsiasi per facilitare la comprensione. Nel mos&sempio,
abbiamo anche visto come si pud assiomatizzare wonsolo
simbolo il costrutto "se...allora" (ovvero "implica'tbbene anche i
concetti "e", "0", "non", "uguale”, "ogni" ed "e®S possono essere
assiomatizzati. Dopo la probabile sorpresa inizdileuesto fatto,
riconosceremo (in un successivo paragrafo) che, emteoria sono
possibili diverse assiomatizzazioni, ciascuna capdicriflettere in
parte il carattere semantico di tali concetti. ilaimportante di esse,
tradizionalmente, viene chiamatagica classicae sara descritta a
continuazione. Poiché l'argomento € fondamentadp athe in
seguito studieremo solo i Sistemi matematici asat@nati secondo
la Logica classica, la descrizione a grandi linee faremo non puo
essere priva di qualche tecnicismo; tuttavia non affatto
indispensabile che il lettore comprenda tutti talgi.

In primo luogo, in Logica classica, si restringambito delle
interpretazioni Dato un Sistema assiomatico formale, si definisce
interpretazione classicauna corrispondenza che associa ad ogni
proposizione matematica del Sistema un'affermazengantica con
valore vero o falso, una possibilita escludendo l'altra, e per cui se
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essa ha il valorgero allora lanegataha il valorefalso e viceversa.
Qui stiamo considerando una negazione di carateraantico,
ammettendo che ogni affermazione semantica classichia
un'unica negazione (come in: "il gallo canta",ddllo non canta®)
Questi due principi si chiamanadel terzo esclusoce di non
contraddizione Un modello classico e, naturalmente,
un'interpretazione classica che verifica gli assiom
Successivamente, si assiomatizzano i concetti"'adn"” (detti
connettivi logicj, mediante un opportuno Sistema assiomatico, detto
Calcolo classico formale degli enuncialm concreto, si introducono
dei simboli arbitrari per tali concetti, piu alttcome le lettere
maiuscole) per le stesse proposizioni e le paremesste ultime, in
realta non sono necessarie: il loro uso € soltardibo comodo. Poi
si stabiliscono quattro opportuni assiomi, dellgote grammaticali e
due regole deduttive. Ebbene, interpretando ciastubolo con il
concetto semantico spontaneamente corrisponden@s&gmendo
che l'interpretazione sidassica si ottiene urmodello Faremo un
solo esempio: uno degli assiomi, éndfX)o(YoX)"®. Se lo
interpretiamo con il semantico "non" peon "oppure anche" (cioe
con valore non esclusivo) pere consideriamo "X" e "Y" come
generiche proposizioni, nonche "(* e ")" come opmiache
stabiliscono precedenza, assumendo che lintegiwe® sia
classica otteniamo una verita. Infatti, in tal caso, lagrsizione
"AoB" é vera quando una almeno delle due proposizori B &
vera, potendo anche essere entrambe vere (nonsiggély cioe,
resta escluso che possano essere entrambe falage.il Qurimo
membro dell'assioma é falso soltanto quando X e;yea quando X
e vero, il secondo membro, §X), € vero per qualsiasi valore di Y.
Dunque l'assioma e sempre vero. Una verifica cooestg puo
realizzarsi per ogni assioma e poiché si ricon@ésctie anche le
regole sonocorrette, si ha la garanzia che si & costruito un

" Sono escluse, naturalmente, espressioni come 'lmadg un po!", “uffal”,
"perché fai questo?" che non sono, in effeffermazioni(aventi un indiscusso
valore di verita) e non interessano alla Logica.
8 Evitiamo di usare caratteri speciali per i simbmiatematici corrispondenti a
"non" ed "0", usando invece semplici corsivi peeagare la lettura.
° In base alMetateorema di correttezzehe, comunque, discuteremo solo nel
paragrafo Il.2.
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linguaggio matematico la cui spontanea interpretezi €
compatibile con la semantica del linguaggio nawrdle regole
grammaticali definiscono le proposizioni sia edfdimente (per
esempio, si puo stabilire: "ogni sequenza di lett@fabetiche che
comincia con maiuscola € una proposizione") cheligitgmente
(come in: "se A € una proposizione analoeA lo €"). Le due regole
deduttive si chiamano: delkostituzionee modus ponend.a prima
funziona in modo analogo all'esempio visto in pderea: afferma
che in tutti gli assiomi si puo sostituire ad uatidra maiuscola una
proposizione qualsiasi. La seconda sara discussagite.

| rimanenti concetti, "e" e "implica" possono pmdificarsi,
nello stesso Calcolo classico degli enunciati, conrere
abbreviazioni(o denotazioni di opportune sequenze ordinate dei
simboli introdotti; cioe, a rigore, non sarebbemmmeno necessari,
anche se in pratica sono molto dfili In concreto, "&B" &
un‘abbreviazione dinbn((norMA)o(nomB))" ed "A implica B" (o, piu
in breve, "A-B") di "(nonA)oB".

Con l'espressionéCalcolo predicativo classico formale del
primo ordine si intende un generico ampliamento del Calcolo
formale degli enunciati. In esso si introducono duevi simboli per
i concetti: "esiste" (tipicamentel™™) ed "ogni" (ovvero "qualunque
sia", tipicamente [ "), denominatiquantificatori logict. Ma il suo
aspetto fondamentale e l'introduzione deleiabili e deipredicati
Quello che si pretende fare, in concreto, € forzaalie espressioni
come: "x e il padre di y". Qui per x ed y intend@misimboli che si
farannovariare dentro un insieme prefissato di oggetti, chiamato
universo La precisazione metamatematica deiVerso avviene,
ovviamente, quando si considera un modello del eBiat
Indichiamo con_EX,y) la codifica dell'espressione suddetta; sianot
subito che tale proposizione non e passibile dvalore di verita
verdfalso perché x e y sono indeterminati. La definizione d

0] criterio descritto, dovuto a Russell e Whitetieaon & I'unico; si pud
cominciare ad assiomatizzare due qualsivoglia dacetti citati eppoi definire i
rimanenti tramite questi.
1 Analogamente a prima, risulta che uno qualsivogkéa due quantificatori
potrebbe eliminarsi in quanto abbreviazione di pr@posizione contenente I'altro.
Tuttavia in pratica sarebbe scomodo usarne uno solo
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interpretazione classicai deve dunque rivedere: la corrispondenza
con un'affermazione interpretata passibile di uloreavero/falso si
esigera solo per un sottoinsieme delle proposizideito degli
enunciatj che definiremo a continuazione (mentre nel Calcol
classico degli enunciatproposizionied enunciaticoincidono)._Psi
chiama predicatq € sottolineato per ricordare che deve essere
seguito da due variabili per formare una proposijd'ordine delle
variabili in Rx,y) € in generale importante. Anche espressiti ¢
includono predicati, come ad esempidx,p)—(x=y), si vogliono
proposizioni; esse saranno indicate con una mdasemn
sottolineata seguita da variabili, come A(x,y). ¢enerale, un
predicato puo avere un numero finito arbitrarioggiare o uguale a
uno, di variabili. Le regole grammaticali si genemEano
conseguentemente; ad esempio si ha: "se, A% ...x) € una
proposizione, anch&l x; A(Xs, X, ...x) lo &"; analogamente pér.

Per ottenere degiinunciatisi possono sostituire le variabili con
determinati valori dell'universo (detmostant); ma questo non é
l'unico modo. Per esempio, l'affermazione "per agnesiste un y
tale che x e il padre di y" (cioé, ogni oggetto adne di un altro
oggetto) € passibile di verita (ed falsa in parecchi universi).
Dunque, se una variabile & preceduta dai simbblo [ & come se
fosse determinata dall'assegnazione di una costantal caso si
dice infatti apparente Libera, altrimenti. In definitiva, una
proposizione con variabili libere puo convertirsi enunciato
sostituendo costanti alle variabili e/o rendendgiparentimediante
i quantificatori logici.

Formalmente, la definizione implicita tanto deiaqtificatori
logici, quanto delle proposizioni con variabili &imcludono come
caso particolare i predicati), si realizza con el@pportune regole
grammaticali, con lintroduzione di due nuovi assio la
generalizzazione delle regole deduttive precedentiue nuove
regole deduttive. Citiamo soltanto lI'assioma:

[ x A(X) — A(a)

dove la generalizzazione della regola deduttivasdstituzione
permette di sostituire ad A(X) una qualsiasi prapoee con
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variabile libera x (non necessariamente l'unicaa)Aindica
I'enunciato ottenuto sostituendo ad x l'ente "ala(wostante). Le
due nuove regole deduttive sono chiamateadiicolarizzazione

daB(x)—A si deducel_x (B(x)—A)
e digeneralizzazione

daA—B(x) si deduceA— L1 x B(x) e viceversa

dove A é una proposizione qualsiasi che non ha x comealhiti
libera. Quest'ultima regola implica che quandonragsioma o in un
teorema compaiono variabili libere, questa "liberafittizia, in
quanto l'espressione & equivalente a un'altra shd_Lix; per ogni
variabile libera x Di conseguenza, assiomi e teoremi risultano
sempreenunciatj cioe passibili di verita (ed in particolare, come
sappiamo, devono risultare veri in ogni modellor definizione
stessa di modello).

Certo, per portare a termine la definizione dedprati che si
vogliono usare nella Teoria., bisognera inoltre iaggere degli
specifici assiomi che li caratterizzano.

Le regole appena citate definiscono l'uso dei tfiatori
logici in riferimento alle sole variabili. Si vudlire, che dopo] o
[ deve sempre esserci una variabile, cioé un geneliemento
dell'universo; le espressioni cosi ottenute siroliao del primo
ordine Per tale ragione il Calcolo predicativo descratalettodel
primo ordine Perespressioni dsecondo ordinei intendono quelle
che usano i quantificatori sui predicati, come id P(x1, X2, ... %)"

0 "LP(x1, %, ... %)". Un'espressione del secondo ordine interpretata
potrebbe essere: "ogni relazione che c'e tra te retds, c'é anche

tra le retter et" oppure "esiste una proprieta tale che ogni numero
pari non la verifica". Naturalmente, non ci sormiti a questo tipo

di complessit!f. In principio, non c'€ nulla di straordinario

12 Al terzo ordine si pud quantificare su oggetti del tifgx , (X1, ... %)),

chiamati super-predicati dove X, X,... % sono variabili e_B,... %) € un

predicato. Un esempio semantico potrebbe esseaeptaprieta per cui, data una
32



Giuseppe Raguni Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

nell'ammettere delle proposizioni di ordine sucessal primo per

il Sistema formale; l'unico avvertimento — che cowpue vale anche
per il primo ordine — € di non interpretare sen@artiente i simboli,
pena il non rispetto delfmrmalita. Ad esempio, se all'insieme degli
assiomi di un Sistema assiomatico formale del priordine

aggiungessimo un solo assioma che usa I'espressidneP(xs, X,
... %)...", rendendolo cosi del secondo ordine, saredsteto (cioé
contro con i principi dell'assiomatica formale) dee un teorema
sostituendo a R, Xz, ... %) un certo predicato @1, X, ... %).
Infatti, se non si aggiungono altre apposite preame sequenza
"..UP(.." resta formalmente sterile: nel sostituire @ P si
obbedisce a una interpretazione semantica del nw®sioma,
violando la formalita. Per ripristinare la formalitn un caso come
guesto, non bisogna fare altro che esplicitareinmbgli, mediante
ulteriori premesse, come si deve operare sintatecge a partire dal
nuovo assioma del secondo ordine. In cio, ovviagenbn c'e
alcuna differenza col primo ordine: ad esempio,CGedcolo formale
del primo ordine bisogna seguire un preciso assiquallo prima
citato) per dedurre da tutte le proposizioni coatgnla sequenza

"L Ox

Comunqgue, espressioni di ordine superiore al prisomo
generalmente assenti nelle comuni Discipline maties; infatti,
vedremo che il primo ordine é sufficiente per tuliée esigenze
espressive rispettose della formalita (conseguetetateorema di
Lindstrém, par. 11.16).

Ripetiamo che abbiamo descritto un ampliamentegen del
Calcolo degli enunciati: un particolare Calcolo@ecativo classico
formale del primo ordine si otterra definendo costgunente i
predicati che usa; per far cio, nel Sistema spErgi aggiungeranno
degli assiomi caratterizzanti tali predicati, fermestando che essi
devono sempre soddisfare ai due precedenti genghaliSistema
basico e il Calcolo predicativo classico del primo ordine con
uguaglianzain cui si introduce liguaglianza come un predicato a
due variabili, caratterizzato dal soddisfacimentalduni assiomi,

terna di rette, s et si ha che ogni relazione che c'e tra le rettels c'é anche tra
le retter e t, esiste sempre, se e t sono parallelfe Naturalmente, si puo
aumentare il numero d'ordine all'infinito.
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dei quali citiamo solo: [ x(x=x). Normalmente si conviene,
appunto, di usare il carattere speciale "=", arzigha maiuscola
sottolineata e di scrivere "x=y", anziché "=(x,yRltri esempi di
predicati, introdotti in diversi Sistemi assiomatic sono:
parallelismo, ortogonalitd (entrambi a due varigbparita (a una
variabile), relazione "maggiore di" (simbolo ">",due variabili),
etc.

Con cid terminiamo la nostra rassegna della Logiassica. E
evidente che nel processo di assiomatizzazionevieme codificato
tutto il significato, in senso generale, di ciastudei concetti
discussi, ma soltanto il loro uso, diciamolo teonit seno a un
ristretto ambito matematico. Ad esempio, citiameelgola deduttiva
del modus ponens<<Da "A—B" e "A" si deduce "B">>. Qui "e" e
"si deduce” sono ben diversi dai simboli matem&gte "—" prima
citati. Infatti, essi non devono qui obbedire agsiomi del Calcolo
classico, ma possedere quellinsostituibile vakgmantico che ci
permette di "metter giu" una nuova proposiziongedrema "B", a
partire dalle due proposizioni “AB" ed "A". Del resto, abbiamo
gia chiarito che una regola deduttiva non pud manai un
carattere semantico.

PerSistema assiomatico predicativo classiocon breveSistema
classicqQ intenderemo un Sistema costituito da un partreola
Calcolo predicativo classico formale del primo aeli(con la sua
opportuna schiera di predicagiju altri assiomi e regole propridel
Sistema, sulle qualhon facciamonessuna ipotesi specificdale
Sistema potrebbe quindi aggiungere espressthnun qualsiasi
ordine tra gli assiomi e/o fare uso delle piu complessgole
deduttive, inclusa la possibilita di non rispettdae formalita: il
Sistema, per dedurre i teoremi, potrebbe esigeréneiminabile
significato per le sue proposizioni. In effettifipvanti scopriremo
di dover fare i conti anche con Sistemi classiei farmali.

D'altra parte, quasi tutte le ordinarie, informabiscipline
matematiche possono essere ricondott®istemi classicformali,
dotati del corretto assetto assiomatico che ridhee tutte le
affermazioni, compresi i teoremi, a sequenze dibsimsenza
significato esplicito. E ovvio che siamo soddisfatella mera
possibilita logicadi tale processo. Farlo in pratica implicherebbe
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non solo ridurre in simboli gli enti propri delladria (come le rette,
i piani, etc., in Geometria) ma, come si e visggiangere alle sue
premesse proprie(cioé quelle che, nel caso della Geometria,
coinvolgono solo le rette, il parallelismo, etdyiti gli assiomi e
regole del Calcolo predicativo classico formale pi@ino ordine su
cui si basa il Sistema. Cido renderebbe la Teoridematica
terribilmente (e inutilmente) complicata e astrusperché
semanticamente accessibile solo attraverso le sagoler
grammaticali e deduttive. Non e quindi affatto sg¢aginunciare, in
pratica, alla spontanea "visione semantica" di,eptioprieta,
connettivi e quantificatori in nessuna Disciplinaatematica
abbastanza evoluta; seppur essi, nella formaleenseétione
assiomatica della Teoria, semantici non sono.

|.7. Coerenza e completezza sintattica

Per introdurre delle fondamentali proprieta perSistemi
assiomatici, ci serviremo dello stesso Sistemapassico definito
nel terzo paragrafo. Cioé, ripetiamo:

[simbol] 0 1 x = +

[regola grammaticale] una proposizione € costituita solo e
soltanto da una qualunque sequenza ordinata diglintddi che:

a. Deve sempre trovarsi uno ed un solo simbolo "=".

b. | simboli "+" e "=" devono essere sempre precedeiti
seguiti da un altro simbolo diverso da "+" o0 "=".
[assiomi] X=X X+0=x

[regola di deduzione] un teorema si ottiene solo e soltanto
sostituendo in un assioma al simbolo "x", ovunqppaga, una
stessa arbitraria sequenza ordinata dei simboli €0"1".

Per tale Sistema matematico, definiamo (in un modo
volutamentenon classicaper questione di generalita) tegazione
(o negatg di un teorema: la proposizione ottenuta cambiahdoo

Y

simbolo iniziale; se e "1" si sostituira con "0%e e "0" con "1". Le
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negazioni dei teoremi "01=01" e "100+0=100", sonoindi:

"11=01" e "000+0=100". Poiché ogni teorema comiroma "0"

0 "1", esiste un'unica negazione per ogni teordPea.gli assiomi,
invece, (che, ricordiamo, non sono teoremi) la megee non e
definita. Ma questa circostanza (non classica, cooco®osceremo),
non deve insospettire: non € che una conseguenkzancdtro
particolare Sistema, scelto come esempio semplice.

Un Sistema matematico si diceerenterispetto alla relazione
di negazione introdotta, se la negazione di ogoief®a non € un
teorema. Per il nostro Sistema, concluderemo &ssiéinente che e
coerente rispetto alla negazione introdotta. Laadietostrazione di
tale metateorema, pud essere la seguente. Si eongidarbitrario
teorema; sia se esso € dedotto dal primo o dahdecassioma, avra
i simboli iniziali di ciascun membro (cioé di cias@a parte a destra
e a sinistra di "=") uguali. Pertanto, la sua negaz li avra diversi e
dunque non potra essere un teorema.

La coesistenza di una proposizione e della suataegome
teoremi, si definiscecontraddizione Dunque coerenzasignifica
assenza di contraddizioni.

La coerenza € quindi una proprieta sintattica dipende dalla
definizione di negazione; da questo punto di vist@an puo
oviamente avere alcunché di "positivo" o "convateg. Nel
prossimo paragrafo vedremo, invece, quali effetfiesiderabili, da
un punto di vista epistemologico, abbiadberenzaper una Teoria
assiomatizzata secondo la Logica classica.

Diremo che un enunciato iadecidibile se né esso né il suo
negato sono teoremi. Un Sistema in cui non esistemanciati
indecidibili si dice sintatticamente completo o, brevemente,
completo

Riassumendo: in un Sistema completo, per ogniatfiss
enunciato, esso o il suo negato € un teorema. Ndimentichi che
gueste definizioni, per essere sensate, devonaardgte i soli
enunciatj cioé le proposizioni passibili di verita; infattse una
proposizione non & passibile di verita, né essk m&gata possono
mai essere teoremi: allora ogni Sistema che pudndlare
proposizioni con variabili libere sarebbe incomplet
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Il nostro Sistema assiomatico ha infiniti enurnidiadecidibili e
non €, pertanto, completo. Ad esempio sono indeiidi
"001+01+10=0+101" e "1011=0010". Il primo, infattipntiene tre
simboli "+" e pertanto non pud essere un teorematdsso vale per
il suo negato. Il secondo non € un teorema, néllsud negato "per
colpa" dell'ultimo simbolo.

Perché tale definizione? Sapere se un Sistemanratte e
completo o no & molto importante ai fini praticisualmente, allo
scopo di ingrandire l'insieme dei teoremi, le Teanatematiche si
evolvono introducendo nuovi assiomi; se la Teorizompleta e se
ne desidera la coerenza, cio risulta affatto ieptilella migliore
delle ipotesi. Infatti, in un Sistema completo ognunciato che non
e un teorema € il negato di un teorema; pertant@ggiunta di un
nuovo assioma ingrandisse realmente linsieme deremi si
renderebbe incoerente il Sistema, qualora fossginariamente
coerente. Quindi, se si vuole conservare la coerehassioma
aggiunto deve essere sterile, cioé inutile. Inpltom Sistema
completo possiede altre gradevoli proprieta epistegiche che
rileveremo piu avanti.

D'altra parte, in un Sistema incompleto assiomatz secondo
la Logica classica, sappiamo come fare per allarganza pericolo
di incoerenza linsieme dei teoremi: aggiungere emunciato
indecidibile (o il suo negato) come assioma. Lostjiicheremo
presto.

1.8. Le implicazioni della Logica classica

Nel seguito ci concentreremo nello studio delleppieta dei
Sistemi classici In particolare siamo interessati alla ricerca di
modelli classigi inoltre corretti, per il Sistema (d'ora in poi quando
parleremo dimodelloci riferiremo sempre ad umodello classicp
E quindi fondamentale comprendere le conseguenzesgatanti
della Logica classica.

Di norma, tale Logica e considerata la piu senepdicspontanea
per un linguaggio come quello matematico. Tuttavm si puo
negare che, almeno in parte, cio sia dovuto dilldbie, al fatto che

37



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

essa sia sempre stata e sia ancora tacitamenietesattin ogni
ordinaria Disciplina matematica, restando ancosalite le Teorie
basate su logiche alternative. Per cominciare, re@sho come non
tutte le conseguenze degli assiomi e regole detalallogico
classico siano semanticamente cosi indiscutibili.

La questione pud ben illustrarsi osservando lmébzzazione
di "A implica B" (nel seguito "A-B"), che, come si e detto, si
definisce come abbreviazione dndpA)oB". Vediamo le ragioni
che, in base alla Logica classica, conducono atgpesizione.

Consideriamo l'affermazione (C) "Se ci sono ggk)i, non ci
sono topi (B)"; quando C sara vera o falsa in lagitassica? Due
casi sono ovvi: 1) se A e vera e B e vera, allom\era; 2) se A é
vera e B e falsa, allora C é falsa. Restano duginasui A é falsa e
B puo essere vera o falsa. Ma se non ci sono datfrase C, e
proprio da un punto di vista semantico, non fa @cimposizione:
non dice nulla circa la presenza o assenza di tApsegnare
necessariamente un valore di verita ai due catangs, dunque,
indubbiamente forzato, ma e quello che bisogna faré.ogica
classica per sua stessa definizione. Si potrebiemere che, in
fondo, si é totalmente liberi di assegnare queste dalori
rispettando il valore semanticiimplica” e quindi il modello
semantico; ma il problema é che si rischia di tancidere "> " con
altri concetti che vogliamo usare e che vogliamoredii.
Cominciamo con l'assegnare a C "falso" in entrarobsi (si veda la
seguente tabella); cid rende-" identico ad &'. Infatti C
risulterebbe vera se e solo se sia A che B sonip aléora "se ci
sono gatti non ci sono topi" sarebbe equivalentei &ono gatti e
non ci sono topi". Non va bene.

Al B C (prova di C (prova di C (prova di C (prova di
A—B) A—B) A—B) A—B)
V|V \Y \Y \Y \Y
V| F F F F F
F|lV F F \Y \Y
F | F F \Y F \Y
"—"identico | "—" identico "A—B" ok
ad "e" a"e" identico a "B"

Assiomatizzazione di A—B in logica classica
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Proviamo ad assegnare ai due casi, ordinati seclanthbella,
rispettivamente il valordéalso e vero. Ne risulterebbe che se fosse
vero che "se ci sono gatti non ci sono topi”, all@i sarebbero
necessariamente topi ovunque non ci siano gatti.(héa fortuna)
con indipendenza dalla verita di C (che esagenacule doti feline),
esistono altri metodi di disinfestazione. In effeti & reso %"
identico a Implica e co-implica (ovvero 'se e solo s§ che si puo
introdurre formalmente definendo I'espressione ~'B' come
abbreviazione di "(A-B)e(B - A)". Assegnando infine ai due casi,
nell'ordine,veroefalsq si darebbe ad "Anplica B" lo stesso valore
di verita di B. Cioe, "se ci sono gatti non ci sdopi" equivarrebbe
a "non ci sono topi".

Ecco perché, per esclusione, si assume ['ultinssipiiita; in
essa, "A->B" & sempre verificata quando A é falsa (cioé se cio
sono gatti) e "A>B" equivale a "lonA)oB", come si era anticipato.
Conseguentemente a tale definizione si ha che, ai enunciato
falso e B unenunciato qualsiasi"A—B" & sempre vero! La
forzatura € assai evidente ma € indubbio che, pantq visto,
guesta € la soluzione che meglio rispetta il teemgemantico
"implica”.

Vediamo adesso le drammatiche ripercussioni di sidla
guestione delhcoerenza In Logica classica, com'e facile
indovinare, la negazione di una proposizione viggftita mediante
il simbolo non del Calcolo classico di cui si &€ parlato nel peafm
1.6. Supponiamo che in un arbitrario Sistema ctas§ esista una
contraddizione: diciamo "A" un enunciato tale cha %A" che
"norMA" sono teoremi di S. Supponiamo che esista niodello
(classico) correttaV di S; allora, le interpretazioni sia di "A" cloe
"norA" sarebbero vere in M. Ma, per le caratteristiaienon,
linterpretazione di rorMA" €& la negazione semantica
dell'interpretazione di "A": pertanto risulta vitadal principio di non
contraddizione. Assurdo: M non puod essere un moatdissico.

La prima conclusione che evidenziamo per i Sisteassici €,
dunque, chd'esistenza di un modello corretto implica la caera
In secondo luogo, ci chiederemmo se e possibilgofrpare” il
Sistema in caso di incoerenza: se l'incoerenzasetdsolo ad "A" o
a pochi altri enunciati, si potrebbe pensare dglasjare” le cose o
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addirittura di tollerare qualche contraddizione.r Rsempio nel
linguaggio ordinario, l'affermazione "questo enatwie falso" e
contraddittoria, come il lettore potra riconoscengn le si puo
assegnare un valore vero / falso rispettando naegzionati principi
che caratterizzano ogni interpretazione classiag.9dnza dubbio, si
tratta di un'eccezione rarasei generische non inibisce troppo la
gente dal continuare a parlare per timore di ireverrin altri
paradossr.

Ma, per la peculiarita dimplica, in ambito matematico e
assolutamente diverso. Infatti, se il Sistema diraoan enunciato
falso "F" (che pud essere "A" oppur@ohA"), poiché, come
abbiamo visto, "F>B" e veroqualunque sia I'enunciatB", si pud
applicare la regola dehodus ponens<<da "F" e "F>B" si deduce
"B">>, ottenendo "B" come teorerffaOgni enunciato & quindi un
teorema! Ecco la radicale conseguenza sintattica dell'iresos
classica. Ecco allora che, per esempio, "2+2=#iplica
sintatticamenteogni enunciatp come: "7=7", "7=113", "tutti |
numeri naturali sono dispari”, "non tutti i numeraturali sono
dispari”, etc. In una Teoria matematica classicaeds sia scoperta
una solacontraddizione, si puo dimostrare tutto ed il canb di
tutto: ogni altro enunciato e contraddittorio. Non € semplicemente

3 In questo libro useremo il termingaradossoper indicare un'affermazione
contraddittoria, assurda dal punto di vista metematico (e, dunque da evitare).
Alcuni distinguono traantinomiee paradossi convenendo che solo le prime sono
irrisolvibili, mentre i secondi sono assurdita ampdi. Comunque, anche se ci0 é
indiscutibilmente piu raffinato, non c'eé necessltdaassegnare un nome speciale
alle affermazioni che sembrano assurdita ma n@omo. Pertanto, parleremo solo
delle prime, chiamandole tuttavia con il nome st@mente piu usat@aradossi
appunto. Ritorneremo su di essi nel paragrafo 11.13
“Abbiamo usato il concetto di verita per semplife@lquanto la dimostrazione;
in realta "B" si dovrebbe dedurre in modo puramentenale. Ecco la corretta
dimostrazione nel Calcolo classico di Russell-Wietsd. Supponiamo che "A" e
"norA" siano teoremi. Dall'assiomarignX)o(Y oX)", riscritto come "X~ (Y o0X)",
mediante la regola deduttiva dsostituzione si deduce il teorema
"(noM) - (Bo(norA))", dove "B" € un enunciato qualsiasi. Dalodus ponens
deduciamo allora il teorema BfhorA)'. Ora l'assioma "(XY) - (YoX)",
permette di dedurre, mediangestituzioneed ancoramodus ponensl teorema
"(norA)oB", che e I'abbreviazione di "AB". Infine, di nuovomodus ponenper
dedurre il teorema "B" a partire dal teorema "A".
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che la Teoria non ammetta alcun modello corrett@he nessun
enunciato della Teoria puo interpretarsi in modasgicd Non
sapremmo davvero cosa farcene di una siffatta delrcio vale per
un qualsiasiSistema classico, formale o no.

Come abbiamo accennato, sono stati propostitigltrili Logica
per ovviare a tale drasticita della Logica class@mn tre valori di
verita (verg possibile falsg, con imposizioni circa un metodo
effettivo per concludere la verita/falsita (Logidatuizionistg o
revisionando la definizione stessa dei connettogidi (Logica
lineare). Tuttora sono considerate alternative inconsuete,non é
detto che cio non cambi in futuro.

Da un punto di vista sintattico, peraltro, nors@no ragioni per
ritenere in alcun senso irregolare un Sistema ickasscoerente. Se
la grammatica e la deduzione dei teoremi rispett@naegole
stabilite, non ci puo piu essere nessun difettatsirale nel Sistema;
e di fatto, l'eventuale brutta sorpresa di accaigehe la Teoria
incoerente, non invaliderebbe la correttezza dadlduzioni finora
fatte (dato che tutti gli enunciati sono teoremihga rivelerebbe che
si e soltanto perso del tempo, dal punto di vigtiagtemologico. In
tal senso, la stessa deduzione della contraddiziameh'essa
corretta, sarebbe tutt'altro che inutile! L'unicasgbilita di errore
logico potrebbe aversi qualora una regola di demhezisupponga la
coerenza per generare alcuni teoremi. Menzionareodéaenza (0
l'incoerenza) del Sistema in una regola dedutidpedirebbe a un
criterio circolare: la coerenza, che dipende dedigole deduttive,
dipenderebbe a sua volta dalla coerenza! Tuttaxime vedremo
piu avanti (par. 1.13), la circolarita non implicgecessariamente
assurdita in metamatematica; cio malgrado, il Gasmomalo (mai
usato nelle comuni Discipline) e richiederebbe previa verifica (o
almeno un convincimento speranzoso) di non paratitiss
Escludendo questo caso peculiare, possiamo afferntre
l'incoerenza non rappresenta mai un errore logit@ttico. Che poi
tale Teoria sia assolutamente inutile € indubbi@ e un fatto
diverso, che riguarda l'aspetto semantico: preasamil fatto che
gli enunciati non possono interpretarsi sensatament

Il riconoscimento dell'esistenza di anche un se@lditrario,
enunciato non dimostrabile, cioe che non puo essereeorema, e
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sufficiente per poter affermare la coerenza di istea classico;
allora, poiché tale condizione & anche necessaridapcoerenza, in
definitiva & equivalente ad essa. Ad esempio, &igtema classico
incompletoe certamente coerente, perché un enunciato indieid
significa due enunciati che non sono teoremi: essionegato. In
altri termini, un Sistema incoerente & sempre cetopl

Un'altra "strana" proprieta di ogni Sistema cless che, se T
un teorema, allora "% T" & un teorema, qualunque sia I'enunciato
"Y". Cio discende semplicemente dall'assioma-"(¥ 0X)" ovvero
"X = (nonY - X)", per ogni coppia di enunciati "X" e "Y". Datde
"Y" e arbitrario, € lo stesso scrivere l'assiomaned'X- (Y - X)".
Ora, se "X" & un teorema, "YX" segue danodus ponens

Un teorema classico che sembrera abbastanza weida cui
dimostrazione non e affatto breve, nel Sistema dissell-
Whitehead) e "A, A", valido per ogni enunciato "A". Da esso segue
la fondamentale proprieta che, in ogni Sistema satas ogni
assioma e anche teoremafatti, basta applicare ihodus ponena
partire dall'assioma "A".

I metateorema di deduzionger i Sistemi classici, pur in
principio non necessario, € utilissimo a sempligcdimostrazioni
altrimenti lunghissime. Esso afferma che dimostramma
implicazione come "A.B" e equivalente a dimostrare "B" nel
Sistema che si ottiene aggiungendo al Sistemaalridlassioma
"A". In effetti, quando si cerca di dimostrare ugai, in ogni Teoria
classica, le ipotesi vengono trattate esattameateecse fossero
assiomi. Daremo solo una giustificazione intuitdel metateorema,
poiché la sua metadimostrazione (che il lettore poware in un
ordinario libro di Logica) non € cosi breve; inanse "A-B" & un
teorema, € banale che un Sistema che possiedectAg& @ssioma
avra anche "B" come teorema: m@dus ponens/iceversa, sia S' il
Sistema ottenuto da S aggiungendo l'assioma "Adidimeremo in
breve un tale Sistema con la notazione: S+A) e aipmo che, in
S, "B" sia un teorema; la tesi € che 58" & un teorema del
Sistema S. Se "B" € un teorema di S, ogni enundat® implica
"B" e quindi anche "A-B" & un teorema di S. Se "B" non € un
teorema di S, allora in S', "B" puo discendere gphrie all'assioma
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"A". Ci0 suggerisce, appunto, che A" sia teorema di S (come
davvero conclude la corretta metadimostrazione).

[.9. Sistemi classicben definiti

Discutiamo adesso le implicazioni deliaona definizionsulle
premessali un Sistema classico qualsiasi. Il punto di grazt € la
supposizione che un qualsiasi Calcolo predicatiassico formale
del primo ordine siden definitg questo fatto deve accettarsi come
intuitivo o, se si preferisce, per convenzione.igore, per esempio,
non € inquestionabile chertodus ponensia una regola deduttiva
chiara e priva di ambiguita! Ma ci sembra opportapprofondire
piu tardi questo argomento (par. 11.13). Continusanol mostrare
che se un Sistema classico qualsiabep definitg allora l'insieme
dei suoi assiomi distinguibile Per assurdo, sia E un enunciato che
nessun ragionamento metamatematico puo concludeesciudere
che sia un assioma. Consideriamo allora il ragicardam
"dall'assioma E e dal teorema-E si deduce che E e un teorema”;
€SS0 usa correttamente nhodus ponenge, come visto, non Si
inganna quando afferma che-E & un teorema. Pertanto, risulta
scorretto se e soltanto se E non € un assioma,; aichénon é
possibile concludere o escludere quest'ultima cosa, &€ neanche
possibile concludere o smentire la sua correttenagero se sia 0 no
una dimostrazione di E. Ma ci0 €& assurdo per Egpiotdi
distinguibilita delle dimostrazioni, dallauona definizione

Ricordiamo che un Sistema classico possiede,rnergée, delle
premesseproprie oltre a quelle del Calcolo predicativo classico
formale del primo ordine su cui si basa. Come gasdicolare
(molto importante, come vedremo), c'e quello init@istema non
aggiunge alcuna nuova regola grammaticale e deduttia soltanto
degli assiomipropri. Metadimostriamo che, in questo caso, la
distinguibilita degli assiomi e anche sufficiente per concludare |
buona definizionedel Sistema. Useremo il fatto che ogni
dimostrazione di un teorema si pud sempre "dilatarenodo che,
alla fine, faccia riferimento soltanto ad assioneigole deduttive e
all'enunciato dimostrato, cioé il teorema finalegifamo dire che,
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presa una dimostrazione che coinvolge un teoremes3a si puo
sempre sostituire con un'altra che include la diraa®ne di T; e
cosi via per tutti i teoremi, fino a quando nontaeshe la sola
menzione di (un numero eventualmente enorme diprase regole
deduttive, oltre che della conclusione. Se cosifesee, allora tale
deduzione non deriverebbe unicamente dagli assodaille regole,
come dev'essere in ogni Sistema assiomatico. Umastliazione
siffatta la diremo brevementestesa Possiamo allora stabilire di
considerare comedimostrazioni soltanto quelle estese (questa
convenzione, ovviamente, scartera ragionamenti albnente
considerati validissime dimostrazioni, ma, comeiatio chiarito,
non ne perdera realmente nessuna). Per metadimeo$taserto,
osserviamo intanto che, poiché l'insieme degli erainresta quello
definito dal Calcolo predicativo classico formalel grimo ordine,
esso distinguibile dall'ipotesi dibuona definizioneli quest'ultimo.
Inoltre, da tale ipotesi segue anche che é possitstinguereogni
ragionamento che fa un uso corretto delle quatgole deduttive
classiche. Allora, tutti quelli che non rientrano questa categoria
possono, intanto, escludersi dall'essere dimosimazConsideriamo,
poi, un qualsiasi ragionamento della suddetta cat@ghe deduca
un certo enunciato C, menzionando un numero folienunciati k&,
E,, ...E. Per quanto detto, C sara effettivamente un tearewvero
il ragionamento sara una dimostrazione, se e selausti gli
enunciati g, E, ...E sono assiomi della Teoria. Allora, essendo gli
assiomi distinguibili, potremo sempredistinguere quando tale
ragionamento € una dimostrazione. In definitivanabadiamo la
distinguibilita delle dimostrazioni. Infine, ogni teorema ha almen
una dimostrazione. Infatti, ogni teorema deve geguiper
definizione, dagli assiomi e dalle regole deduttiessendo i primi
distinguibili, sono le seconde che, ragionando per assurdo, non
sarebbero traducibili senza malintesi nel linguaggdelle
dimostrazioni. Ma questo viola l'ipotesi buona definizionger il
Calcolo predicativo classico formale del primo aediCio completa
la metadimostrazione che il Sistembeah definito

In generale, invece, il fatto che gli assiomi di Gistema
classico siano distinguibilnon ésufficientea garantire la suauona
definizione infatti, nulla vieta che le regolproprie del Sistema
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possiedano un certo grado d'ambiguita che lo inggadiPiu avanti
ne vedremo un esempio non banale.

1.10. Dimostrazioni per assurdo

Il moderno assetto assiomatico dei Sistemi matemelssici
impone una revisione, importante dal punto di visigico, delle
famose "dimostrazioni per assurdo” o "indirette"elldl scuole
primarie (dove non si adotta, certo, I'assiomaficanale) esse
vengono introdotte pressappoco cosi: posto di vdierostrare
I'enunciato "A", si supponga la verita aidhA". Dal Sistema che si
ottiene aggiungendo nbrnA" tra gli assiomi, si deduce una
contraddizione: o "A" oppure la negazione di unréema; quindi,
"nonA" non puo essere vero, allora sara falso e quilntlivero. Non
sono mancate le critiche, in passato, a questactedimostrativa.
Gli "accusatori" sostenevano che esse obbedisserealta a un
nuovo criterio deduttivo (a una nuova regola, dimamadesso),
inizialmente non ammesso. | "difensori" pensavanaad Altri, in
una posizione intermedia, ritenevano che le dimagini dirette,
guando esistevano, erano "preferibili" alle indgetNell'ambiguita
di un Sistema non assiomatizzato, la disputa éndg¢ata rimanere
pura accademia.

Esaminando frettolosamente il ragionamento corttidé
dell'assiomatica formale, si direbbe che essolusancetto diverita
e presuppone che il Sistema sia coerente (quardiada situazione
"assurda" di una contraddizione). Se fosse cosp ebbedirebbe
realmente a un nuovo criterio deduttivo e per di péricolosq
come abbiamo osservato nel paragrafo 1.8. Per rfartinon e
realmente cosi. Da un punto di vista meramentatsicn, infatti, in
base al metateorema di deduzione, quello che if'dinsstrazione
per assurdo” si fa, &€ dedurre come teorema "A'rar@alal teorema
"(nonA) - A" oppure dal teorema fipr) - (nonT)", dove "T" e un
teorema qualsiasi. Ebbene, cido €& legittimo in ba#le regole
deduttive classiche; cioe, non obbedisce ad alouwrava regola
deduttiva. Presenteremo, per amor di completeZznéerh corretta

deduzione, avvisando il lettore che puo tranquidate saltarla
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senza alcun problema per gli argomenti futuri. Bser I'assioma
"(X = Y) = ((ZoX) - (ZoY))" ed il teorema "fion(nonX)) - X"*°,
valido per ogni enunciato "X", la cui dimostrazioaeabbastanza
lunga nel Calcolo classico di Russell-Whitehead.

Si vuole, dunque, ottenere come teorema "A", dirpadal
teorema "forMA) A" (primo caso) oppure dal teorema
"(noMA) - (nonT)", dove "T" € un teorema qualsiasi (secondo caso)
Nel primo caso, utilizzando l'assioma precedema, ‘aon(nonA)"
al posto di "X" e "A" al posto sia di "Y" che di "Zsi ottiene:
(non(noM) - A) - ((Ao(non(noMA))) - (AoA)). Essendo il primo
termine un teorema, dmodus ponen®tteniamo come teorema
"(Ao(non(norA))) - (AocA)". Ora, il teorema di premessa é
un‘abbreviazione di Hon(norA))oA". Utilizzando I'assioma
"(XoY) - (YoX)" ed ancoramodus ponensdeduciamo il teorema
"Ao(non(norA))". Quindi, applicando ancoramodus ponens
otteniamo il teorema "@A". Infine I'assioma "(AA) - A", permette
di dedurre il teorema "A" danodus ponensNel secondo caso, il
teorema di premessa € un'abbreviazione mbrifionA))o(nonr)",
da cui puo ottenersi, nel modo visto, anche il dew
"(nonT)o(non(nonA))", ovvero "T-(nonnorA))". Da modus
ponenssi ottiene quindi il teoremandn(norA)". Ora utilizziamo il
teorema fion(noM) - A" e giungiamo al teorema "A" comodus
ponens

Ecco tolto tutto l'arcartd a questo tipo di dimostrazioni,
chiamate e realizzate abitualmente in modo scormd punto di
vista dell'assiomatica formale. Esse, nel rigorosssetto
assiomatico, non hanno nessun carattere peculidnalicetto” (ché
non esistono dimostrazioni se non "dirette™!): nmano il concetto
di verita, non presuppongono la coerenza e nomM®#PNO a NUOVi
criteri deduttivi. Ma abbiamo chiarito che il traginale metodo,
viziato nella forma, non si inganna sul teoremasie

> |n realta si ha l'equivalenzantn (non X)) - X", in armonia col concetto
semantico che due negazioni sono equivalenti sefraffre. Ma a noi interessa
solo in un senso.
' Ho letto nel WEB: ih eta scolare, ho avuto dwhoc come si fanno i bambini e
le dimostrazioni per assurtio
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In ambito metamatematico, invece, la logica distoidipo di
deduzioni non abbisogna di correzioni. Come sistoyiin Logica
classica si assumono il principio di non contracisie e del terzo
escluso per ogni interpretazione di un Sistemaoassico. Sembra
allora del tutto opportuno che tali principi siessiano al resto della
metamatematica e quindi al linguaggio delle metadinazioni. Del
resto, anche dal punto di vista del "comune integid&li principi
sembrano del tutto naturali, pur con i difetti autati nell'ottavo
paragrafo. Ebbene, i ragionamenti metamatematrcaggurdo, nella
loro veste tradizionale, obbediscono proprio a fjusise principi,
come si osserva immediatamente. Si pu0 quindi ratiez che, in
una metadimostrazione per assurdoa differenza di una
dimostrazione "per assurdo”, si usa davvero laitacdi scartare
un'incongruenza semantica (come, ad esempio, dcllitea una
supposizione fatta); il che significa, ora si, sup@ coerenza nei
ragionamenti della metamatematica.

Riassumendo, la tradizionale tecnica dimostradisi"assurdo™
funziona sia in ambito metamatematico che matematon la
puntualizzazione che nel secondo caso eesaebbe(ma in ogni
caso puo) essere corretta formalmente, senza isepecetto di
verita o altre ipotesi che limitino la generaliél &istema.

Terminiamo il paragrafo riconoscendo che, come egh
preannunciato, l'aggiunta di un enunciato indedelilm del suo
negato come nuovo assioma del Sistema, non na &teoerenza.
Sia S un Sistema in cui I'enunciato "A" é indediéiS, possedendo
enunciati indimostrabili, € quindi coerente. Sia iB'Sistema
S+orA. Se, per assurdo (semantico) fosse incoerenteljm da
esso dedursi cio che si vuole, ad esempio "A".ilReetateorema di
deduzione, allora, in S puo dedureotA - A". Ma allora "A" puo
essere dedotto "per assurdo” (sintattico) in Strodlpotesi iniziale
che e ivi indecidibile. La stessa metadimostrazipne applicarsi al
Sistema S+A, diciamolo S". Vale anche linverso fle
metateorema: siano S' ed S", definiti come sagraambi coerenti;
allora "A" e indecidibile in S (che sara pure coeeg. Per assurdo
(semantico), supponiamo, ad esempio, che "A" sitearema di S;
ma allora lo sara anche per S'. Tuttavia S' puoumedanche
"norA", dato che ogni assioma & anche un teorema, tarperée

47



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

incoerente contro le ipotesi fatte. Analogamentareva che HonA"

non puo essere un teorema di S; quindi "A" e indibite.

1.11. Frutti basilari del metodo assiomatico

In questo paragrafo illustreremo alcuni risultdgl metodo
assiomatico formale, fra cui alcuni storicamentsaasmportanti.
Per mostrare I'utilita dell'uso di diversi modeltirretti di una stessa
Teoria matematica, consideriamo il seguente gio@ pdue
giocatort”: disposte scoperte sul tavolo le carte dall'assmee di
uno stesso seme, ciascun giocatore, a turno, scegé carta e la
aggiunge al suo gruppo inizialmente vuoto. Vingarimo giocatore
che possiede nel proprio gruppo tre carte la comirsa € 15. Ci si
puo risparmiare di studiare le migliori strategiediefar somme,
riconoscendo che c'é un modello piu semplice deksso gioco: il
popolarissimatris (o filetto). Basta un rapido sguardo alla seguente
figura per convincersene.

‘v | v v
| v
AA , A%a
v v| I'v vy >y
wy| 'S | X
* *.L * *5 ‘ £
2 v g: vl ‘v v
RO O
A A A, A A

Il "teorema", conosciuto probabilmente a tutti, chie puo
sempre pareggiare, se si sa giocare bene (del gualeconvince

' Quest'esempio & tratto da H. De Lofgpblemi non risolti dell'aritmetica
rivistaLe Scienze. 34, giugno 1971.
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facilmente esaminando tutti i casi possibili), pevidentemente
trasferirsi al modello con le carte (i cui casi §ibg8i sarebbero molti

di piu); e le stesse strategie per farlo sono leisgmondenti stabilite

dal quadro. Il gioco di cui si sta parlando é rasentato da un unico
Sistema assiomatico formale (del quale, peraltr@ definizione

rigorosamente formale sarebbe ben piu complessa diescrizione

offerta dai due modelli).

In Matematica, é frequente il caso in cui un mimdebrretto di
un certo Sistema assiomatico si costruisce medidnteodello
corretto diun altro Sistema assiomatico. Tra gli scopi, c'e quello di
indagare alcune caratteristiche del primo Sistefda. esempio
storicamente molto importante di questa tecnica, s¢nza dubbio
ha accelerato gli sforzi per una completa sisteomgziogica della
Matematica, si ha a proposito delle Geometrie nacligee; cioe
guelle che assumono come assioma una delle possgazioni del
V postulato di Euclide (nel seguito VP). Esso affar "data una
rettar ed un puntd® esterno ad essa, esiste una ed una sola retta
passante peP e parallela ad"*®. Non pochi sono stati i matematici
che, fin dall'antichita, hanno tentato di dimostrdienunciato, il
guale non sembrava possedere l'indiscutibile egattefinitorio dei
primi quattro postulati. Dopo un tentativo di dinregione da parte
di G. Saccheri nel 1733 (errato, ma che di fatide le basi per lo
sviluppo delle Geometrie non euclidee), a meta Xi¥ secolo
diversi matematici, tra cui Gauss, si convinseriiggmostrabilita
di VP; alcuni di essi, come Riemann e Lobacevskijlupparono in
concreto Geometrie non euclidee. Ma cosa circaradoerenza? E
tale domanda ne sollevava un‘altra ben piu inquietaiamo sicuri,
anzitutto, che la Geometria euclidea (nel seguik), @ioe quella
che ammette VP come assioma, sia coerente? In ¢alo nte
Geometrie non euclidee provocarono una discussidgtiea che, al
di la del problema specifico della loro non contli#drieta,
riguardava i fondamenti di ogni Teoria matematiddessuno
metteva seriamente in discussione la coerenza Ueadlzxchia” GE;
ma la domanda era: che tipo di ragionamento, anomese
esistesse, poteva concludere (o confutare) talecpa? E che cosa

18 playfair dimostrd che questa proposizione, piugE® di quella originale (che
omettiamo) & ad essa equivalente.
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circa lo stesso problema per le altre Disciplinetemeatiche? Le
sconcertanti risposte (parziali) a tali domandeedano attendere
qualche decennio.

Nel frattempo, tre esempi non euclidei, il primovdto a E.
Beltrami e di validita non generale, gli altri daeF. Klein e H.
Poincare, con la desiderata generalita, implicavem® il VP era
indecidibile se la GE era coerente. Descriviamorandg linee
l'interpretazione di Poincaré (nel seguito IP). riferimento alla
circonferenza euclideadella seguente figura,

Modello iperbolico di Poincaré

si consideri la seguente corrispondenza:

PUNTO punto interno @

RETTA arco di cerchio, interno @ ortogonale &c;
oppure diametro di

Il lettore si sara accorto che stiamo usando ifattare
minuscolo per i termini che vanno interpretati @nso usuale, cioé
euclideo, ed il maiuscolo per la nuova interpretagi La
DISTANZA tra due PUNTI si definisce in modo speeial
utilizzando la funzione logaritmica; non approfaedno oltre, ma
osserveremo soltanto che, con tale definiziondDIBTANZA tra
due PUNTI, uno dei quali tende ad avvicinarsi allaonferenzec,
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tende all'infinito; allora, anche in IP le RETTEnsodi lunghezza
infinita. Il disegno di Escher (nella figura a de3tvisualizza le
deformazioni che subisce wuna figura avvicinandodia a
circonferenza (nel piano euclideo tutti i pipisireb colombi
avrebbero la stessa grandezza). L'interpretaziBnegidne dunque
costruita mediante il modello euclideo di GE. Nigtitesi in cui tale
modello esiste ed éorretto (da cui segue anche che GE é coerente),
cioé in cui i teoremi di GE soneeri nel modello euclideo, allora in
IP risultano veri i primi quattro postulati di Eid#: cio infatti
discende da teoremi di GE. Per esempio, il printye" PUNTI
distinti individuano una RETTA", puo essere dimagirin GE in
base alle proprieta di cui godono gli archi di béartogonali ad una
circonferenza: pertanto, e vero per IP. Dunque Uin enodello della
Geometria che assume solo i primi quattro postutitiamola G.
Inoltre, poiche la verita di ogni teorema di G mabdello IP
discende dalla stessa correttezza del modellodaacln GE, IP € un
modello corretto di G. Ancora, in base a teoremi di GE puo
dimostrarsi che VP ¢, invecdalso in IP: si possono costruire
infinite RETTE PARALLELE (definite analogamente patallele”
cioé prive di PUNTI in comune) alla RETTA e passanti per il
PUNTO P esterno ad essa (nell'esempio della prateéigura, due

di tali RETTE sona et). Dunque, VP non puo essere un teorema di
G: se lo fosse, sarebbe vero per il suo modelloettor IP. Allo
stesso modo, neanchm®nVP pud essere un teorema di G: se lo
fosse, il modello euclideo di GE, in cui VP e ass non sarebbe
un modello, come stiamo supponendo. Ne segue dlle, stesse
ipotesi, VP e indecidibile in G.

IP € un modello corretto di una Geometria in cuiega una
delle possibili negazioni di VP: precisamente, dneette passanti
per un punto e parallele ad una data ce ne siafuten Tale
Geometria si chiamgerbolica Si puo provare analogamente che,
sempre nell'ipotesi in cui l'interpretazione euedidsia un modello
corretto per GE, esistono modelli corretti anche lpeGeometria
ellittica, ove si assume che di tali rette non ne esistano.

E comprensibile un certo smarrimento per il mauaui & stata
ottenuta la metadimostrazione dell'indecidibiliiavé (ricordiamo,
nell'ipotesi in cui il modello euclideo di GE sieoreetto): la
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costruzione del modello IP richiede un nuovo tipd d
immaginazione, di osservazione creativa. Anche enelbrmali
dimostrazioni c'é creativita; ma li l'inventiva ueyda sempre la
scelta degli oggetti da considerare, che comunque somapise
elementi, cioé stringhe di simboli, della Teoriali@vece si creano
strutturead hog¢ che fanno parte di una collezione essenzialmente
semantica: quella dei modelli del Sistema assiaoatiCerto,
sarebbe assai desiderabile poter disporre di undoeticuro che in
tutti i casi, fissato il Sistema, ci indicasse sgiada compiere per
concludere l'indecidibilita di un certo enunciatenza ricorrere
necessariamente alle interpretazioni, cioé a sneitsemantiche.
Riaffronteremo tale questione. Poi, c'€ anche uro dipo di
sconcerto: nel caso, il fatto che il Sistema G isi@rpretabile
egualmente bene da modelli geometrici totalmentersdi da quello
per cui si & creato. Ma qui bisogna serenament@ogcere che ad
essere scorretta € solo la presunzione che ilns#st® abbia gia
tradotto tutte le caratteristiche dell'intuitivo dedlo euclideo che si
vuole riprodurre e studiare in veste assiomatiess&ta la sorpresa,
ci si puo anzi dedicare allo studio delle nuoveatst" Geometrie,
magari scoprendone l'utilita. Nel caso, le Georaetrdon euclidee
possono descrivere gli spazi fisici cosiddetti WuKper esempio,
“incurvati" da una densita di energia, come previilla Relativita
Generale).

Lo Spazio cartesiané un'interpretazione che associa numeri ed
equazioni reali ai concetti di GE: una terna orthrgi numeri reali a
"punto”, opportuni tipi di equazione a "retta”, dpb", etc., in modo
che ogni ente e proprieta del modello euclideoabhbi corrispettivo
equivalente. Esso e fondato sulla spontanea imtzione dei
numeri reali, dettanodellostandard Su di esso avremo modo di
ritornare dettagliatamente. Per ora si vuole soldewnziare che,
dunque, a partire dahodellostandarddei reali si pud costruire un
modello corretto per GE: lo Spazio cartesiano; e, q@er la
menzionata equivalenza, implicherebbe che anchierfiretazione
euclidea € un modello corretto di GE. Pertanto|'edddtenza del
modello standard della Teoria dei numeri reali, seguirebbe
I'esistenza di modelli corretti (ed in particold@aecoerenza) sia per
GE che, come mostrato, per le Geometrie non ewlide
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Ma, finalmente, esiste sempre un modo per "castfuun
modello corretto o per concludere che una cereapnétazione lo &?
O, meno ambiziosamente, per concludere o confldazeerenza di
un Sistema? Questi interrogativi, verso la find'8@0, suscitarono
un rinnovato interesse nei confronti della Logica.

1.12. Non individuabilita di esistenti in Logica
classica

In Logica classica l'esistenza di un ente non icapl
necessariamente la suadividuabilita, cioe che lo si possa
effettivamente esibire, esemplificare. Si possomere due casi di
non individuabilita: nel primo, l'oggetto non €& m@eno
rappresentabilenon ammette una rappresentazione nel modo che si
e convenuto pretendere. Nel secondo, l'oggetto dmmena
rappresentazione nel modo convenuto, ma non € hiessi
concludere che é l'oggetto cercato. Cio pud suceeperché in
Logica classica una dimostrazione di esistenzanmmofornire alcun
metodo per individuare 'oggetto esistente: dexmeessere connessa
all'individuazione dell'ente; si parla in tal catiodimostrazionenon
costruttiva Tale prerogativa sembra ad alcuni un altro difett
epistemologico della Logica classica.

Pensiamo al mondo reale: chi dubita che sia ds=sguente il
caso in cui & impossibile individuare un oggettmareto che pur
siamo certi che esiste? Le parole del primo discersitto, il terzo
granello di sabbia che ho toccato, il piu grandmew pensato da
Eulero, etc. Ma in questi esempi lI'impossibilitaug sempre legata a
condizioni fisiche e non di principio (e se fossincapaci di
viaggiare indietro nel tempo, di leggere nel pemws§leEtc.). In
Matematica, non ci interessano a priori difficgitaatiche legate al
tempo, alla leggibilita dei caratteri e cosi viaudgue, il parallelo
con le impossibilita fisiche del mondo reale norggerebbe.
Vediamo allora un esempio di impossibilita di indivazione che
sembra di principio: "un numero non ancora indiaidt ovvero
"una frase non ancora considerata". E indubbio telie oggetti
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esistono, anzi ne esistono infiniti; ad esempiayiinero delle frasi e
infinito ma tutte quelle mai considerate sono @sao sempre finite.
Tuttavia, per definizione, &€ impossibile considerana di esse: nel
momento in cui lo si fa, esse non posseggono pijrégrieta
richiesta! Ma anche in questo caso, a ben ossemwaran "prima" e
un "dopo": l'azione di individuazione dell'ente yoca un
mutamento di condizioni che viene usato per faadere la stessa
proprieta di esistenza dell'ente. Inoltre, c'€ anam aspetto
paradossale: la scrittura "una frase non ancorsiderata” sembra
considerare... una frase non ancora considerataallma essa la
considera 0 no? Come vedremo in dettaglio nel pafadl.13, la
metamatematica deve fatalmente sapersi districarepdradossi,
cioe saperli metterli da parte. Detto piu umilment@sogna
semplicemente supporre che ne sia capace. Nelrc@same, basta
osservare che il tempo interviene in modo esplinitia proprieta
dell'esistere: un caso che, ripetiamo, normalmeme interessa
I'ambito della Matematica.

Queste osservazioni renderebbero difficile da rdigda non
costruttivita della Logica classica. Nelle Logicheosiddette
costruttiviste (ad esempio in quellantuizionistica e in quella
lineare) questo problema e risolto: in esse, infatti, daa u
dimostrazione di esistenza € sempre possibile resttan metodo
effettivo per esemplificare I'oggetto. Ma noi resteo nell'ambito
tradizionale rappresentato dalla Logica classica.

Come esempio fondamentale di non rappresentabilita
consideriamo il caso dei reali: si pudo sempre Bsilin numero
reale? Se per "esibire” intendiamo una denotazispécita finita di
tutte le sue cifre, la risposta € ovviamente "neSsendo queste

infinite. La scrittura/2,, per esempio, denota in realtaap@razione
e non direttamente il numero che convenzionalmeappresenta
(del quale non esibisce dichiaratamente alcuna)cifoperazione ci
consente pero di calcolare ogni sua desiderata.cel senso
specificato, possiamo solo esibire numeri razionaii periodici.

Ma l'impossibilitd di rappresentazione pud sempre Ikiscsi

alleggerendo le convenzioni Nel nostro esempio,\/i e

normalmente accettato a rappresentare un preaismy, ueale. Cio

succede perché ladenotazione € un fatto metamatematico
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(semantico) e per la Semantica non ci sarebberii lespressivi
insormontabili una volta fissato il concetto darespre; a parte le
menzionate eccezioni di hatura paradossale cheedmvsupporre di
saper riconoscere.

Tuttavia, la rappresentabilita non implica in gate
l'individuabilitda. Pressoché in ogni Teoria classideoremi che
dimostrano l'esistenza di enti rappresentabili aespecificare
nessun metodo per individuarli, sono frequenti.l&uh principio,
vieta che cio sia impossibile, che sia oltre leazdta deduttive del
Sistema assiomatico. Ad esempio, la Teoria potreddmurre un
enunciato del tipo F_n(...)", ma tutti gli enunciati: [_n(...)- (n=1)",
"[n(...)>(n=2)", etc., risultareindecidibili. Non c'¢ nulla di
paradossale, di a priori sbagliato, in cio.

Un'altra volta, dunque, il "difetto” si rivela esssolo una
presunzione ingiustificata nei riguardi dei Sistetassici.

Possiamo ora riportare un esempio non banale dbistema
con un numero finito di assiomi miadistinguibili, come anticipato
nel paragrafo I.5. Basta supporre l'esistenza dicemo Sistema
matematico S in cui si puo dimostrare che esistewmero naturale
n dotato di alcune proprietd, ma dove, effettivaregtdle numero
non e individuabile. Definiamo, allora, un nuovest8ma S' i cui
assiomi sono tutti gli enunciati di S con menondcaratteri; tale
Sistema ha finiti assiomi mandistinguibili, poiché non si puo
individuare il valore din. Ricordando quanto concluso nel paragrafo
1.9, si pud dunque affermare che, se S' e classitmra énon ben
definita

Con un criterio simile, si puo portare un esemma banale di
una regola deduttiva che fa si che l'insieme d#H@strazioni non
sia distinguibile e, conseguentemente, il Sistema anawwa ben
definita Consideriamo, infatti, la Teoria matematica 3ie cfa
riferimento alla non individuabilita dn nel sistema S, mediante la
seguente regola deduttiva: "ogni enunciato con umerto n di
caratteri € un teorema”. Ora,tse un arbitrario teorema generato da
tale regola (e di teoremi ne esistono certamentehpen esiste),
nessun ragionamento che prima non individpiud concludere che
e un teorema. Poiché@ non e individuabile, neppure nessuna
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dimostrazione di e individuabile. Un tale S", pertantoon € ben
definita

Il fatto che i due Sistemi S' ed S" siano stasitwiti a partire da
S non ha in se niente di scorretto, ovviamentej, awzain caso
abbastanza frequente in Matematica. E, per le ueiueli ora fatte,
non importa neanche se, eventualmente, uno dei a@@atrambi,
siano incoerenti.

1.13. Verita "indimostrabili"

Una proprieta spesso indicata a rappresentalo/elgimento
causato dai teoremi limitativi della Matematicactee "in alcune
Teorie matematiche esistono enunciati veri ma iongtmabili". In
realta ci0 non € corretto e, una volta correttoppoee tanto
inquietante. In primo luogo, tale affermazione deseere precisata.
Consideriamo un Sistema classico formale. Abbiahiarito che il
concetto di verita si riferisce sempre e soltarite iaterpretazioni
degli enunciati, poiche questi sono privi di siggafo esplicito e
quindi anche di verita in sé. Riformuliamo quindiskerzione come
"esistono enunciati che, pur non essendo teorenerpretati
secondo un modello corretto della Teoria risultaan”. Con cio Si
placa il turbamento: se il Sistema ammette un nodsbrretto,
guesta "strana" proprieta € sempre soddisfatth Sistema stesso e
incompleto, cioé se esiste un enunciato indectilifatti, o0 esso, o
(esclusivamente) il suo negato, sara vero in tatelatho, per i
principi del terzo escluso e di non contraddiziofao anche
accadere che la forma dell’enunciato vero ma inglirabile sia del
tipo "[J x P(x)", dove Hx) & un certo predicato; in questo caso, nel
modello corretto in cui tale enunciato e ovesi ha che anche
P(c) &€ vero per ogni costante ¢ [ dal oitahssioma classico
" xA(X)—A(C)"], ma la proposizione [l xP(x)" non si pud
dimostrare. Un esempio € I'enunciato di G "qualencpita passante
per un punto P esterno a un'arbitraria retteon € parallela ad":
vero per la Geometria ellittica, € indecidibile @ (nell'ipotesi,
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ricordiamo, in cui il modello euclideo sia correfier GE), visto che
implica la negazione di VP.

D'altra parte, vedremo che se I'enunciato € iremgni modello
corretto, sara di norma necessariamente un teorema delldaTeo
(questa proprieta si chiam@mpletezza semantjca_e eccezioni,
come osserveremo, devono riguardare Sistemi cheispettano la
formalita, cioe in cui le proposizioni possiedono un inetiabile
valore semantico.

Ma per concludere tutto cio gli inquietanti teordimitativi (Ci
riferiamo a quellidi incompletezzanon occorrono: vedremo infatti,
nella terza Parte, che essi affermano qualcosarddiverso.
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PARTE SECONDA
Completezza semantica e Teoria degli insiemi

[1.1. Teoria aritmetica di Peano

A parere di molti, i numeri naturali e le operagidi somma e
prodotto in essi definiti sono un concetto metamait#co preciso e
inequivocabile. Una buona parte di essi, inoltigene che tale
concetto € irrinunciabile in ogni definizione delMatematica, come
nella stessa introduzione dei Sistemi assioma#a. esempio,
guando in una regola deduttiva si afferma "sosétlad x una
arbitraria sequenza ordinata di 0 e 1" non usiamngefil concetto di
"numero uno"? Una volta ammesso l'uno, € poi quasiediato
ammettere tutti gli altri naturali, compreso lo @erMa
probabilmente il concetto di unita e di numero releie ancora piu
basilare di quanto faccia ritenere il precedenteemgso:
un‘affermazione qualsiasi nasce come una sequertdina@ di
termini unitari. Cioe, nello stesso significatotelimine(il quark per
cosi dire, del discorso) si sottintende, crediafumita. Anche la
sommasembra un concetto del tutto spontaneo e privardiiguita;
e il prodottopu0 definirsi come una somma iterata n-volte, doe
un numero naturale. Non troviamo argomenti, quipéer, smentire
tale convinzione: tutt'altro.

Ma se ["intuitivita" dei numeri naturali dovessmaplicare la
soluzione istantanea di problemi che hanno tornmenthiversi
insigni  matematici, tale ottimismo diventerebbe psitO.
Esaminiamo cosa accade in concreto per un Sistemaefinisce i
numeri naturali, ovveraritmetica

Ci sono due versioni, logicamente differenti, dieofia
aritmetica. La prima, che chiameremantegrale precede
storicamente la seconda; ma, come si € scoperteeguito, e
logicamente piu complessa di quest'ultima. Per itadgone, € piu
opportuno cominciare ad introdurre la seconda,necata usualmente
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di Peano(in verita impropriamente, in quanto l'originalgrodotta
da Peano integrale).

Si definisceTeoria aritmetica di Peandsinteticamente PA) il
Sistema classico formale ottenuto aggiungendo alcolta
predicativo classico formale del primo ordine coguaglianza i
simboli "0, +, -", il predicato a due variabil{Sy) (soddisfacente gli
assiomi classici) e gli assiomi propri:

[1] [x(x=0)

[2] O x(Ly(Sx.y)))

[38] O x(S(x,y)-y#0)

[4] O x0y((S(x.2) e Sy,z))-x=y)

[5] 0O x (x+0=x)

[6] U xy((S(y.z) e S(x+y.t)) - x+z=t)
[7]1 0 x(x-0=0)

[8] U xUy(S(y,z)-x-z=xy+X)

nonché la regola deduttiyaopria: "nell'espressione seguente:
(A(0) e Ox((AX) e Sx,¥))=A(Y))) - LxA(x), sostituendo ad
A(x) una qualsiasi proposizione con almeno una variabidera x,
si ottiene un teorenta

Bisognerebbe anche specificare delle nuove regralmmaticali

per stabilire l'uso corretto dei nuovi simboli "6, -", ma
tralasceremo di farlo.
L'unica precisazione tecnica € che il simbole"" e

un‘abbreviazione dinbr=".

Dagli assiomi deriva che, per ogni x, il valoreydin §x,y) e
unico (lo dimostreremo piu comodamente nel paragrai0); da
cio e dalle sue caratteristiche deriva clfe,\§ e interpretabile, nel
linguaggio ordinario, come "y e il successore di Rbsto "z=1"
come abbreviazione di (8,z)", dall'assioma [6], per O al posto di y,
si ottiene:[] x ((z=1e S(x,t)) » x+1=t), avendo usato I'assioma [5] e
la regola di sostituzione valida per il predicatd; ‘quest'espressione

! Normalmente, le deduzioni induttive sono, anceesensideratassiomi pitl
avanti chiariremo perché. Per ora, ignoriamo quesssibilita.
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consente di scrivere il successore di x come x4, ggni X.
Analogamente, si pud chiamare "2" il successore"ldj etc.
L'assioma [2] afferma che ogni numero ha successbf8], che
ogni successore e diverso da "0"; il [4], che se bWumeri hanno lo
stesso successore, allora sono uguali; [5] e [6]nideono la
somma. A parole, [6] stabilisce che il successopverg € somma di
x col successore di y; [7] e [8] definiscono il gadto. La regola
deduttiva propria € chiamagaincipio di induzione sia A(X) una
gualsiasi proposizione con almeno una variabilerébx. Da A(0) e
dall'implicazione A(x)-A(x+1), valida per ogni x, segue A(x) per
ogni x. A parole: se una proposizione € vera pére"8e, supposto
che sia vera per un arbitrario x € anche vera pér allora sara vera
per tutti i naturali. Si noti che il principio dhduzione non puo
essere formalizzato come una proposizione di PA,quanto
"proposizione con almeno una variabile libera" noene definito
formalmente come un predicato nello stesso Sistéreapressione
in esso contenuta diventa un enunciato solo quatd(x) si
sostituisce una proposizione di PA con almeno war&abile libera.
Tale enunciato sara sempre del primo ordine. QUattm assieme a
guello che tutti gli assiomi sono espressi al priardine, implica
che PA ¢ del primo ordine.

Domandiamoci adesso se "i naturali intuitivi* samo modello
corretto di tale Teoria assiomatica. La rispostierafativa non
richiede una dose eccessiva di ottimismo. Chi aremeti
comprendere cosa sono "i naturali intuitivi" nonrhalti argomenti
per non ammettere anche che essi soddisfapetaessali PA e la
correttezza delle sue cinque (in totale) regole uteek.
Indubbiamente, sembra eccessivo questiomaramentelidea dei
"naturali intuitivi": chi lo facesse dovrebbe afigare qualcosa come
"non ho mai capito cosa alcuni intendono paturali" (e a scuola
avra fatto disperare il maestro!). Si potrebbe pemghe naturali
possono comunqgue definirsi coriemodello correttose esistedi
PA. Ma il fatto & che si puo dimostrare, come vedreiu avanti,
che se PA e coerente, ammette un numero infinitanddelli
corretti, ciascunocompletamente diversdall'altro, in un senso
molto forte che preciseremo; vogliamo dire, in geta, che ci sono
anche modelli corretti di PAnolto diversi da quello "dei naturali
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intuitivi. Allora, neanche una strategia di quespm funzionerebbe
logicamente.

Ma, alla fine, cos'avrebbe di cosi pericoloso gpstio la meta-
conclusione "i naturali intuitivi sono un modelloreetto di PA" ?

Discutiamo intanto una prima non infrequente ol che, in
verita, & soltanto una critica infondata. L'attaceadel tipo: "se
I'Aritmetica e chiara alla mentg perché non &hiaro alla mente
come si risolve la congettura di Fermat o quell&didbach?'. Si
tratta evidentemente di un equivoco. E manifestee ama
successione lunga e articolata di argomenti spentatampanti puo
dar luogo a una proprieta, anche assai semplicendaciare, ma
non altrettanto da risolvere. Riportiamo un esemiaimoso dal
Menonedi Platone: Socrate chiama uno schiavo che, gulhae,
mostra (com'é affatto comprensibile), di ignorareteiorema di
Pitagora. Poi, in base ad una serie di ragionaneethentari, di
immediata verita, glielo fa concludere, dimostramdsi a Menone
la primitivita del sapere. Si puo affermare senabhio che, se un
Sistema assiomatico ammette un modello intuitigmi eeorema del
Sistema, se sviluppatoompletamentegcioe includendo tutti gli
eventuali teoremi in cui si appoggia), Si componeagionamenti
che posseggono lo stesso grado di intuitivita nedi@ssa
interpretazione; infatti, tale sviluppo significa icondursi
direttamente agli assiomi e regole del Sistema, sbeo stati
intuitivamente verificati per il modello. Ma & owviche cio non
significa affatto che l'interpretazione di ogni tema nello stesso
modello sia immediatamenteverificabile in modo intuitivo: é
normalissimo che lo schiavo sia, all'inizio, totelme incerto circa
la verita del teorema. Si sottovaluta la difficadtiatrovare il giusto
percorso, come nel caso di un labirinto, dove fapene di uscire,
facilmente enunciabile, si compone allo stesso ndidma serie di
strategie ovvie e banali. D'altro canto, ammetteake critica
implicherebbe la superfluitd di adoperare un Sisteassiomatico
(cioe di fare Matematica) tutte le volte che se end¢rovato un
intuitivo modello corretto! Viceversa, I'assioma@zione, con i suoi

2 Si tratta di problemi che hanno fatto penare tamtematici. La prima & stata

recentemente risolta, come si € gia detto. La skrafferma candidamente: "tutti

i numeri pari maggiori di 2 sono somma di due numpemi” ed & ancora irrisolta.
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teoremi, ci aiuta a scoprire i percorsi tortuosiledeverita del
modello, solo alla base intuitive; senza contaewehtualita di
riconoscere altri modelli corretti del Sistema, ualic dei quali
potrebbero risultare ancora piu intuitivi del primo

La vera obiezione é un‘altra; dall'esistenza di raadello
corretto discende la coerenza del Sistema. Rismiwero allora
sempre cosi, mediante un "modello corretto intaitiMo spinoso
problema della coerenza dei Sistemi assiomatiaifed’' che non
convince, cioe, e che l'esibizione di un modelloreto sia un
metodogeneraleper dimostrare la coerenza dei Sistemi assiomatici
classicf. Ad esempio, seguendo I'esempio "fiducioso" deinzdi,
lo spontaneo concetto di spazio dovrebbe esserfcienfe a
convincerci che l'interpretazione euclidea € un etlodcorretto del
Sistema assiomatico GE. Il suo carattere intuivimdubbio, basti
pensare agli sforzi fatti per tentare di dimostrareVP. Cio
risolverebbe immediatamente il problema della aoesedi GE,
delle Geometrie non euclidee e della stessa Teiiamumeri reali
(infatti, ogni contraddizione in quest'ultima gpercuoterebbe sullo
Spazio cartesiano, che é equivalente al modellbdead. Di questo
passo, la coerenza in Matematica sarebbe stadditana serie di
intuizioni spaziali e quantitative, una per ciastubisciplina. Non é
presuntuoso credere chetutte queste intuizioni siano
metamatematicamente congruenti? Che Hilbert e Girdegli altri,
si siano inutilmente preoccupati della coerenza fdadamentali
Sistemi assiomatici?

Poi, non mancano elementi concreti capaci di altare il
dubbio: ad esempio, la stessa nozionmidirpretazionee quindi di
modellg &€ basata, come riconosceremo presto, sul concetto
semantico, intuitivo, dinsieme ebbene, vedremo, conpghradosso
di Russell che tale concetto non e affatto privo di ambgguktllora,
non e garantito che ogni "modello spontaneo” smpse esente da
incertezze.

% Tra gli ultimi, autorevoli, matematici a difendegaest'opinione, spicca la figura
di G. Frege, autore di un carteggio molto istrattimon solo su quest'argomento,
con Hilbert. Una pregevole sintesi in: G. LolDa Euclide a Godelll Mulino
(2004), p. 70 e seguenti.
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Queste considerazioni impongono di mettere inudisione, sia
pure per sole ragioni di principio, i "modelli imtivi". Al tempo
stesso ribadiscono [l'esigenza di un metodo aliemaper
concludere la coerenza dei Sistemi assiomatici dorehtali come
PA. Tale metodo alternativo non puo che esseredimastraziong
un teorema di un opportuno Sistema assiomatico. eCeeadremo
piu avanti, tale Sistema non pud mai coincidere tmnstesso
Sistema oggetto dell'analisi, cioé del quale vogtiadimostrare la
coerenza (e cio, in realta, € assolutamente mt)itiAllora sara un
altro; ma chi dimostrera la coerenza di quest'@fnkt fin d'ora
perfettamente chiaro che non potremo eccedere preftese...

D'altra parte, il metodo matematico alternativdrg@obe anche
costruire in concreto dei modelli; il che sarebbe assaidizabile
qualora esistessero Sistemi assiomatici in cui siodistinguono
facilmente modelli intuitivi (e non si vedono ragiger escludere
tale possibilita).

Ritornando a PA, dobbiamo quindi dubitare della saerenza,
fino a prova contraria. Ci si chiederebbe, allagaali delle sue
premesse potrebbero essere viziate. Come si puntgiee, dubitare
delle premessealel Calcolo logico classico si rivela troppo detét;
lo approfondiremo piu oltre. Esaminandmlemesseroprie di PA,
si nota che l'unico oggetto realmente questionabiiee che
potrebbe originare contraddizioni, € il principioimduzione: tutto il
resto e una serie di posizioni indipendenti, dejimé dei simboli
propri di PA. In effetti anche se tale principioensbra
metamatematicamente del tutto legittimo, non si psdudere che
esso sia incompatibile con le altre premesse détiBa.

[1.2. Metateorema di correttezza. O no?

Il metateorema di correttezza afferma augni modello di un
qualsiasi Calcolo predicativo classico formale gelmo ordine e
correttd”. In molti testi la sua metadimostrazione & conside
"molto ovvia"; tuttavia ben pochi la presentano.dbiesti pochi, la

* Vedremo pill avanti che la sua validita & genezabile.
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maggioranza ne da una versione che si proclam&riaeta”, anche
se non si scorgono differenze sostanziali con p@&sioni ritenute
complete. La presentiamo a continuazione.

Si deve metadimostrare che le quattro regole tigdutiel
Calcolo predicativo del primo ordine "conservana'verita in ogni
modello. Consideriamo, ad esempio,nilodus ponensla prima
volta, esso operera sugli assiomi, che supponia@® M un
arbitrario modello. Supposto, quindi, che tra glsiami ci siano due
enunciati del tipo "A" e "A.B", il modus ponendedurra "B".Ora,
poiché 'A" & vero e A-B" pure vero, si ha "ovviamente" che
anche B" € vera Per induzione si ottiene poi, abbastanza
facilmente, che ogni altra deduzione debdus poneng corretta.
Un ragionamento simile si puo fare per le altreolegleduttive.

L'induzione usata, di tipo metamatematico, e dibtanaloga a
qguella, sintattica, che opera in PA: prima si cadel nel modo
visto, che la correttezza c'e al "primo livello" diéduzione, cioe a
guello che opera sugli assiomi; eppoi si deducesehgé correttezza
ad un certo livelloi, dev'esserci pure al livellor1 (per farlo, si
ragiona in modo pressoché identico al caso del grivello di
deduzione). Allora, la correttezza deve esserefivata ad ogni
livello di deduzione. Abbiamo gia osservato chee tarincipio
sembra del tutto ammissibile da un punto di vigmantico. Nel
paragrafo precedente, infatti, e stata solo questio la sua
compatibilita a priori con le altre premesse di PA:caso di
contraddizione, si potrebbe, al limite, decideresdpprimere un
assioma piuttosto che l'uso dell'induzione.

Esaminiamo invece la deduzione "owvia" che abbiamo
evidenziato in corsivo; chi potrebbe disapprovadasi assume per
"™ il significato di "implica"? Nessuno, crediamo.alcio che
vogliamo discutere €, appunto, nacessiteche tale simbolo debba
inevitabilmente interpretarsi con un concetto agala "implica”; o,

by

in generale, con un concetto tale che se "A" é eetA - B" vero,
allora anche "B" & vero. Ricordiamoci che ™ & un simbolo senza
significato, definito implicitamente da alcuni assii; cosa potrebbe
convincerci che in ogni interpretazione in cui &disiomi sono veri,

il simbolo "-" deve assumere un significato equivalente a
"implica"?
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Naturalmente, la critica puo, equivalentementeleva riflessa
su "(hormA)oB", di cui "A-B" e un'abbreviazione (cioé: cosa
metadimostra che nori' e "0" debbano interpretarsi come |
semantici "non" e "0"?). Ci sembra che la suddetta
metadimostrazione dia troppo per scontato.

Ritorniamo al nostro primo esempio di Sistema casatico
(par. 1.1) e interpretiamo "A" come "Antonio", urostro amico
innamorato di "B", cioé "Bianca". Ma essa ama Cai@', e Carlo
ama Daniela, "D". Se interpretiamo-™ come "ama", si ottiene
dungque un modello (d'infelicita!). Tuttavia, la ctg deduttiva non e
legittima, come si rileva immediatamente; essa wonserva la
verita: ecco, dunque, un mode#icorretta Ebbene, che cosa esclude
che una situazione simile non possa verificarshaneel Calcolo
predicativo classico del primo ordine? Le posdibitiella Semantica
non sono "semplicemente” infinite: si tratta diiofnito che, come
vedremo piu avanti, supera qualsiasi tipo di indindefinibile in
linguaggio matematico. Il metateorema di correttiepretende che
gli assiomi del Calcolo predicativo classico delinfr ordine
abbiano tradottonteramentein sintassi il significato semantico di
"e", "non", "LI", etc.; cio&, che i corrispondenti simboli siritaitt
non siano interpretabili diversamente. Ma che age@antisce che
sia cosi?

Qualche metadimostrazione fa uso delle tabelledta. Certo,
se rappresentiamo "AB" mediante la tabella del paragrafo 1.8, si
vede bene che per "A" vero e “AB" vero, "B" € pure vero. Ma
connettivi e quantificatori logici non si definisem mediante tabelle
di verita. La loro definizione formale, come sapp@ avviene solo
mediante gli assiomi che devono essere soddisfadintre le tabelle
di verita si costruiscono ammettendo di interpeesempre ¢" con

"0", "non' con "non", e cosi via. Per esempio, quella chgiaaho
costruito allo scopo di definire convenientement&® -"B" €,
appunto,soltanto un criterio per suggeriratome definire %" in
modo da simulare certamente (ma non é detto chmameinte) un
basilare concetto semantico che vogliamo riprodurrénguaggio
sintattico. Formalmente, "AB" si definisce mediantenbn’ e "o",

e questi ultimi mediante il soddisfacimento di ogipni assiomi.

66



Giuseppe Raguni Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

Analogamente, non ci sembra che si possano retdmen
metadimostrare come "veri in ogni interpretaziomdtadizionali
enunciati della Logica classicBdrbara Celarent Darii, etc.).
Piuttosto,assumerlicome tali. Esaminiamo ad esempiestina "Se
nessun pesce € mammifero e qualche animale maniman@mifero,
allora qualche animale marino non & un péscQuello che
normalmente si fa per concludere che si tratta misilogismo
universalmente valido, € osservare che la conalesimon dipende
dal significato degli oggetti menzionati. Se sosiitmo il simbolo
senza significato "P" a "pesce", "M" a "mammifere""A" ad
"animale marino”, si ottiene:Se nessun P € M e qualche A é M,
allora qualche A non e 'P Possiamo infatti rappresentare la
situazione col seguente schema:

| A M

dove, per generalita, abbiamo considerato un'iezé@aé non nulla
tra gli insiemi A e P (questa potrebbe non essemggce quella tra
A e M deveksserci se la premesgaalche A € Me vera; allo stesso
modo, quella tra P ed Mon deveessserci, se la premessassun P e
M é vera). La conclusione segue dal fatto che i pdintitersezione
tra M e A, che esistono sempre, non possono apEaea P. Si dice
allora: "se le premesse sono vere, € anche vecarnausione, in
gualunque interpretazione per P, M ed A". Ci0o éifddscussione;

® Riteniamo superfluo definire i concetti elementdeill'insiemistica informale
(anche chiamata "ingenua"), talmente essi sondtiinita spontanei.
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ma, innegabilmente, lo é fintantoch@e$sund significa "nessuno”,
"qualché, "qualche" e cosi via. Tuttavia, nella struttassiomatica
del Calcolo predicativo classico del primo ordio@me per qualsiasi
altro Sistema assiomatico formale, non esistondbsiimcon un
significato prestabilito: ci sono soltanto deglsiasni, cioe sequenze
di simboli senza significato, che, quando soddisfakefiniscono
implicitamente il significato di tutti i simboli aui puo darsi
significato. Cio vale, allora, sia per "A", "B", "Xetc., che perd",
"nort', "[1", etc. Non c'¢ alcuna differenza formale tra eséi, a
priori, diversa caratteristica logica. Umodello € una qualsiasi
interpretazione semantica dei simboli in cui glsiami sono veri;
solo esso dara unsignificato proprio ed ogni eventuale
"caratteristica logica" a ciascuno di tali simboli.

In definitiva, non vediamo perché debba senz'asdudersi la
possibilita di modelli con un significato diverserpi connettivi e
guantificatori classici; e che, quindi, potrebbeigultare scorretti
Costruire un esempio concreto, non dovrebbe esselte difficile;
tuttavia, I'argomento non riveste molta importanzaé e cio non
incoraggia la sua ricerca. Dalla nostra critica rmmiva, infatti,
nessuna profonda rivoluzione nei fondamenti delltéavhatica: per
la semplice ragione che i modelli scorretti del cod predicativo
classico formale del primo ordine non interessatia.in generale,
non siamo interessati a studiare modelli in dul " non significhi
"qualunque sia" e cosi via per gli altri connettogici! La discussa
divergenza dalla posizione tradizionale, segnalauttgsto
un'esigenza: quella di assiomatizzare parte dei cettin
metamatematici usati (crediamo) ambiguamente nelle
metadimostrazioni vagliate; e cio, perfettamentelimea con le
considerazioni fatte nel paragrafo 1.3. In brevepportunita di
ricondurre tale metateorema a teorema.

A conferma che dietro il "metateorema di corretggznon ci
sia, in realta, che l'esigenza di una opportwavenziong
scopriremo che, in effetti, tale formalizzazioneraduce delle
esplicite condizioni che stabiliscono espressameintémitarsi a
quelle interpretazioni che rispecchiano il tradmate significato dei
simboli logici, risultandone modelli necessarianeettrretti.
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11.3. Metateorema di completezza semantica

Nel 1930 Goédel metadimostré clee un qualsiasi Calcolo
predicativo classico formale del primo ordine é moge, allora
ammette almeno un modélloTale metateorema, chiamaidi
completezza semanticger ragioni che oltre vedremo, ha
importantissime conseguenze. Per ora ci interessiianto
esaminarlo con la stessa ottica, critica, del pafagorecedente. Le
metadimostrazioni attualmente disponibili, pur wotemente piu
semplici dell'originale, restano di notevole conggi&; per cui non
le affronteremo, ma ne tracceremo le caratteristessenziali.

Allo scopo di concludere la tesi del metateoreiinaimo passo
e quello di convenire una definizione meno inforendl modelloe
quindi di interpretazione In concreto, si assume che
uninterpretazione classicaia determinata da umsieme detto
universq tale che, facendo variare in esso le variabiliSistema, si
ottengono proposizioni passibili del valore di téxiero/falsq cioe
enunciati, che soddisfano i principi del terzo escl e di non-
contraddizione. Per essere piu precisijnterpretazioneclassicaée
definita dal soddisfacimento delle seguenti comhizi

a) Esiste uninsieme detto universo U, tale che ogni costante del
Sistema (cioé ogni simbolo cui le regole del Sistenon
stabiliscono la possibilita di sostituzione) siaalkemento di U.

b) Per ogni proposizione E{xXp, ... %) (dove ovviamente le
variabili sono dovute a predicati contenuti in Ejiste una
funzione che, qualunque sia la n-uplax, ... %, di costanti di
U, associa all'enunciato E(xx,, ... %) un valore "V" o
esclusivamente "F" (che semanticamente coincideracon
vero e falsog. In breve, a ognenunciatodel Sistema deve
associarsi un valore esclusivo di veritaroo falso

® Anche tale metateorema sara in seguito opportunngeneralizzato.
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c) Agli enunciati E(X, X2, ... %) € NOrE(X;, X2, ... %) devono
corrispondere valori diversi ("V" e "F" oppure "' "V"),
qualunque sia la n-upla,xxz, ... %, € la proposizione E{xxy, ...
Xn). In breve, se a uanunciatodel Sistema si associa il valore
verg, al negato deve associaialisoe viceversa.

Queste posizioni svincolano il concetto idterpretazioneda
forme vaghe e discutibili dell'intuizione e condizano la tesi del
metateorema all'individuazione di umsieme un concetto certo piu
elementare, ma ancora semantico. rdodellg come sappiamo, &
un'interpretazione in cui tutti gli assiomi sonaiyeioé hanno |l
valore "V". Si noti che "V" e "F" sono, in prinég due valori
diversi qualsiasi: la suddetta definizione elimingni esplicito
riferimento alla nozione semantica di verita, galiezando
drasticamente il concetto di interpretazione. Vanehedunque,
gualunque insieme con le descritte caratteristidmghe se, dal
punto di vista semantico, "V"="banana" e "F'="autada".
Pertanto, come c'era da aspettarsi, il primo pagsso la
formalizzazione del concetto diodello(che si concludera con una
sua completa codifica nel linguaggio della Teosai@matica degli
insiemi), implica una rinuncia a tentare di tradudintegrale,
intuitivo, valore semantico racchiuso nel conceitoerit.

Le diverse metadimostrazioni del metateorema diptetezza
semantica fanno tappa su non pochi sotto-metateoceetammi,
usando linduzione ed altri principi elementari. finalmente,
concludono l'esistenza di un modello, nell'ipotistoerenza, senza
costruirlo  effettivamente: si tratta, dunque, semprdi
metadimostraziomon costruttive

Malgrado la complessita e la lunghezza di tal
metadimostrazioni, l'unico appunto che ci sembrpodpno fare,
cercando di giustificare I'esigenza di un critepiol rigoroso per
dedurre la tesi del metateorema, riguarda profusmldel concetto

" Che poi un simile concetto "di verita" abbia soairteresse metamatematico &
un discorso diverso.
8 Conseguentemente, I'assunzione della suddettaziefia dovrebbe facilitare la
considerazione di un modello che violi I'enuncidéd metateorema di correttezza,
cioé scorretto.
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informale diinsieme e cio per la sua intrinseca ambiguita, come
rileveremo immediatamerite

[1.4. Paradosso di Russell

Abbiamo gia usato diverse volte il concetto diiense, per la
sua primitivita; ma sempre in modo intuitivo, infosle. Tuttavia, le
precedenti metadimostrazioni e molte delle metadtraaioni della
Teoria informale (o0 ingenua) degli insiemi, ne fanon uso
profondo, con risultati non certo vicini all'intione. In effetti, tale
Teoria, introdotta nel 1874 da Cantor, produsse riiltati di
enorme interesse, ma al di fuori della rigorosateresssiomatica
proposta da Hilbert; piu avanti li riassumerema:. eesto, ma non
soltanto, fu duramente e ingiustamente attaccatmaléi; ma non
certo dallo stesso Hilbert, che la considerava Pamadiso da cui
nessuno potra mai cacciarci”. In ogni caso, c'&sigenza di dar
maggior rigore e dissipare tutti i dubbi in pareaelgionamenti che,
facendo un uso profondo di concetti insiemistice ctestavano
informali, giungevano a risultati ritenuti da mokil'epoca, piuttosto
inquietanti o destabilizzanti per la Matematicaali®d canto, tale
prudenza era ben giustificata: prima ancora deiltas di Cantor,
Russell aveva scoperto un paradosso sul conceitisidime.

Un insieme pud avere altri insiemi come elementi.
Consideriamo un insieme | che ha per elementi glitinsiemi che
godono di una certa proprigba Sembra ammissibile chiedersi se lo
stesso | goda della proprigtanel qual caso | avrebbe | stesso come
elemento. Consideriamo, ad esempio, l'insiemetutti gli insiemi
con almeno tre elementi. E certo che di tali insies ne sono
parecchi: certamente almeno tre. Pertanto | comtis stesso. La
stessa cosa succede per l'insieme di tutti glemscon un numero

° La metadimostrazione di completezza semanticaevéevolte criticata anche per

il suo non finitismo cioé perché usa esplicitamente collezionindiniti elementi.

Tuttavia, i concetti dfinito edinfinito sembrano cosi fondamentali da poter essere

usati senza equivoco, in metamatematica. Cio nam €onflitto col fatto che,

invece, ci siano dei seri problemi nel cercardpmtiodurli in linguaggio puramente

matematico, come oltre si vedra. Le due prospesive assolutamente differenti.
71



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

infinito di elementi: anche di tali insiemi ne dei%o infiniti;
dunque, per definizione, tale insieme contiengesss.

Una sardina € un insieme? Dipende da come ci anatti
d'accordo. Se conveniamo che no, allora l'insiemeli tutti gli
insiemi che non contengono sardine, non puo corgesardine;
pertanto contiene sé stesso come elemento. Seeimgardiamo
una sardina come un insieme, sara un insieme dinorg non
conterra sardine. Quindi | conterra sardine e alloyn sé stesso. In
ogni caso visto, la domanda se un certo insienmiiene sé stesso
sembra avere significato, né si vedono per oreomagier cui non
debba averlo.

Ma se ha sempre significato, allora ha pure gicatd
considerare l'insieme P di tutti gli insiemi chenncontengono sé
stesso. Chiediamoci se P contiene P. Se lo conta@loea P € un
insieme che non contiene sé stesso; assurdo. Afaran contiene
sé stesso; ma allora, per definizione di P deveardppere a P;
ancora assurdo.

E certo che tale paradosso non segnalaelzessitadi dover
prendere qualche tipo di provvedimento logico, datee non
conclude che tale concettosémpreparadossale: cosi sarebbe se |l
linguaggio metamatematico fosse matematico (clajgsima per
fortuna &€ semantico; avverte soltanto che, per nsieine, la
proprieta di appartenere o non appartenere a s&ogbel0 condurre a
un paradosso. Basterebbe quindi evitare tale nezodimenticarsi
dell'accaduto. Ma chi ha un minimo di esperienz8atematica sa
bene che un'affermazione matematica o0 metamatemnéagcinfinite
forme equivalenti, cosicché "evitare la nozioneudioappartenenza
0 non autoappartenenza" si rivela in generale umpdo
nient'affatto banale. Per esempio, si pensi a gienme il cui
generico elemento resti imprecisato in buona pdela Teoria;
ogniqualvolta si faccia unimposizione o una suppose su tale
elemento, bisognerebbe ricordarsi di consideragee@&ludere) il
caso in cui esso puo coincidere con l'insieme diepaa. Per fare
un'analogia con l'usuale linguaggio matematicotéoria privo di
ambiguita), si pensi a quanto sono numerosi, settdistribuiti in
ogni tipo di equazione, gli errori dovuti a unaigigne per zero; e
ci0 malgrado non ci sia niente di piu semplice @&arch perché
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propriamente assiomatico, dello stabilire che n@n significato
dividere per zero. Se cio si verifica in un linggeg matematico,
possiamo immaginare cosa puo succedere in un ambitoprivo
d'ambiguita come quello metamatematico. Tale iezed € quindi
in grado di contagiare in modo non facilmente pddviée |

metateoremi che fanno uso del concetto di insieme.

1I.5. Teoria assiomatica degli insiemi

| precedenti quattro paragrafi hanno evidenziatoblemi e
disaccordi circa alcuni principi semantico-logicsati in alcune
metadimostrazioni. Una via di uscita, come dettiopaeagrafo 1.3,
guella di assiomatizzare i concetti che hanno oaig il dissenso o
il nonsenso. In particolare, il concetto diodello e quindi di
insieme Tale assiomatizzazione dovrebbe ricondurteoaemitanto
la correttezza come la completezza semantjcalimostrare la
coerenza di PA e, possibilmente, fare lo stessoafter Sistemi
assiomatici fondamentali.

La Teoria assiomatica degli insiemi (nel seguifd) € un
Sistema classico formale che assume gli assiond@ eedole del
Calcolo predicativo classico formale del primo aoeli con
uguaglianza; a cui, come ogni altra Teoria, aggudellepremesse
proprie. Esistono tre versioni di essa, tutte sostanzialene
equivalenti: NBG (da: von Neumann, Bernays, GOd&F, (da
Zermelo e Fraenkel) e MK (da Morse e Kelley). Lamar e
strutturalmente la piu semplice, perché ha solta@tassiomi propri
e nessuna nuova regola deduttiva. Nelle altre dities ad assiomi
propri, sono presenti "regole deduttive assiomatiah "schemi di
assiomi"; cioe, regole che generano infiniti assioBpiegheremo
piu tardi le ragioni che giustificano l'opportunith questo tipo
particolare di regole deduttive. Intanto, in ci®@degue, prenderemo
a riferimento la Teoria logicamente piu sempliceecNBG. Per i
nostri scopi, non €& necessario presentare tuttiagBiomi, né
approfondire molte questioni tecniche; ci limiteeerad alcune
osservazioni di carattere generale. Cominciamo cona
classificazione degli assiomi in base a un cera@grdiintuitivita,
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comprensiva sia di una spontanea interpretabgditadi una ragion
d'essere (d'essere assioma), alla luce della paridea di "insieme"
che possediamo:

1. Alcuni assiomi éstensionalita esistenzadell'insieme vuoto
esistenza dellhione esistenza daeifiterseziong sono
abbastanza intuitivi. Ad esempio, quello dstensionalita
traduce il fatto che se duasiemi hanno gli stessi elementi
sono uguali (il viceversa & un teorema). Lo ri@ord come
esempio: UxOy (O0z (zOx < zOy)-x=y ). Si noti il
nuovo simbololl, di appartenenza. Il simbold sara invece
usato per semplificare la sequeimzsnl].

2. Altri assiomi (dellacoppia di fondazionedelcomplementare
della permutaziong di scelta, dellinsieme delle par}i sono
moderatamente intuitivi. L'assioma di fondazione dwame
conseguenza che unsiemenon pud appartenere a sé stesso:
se x e uninsieme si ha sempre [Xx. Allora, il paradosso di
Russell non pud sussistere perché la collezionéutti gli
insiemi che non appartengono a sé stesso (ovvero diglutti
insiem) non puod essere unsieme altrimenti, conterrebbe sé
stesso e questo non & possibile peringieme L'assioma
dellinsieme delle parte:[ x Ly 0 z(z0y«—z O x), dove Z1x
(che si legge "z e umottoinsiemedi x") € un'abbreviazione
di: [ t (tUz - tUx) (cioé "ogni elemento di z & anche elemento
di x"); quindi, letteralmente afferma: "per ognsieme esiste
I'insieme di tutti e soli i sua@ottoinsient.

3. Altri assiomi (deliinfinito, di rimpiazzamentp non possono
dirsi intuitivi. Quello dell'infinito, con una tedra inaspettata,
assicura l'esistenza di umsiemecon infiniti elementi; quello
di rimpiazzamento, diinsiemi i cui elementi godono di
proprieta di un certo tipo (nient'affatto spontaneo

Al di la del fatto ovvio che tale classificazioaaliscutibile, si &
voluto semplicemente sottolineare che non tutti agisiomi della
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Teoria sono intuitivi nel senso prima convenuto; &&#mbra davvero
innegabile.

Evidenziamo ora alcune proprieta salienti deledngt. Intanto,
Tl e ben definitg in quanto esso aggiunge solo assidisiinguibili
al Calcolo classico predicativo del primo ordine eguaglianzg.
Ogni elemento di umsiemeé anche uimsieme Non esistono, cioe,
"elementi allo stato puro”: ogni ente della Tea@rianinsieme

L'assioma delhsieme vuotoafferma: C10t (t01), cioé
semplicemente che esiste un insieme | che nonetaielementi,
indicato normalmente coml; esso, tra l'altro, permette che una
catena di affermazioni del tipo: "a € un insieme cbntiene b che
contiene c¢ che contiene d..." non sia sempre tafihiinsieme vuoto
e sottoinsieme di un qualunque insieme, anche @tesso. Infatti,
per definizione dill, se t & un insieme qualsiasi,) ! implica
qualsiasi cosa, essendo falso. Allora e \ergarticolare anche
Ot @00 - tOx), cioé appuntdl LI x, per ogni insieme Xx.

L'assioma deihsieme delle partisi limita a supporre
I'esistenza, per ogni insieme I, dell'insieme i flsuoi sottoinsiemi
(usualmente indicato con P(I) e anche detto insigefle partidi I).
Peraltro, l'unico criterio che la Teoria forniscer ostruire tale
insieme, resta quello basato sulla definizioneldixz

L'assioma dsceltae abbastanza famoso e merita qualche riga di
commento. Supponiamo che un insieme abbia comeealemegli
insiemi non vuoti, anche di numero infinito. L'asea di scelta
afferma che esiste un insieme formato da un elem®rdel primo
insieme, un element® del secondo, e cosi via per tutti. Anch'esso e
una semplice dichiarazione di esistenza e non daunecriterio per
costruire I'insieme: infatti, non e escluso chelquao degli elementi
e sianon individuabile E famoso fondamentalmente per il fatto che,
pur essendo spontaneo (tanto da passare inizi@nmeogservato a
parecchi, tra cui Russell), non possa dedursi deorema: infatti, si

N

e metadimostrato che e indecidibile. Alcugstruttivisti (seguaci

1% |n verita, aggiunge anche delle regole grammaitjmalprie per i nuovi simboli
usati (che omettiamo). Tuttavia, come si puo immagg, tali regole sono sempre
prive di ambiguita, cosicché il fatto che esse atiarino ladistinguibilita degli
enunciati & metamatematicamente indubitabile.
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della Logica intuizionista, per esempio) hanno, gaia, sollevato
una critica che si puo rendere con la seguente Wdan&onica:
"avete visto che, poi, siete stati costretti a supp di poter
caratterizzare alcuni esistenti (possibilmente nodividuabili),
assumendo per loro una certa nuova proprieta, &liappartenenza
ad un nuovo insieme?" Invero, questo assioma eaondizione che
limita parzialmente il grado di non individuabiliggrima assoluto, di
certi esistenti classici. Tuttavia, tali oggetstano indeterminati per
ogni altro aspetto oltre il fatto che debbono apgeere ad un
insieme; e quindi possono continuare ad esseregenerale,
assolutamente irraggiungibili, senza che cid0 compatcuna
contraddizione. Ovvero: accettiamo lironia ma canamo con
immutata coerenza, fino a prova contraria.

Come detto, l'assioma di scelta & stato metadiatosessere
indecidibile in TI, grazie ai risultati di Godel 9438) e di Cohen
(1963) (i quali hanno anche concluso lo stesso I'geotesi del
continuq di cui parleremo). Ma perché tale assioma e 3aciEe®
Inizialmente, non pochi matematici erano convintpdterne fare a
meno; l'opinione é cambiata quando si e visto chdtemsue
conseguenze o equivalenze sono davvero intuitiveopmmbrtune:
anche noi ne vedremo qualcuna. Ci sono per0 anepgk effetti
indesiderati che discuteremo piu avanti.

Tutti gli assiomi di Tl sono espressioni dalimo ording in
qguanto i quantificatori agiscono sempre e solorgiemi, cioé su
elementi dell'universo. Nella Teoria Tl non sonamgue consentite
espressioni di ordine successivo al primo.

11.6. Insieme dei numeri naturali

Prima che la Teoria formale TI possa trattare mite
fondamentali discussi precedentemente, é necestefiiore in essa
alcuni strumenti matematici di base, nonché I'm&edei numeri
naturali. Lo faremo con lintenzione di essere cltnp pur
sintetizzando il piu possibile gli aspetti tecniBeraltro, il lettore
che si limitasse a una fugace lettura di questnuldovrebbe essere
perfettamente in grado di seguire I'argomento.
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L'assioma dellaoppia
Ox0OyLz0OwwOze(w=x o w=y))

afferma che se x ed y sono due qualsiasi insiesmsfesl'insieme z
costituito solo e soltanto da x e y. Introduciammobtazione z={x,y}
come abbreviazione di tale assioma; informalmesgsa si legge: "z
e l'insieme che ha solo e soltanto x e y come eién(@etto insieme
coppig". Analogamente, z={x} € una abbreviazione delrézoa
O x LzO wwOzeow=x), che si deduce dall'assioma della coppia
per x=y. Le scritture che usano parentesi graffenicate
rappresentano altre abbreviazioni del tutto sp@#aRer esempio,
z={{x}} e un'abbreviazione di: "z={t} e t={x}" e cosi via. In tal
modo, la scrittura z={{x},{x,y}} € l'abbreviazionedi un teorema
(piuttosto lungo scritto per intero) che stabiliste, per ogni coppia
di insiemi x ey, esiste I'insieme che ha per elgménsieme che
contiene soltanto x e l'insieme che contiene sttaned y. Tale
insieme si chiama&oppia ordinatadi x e ye si indica brevemente
con (x,y). E importante perché, a differenza delitme coppia,
distingue brdinetra x ed y: lacoppia ordinatadi y e x cioe (y,x),e
infatti un insieme diverso dal precedente: conti§jeal posto di
{x}. Dati due insiemi A e B, non vuoti, si definiscprodotto
cartesianodi A per B (notazione A-B) l'insieme di tutte leppie
ordinate (x,y), con x e y arbitrari elementi, ricp@amente, di A e B.
Tradotto in simboli di Tl, tale definizione corrspde a un teorema
che afferma l'esistenza dell'insieme suddetto. @gieme di coppie
ordinate (x,y), con x e y arbitrari elementi, rigp@amente, diAe B
(ovvero ogni sottoinsieme di A-B), si definisceambne binaria tra
A e B. Per l'assioma delle parti, esiste anchaiédme di tutti i
sottoinsiemi di A-B, ovvero di tutte le relaziorinérie tra A e B.
Ancora una volta, su un piano metamatematico, mda altro che
chiamare in un certo modo un insieme, la cui esrsiec assicurata
matematicamente, cioé da un teorema. Infine, sinideéfunzionef
di A in B, una relazione binaria tra A e B tale cke (x,y) e (X',Y)
sono due arbitrarie coppie ordinate di f, si ha: otve'-y=y'. In
altri termini, in una funzione, il compagno di ulermento di A € un
unico elemento di B (mentre un elemento di B puseescompagno
di piu elementi di A). Il teorema che afferma ltenza dell'insieme
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delle funzioni di A in B, per ogni A e B non vuo#,una sequenza
assai lunga di simboli di Tl, come il lettore avrduito. Questo
"difetto” € tipico di TI: enunciati anche abbastarsemplici possono
avere enorme lunghezza e complessita; ci0 scoraggasiasi
tentativo pratico di esplicitare ogni teorema di il linguaggio
puramente simbolico. Cio che € importante dal paitadsta logico
e che si puo fare; maessunolo fa, non solo perché il risultato
sarebbe straordinariamente difficle da leggere, swograttutto
perché non darebbe alcuna utilita. In cambio, é@iasstesa la
notazione insiemistica "spontanea”, di cui sonogsde parentesi
graffe per indicare insiemi e le tonde per le neuptdinate. Se &
una funzione tra A e B, con la notazione f(x) snaene di indicare
il compagno di x, elemento di B; cioe, se, come primgichiamo
quest'ultimo con vy, si ha: y=f(x). Limitandoci adawe un linguaggio
spontaneo, definiamo ur@rrispondenza biunivocaa due insiemi
A e B: unafunzionef in cui f(x) esiste per ogni elemento x di A e in
cui se X#X, allora anche f(®#f(x2). Inoltre, per ogni y
appartenente a B, deve esistere un x di A taleyefi&). In breve,
unacorrispondenza biunivocaa A e B e una funzione "uno a uno”
che coinvolge ogni elemento di A e di B. Questarsgnto consente
alla Teoria Tl di "contare" gli elementi di un iesie, come
chiariremo.

In Tl si puo dimostrare il seguente teorema: es@ieno un
insieme N, almeno un insiemeg, xalmeno una funzione s tra N eeN
almeno due funzioni "+" e "-" tra N-N ed N, tali derificare le
seguenti condizioni:

1) %N

2) LI XN (s(X)LIN)

3) LI xON (s(X)# Xo)

4) OxON OyON ((s(xFs(y)-x=y)

5) LI XN (x+%0=X)

6) LI xUUN O yLN (x+s(y)=s(x+y))

7) L xUN (X-%=Xo)

8) LIxON O yON (x-s(y)=x+x-y)

9) LIMOP(N) ((x0OM eld xOM(s(x)IM)) - M=N)
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dove per le funzioni + e - si conviene scrivere xety-y anziché
+(x,y) e -(x,y). Commentiamo subito che un lettdogtimista”,
secondo lo stesso significato dato nel primo parfagrdovrebbe
concludere che gli "spontanei naturali" soddisfaalo condizioni.
Infatti, posto ¥=0 e s(x)=x+1, si vede bene che le condizioni 1)-8)
sono equivalenti agli otto assiomi di PA. Innegatghte, invece, c'é
un po di incertezza per stabilire esattamenteaitigrdi affinita della
condizione 9), chiamatg@rincipio di induzione completacon il
principio di induzione di PA: infatti, nella 9) gparla di un
gualunque sottoinsieme di N (P(N) sta per l'insieleie parti di N),
mentre nel principio di induzione di PA, di una humue
proposizione di PA con almeno una variabile liber& un'esatta
corrispondenza tra le due cose? Vedremo. Comunque,
quest'incertezza non sembra questionare la spatatated principio
di induzione completa: se un sottoinsieme qualsiabki contiene lo
zero e il successore di ogni suo elemento, allatal éutto intuitivo
che contenga tutti i naturali. E poiché non puotepnere elementi
che non siano anche di N, essendo un suo sottmiasiee segue che
coincide con N. Ma queste osservazioni "fiduciasai sono che un
semplice commento: ricordiamoci che dobbiamo wifiat in
principio qualunque intuitivita dei naturali e gsialsi affinita
(oltretutto non perfettamente precisata) delle sttédcondizioni con
gli assiomi di PA.

Ora, risulta che esistono infiniti insiemi che dfiano le
precedenti condizioni. Tuttavia tutti questi insiesono tra loro
isomorfi Definiremo piu avanti cos'é esattamentésamorfismatra
due insiemi: farlo adesso sarebbe un inutile appesanto. Per il
momento é sufficiente anticipare il commento, pisttb vago, che la
differenza tra due arbitrari insiemi isomorfio,Ned N, non e
operativamentaignificativa.

Senza supporre, peraltro, alcunché di particoiiciamo N uno
degli infiniti insiemi, arbitrariamente scelto, cheoddisfano le
precedenti condizioni. Lo diremansieme dei numeri naturali
Mediante N, svilupperemo i successivi discorsiemgndo certi
risultati. Poi, quando parleremo dell'isomorfisnebjariremo quali
conseguenze avrebbe avuto sullo studio fatto,dlasdi un insieme
diverso, isomorfo a N. Gli elementi di N saranndaaiati numeri
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naturali "insiemistici" per sottolineare che hanmoa definizione
formale e non intuitiva; di fatto, dato che appageno ad un
insieme sono anch'esgisiemi

Disponendo di N e dei suoi elementi, in Tl & pogsidefinire
rigorosamente le n-uple di insiemi, dove n € un urze
insiemistico: semplicemente, gli insiemi che possessere messi in
corrispondenza biunivocaon linsieme: {1, 2, ..., n}. Un criterio
formale di "conteggio”. Inoltre, si possono defenainche len-uple
ordinate (o successionordinate o sequenze ordinatedi n insiemi
(a0, &, ... &), come ovvia generalizzazione delle coppie ordinat
Con tali definizioni si € quindi in grado di fornedare
rigorosamente in Tl il concetto di "sequenza ortiindi simboli",
cosi fondamentale, come visto, per la definizioneurd qualsiasi
Sistema assiomatico. Soltanto, bisogna prima farhsi i simboli
siano convertiti in veri e propimsiemi

Conseguentemente, si possono anche generalizzaiaziont
quelle n-arie tra n insiemi a&, ...a&, sono definite come insiemi di
n-uple ordinate, costituite da un elemento dip®i uno di g, ...etc.,
fino ad & Queste ultime serviranno a formalizzare i preilica
classici, come vedremo.

[1.7. L'unificazione della Matematica

In apparenza, la potenza della Teoria Tl &€ scgerde per la
Matematica. La formalizzazione del concetto diense, infatti, non
ha come unico risultato la risoluzione dei problgmacedentemente
esposti; ma comporta che tutta l'ordinaria Matetaatpossa
svilupparsi all'interno della sola Teoria assiometdegli insiemi.
Tuttavia, tale spettacolare traguardo epistemoton@icondizionato
da alcune fondamentali limitazioni che, fin d'ordagniamo utile
riassumere in tre punti:

1) I vantaggi offerti dalla riduzione insiemistica ®on
esclusivamente di natura concettuale e non pratitatti, come
abbiamo gia osservato, la completa formalizzaziornd di una
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proposizione anche banale puo dar luogo a un'ingpribpe
complessita.

2) Ogni ambiguitd semantico-logica risolta dalla folizzazione
offerta dalla Teoria TIl, non "sparisce”, ma siaua nella
metamatematica che definisce e interpreta il ligguadi TI.

3) Non sempre la rappresentazione in Tl € in gradopdodurre
fedelmentdl Sistema originale, anche nel caso in cui esao s
formale.

Naturalmente, cercheremo di illustrare con la M3&ss
profondita gli ultimi due punti. Per il piu importee di essi, il terzo,
sara necessario spingerci fin nella terza Partéldel

Cominciamo col chiarire qual @tdinaria Matematica che puo
essere rappresentata in Tl. Sia SC un qualsiansasassiomatico
classico. Le regole grammaticali e deduttive speaniio delle
collezioni: delle proposizioni e dei teoremi. Se pdssibile
interpretare tali collezioni con gli enti della Teo Tl, cioé con
insiemi il Sistema assiomatico si dirappresentabilan Tl. Come
si vede, € una condizione abbastanza larga. Sediacoo la
definizione di Sistemaen definitg in essa si parla di "insiemi" o di
collezioni, delle proposizioni e dei teoremi. Ofa,e stato costruito
proprio con l'obiettivo di rendere i suoi enti matici, gliinsiemj
guanto piu simili e compatibili con gli "insiemi" etamatematici (o
collezioni); assumendo che cio sia realizzato ilonsoddisfacente,
si converra che ogni Sistema assiomaliea definitg formale o no,
e rappresentabile in TI. Pertanto, nel seguito attememo sempre
che la Matematica rappresentabile in Tl sia seraplente tutta
guellaben definita cioe, tutta quella che normalmente é chiamata
"Matematica".

La tecnica di rappresentazione in Tl &€ semplicasmeuella di
formalizzare nel suo linguaggio pgemesselel Sistema SC, cioé gli
assiomi e le regole, grammaticali e deduttive, degfultimo.
Dunque, la metamatematica che fonda la Teoria mstica SC
viene codificata in linguaggio insiemistico e la ofia stessa
rappresentata all'interno di TI come un insiem@siemi (chiamato
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talvolta Strutturg. Nel seguito vedremo con un certo dettaglio come
cio si realizza e le sue conseguenze. Comunque gnar@ematuro
abbozzare fin d'ora il nocciolo della questione. deamantica che
fonda il Sistema arbitrario SC puo essere divisalue parti: la
semantica relativa alle premesse del particolateolbapredicativo
classico formale del primo ordine su cui SC e lmgete pertanto
diremo classicg; e la semanticgropria, relativa alle premesse
proprie di SC. Con 'relativa alle premesse"”, includiama &
semantica chealefinisce le premesse, sia quelleontenutanelle
premesse (se il Sistema é formale, sara conterultant® nelle
regole grammaticali e deduttive). Quando SC vieppresentato in
Tl, la semantica classica "sparisce"” solo appanegée: infatti essa
“rientra”, immutata, nelle premesse classiche dilLTdliminazione
della semantica propria, invece, rende in genarafefedele(in un
senso che fra poco preciseremo) la rappresentazoometutto cio
che ne consegue.

Ma esaminiamo piu accuratamente i passi della
formalizzazione, mantenendo l'intento di non apptsala lettura
con troppi tecnicismi. Le proposizioni di SC vengospecificate
dalle sue regole grammaticali, una cui parte sasbn (di norma
preponderante) e costituita dalle regole grammiatieh particolare
Calcolo predicativo classico formale del primo aedsu cui si basa.
Il primo passo € la definizione in Tl dell'insierdetutti i simboli
usati da SC, diciamolo S. Di S fanno parte i simblalssici:non e,
[], etc.; ma anch'essi devono essere considerati dosiemi,
poiché ogni elemento di un insieme €& un insiemerdde saranno
oggetti checorrispondonoai simboli classici ma in realta affatto
diversi da loro. Li distingueremo con un asteriseort, e*, []*,
-* etc. Allo stesso modo, deve introdursi un insenm
corrispondenza di ogni predicato e simbptoprio di SC. Per fare
un esempio molto semplice, supponiamo che in SQisimito il
predicato a due variabili "x e triplo di y", rappemtato dalla
notazione {x,y) ed opportuni assiomi. Poiché x e y sono \mliin
un insieme universo U, l'insieme delle coppie aatbndi x e y tali
che x e triplo di y, € un sottoinsieme di U-U, cioga relazione
binaria tra U e U. La formalizzazione d{xXTy) comincia, quindi,
con lintroduzione di un insieme coppia ordinatee ghossiamo
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chiamare (x,y), per ora semplicemente un generico elemento di
U-U. Supponendo che "x é triplo di y" sia l'uniaegticato, avremo
pertanto:

S={norr, e*, L1* etc., x*, y*, a*, etc., p*, ...p*, (X,Y)7}

dove p, ... g sono i simboli propri di SC e (xj)U-U. Se &
presente anche l'uguaglianza (una circostanza censirntrodurra
un‘altra relazione binaria, il cui generico elenoergotremmo
chiamare (x,}). In generale, per ogni predicato ad n variabili
P(X1,...Xn), Si introdurra una relazione n-aria tra element” (cioé
U-U-...-U, nvolte). Cio e sufficiente per quanto araguarda, cioé
per la definizione dei simboli S; ma, naturalmem¢ecoppie (0 n-
uple) introdotte dovranno poi caratterizzarsi isddagli assiomi che
definiscono formalmente i predicati.

Completata la definizione di S, si passa a defitimsieme delle
proposizioni di SC, diciamolo P, cioé null'altroecliinsieme di
opportunesequenze ordinatdi elementi di S. La formalizzazione
delle regole grammaticali del Calcolo classico, cpde senza
problemi; come esempio, formalizziamo in Tl, adepelo tuttavia
la notazione insiemistica spontanea, la regola graticale implicita
"se A é una qualunque proposizione anmubeA lo é":

(S, 9,...5)OP > (nor¥, sy, &, ... $)0OP, O (51, &, ... §)0"

Questa, naturalmente, non € altro che un'espressiefinitoria
implicita di P.

Per completare la definizione di P si debbonofponalizzare
anche le regole grammaticafiroprie di SC. Normalmente, la
semantica che definisce le regole grammaticali neogei Sistemi
classici si limita ad usare concetti pienamentemédizzabili in
linguaggio insiemistico; in essa tipicamente, camaenoi visto nei
primissimi esempi, si usa di nuovo il concetto diequenza
ordinata", che sappiamo essere perfettamente faxzahlile in TI.
In termini piu esatti, vogliamo dire che ogni prejmone (corretta)
di SC e rappresentabile con un'opportuna stringanaboli di TI; e
che, fissata una stringa qualsiasi di simboli di &lpossibile
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concludere, sulla sola analisi della sequenzaw®issmboli, se essa
rappresenta 0 no una proposizione (corretta) dilBQuesto caso
diremo, appunto, che le regole grammaticali propoieofedelmente
riprodotte in linguaggio insiemistico; ovvero, che la semeaatche
le definisce viene soppressa senza difetti daltfificazione in TI.
Come dicevamo, non é affatto limitativo supporre cio si verifichi
sempre: di norma, infatti, il rispetto della gramita obbedisce
soltanto a principi di idoneita "strutturale" delpeoposizioni; e, in
ogni caso, un eventuale (inusuale) criterio irridilmente
semantico nella selezione delle proposizioni pugess inglobato
nelle regole deduttive, cioé nella definizione 'déliettivo finale: i
teoremi.

Passiamo alla definizione dell'insieme dei teoresni SC,
diciamolo T. Come in precedenza, degli assiomigeleededuttive,
possiamo distinguere una padassicae una part@ropria. Per la
parte classica, si impone in primo luogo che ogopla ordinata di
simboli-insiemi rappresentata da un assioossico di SC, sia
elemento di T (ricordiamo che in ogni Sistema dtagsogni
assioma €& un teorema). Si prosegue formalizzandaetmle
deduttive classiche, cosa che produce delle caedzioni
implicite per T. Come abbiamo accennato nel pafadré, le regole
deduttive del Calcolo classico richiedono di digtiare, per ogni
variabile contenuta in una proposizione, se esggparente o libera.
Ebbene, anche ci0 pud tradursi senza problemi rnigulggio
insiemistico, grazie ancora alla formalizzazione 'gequenza
ordinata”; per esempio, tramite essa possiamoicadifil fatto che
una variabile x* sigprecedutada [J* o [*, nel qual caso sara
apparente. Conseguentemente, puo avvenire la fazaalone di
sostituzionee modus ponensAd esempio, lamodus ponensi
codifica con la seguente espressione definitorfiaita di T:

(s1...s)0T e (5.8 =%t t)OT) = (t...t)OT, 0 (s1...8) 0
P

La definizione dell'insieme T dev'essere poi catgih con la
formalizzazione di tutti gli assiomi e regole deoi proprie. Come
abbiamo anticipato, questo € il punto critico. Auatto, tali regole,
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per funzionare, potrebbero richiedere di assegname valore
semantico alle proposizioni, caso in cui SC noreldae formale.
Evidentemente, il linguaggio simbolico del formalé non potra
riprodurre questo tipo di deduzioni. Ma anche rasccin cui SC é
formale ci potrebbero essere dei problemi. Ricondizhe il rispetto
della formalita per il Sistema, impone soltanto ¢dgroposizioni
siano prive di significato; ma la definizione dejeemessedel
Sistema si realizza con un linguaggio semantico cgidle non
abbiamo fatto nessuna particolare ipotesi. Ad esampa
specificazione della collezione degli assiomi prajar aggiungere a
quelli classici, potrebbe non essere pienamentedytibile in
linguaggio insiemistico formalizzato. Per portar@ @sempio
concreto, sia S un Sistema formale dotato di unethmdV, per il
guale supponiamo un buon grado di intuitivita eqireocabilita
d'ambito metamatematico (come il modello euclideellad
Geometria). Consideriamo ora il Sistema S' ottend@® S
aggiungendo come assiomi tutti gli (infiniti) enwaic di S che,
interpretati in M, risultanoveri. Se S eben definitoe se, come
stiamo supponendo, non ci sono problemi per ingéape un
arbitrario enunciato E in M e rilevare il suo vaati verita, allora
anche S' den definitg essendo i suoi assiomtistinguibili (par. 1.9).
Inoltre, la formalita e rispettata: € necessariderpretare gli
enunciati di S in M, solo allo scopo di stabilir® $ono 0 non sono
assiomi di S'; una volta fatto cio, S' deduce seatmdbuire alcun
significato agli enunciati, come S. Ebbene, e glesriprodurre in
linguaggio formale insiemistico il riconoscimentdiec un dato
enunciato di S € un assioma di S'? In Tl non cosdifficolta per
definire un insieme che rappresenti la collezioeglidassiomi di S',
perché, come vedremo presto, e possibile sia farra@ak il concetto
di modello, sia introdurre un&unzioneche rappresenti la verita
relativa ad esso. Ma definire un insieme per raggr@re una
collezione non significa necessariamente aver ttadormalmente
tutte le proprieta che si considerano metamatearagote valide
per la collezione stessa. E, dunque, tutti i aritee consentono di
concludere o escludere se un certo elemento apparta detta
collezione (caso in cui, appunto, diremo che lapragentazione
della collezione dedel§. Nel nostro caso, il criterio coinvolge il
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concetto di verita relativo al modello M; e, combb@mo gia
constatato nella definizione di interpretazione pielagrafo 11.3, la
verita formalizzata non pud che prendere le digadalla verita
semantica. Chiaramente, se all'interno di Tl nossdo possibile
riconoscere tutti gli assiomi di S', qui non saeelleanche possibile
riconoscere tutti i teoremi di S'. In concreto, tstan teorema di SC,
e linsiemet* la sequenza ordinata dei simboli-insieme ad esso
corrispondente in Tl. Se T e l'insieme che rappriesta collezione
dei teoremi di SC, alla dimostrazione ché un teorema di SC,
esistente ed individuabile in seno a SC (per la buana
definiziong, dovrebbe corrispondere la dimostrazione deliieraio
"t*JT" in seno a Tl. Nel caso in cui la rappresentagimsiemistica
non siafedele tuttavia, tale dimostrazione potrebbe non piteess
disponibile; cioe, t*LUT" essere indimostrabile in TI. In altri
termini, la metamatematica che fa riferimento abt&8na TI,
potrebbe non riconoscertitti i teoremi della Teoria SC qui
rappresentata. Perche essa non puo interamenteergeppilla
metamatematica che si riferiva all'originale Sisae8C, la quale é
stata eliminata nella rappresentazione insiemistica

Pur mancando, per il momento, prove direttaat fedeltye si
puo ancora sperare che tutti i Sistemi formali cid@delmente
rappresentabili), sembra percio del tutto opportwemsiderarla
come possibile. Alla chiacchierata appena fatta rm@remo,
pertanto, alcun peso conclusivo: il suo scopo,din, € soltanto
quello di sollevare il dubbio. Solo nella Partezterin effetti, quando
si potra ricorrere al concetto dunzione ricorsiva si avra a
disposizione un criterio formalizzabile perféeltarappresentativa
e si potranno riportare degli esempi incontrovdrtibAllora
osserveremo anche che, a rigore, non c'e nullancpedisca di far
"rientrare" nella metamatematica definitoria dest&ma TI, ogni
specie di semanticpropria relativa alle premesse di un Sistema
qualsiasi; cioe di ovviare sempre atlan fedeltarappresentativa. |I
problema, piuttosto, e il prezzo pagato, che velngiebbe ['utilita
principale della rappresentazione insiemistica

' Infatti, troveremo che cid implicherebbe la peaditdelleffettiva
assiomatizzabilitadi Tl (una diretta caratteristica di "meccanicjtatome
vedremo), pur nel rispetto della sua formalita.
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Tra gli assiomi propri ci sono quelli che defirmso
formalmente i predicati; nei casi comuni, la lorcaduzione
insiemistica non da problemi dedelta Per esempio, nel nostro
caso, il predicato (k,y) pud essere definito integralmente dalla
condizione "Tx,y)—x=3-y". Pertanto, la seguente espressione
insiemistica:

OxOuOyOu (((x,y)r, «<*, x*, =*, 3% -* y*) OT)

traduce fedelmente il suo significato. Gli assi@inguesto tipo, che
contribuiscono a definire l'insieme T, completa@o codifica dei
predicati nei corrispondenti insiemi, costituiti deuple ordinate di
U.

Finalmente, grazie alla discriminazione delle afaiti libere ed
apparenti, € anche possibile distinguere il sasieme degli
enunciati, E, di P; con cio si conclude la rappnésgone di SC in
TIl, poiché in essa si ha una riproduzione di tattoche il Sistema
SC puo esprimere (P), affermare (E) e concludeye (T

Dunque, a parte i problemi dfedeltg sembra che la
rappresentazione in Tl puo realizzarsi sempre. Edbeebbe in un
solo caso: se Tl fosse incoerente, mentre SC cieeririatti, in tal
caso in Tl si puo dedurre qualunque cosa, come.&)LIT e anche
(nort, s1,...5)0T e allora T non pud rappresentare l'insieme dei
teoremi di SC. La rappresentazione di SC, "passatttaverso”
I'incoerente TI, si vizierebbe. Supponendo alloraderente, che e
cio che d'ora in poi faremo sempre, si deve ammectohe la
rappresentazione di un qualsiasi SC in TI, real&zael modo
descritto, funziona comunque, anche nel caso in Ui sia
incoerente.

In definitiva, la riduzione insiemistica impone ecliunico
linguaggio metamatematico da usarsi in Matematieageiello che,
al piu, fa riferimento al Sistema matematica quello di tutti gli
altri Sistemi assiomatici viene eliminato, congenerale, i possibili
problemi dinon fedeltache abbiamo evidenziato. Sottolineiamo che
la metamatematica "che, al piu, fa riferimento & fbn e soltanto
guella che fonda Tl e che si usa nelle sue dimzsina in base a
guanto osservato nel paragrafo 1.3, essa coinvolge proprieta
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semantica sufficientemente chiara e rigorosa chentaalmente
(cioe, non necessariamente), faccia riferimenteoh Sistema TI.
Per esempio, ne fa parte lo stesso riconoscimegitaddneita della
rappresentazione in Tl di una certa Teoria assicanatassica.

Non é possibile rappresentare Tl in Tl stesso.eddmpio, i

simboli classicinon e, [, etc., che compaiono negli assiomi
definitori della Teoria classica Tl, malgrado siaglh stessi che
vengono utilizzati in ogni altra Teoria classicanrmpossono essere
ricondotti a insiemi, in quanto qui servono perinieé gli stessi
insiemi! Dunque, I"insieme" delle proposizioni eideoremi di Tl
non puo essere definito in Tl stesso: cioe, nongss&re umsieme
Cosi in TI, il modus ponensper esempio, riapparira in forma
irrinunciabilmente semantica. Come abbiamo affeonata
semantica classica dei Sistemi classici rappresantd| "rientra”
attraverso la definizione stessa di Tl. Non poteva essere cosi: un
tipo di irriducibile metamatematica e indispensalpiélla fondazione
di ogni Sistema assiomatico non banale, come sayopia

In Tl e possibile formalizzare il problema dell@ecenza di un
Sistema classico ivi rappresentato. Ad esempespressione:
L p(pIE e pLIT), esprime che esiste un enunciato di SC che non &
un teorema di SC; e dunque la coerenza di SC. & (esla sua
negata) fosse dimostrabile, cioé se fosse un teoren TI,
risolveremmo il problema della coerenza per SCzaehmenticarsi
che tutto cio esotto l'ipotesi di coerenza per.TComungue, come
vedremo, Tl & "ben lungi" dall'essere completonduié possibile
che il suddetto enunciato sia indecidibile. Dunquen e detto che
Tl possa risolvere la coerenza di tutti i Sistessi@matici classici;
tuttavia cio accade per le fondamentali Teorie ad@éllatematica,
come descriveremo presto.

Infine, e doveroso risaltare che TI riesce a rappntare
fedelmente tutte le wusuali Discipline matematiche formali.
Soffermiamoci, per esempio, su PA. L'unico suo elam critico,
come visto, e il principio di induzione. Sostanziahte, esso fa
riferimento a "sostituzione"™ e "proposizione conmaho una
variabile libera"; concetti che, come gia osseryg@kmssono essere
tradotti perfettamente nel linguaggio di Tl grazk concetto di

88



Giuseppe Raguni Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

"sequenza ordinata". Una circostanza analoga giczeper tutte le
Discipline classiche comunemente usate in Matematic

[1.8. Teorema di correttezza

Finalmente, veniamo a come TI risolve i problemi
precedentemente esposti. Ovviamente, la sperareammulli per
incanto le descritte ambiguita e irragionevole,ead® essa stessa,
alla fin fine, una Teoria assiomatica come le altme effetti,
vedremo che le risolve per ogni altro Sistema a@assassumendole
per sé stessa. Cio € un indizio assai eloquenta trreale natura
dei vantaggi dell'unificazione insiemistica dellafématica.

| concetti diinterpretazionee quindi anche dmodellodi un
Sistema assiomatico classico rappresentato in d$sqno essere
definiti formalmente in TI stesso, codificando imnguaggio
insiemistico la definizione dnterpretazionedata nel paragrafo II.3.
E chiaro che cid non si pud fare per lo stessoe®iat Tl. La
definizione in Tl di un'interpretazione per Tl Saspasserebbe per
la definizioneformale dellinsiemeuniverso U, in cui variano tutti
gli enti di TI, cioé tutti gli insiemi; allora U cderrebbe sé stesso,
cosa non consentita, come abbiamo visto. E sorpreacthe abbia
riscontrato I'enunciazione di tale ovvia ma crugiplintualizzazione
in un solo autorg. Uninterpretazione di T quindi un concetto
completamente diverso daiterpretazionedi ogni altro Sistema
assiomatico rappresentato in TI. Non puo che averginale
carattere informale che volevamo rendere piu rigordo possiamo
definire ancora mediante le condizioni citate reagrafo 11.3; ma
sostituendo al terminensieme un sinonimo irrinunciabilmente
semantico come, ad esempio, "collezione". Cosi,ecoamseguenza
metamatematica dell'aver formalizzato il conceitmsieme, risulta
che abbiamo bisogno di un concetto simile ma in&deinin altri
termini, abbiamo comunque bisogno di un concetto
ineliminabilmente semantico di "insieme". Per gitimatori della

2 Graham Priest/n Contradiction: a Study of the Transconsistektartinus
Nijhoff, Dordrecht (1987).
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Teoria assiomatica degli insiemi, il risorgere dmncetto di
collezionedalle ceneri del concetto informale di insiemegla che
la Teoria Tl & gia immigliorabilmente fondamentagdey i detrattori,
che essa e inutile! Ma riassumeremo piu tardi le dpposte
posizioni.

Nel seguito, converremo dunque di mettere traoletie i
"modelli” di TI per ricordarci che essi sono cortcgtformalizzabili,
necessariamente semantici. D'altra parte, dovevaspettarcelo:
un'interpretazione di un Sistema assiomatico, endjuun suo
modello, & un concetto intimamente semantico; naidl& fine, che
una collezione di frasi significative. Che senstebbe cercare di far
sparire tale significato? In effetti, non puo spgrinegli stessi
Sistemi assiomatici rappresentati in Tl, esso rnad attraverso
I'interpretazione delle proposizioni di Tl. In a&ltparole, quando si
considera un "modello” di TI, anche i modelli delleeorie
rappresentate in TI, qui oggetti puramente simpotiacquistano
valore semantico, cioé significato.

Un punto fondamentale per realizzare I'ambita &dizaazione,
e la definizione in TI di unafunzione di veritarelativa
allinterpretazione. In essa si introducono delteiciali novita.
Infatti, tale funzione diciamolav, non deve solo associare ad ogni
enunciato della Teoria classica rappresentata lorevdVv" oppure
"F" soddisfacendo ai punti b) e c) del paragraf®;lima anche
soddisfare altre opportune condizioni "chiave" cmettono in
relazione i valori "V" e "F", con i connettivi logiie quantificatori di
un qualsiasi Calcolo predicativo classico formadt primo ordine
(gia ridotti ad insieminor¥, e, [1* etc.). Citiamo soltanto due
condizioni:

1a)V(s1,S,...S)=V < V(NOI*,s1,S,...5)=F, L (sy,...s,) OE
1b)V(S1,%,...51)=F <> V(nor¥,s1,%,...5)=V, U (s,...s) JE

2) ((v(s1,---50)= F) 0 (M(Qly, ---On)=V)) > V(S1,..- S5 —*,01,--.0h) =V,
[ (sy,...s)UE, U (qy,...aq) UE

dove E indica linsieme degli enunciati. La primappia €
semplicemente la formalizzazione dei principi dnmontraddizione
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e terzo escluso. La seconda fa, appunto, parte detive clausole e
stabilisce che ad un enunciato del tipo—~4,B" si assegni il valore
vero se e soltanto se "A" ha il valofalso oppure (non esclusivo)
"B" il valore vero. Allora, in particolare, se "A" geroe "A—*B"
pure verg dovra necessariamente essere anche V&b, Di
conseguenza, queste condiziostabiliscono esplicitamente la
correttezza del modus ponensogni Sistema classico rappresentato
in Tl; analoghe clausole stabiliscono la corretterelle altre tre
regole deduttive classiche. In definitiva, si hdoral che ogni
modello di un qualsiasi Calcolo predicativo classitormale del
primo ordine € un modello correttteorema di correttezza). In
pratica tali condizioni, dunque, impongono espdigiente di
considerare solo concetti di verita che rispecahiasignificato piu
intuitivo dei connettivi logici e quantificatori;,dl che é lo stesso,
restringono le interpretazioni a quelle in cui inpettivi classici
obbediscono alle consuete tabelle di verita; calltato che tutti i
modelli sono corretti.

Conseguentemente alla formalizzazionentdellg anche la
proprieta cheogni Sistema classico con un modello € coeresite
converte inteoremadi TI. Ma, naturalmente, per lo stesso TI
bisogna ancora considerarlo umetdeorema. Cio vale, peraltro,
anche per lzorrettezzadei suoi "modelli": ricordando le critiche al
metateorema di correttezza, per Tl non resta aksumerele
convenzioni metamatematiche corrispondenti allelzoni formali
appena definite; il che significa semplicemettaveniredi limitarsi
al comune significato dei connettivi logici e quéoatori,
risultandone "modelli" senz'altro corretti, se &sis.

Naturalmente, & molto importante che Tl abbisgtéffamente,
almeno un "modello" corretto. Se cosi non fosseawebbe un
drammatico sfacelo dell'insiemistica. Infatti, @ignificherebbe, in
base ai principi stessi della Logica classica, ichesalta non esiste
unacollezione(ricordiamo, un concetto inevitabilmente semarjtico
di oggetti chiamatinsiemi che soddisfano le premesse di Tl e che
costituiscono un'interpretazione classica. Ad esemmche se TI
deduce che "esiste l'insieme dei numeri naturaide in concreto

una stringa del tipo [-N(xoON e ...etc.", da un punto di vista
semantico (metamatematico), tale insieme non sarebb
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interpretabile, non esisterebbe. Verrebbe cosi aerea la

corrispondenza tra il simbolo[™ e il corrispondente concetto
semantico. Questo disaccordo si trasmetterebbegad Sistema
assiomatico rappresentato in Tl, cioe coinvolgeeetiti i teoremi
della Matematica riproducibili in TI. D'altra past&e ogni "modello”
di TI fosse scorretto, per le stesse ragioni, naisterebbe
un'interpretazione in cui ogni teorema della Materaa
riproducibile in TI, e vero. In effetti, uno destiltati piu desiderati &
proprio la possibilita di "costruire” modelli cottie per le
fondamentali Teorie assiomatiche a partire da uodé&tio” corretto
di TI, come vedremo fra breve. Invero, per garantiesistenza di
"modelli" corretti per T, basta l'ipotesi (gia eltasi necessaria,
peraltro) che esso sia coerente: infatti in talocassistenza e
correttezza di suoi "modelli" sono assicurati, eisipamente, dal
metateorema di completezza semantica (la cui nmetedrazione,
valida per il Calcolo predicativo classico formaten uguaglianza su
cui Tl € basato, puo facilmente generalizzarsitt tll, dato che in
€SS0 Si aggiungono soltanto 17 assiomi esibitipléagpena citato
metateorema di correttezza.

Vale il teorema di correttezza per ogni Sistemassito? I
problema € costituito dalle regole deduttipeprie del Sistema:
poiché abbiamo ammesso totale arbitrarieta su s#,asn é detto
che siano sempre corrette, naturalmente. Nei casmati,
comunque, si puo fare un'opporturanvenzionel'idea e quella di
eliminare le regole deduttiveroprie, sostituendole con un insieme
infinito di assiomi (se fossero finiti, significkesbe che le regole
deduttive proprie non sono necessarie, perchémaoteaggiungere
una lista finita diteoremi propr), lasciando immutato — ammesso
che sia possibile — l'insieme dei teoremi dellioatée Teoria. Cio
porta ad assumere che quattro regole deduttive di un qualsiasi
Calcolo predicativo classico formale del primo ordj siano le
uniche regole deduttive del Sistema classie@ltre, quellgroprie,
si dovrebbero riconsiderare come generatricagBiomj in questa
nuova veste, esse vengono allora chiamate "schesroraatici”. Il
vantaggio essenziale di questa convenzione, dauatopdi vista
meramente pratico, € chmgni modello del nuovo Sistema € un
modello corretto in quanto tutte le sue regole deduttive sono
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corretté>. In principio, evidentemente, non & detto che pissa
sempre farsi; e, ammesso che si, neppure chaénSigisultante sia
ancoraben definito Ma tali problemi non esistono nei casi normali,
cioe in tutti i Sistemi di comune interesse. Irifatt ciascuno di essi,
le regole deduttive proprie si possono interpresaeza problemi
come schemi assiomatici, i quali generano assidisiinguibili
(anzi, normalmentelecidibili, una condizione ben piu forte, come
vedremo). Considerato che di norma anche le reg@mmaticali
proprie sono sempre prive di ambiguita (tali da non atterk
distinguibilita degli enunciati), si ha allora anche la sicuredeba
buona definiziongper quanto provato nel paragrafo 1.9.

Esaminiamo I'esempio emblematico del Sistema PAsub
principio di induzione lo riconsideriamo come gextere di assiomi
anziché teoremi. Come abbiamo alterato il Sistenginale? Ogni
teorema di quest'ultimo e ancora teorema del nuUsstema, in
guanto ogni assioma € un teorema. Inoltre, le guattgole
deduttive classiche non distinguono esplicitamende assiomi e
teoremi quando deducono. Ad esempiopddus ponendeduce "B"
a partire da "A" e "A>B", indifferentemente se uno di questi due
ultimi enunciati, o entrambi, sono assiomi o tedrdPertanto, ogni
teorema che pud dedursi nel nuovo Sistema pud adedarsi
nell'originale. La differenza, allora, € soltantcuturale. Inoltre, si
riconosce che gli assiomi induttivi sordistinguibili: si dovra
verificare che il primo simbolo sia "(", poi chegs& un enunciato
che menzioni la costante "0", poi che segua il simbe", etc. La
chiarezza delle regole grammaticpfoprie di PA, permette poi di
concludere metamatematicamente che dsstinguibilita degli
enunciati si conserva. Pertanto il nuovo Sisternaredefinito come
il Calcolo predicativo classico formale del primadime con
uguaglianza su cui e basato. Cid si puo ripeteretyté gli altri
Sistemi di comune interesse matematico.

13 Questo argomento & normalmente taciuto nei conasti, dove in una Teoria
come PA, ad esempio, il principio di induzione éngiderato direttamente uno
schema assiomatico. Qui presentiamo una giustiinpezdel perché convenga
lavorare con Sistemi dotati di infiniti assiomi;seoche, sulle prime, potrebbe
giustamente sembrare un'incomprensibile complic&zio
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Nel seguito assumeremo sempre, tacitamente, labgdasdi
guesta convenzione per ogni Sistema clas&tdoin particolarehe
il Sistema cosi ottenuto sia ben definila tali nuovi Sistemi,
quindi, gli schemi assiomatici non sono delle regodéduttive, ma
solo una tecnica per indicare una collezione itdiri assiomi del
Sistema. Ricordiamo, comunque, che in ogni casdinestrazioni
potranno coinvolgere solo un numero finito di assioco non
potrebbero essere di lunghezza finita (una delfeizooni dibuona
definiziong.

In sostanza, I'esito di questa convenzione e gukll'filtrare”
solo i modelli corretti del Sistema originale: iosunodelli scorretti
cessano di essermodelli del nuovo Sistema. Infatti, se sono
scorretti, sara a causa delle regole dedutpixeprie, come si €
concluso; in particolare, alcuni teoremi dedotti dmete esse
saranno falsi, in tali modelli. Allora, tali intengtazioni non possono
essere modelli di un Sistema in cui tali teoremi vengono
riconsiderati come assiomi.

Conseguentemente a tale convenzione, il teorernartkttezza
vale per ogni Sistema classico, anche non formdima in poi,
potremo semplicemente parlare diodellg riferendoci ad un
modello senz'altrgorretto.

La convenzione appena fatta ha come conseguerzéa aon
fedeltadella rappresentazione in Tl di un certo Sistessoaatico
classico, puo aversi solo nella formalizzaziond'idsieme degli
assiomi propri Ricordiamo che dallauona definizionelel Sistema
e dalle pretese di TI, non ci dovrebbero mai espeoblemi per
rappresentare tale insieme in TI, diciamolo A. Macbnclusione
metamatematica che un certo enuncatoun assioma (esistente ed
individuabile nel Sistema originale, dalla shaona definiziong
potrebbe non piu essere disponibile in TI; ovvefenunciato
"a*[_A" essere indimostrabile in TI. Naturalmente, sammnche
non riproducibili in TI tutti i teoremi della Te@iche richiedono
l'assiomaa.
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11.9. Completezza sintattica e completezza
semantica

Grazie al teorema di correttezza, i teoremi di qualsiasi
Sistema classico sonweri se interpretati secondo qualunque
modellg enunciati siffatti si dicono in brevealidi, anche se
preferiremo spesso ripetereeri in ogni modelloa scanso di
equivoci. Sorge spontanea la domanda se, in urenfstche
ammetta modelli, le proposizionivalide debbano essere
necessariamente teoremi della Teoria stessa. Ssar@nmo un po
dispiaciuti: ci sarebbero delle proposizioni vemeogni modello (e
dunque epistemologicamente assai importanti) cheSigdtema
formale non é in grado di dedurre. In questi csisnotrebbe ancora
ricorrere a un criterio "esterno” al Sistema petdee di scoprirle,
un criterio che si é perfino assiomatizzato camtrtiduzione di TI;
tuttavia, vedremo che l'esito di un tale metodo aassicurato. La
gradevole proprieta che tutte (e sole) le proposizvalide siano
teoremi, si chiamaompletezza semantica

Per evitare confusioni con la completezza sintatte per
semplificare, indicheremo spesso semplicementecooipletezzda
completezza sintatticamentre il termines-completezzandichera
guella semantica.

La prima cosa che faremo é giustificare il nomel de
metateorema di completezza semantica, il quale,ecaivbiamo
visto, afferma chese un qualsiasi Calcolo predicativo classico
formale del primo ordine & coerente, allora ammedtmeno un
modella La ragione e che esso implica anche la s-congzatper il
Sistema, nelle stesse ipotesi. Sia, infatti, Sistea di questo tipo.
Per il metateorema, ammette almeno un modello. &upmo,
allora, che Esia un arbitrario enunciateeroin ogni modello di S e
cerchiamo di concludere che & un teorema. E impitssihe Esia il
negato di un teorema: per il teorema di corretteEzsarebbe falso
in ogni modello. Supponiamo allora chesia indecidibile; in questo
caso sappiamo che il Sisteman®#E e coerente. PoichBorE é un
enunciato del primo ordine e non aggiungiamo nesswiova regola
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deduttiva, tale Sistema e ancora un Calcolo pradecalassico
formale del primo ordine; riapplicando il metateoee concludiamo
che possiede modelli, per i quali, allorarE e vero. Ma tali
modelli sono anche modelli di S, perché ne soddgsfautti gli
assiomi; dunque, per ipotesi,eivero in essi: impossibile. Non resta
che ammettere chedin teorema di S, cioé che S € semanticamente
completo.

Riguardiamo adesso le nostre ambizioni nei coftifralei
Sistemi assiomatici classidien definitj alla luce dei due tipi di
completezza. Consideriamo un Sistema cladseodefinito dotato
di modelli e dunque coerente. La circostanza padegvole € il caso
in cui il Sistema & completo: infatti, ogni enurciazhe non & un
teorema sarebbe riconoscibile, in quanto negatandieorem¥’.
L'insieme dei teoremi sarebbe dunqdestinguibile Inoltre, il
Sistema sarebbe anche semanticamente completatti, Infian
possono esistere enunciati veri in ogni modello do& sono
teoremi: quelli che non sono teoremi, sono negattedremi e
pertanto falsi in ogni modello. In conclusione, ¢campletezza
sintattica, unita all'esistenza di modelli, &€ umenbinazione assai
appagante.

Se invece il Sistema classico con modelli e indetop
possiamo certamente riconoscere i negati dei tapreanrestano gli
enunciati indecidibili da scoprire, se si vuole cliesieme dei
teoremi siadistinguibile Questo desiderio non & "accademico” ma
legato a un vantaggio concreto: la scoperta cheetio enunciato |
e indecidibile, implicherebbe che gli sforzi permdistrare o
confutare | sono inutili e suggerirebbe di inclugéro nonl tra gli
assiomi. Tale processo, ripetuto, potrebbe rendemmpleto il
Sistema; almeno, questa sembra per ora una spesanzata.

Se il Sistema in questione (con modelli ed incatg)l
chiamiamolo S, € s-completo, esiste un criterio mEmoscere gli
enunciati indecidibili. Infatti in tal caso, dettb un arbitrario
enunciato indecidibile, i Sistemi S+l e 1®rn devono ammettere
modelli e il criterio per riconoscere | puo coneist appunto, nel
trovarli. [E facile concludere perché devono amarettmodelli: se

4 Naturalmente, ogni teorema & riconoscibile trartitesua dimostrazione, che
deve esistere per luona definizione
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S+l non ammettesse modelli, significherebbe chefdls in ogni
modello di S; ma allormon sarebbe vero in ogni modello di S e
pertanto un teorema per la supposta s-complete2ia.contro
I'ipotesi che | e indecidibile. Allo stesso assusémantico si giunge
supponendo che ®@&6n non abbia modelli]. Il problema
dell'individuazione dei modelli, di certo esistepéir S+l e Sronl,
puo enunciarsi nel linguaggio formale di Tl. Tuitgwwcome accade
per ogni altro ente matematico della Logica classim modello
potrebbe essere non individuabile, pur se esigfatti, mentre il
problema della suarappresentabilita € sempre ovviabile con
un‘opportuna convenzione (e, conseguentemente, tadeoioe)
metamatematica, I'enunciato "M & un modello di Spé&r esempio,
potrebbe essermdecidibile in Tl. Vedremo, in effetti, che TI &
“irrimediabilmente” incompleto, per cui tale poskid € ben
concreta. Tuttavia, ci sono ancora i metodi purdmen
metamatematici per individuare siffatti modelli 8; si tratta di
oggetti che, ripetiamo, devono necessariamentéeesiselle ipotesi
fatte per il Sistema. In base alle critiche episikgiche fatte al
principio dellanon individuabilita(all'inizio del par. 1.12), si direbbe
che é forzato ritenere che tale principio debbaerealanche
nell'ambito dei ragionamenti metamatematici. Dungoel caso
considerato, sembra ragionevole ritenere che dinsidei teoremi
sia distinguibile Alla fine della terza Parte ritorneremo su questo
argomento e osserveremo effettivamente che, malgettimismo
sembra giustificato per un qualsiasi comune Sistimaale, non lo
sembra per Tl stesso.

Se invece il Sistema classico con modelli ed ir@eto, S, non
e s-completo, non & assicurato che i Sistemi SSHwn abbiano
modelli. [Se lo fosse, cioé se tali modelli esis&zs per ogni
indecidibile 1, verrebbe a dire che per ogni enatwiindecidibile
esisterebbero modelli di S per cui esso é falsaj'aira parte, i
negati dei teoremi sono falsi in tutti i modelliSliper la correttezza.
Allora, se un enunciato e vero in ogni modello dn& puod che
essere un suo teorema, cioe S sarebbe s-compbetioo dipotesi].
Per riconoscere che | e indecidibile, non resta thenetodo
generale: concludere che i Sistemi S+l e@&@+ sono coerenti (par.
1.10). Di nuovo, si tratta di un problema che pgéeze affrontato —
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ma, come osservato, non sempre risolto — formaken@atTl. Come
nel caso precedente, qualora, per esempio, l'esioncii Tl che
afferma la coerenza di S+l sia indecidibile, sirgbbe ricorrere a
ragionamenti puramente metamatematici per condmdela ora la
questione e molto piu delicata: ricordiamo, infatthe abbiamo
messo in discussione la possibilita di una conchssi
metamatematica di coerenza del Sistema sulla belte semplice
considerazione di un suo modello intuitivo. E ché strodotto TI
anche allo scopo di ottenere dimostrazioni di cwzse Qui la
situazione e anche peggiore, in quanto non & nepgssicurato che
un modello di S+I esista. Conseguentemente, nopuodi essere
alcuna garanzia che la metamatematica sia sempgraceadi
concludere che un siffatto Sistema é coerentep & In definitiva,
in questo caso non e assicurato che linsieme emiemi sia
distinguibile In particolare, € anche possibile che un enuociat
indecidibilevalido non sia riconoscibile come tale.

Chiariti i vantaggi della s-completezza, il passacessivo e
quello di ridurre a teorema di Tl il metateoremaseiompletezza,
nonché generalizzarlo. Comunque, bisogna far pereedjuesti
argomenti dal concetto dnumerabile e, piu in generale, di
cardinalitd. Prima di farlo, tuttavia, e il caso di osserval&e
fondamentali capacita di TI.

[1.10. La coerenza dell'ordinaria Matematica

TI puo anche offrire la possibilita di "costruirgl’ concreto dei
modelli per i Sistemi classici in esso rappresenidr farlo, basta
esprimere lepremessedel Sistema classico, SC, in linguaggio
insiemistico, convertendosi cosi in condizioni gi@ssono essere
soddisfatte da opportuni insiemi; se uno di talsiemi viene
individuato in Tl, esso rappresenta un valido urseeer le variabili
di SC e l'identificazione di un modello, nei cashwni, ne discende
immediatamente. Tale "costruzione", comunque, ed&i un
"modello” corretto per Tl (la cui esistenza, ricdardo, € assicurata
metamatematicamente dalla semplice ipotesi di caarger TI). La
conversione delle premesse di SC in linguaggioemsstico si
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realizza lasciando immutati i simboli classiwon e, LI, etc., e
interpretando i simboli e i predicati propri di S©me insiemi,
esattamente nel modo precedentemente descrittoameéhemo
sinteticamenteorrispondenza insiemistic@uest'operazione.

Vediamone subito un esempio con PA: individuiamo i
concreto un suo modello a partire da un "modellrtaito di TI.
Cominciamo col convertire gli assiomi propri di PAelle
corrispondenti espressioni insiemistiche di Tinisoli propri di PA
sono 0, +, - e il predicata>8y); introduciamo in corrispondenza gli
insiemi 0%, +*, -* e la relazione binarig, "p" ricorda "precedente”
ed "s" successore), insieme di coppie ordinate k@menti
dell'universo U (che dobbiamo dimostrare esistenteprimi tre
assiomipropri di PA diventano cosi:

(1) o0*0uU
2 Ox<0u (Ly* OU ((x*y*) 0S,9)
(3) Ux*0OU ((x*,y*) 0Sps— y* #0%)

con i simboli classici inalterati. Facendo lo stegser gli altri
assiomi di PA, si otterra una lista di proposiziafi Tl, che
chiamiamo (1)-(8). Dalle condizioni (5) e (6) sipone, tra l'altro,
che la relazione binariay,Ssia unafunzione infatti si puo dedurre
facilmente: ((x,ySyse (X,z2)US, 9—Y=2, ovvero che il successore
di x & unico, per ogni x. Indicando allora con s(>dompagno y di x
tale che (x,y)JSys le condizioni in Tl si possono semplificare. Ad
esempio, (2) e (3) diventano:

(2) O x*0OuU(Ly* OU(y*=s(x*))) ovvero: O x* DU(s(x*) V)
(3) L x*JU(s(x*) 2 0%)

le quali coincidono esattamente con le condiziohie23) che
definiscono l'insieme dei numeri naturali N (pak6). In modo
analogo si puo ottenere che le condizioni (4)-@pcidono con le
4)-8) definitorie di N. Ora occupiamoci del prinpi induzione di
PA. Supponiamo per il momento che x sia l'unicaalsle libera per
A(x). Trattando A(x) come se fosse un predicataatin; gli faremo
corrispondere una relazione wun-aria, cioé un swieme
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dell'universo U, diciamolo A, per scrivere poi XA al posto di
A(x). La definizione insiemistica di A e: A={X*U(A(x*))}, che
indica, in notazione insiemistica "spontanea”siéme di tutti e soli
gli x* appartenenti a U che soddisfano la condigidx(x*), cioe la
condizione insiemistica corrispondente ad A(X).

Il principio di induzione si trasforma allora in:

(0*0A e[d x* DUX* DA — s(x*)0A)) — O x*OU (x*DA),

qualunque sia AL'espressione implicata si pud semplificare in
A=U, poiché A e un sottoinsieme di U. Inoltre, aadespressione
dopoe si puo semplificare. Formalizzando anch&lunque sia Asi
ricava:

9) DA (0*0A e Ox*0A (s(x*)0A)) —A=U)

[Se x non e l'unica variabile libera per A(x), cigé in realta,
evidenziando tutte le variabili libere, si ha Akx,...Xn), ricordiamo
che, in un assioma, per ogni variabile libera $ pattintendere un
simbolo "L1". Allora, chiamando B(x) la proposizione con uridan
variabile liberd]xs...x, A(X,X1...Xn), Si pud riottenere
facilmente (mediante I'uso del teorerndx L1y P(x,y) < Uyl x
P(x,y), provabile per ogni P(x,y)), un'espressiatentica alla (9),
con B, il sottoinsieme di U degli x che soddisfdieepressione B(x),
al posto di A].

La (9) & un'espressione che assomiglia moltocalfeizione 9)
dei naturali insiemistici. Se gli A variassero utto I'insieme P(U) si
avrebbe un'esatta coincidenza. Ma l'insieme invata A & quello
dei sottoinsiemi di U i cui elementi si possonoat@rizzare con una
condizione insiemistica corrispondente a un'arbéraroposizione
con almeno una variabile libera di BASi puo dire in modo pil

'3 |n notazione insiemistica ingenua, tale insieme &:

PUX={A OP):LA*(x*) OP:A={x* JU(A(x*)}}, dove A*(x*) indica la

sequenza di simboli-insieme corrispondente ad AB)l'insieme di tutte le

proposizioni di PA con almeno una variabile libega A(X*) I'espressione
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semplice utilizzando il concetto di verita: dettdxAun'arbitraria
proposizione di PA con una variabile libera x, @¢dasamo
I'insieme di tutti gli x di U che la rendono vericiamolo A. Al
variare di A(x) nell'insieme di tutte le proposizicon una variabile
libera di PA, si puo cosi ottenere un insieme tliosasiemi di U che
indichiamo con {A, B, C, etc.}. La domanda che igrso posti € se
tale insieme contientutti i sottoinsiemi di U, cioé se coincide con
P(V). Se la risposta € "no" significa che esistsatioinsiemi di U i
cui elementi non possono essere caratterizzati déasuma
proposizione esprimibile in PA. Ritorneremo su goesrgomento
d'importanza capitale. Per ora non ci preme rispandalla
domanda, in quanto cido che succede € che la conéiziei naturali
insiemistici 9) é piu esigente della (9) corrispent a PA, cioe
implica quest'ultima.

Come abbiamo affermato nel paragrafo 1.6, in TIpsio
dimostrare che esiste un unico N (a meno di isasmif che
soddisfa le condizioni 1)-9). Pertanto, esso sdedisanche le (1)-
(9), cioé le condizioni insiemistiche corrispondealle premesse
proprie di PA. Allora, assumendo per PA, U=N, ladiaione a) del
paragrafo 1.3 (esistenza dell'universo) é verthc@er verificare le
condizioni b) e c) basta poi far riferimento al "detio” corretto di
TI, visto che tutti gli enunciati di PA hanno ormai corrispondente
enunciato insiemistico. Abbiamo dunque costruitonodello di PA
mediante N, l'insieme dei numeri naturali; tale el & detto
standard e, ricordiamo, € determinato a meno di isomorfismi
Naturalmente, si & cosi ancldimostrato che il principio di
induzione di PA € coerente con le altre premesd® dtesso
Sistema.

Infine, a partire da un modello di PA, si puo cose un
modello della Teoria formale dei razionali e quirdklla Teoria
formale dei reali (spesso TFR nel seguito), detha di TarskP. |

insiemistica corrispondentad A(x) [i due punti ":", che si leggono "tale the
fanno parte delle notazioringenue e servono solo a limitare il numero di
parentesi]. Circa la formalizzabilita in TI di talcorrispondenze”, rimandiamo a
una nota del par. 11.14.
16 Come per i naturali, anche per la Teoria dei reiéliuna versionmtegrale pit
complessa, e una piu semplice, che si suole chaufiafarski Preciseremo
ulteriormente in seguito.
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numeri razionali, infatti, nella loro rappresenta® in TI, si
possono definire come coppie ordinate di numeri unadt
insiemistici (ad esempio la coppia (1,4) corrisporal razionale
1/4=0.25), mentre i numeri reali come insiemi dogiida coppie di
opportuni insiemi di razionali (quest'ultimo aspetton e certo
intuitivo, ma tale costruzione tecnica non presendifficolta

concettuali). Inoltre, mediante un modello delleoii@ dei reali di
Tarski, come gia osservato alla fine della primaté?apossiamo
anche costruire un modello di GE e delle Geometoe euclidee.
Ogni modello costruito a partire dal modeltandarddi PA, si

chiama ancoratandard

In definitiva, il Sistema Tl permette di dimos&da coerenza di
tutte le comuni Discipline classiche, individuanddn concreto dei
modelli a partire dall'insieme N; tutto cio suppode la coerenza (e
quindi I'esistenza di un "modello” correttpgr un solo Sistemdo
stesso TI.

Ma la coerenza di Tl, e quindi dell'intero edificchiamato
Matematica, non pud dimostrarsi in Tl; vedremo é@ttalglio questo
fatto — invero, del tutto sensato — nella terza€?d@al punto di vista
piu critico, la spettacolare riduzione insiemistilla Matematica —
a parte i problemi dfedelta rappresentativa — € sostanzialmente
un'eleganza fine a sé stessa. Eppure, non si mayené suo aspetto
chiarificatore, se non altro proprio del fatto ahevano cercare di
verificare la congruenza di tutti i fondamenti dellatematica.

[1.11. Isomorfismo

Chiariamo adesso cos'e isomorfismotra dueinsiemi Esso e
una particolarefunzione piu esattamente una&orrispondenza
biunivocg cioé ancora urinsiemedella Teoria TI. Ne daremo,
comunque, una definizione informale (come, del aesi fa
ovungue per le ragioni spiegate), anche se rigorosa.

Siano dati due insiemi A e B, in cui sono definit@o stesso
numero etipo di operazioniinterne Un'operazione internan A e
semplicemente unfainzionedi A" in A stesso, dova & un qualsiasi
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naturale _>1. Il numeron specifica, appunto, cio che abbiamo
chiamato brevementgo. Indichiamo con g . Oak € @1, Osk le k
operazioni interne definite in A e B. Per esemjmorelazione alla
definizione insiemistica dei numeri naturali, leeogzioni interne
definite sono tre (par. 11.6): s(x) tra N e N, #%(xe - (x,y) tra N e N.
Ebbene, unsomorfismotra A e B rispetto alle operazioni interne
definite in A e Bé unacorrispondenza biunivocatra A e B, tale
che:

f(oai (X1,...Xn)) = @gj (f (X1),... T (Xn)), per ognii =1, 2,... k.

A parole, lisomorfismo € una corrispondenza hiaoa che
rispetta le operazioni interneinfatti, il risultato di un‘arbitraria
operazione g in A, cioe l'elemento di A chiamatoa@X,...Xn),
viene associato dalfaall'elemento di B che si ottiene operando in B
con l'operazione corrispondente (dello stesgm), og . sugli
elementi di B associati dalla steskagli iniziali elementi di A.
Vedremo a continuazione un esempio concreto.

Mostriamo adesso quali differenze sorgano a cdudae scelte
diverse dell'insieme che soddisfa le nove condizamt paragrafo
Il.6; insieme, ricordiamo, da chiamadei numeri naturali Per
riferirci ad un esempio autentico, consideriamaséguente scelta:
guella che considera l'insieme vuotd,, come insieme xe come
operazione s(x) la funzione3{x}, cioé I'unioné’ degli insiemi x e
{x}. Percid si ha: x=U, s(o)={U}, s(se)={0U.{0}},
s(s(s(y)={ U {0}, {U{0U}}}, e cosi via. Si puod facilmente
dimostrare che con questa scelta, la quale impansque di
rappresentare con tale successione di insiemi gigeti
metamatematici spontanei 0, 1, 2, etc., le novedieni del
paragrafo 11.6 sono in effetti soddisfatte. Suppomd che il nostro
amico Antonio abbia fatto invece una scelta diveisatesso =,
ma una differente funzione s(x), precisamente:
s(x)=x0{x} O{x LO{x}}. Egli ricava, cosi, la successione:

| 'unionedi due insiemi A e B & un insieme che ha per efginséa gli elementi
di A che di B.
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Xo= U]
s(o)={ U {U}
s(see)={ U { UM U{OR{ O {0 O{O8}

la quale, in base alla nostra scelta, € inter@etadtme la
progressione dei numeri pari:g20, s(¥%)=2, s(s(¥))=4, etc.
Supponiamo che Antonio convenga di utilizzare kassa nostra
notazione 0, 2, 4, etc., per la sua progressioma, (&r far si che
siano rispettate le nove condizioni che definiscanmaturali
insiemistici, Antonio sceglie, come operazione &, dtessa che
usiamo noi; mentre per I'operazione - segue groitdi moltiplicare
normalmente eppoi dividere il risultato per dueoftnalmente”,
"dividere"” e "due" si riferiscono alla nostra seglt Con tali
operazioni, si dimostra facilmente che anche &ms& di Antonio
soddisfa le suddette nove condizioni. Ad esempi@phdizione 6) &
verificata per 4+18 (=22), che e il successivo €16 (=20) nella
progressione di Antonio, cioe dei numeri pari. Dae8erificata per
18-6 (=54, cioé il normale risultato, 108, divisg Z2he
effettivamente e uguale a 18+18-4 (=18+36=54). Aiotaostruira,
allora, tutti i modelli standard a partire dalla sua successione.
Saremmo tentati di dirgli che tutti i suoi modedlono difettosi,
perché sta trascurando i numeri naturali disparia Mi
inganneremmo. Il punto fondamentale €& obsste sempre un
iIsomorfismo tra due arbitrari insiemi che soddisfate suddette
nove condizioniLa dimostrazione di cio, formalizzabile in TI,mé
difficile e si puo reperire agevolmente in comuestt. Nel nostro
caso, € immediato verificare che la corrispondebaaivoca
stabilita visivamente da:

0
0

I
DN

e un isomorfismo. Verifichiamo che le tre operazis(x), + e -,
sonorispettate Per noi, s(n)=n+1. Applichiamo faa n, ottenendo
2n, eppoi ancora la s(x) di Antonio, ottenendo 2rE2bene questo
numero € proprio f(n+1). La condizione che caratterizza
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lisomorfismo €& quindi rispettata per l'operaziosi). Per noi,
n+m=h. Applichiamo Id a n e a m eppoi sommiamo normalmente
(poiché per Antonio quest'operazione € identica albstra): si
ottiene 2n+2m=2(n+m)=2h; effettivamente, il dopgid, cioef(h).
E allora rispettata anche l'operazione +. Per infine, nm=h; per
Antonio, 2n-2m=4nm/2=2nm=2h, il doppio di h (doVveiodotto

o N

sottinteso e quello nostro, mentre quello indicdd'-" € il prodotto
secondo Antonio). Pertanto, e rispettata anche dacencludiamo
che laf € un isomorfismo.

Ora, la conseguenza di cid & che, volendo effettuma
gualunque operazione che coinvolga somme e prodotiaturali
del nostro modello, per esempio (3+28)16%@8), si puo scegliere
di applicare |d, lavorare nellinsieme di Antonio e poi applicale
risultato ottenuto la funzione inversa delld. Infatti:
(6+56)-32+(36-176)=62-32+3168=992+3168=4160 e [lpato del
risultato corretto: 2080. Ma si pud anche fare degtio:
l'applicazione dellaf e della sua inversa si puO realizzare
istantaneamente con il banalissimo "trucco" di demsocon 0', 1', 2',
etc., la progressione dei numeri pari. Posto, tipfat=2n per ogni n,
si ha ovviamente che:

2n+2m=n'+m'=2(n+m)=(n+m)" e

2n-2m=n'-m'=(4nm)/2=2nm=(nm)'.

Ovvero, che un'operazione nell'insieme di Antonipug realizzare
attraverso un'operazione normale, cioé come quatlstra, Ssui
denotanti 0', 1', 2', etc. In altri termini, se Anio denota la sua
progressione con 0, 1', 2', etc., egli puo lawwran tali simboli
esattamente come lavoriamo noi con 0, 1, 2, ... etc

Due diversi modelli, M ed M, di uno stesso Sistem
assiomatico si dicono isomorfi se valgono le segwamdizioni:

a) i corrispondenti universi, U e U' sono isomorfi;
b) llsomorfismo, f, "conserva" le costanti; ovvero, dette M(c) e

M'(c) le interpretazioni della costante ¢ nei duedsili, si ha
chef(M(c))=M'(c);
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c) | due modelli hanno "le stesse verita". Piu esattam dettes
e v, le funzioni di veritarelative a ciascuno dei due modelli, si
ha che, per ogni enunciagtalella Teoria:

vi(€)=V « w(e)=V, [ ellE, ovvero:
vi(€)=F « wy(e)=F, L elJE

dove E e, appunto, linsieme degli enunciati. Qukisha
condizione si sintetizza dicendo che i due modsiino
elementarmente equivalenti

Vedremo che due modelli possono esselementarmente
equivalentie tuttavia non isomorfi.

Si puo ora dimostrare immediatamente che ogni itede
costruito da Antonio a partire dal suo insieme arse 0, 1', 2,
...etc., e isomorfo al corrispondente, nostro, rodtst con 0, 1, 2,
...etc. La condizione a) e stata mostrata. Pa, gdinerica costante
s(s(..n volte..(¥)...), Antonio associa 2n=n', mentre noi n; ed
effettivamentef(n)=n" come richiesto dalla condizione b). Inoltre,
abbiamo visto che le operazioni nel modello di Ambo se si sceglie
la denotazione 0', 1', 2', etc., conducono a asiulliversi dai nostri
soltanto per I'apice (che, normalmente, non ingewinel concetto
di verita!); pertanto, & possibile concordare ceinun unico valore
di verita per gli enunciati di TI: vale anche landizione c).

La domanda, a questo punto, € che differenza eitrsi le
progressioni 0, 1, 2, ...etc., e 0', 1', 2', ..,&d¢ piu in generale, tra
due qualsiasi altri modelli isomorfi, nel rappretsea le proprieta
genuinamente matematiche deumeri naturali metamatematici
L'ovvia risposta e: nessuna. Se Antonio ri-denorfing, 2, ...etc., la
sua progressione, sviluppera una Matemateaticaalla nostra; la
sola differenza € che, per lui, il numero 1 €& rappntato
dall'insieme {,{U}}, per noi, da {J}; e analogamente per i
successivi naturali. Si noti come entrambe le repgmtazioni siano
indubbiamente insoddisfacenti dal punto di vistasbfico; non si
vedono, pertanto, ragioni per preferirme una arzicm'altrd®.

18| fatto che nel secondo caso, a differenza diehgr l'insieme che rappresenta
"1" contengaun elemento non riveste, in Sé, nessuna concretxanim,
106



Giuseppe Raguni Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

Tuttavia, nel prossimo paragrafo presenteremo appresentazione
piu appagante, anche se non del tutto. Ma il paasenziale e che |l
compito di un linguaggio simbolico e privo di sifjoato come
quello matematicosi esaurisce nel rappresentammediante un
simboloil concetto semantico di "numero 2" (per fare serapio)e
nel riprodurne tutte leproprieta operative Non ci puo essere
nient'altro per le limitate capacita del linguaggio sintattido un
Sistema formale: chiaramente, esso & ben lungessdire la sede
appropriata per pienezze filosofiche.

Concludiamo, quindi, cheogni insieme che soddisfa le
condizioni definitorie dei numeri naturali insiertits puo costituire
un modello, isomorfo a ogni altro che le soddigiarfettamente
soddisfacente per rappresentare i numeri natuetiumatematici dal
punto di vistaoperativg che e l'unico punto di vista pertinente al
formalismo matematico. Tutti i modelli isomorfi sorira loro
equivalenti, indistinguibili, in tal senso. Ognurdi esso puo
chiamarsistandard

[1.12. I numeri dell'infinito

Per i nostri scopi € importante saper distinguarein livello
elementare, i diversi tipi di infinito. | risultathe presenteremo in
guesto paragrafo furono scoperti da Cantor benguahe la Teoria
degli insiemi, da lui stesso introdotta, venisseiasatizzata. Li
esporremo nella forma piu sintetica e intuitivagioe: I'importante
per noi e tener presente che questi argomenti posswevere, in TI,
una formalizzazione completa in ogni dettaglio.

Supponiamo che tra due insiemi esista woarispondenza
biunivocg per brevita, in tal caso, si dice anche che sono
equipotenti Se i due insiemi equipotenti sofioiti, sembra intuitivo
che debbano avere "lo stesso numero di elementia N
Matematica per definire qualcosa come "avere lesstenumero di
elementi” non si puo evitare di ricorrere al cotxetdi

owviamente. D'altra parte, anche altri modelli isofinusano rappresentazioni

egualmente semplici, come: 0F, 1={[J}, 2={{ LI}, 3={f{{ U }},... etc.
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corrispondenza biunivoca! In effetti, cio non rifeeuna limitazione
del linguaggio matematico, ma semmai un salto togiella nostra
mente. Se lo pensiamo bene, l'operazione di cogltastementi di
un insieme, non e altro che uno stabilire una fspondenza
biunivoca"™ con i numeri naturali! Abbiamo gia adogge questo
criterio per definire una n-upla di insiemi (pak6). Dunque, per
definiziong diremo che due insiemi A e B hanno lo stesso mordie
elementi, ovvero lo stessaumero cardinale se sono equipotenti,
cioé se esiste una corrispondenza biunivoca toa lor

Apparentemente, Tl permette una definizione foizmata dei
concetti semantici dinito edinfinito: un insieme A si dic@nito se
esiste un AIN, tale che esiste una corrispondenza biunivoca tea
{0, 1, 2, ... n}; quest'ultimo insieme viene defmrigorosamente in
Tl come il sottoinsieme di tutti i naturali insiestici non maggiori
di n (si usa il predicato ">"). Un insieme si ditdinito se non é
finito, cioe se tale naturale non esiste. Vedremo cheroppo,
questa definizione sintattica di insierfigito (ed infinito) non puo
riflettere appieno il significato semantico chend@a tali concetti;
ritorneremo su questa interessante e cruciale iqunestPer gli
insiemi infiniti succede qualcosa di apparentemsir@no: essi sono
equipotenti a sottoinsiempropri (cioé sottoinsiemi diversi dallo
stesso insieme; infatti € banale che ogni insietgegssere messo in
corrispondenza biunivoca con sé stesso). Ad esengmco una
corrispondenza biunivoca tra l'insieme infinito Ni eaturali pari
(gia osservata in precedenza):

e cosi via per infiniti altri sottoinsiemi propriiN. Si puo dimostrare
che questa e una caratteristica necessaria eisnféadegli insiemi
infiniti. In altre parole, gli insiemi infiniti potbbero
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equivalentemente essedefiniti come quelli che possono essere
messi in corrispondenza biunivoca con un sottomsigroprid®.
Per gli insiemi infiniti, allora, accade che esmiosottoinsiemi
propri che hanno il loro stesso numero cardinateurheri pari, per
esempio, sono "tanti quanti" tutti i naturali. Qesapparente
paradosso non deve disorientare: tutto cio e careseg alla nostra
definizione di "stesso numero di elementi”, la gualorrettamente,
coinvolge fatti esclusivamente tecnici (come l&siza di una
corrispondenza biunivoca) e nessun principio seic@r{tome la
nozione comuneuclidea che "il tutto € maggiore della parte").

Si dimostra facilmente che l'equipotenza, per igsiemi, si
comporta, per fare un esempio geometrico, comardlfelismo per
le rette. In particolare, se due rette sono pdeaid una terza, sono
anche parallele tra loro. Tutte le rette possonioral essere
considerate come divise in classi separate, ogissel con tutte le
rette aventi la stessa "direzione". Classi comestgyesi chiamano
d'equivalenzee risulta cheon sempre sonimsiemi Le classisono,
comunque, degli oggetti matematici rigorosament@niddi in Tl
(sono i piu basici oggetti che possiedono elemiesteme: se una
classeé elemento di un'altralasse allora € uninsiem@. Ebbene,
secondo il criterio insiemistico, ciascurdirezione si definisce
proprio come ciascuna di tali classi. Allo stessodo tutti gli
insiemi si possono raggruppare in classi sepacatjtuite da tutti
gli insiemi tra loro equipotenti. Ciascuna di telassf’ si definisce
numero cardinaleo semplicementeardinalita. Dunque, il "numero
di elementi” di un insieme viene alla fine definibome la sua
cardinalita, cioe la classe d'equipotenza a cusi€ime appartiene.
Tra i numeri cardinali si possono introdurre leamgbni d'ordine < e
< , mediante le quali ordinarli interamefiteLe cardinalitd degli

9 per dimostrare tale equivalenza occorre |'assitirsaelta.
% E risulta che non sono insiemi! La definizione adati pud, comunque,
modificare per renderli insiemi. Ma non ci interesgpprofondire.
21 Se g e g sono due cardinali, si dice che<cg se sono verificate: a) esiste un
insieme | di cardinalita ;cequipotente a un sottoinsieme di un insieme K di
cardinalitd ¢ b) | e K non sono equipotenti. Senza la condiibh si ottiene la
definizione di ¢ < c. Usando l'assioma di scelta si pud dimostrare che
quest'ultima relazione @'ordine totale cioe permette un ordinamento di tutti i
cardinali.

109



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

insiemifiniti rappresentano i numeri naturali metamatematiti @,
...etc. E questa, probabilmente, la rappresentazppin appagante,
dal punto di vista filosofico, che il linguaggio tematico puo
offrire per i numeri naturali intuitivi. Il numert0" viene ad essere
la classe d'equipotenza di tutti gli insiemi chen f@nno elementi;
"1" la cardinalita successiva, secondo il suddettbhnamento, a "0"
(ovvero la classe d'equipotenza di tutti gli indieime hanno un solo
elemento; ma questo e solo un chiarimento semafticoolare”,
mentre la precedente definizione non e "circolaré?" la
cardinalitd successiva a "1" e cosi via. Con tal@nizione, le nove
condizioni del paragrafo 1.6 si verificano: nonb&mo scelto che
un altro degli insiemi isomorfi che le soddisfafiauttavia, anche
questa definizione matematica, verosimilmente infiorigbile, non
puo risolvere tutti i problemi, né esser priva dietli epistemologici.
Ad esempio, una critica insormontabile e dovuta glh accennata
inadeguatezza matematica del concetto fidito, rispetto al
corrispondente concetto semantico (lo approfondirgma avanti).
Non essendo ineccepibile, tale definizione non paltora
considerarsi prudentemente obbligatoria dal punto vikta
epistemologico, pur essendo indubbiamente piu staldinte di
altre. D'altra parte, ribadiamo che il compito deMatematica si
esaurisce nel rappresentare i naturali in modo atpamente
soddisfacente; e a tale scopo non € necessarigrereo alle
cardinalita, ma e ugualmente valida un'altra gaaisiscelta
isomorf&?,

Passiamo alle cardinalita degli insieimiiniti. La cardinalita di
N si chiamacardinalita del numerabilee si indica conxg ("aleph
con zero"). | numeri pari hanno dunque la stessdirwita xq e si
puo dimostrare che lo stesso vale per qualunqumissieme
infinito di N. Ma esistono insiemi infiniti con adinalita diversa da
N? Poiché in Tl si dimostra che esiste N, ne sedpgeesiste anche

22 | a definizione discussa si deve a Russell (chéplende da Frege); ma la sua
pretesa sull'opportunita di definire cosi i nati@lpit "tollerabile”, in quanto egl
fa riferimento alla Teoria ingenua (non formalizgatlegli insiemi. Cosi, le sue
argomentazioni, pur soggette ai difetti che abbiactennato, mancano di velleita
propriamente formale; e dunque equivalgono a unpeen suggerimento di
precisione, giustificato dall'innegabile valorestpmologico del risultato.
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P(N), l'insieme di tutti i suoi sottoinsiemi. EbleerP(N), ovviamente
infinito, non ha la stessa cardinalita di N. Cardomostro anzi che,
per ogni insieme A, A e P(A) non hanno mai la stesgdinalita. La
dimostrazione informale, che, ricordiamo, puo ess&orosamente
formalizzata in TI, € la seguente. Supponiamo psum@@o che esista
una corrispondenza biunivoca tra A e P(A). Secortdte
corrispondenza, per esempio, all'elemenfadixA corrisponde un
sottoinsieme X di A. Ora, x pud appartenere o non appartenere a
X1. Consideriamo l'insieme H di tutti gli elementi Ai che non
appartengono al sottoinsieme di A che gli corrigfgisecondo la
corrispondenza biunivoca. Se indichiamo con X it@osieme di A
corrispondente al generico elemento x di A, Hseduente:

H={x OA(xX)}.

Ma H e anch'esso un sottoinsieme di A e come taeed
corrispondere a un elemento h di A. Chiediamodn sgppartiene a
H. Se gli appartiene, allora non gli appartienenge gli appartiene,
allora gli appartiene. Assurdo.

Si puo facilmente dimostrare che, se A e un insiémto din
elementi, allora P(A) possiede” Zlementi, qualunque sia.
Conseguentemente, tale notazione si estende alrcasol'insieme

e infinito: cosi, la cardinalita di P(N) si indican 2,
Costruiamo adesso un'importante successione dinadita. In
corrispondenza della seguente lista di insiemadiinalita diversa:

N, P(N), P(P(N)), P(P(P(N))), ...

si ha la seguente lista di cardinalita:

Possiamo poi ottenere nuovi numeri cardinali carsiddo I'unione
di un insieme che appartienek@con un insieme che appartiene a

2% e cosi via per tutte le cardinalita definite (duagun'unione
infinita). Si ottiene un insieme, correttamenteimiéfle in TI, la cui
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cardinalita € maggiore di tutte la cardinalita menate. Indicando
con Qp la nuova cardinalita, si ottengono nuovi numeridoaali

considerando, analogamente a prima, gli insiemledparti dei
nuovi insiemi. Ripetendo il ragionamento, otteniamia

"successione":

(1) O, 2%, 22° Qg 2%, 27° . 2% 22" ..

dove Q; e la cardinalita dell'insieme ottenuto dall'uniongénita di
insiemi con le cardinalita precedenti, e cosi Usiamo le virgolette
nel termine "successione" perché si conclude deectalezione di
cardinalita, quantunque queste ultime vengano idefoomeinsiemi
(come accennato in una recente not&y € un insieméné tanto
meno una successione, cio& un insieme ordiffatlod stessa cosa,
del resto, vale per la collezione di tutte le caatlia.

La "successione" (1) risulta gia ordinata secoledoelazione
d'ordine introdotta nei numeri cardinali. Ora, umkbmanda
importante: la "successione” (1) contiene tuttidinali infiniti? La
risposta "si", si chiama "ipotesi generale del pard". La risposta
"no", ammette che esistono insiemi con una cariiinaitermedia
tra due termini successivi di essa. In particoltipgtesi che trao e

290 cioé tra il numerabile e la cardinalita dei re@ome si puo
dimostrare), non vi siano altre cardinalita, siatha semplicemente
"ipotesi del continuo”. Nel 1963, P. J. Cohen haadienostrato che
tanto l'ipotesi generale del continuo, quanto latip@lare, sono
indecidibili. Questo fatto ha suscitato scalpore per una seenpli
ragione: nessuna chiara intuizione, cioe nessuwitivd "modello”
corretto di TI, sembra rendere l'ipotesi del camirpiu plausibile
della sua negazione. Si tratta evidentemente diatgomento

2 |nfatti, per qualunquensieme anche infinito, di cardinali della (1), si pud
costruire, col metodo descritto, un alfrsiemecon una cardinalita maggiore di
ogni cardinale contenuto nel primo insieme, ma dewe appartenere alla
"successione" (1) per come questa € stata defiditague, nessumsiemedi
cardinali della (1) puo contenere tutti i cardirdgila (1) stessa. Un ragionamento
del tutto analogo si puo fare relativamente alllezmne ordinata di tutte le
cardinalita.
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complesso e difficile per la nostra comprensiorenE del resto la
stessa metadimostrazione di Cohen) che manifebtaasita circa i
"modelli” di TIl. Ripercorriamo le tappe: Tl e statmstruito allo
scopo di assiomatizzare lintuitiva "collezione ldeégsiemi”, la
quale, pertanto, dovrebbe rappresentare lo spamtdmmdello”
corretto della Teoria. Ma adesso ci si chiede: @ugpontaneo
"modello” di TI abbiamo in mente, quello per cipdtesi (generale
o particolare) del continuo € vera o uno fra qualfiatto diversi, per
cui é falsa? Evidentemente, gli intuitivi conceittisiemistici si
rivelano troppo grossolani per sostituirsi pienateesglla realta di
uno qualsiasi dei "modelli" corretti di TI; ovverngessuno di questi
ultimi & interamente spontaneo. Certo, non & eschi® nuove
considerazioni possano far luce su questo argomeihte autori
hanno gia asserito che la negazione sarebbe pigipie, ma i loro
ragionamenti sono complessi (Woodin) 0 non convieco
pienamente tutti (Freiling}. A tutt'oggi, comunque, i "modelli" di
Tl si rivelano sfuggenti anche in altri temi, coe hegative
conseguenze di cui avremo modo di parlare.

Passando ora ad esempi concreti, I'insieme deenuazionali
e numerabile. Cio & dimostrato dalla seguentesmrridenza:

1 2 3 4 5 6 7 8
/1 12 21 13 2/2 3/1 14 2/3

in cui i razionali sono ordinati per ordine credeedella somma tra
numeratore e denominatore. | numeri reali, invegen sono
numerabili. La tecnica di dimostrazione informaleqgdiesto fatto
(ma, al solito, pienamente formalizzabile in TIpvdta a Cantor, €
specialmente interessante. Consideriamo dappritha teali tra O e
1. Supponiamo, per assurdo, che esista una lonespondenza
biunivoca con N, ovvero una lista che li enumett:tu

1. 0,1086582....

24 C. Freiling, Axioms of Symmetry: throwing darts at the real Jideurnal of
Symbolic Logic n. 51, p. 190-200 (1986) e H. Woodiithe Continuum
Hypothesis Notices of the AMS, Vol. 48, n. 6, p. 567-576 e7n p. 681-690
(2001).
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2. 0,39€0776....
3. 0,433991....
4. 0,908425....

in cui abbiamo sottolineato le cifre della diagapatioe la prima
cifra decimale della prima, la seconda della seapnétc.
Consideriamo allora un numero reale ottenuto sedwedopo "0,"
cifre decimali diverse da quelle sottolineate, per esempio:
"0,0529...". Ebbene, tale numero € diverso da ogmnaro della
lista: esso differisce dal generico numero di gose k per la sua k-
esima cifra decimale, per costruzione. Assurdo.dden i numeri
reali tra O e 1 non sono numerabili.

Essi sono pero equipotenti cartti i reali! Risulta infatti che i
punti di un segmento di lunghezza arbitraria soqaipotenti con i
punti di una retta, di un piano, perfino di uno ™padi qualsiasi
dimensione! Lo stesso Cantor si sorprese di questelusioni
(famoso, in una lettera a Dedekind, il suo: "lo wemia non ci
credo"). Un esempio dimostrativo di questi "stramiSultati &
illustrato dalla seguente figura, in cui si stswé una
corrispondenza biunivoca tra i punti di un segmeA® e una
semiretta di origine O ad esso ortogonale.

[0 P

Ad ogni punto P del segmento € associato l'unioatq P' di
intersezione della retta PH con la semiretta. Alegieo punto P
della semiretta € associato l'unico punto P dirsetdone della retta
P'H col segmento AB. Il segmento AB ha tanti pumtianti la
semiretta!
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Infine, Cantor dimostro anche che la cardinalgardimeri reali
e proprio quella di P(N), ciog™o.

[1.13. | numeri della metamatematica

Discutiamo ora le caratteristiche del linguaggetamatematico
alla luce delle ultime considerazioni. Ricordiamadhec la
metamatematica é stata genericamente definita emmimguaggio
semantico che obbedisce a elementari principi idiofe e logica
comune" non oltre precisabile; quindi, con un grailambiguita
impossibile da dipanare completamente, come abbsegato. Ma
i momento e opportuno per aggiungere dell'altro.

Cominceremo col chiederci: quante sono le espmeissi
significative del linguaggio metamatematico? La aetita Si
caratterizza per la sua capacita di denotare cagigmumogni ente
0 concetto che abbia un significato. Se un oggditien qualunque
tipo ha un significato, possiamo denotarlo con egne convenuto,
come la lettera A. Anche "la collezione di tutte dspressioni
semantiche" & un'espressione significativa che tdano con S.
Allora S conterrebbe sé stesso; cio € una primiaaatne del fatto
che S non e umsieme come c'era da aspettarsi. Ma cio non toglie
che, semanticamente, possa ancora discutersi delnsumero” di
elementi. Supponiamo che esista un certo insiemson una
cardinalita, cioe un numero di elementi, supermi®. Cio verrebbe
a dire che esiste almeno un elemento di | che non gssere
denotato, rappresentato con un segno. Ma cio adass8i tratta,
evidentemente, di un tipo particolare di assurddamatematico,
diremmo di tipo epistemologico. Se tale elementoe(poi € un
insieme quindi un oggetto propriamente matematico) egdtha un
significatonon c'é nulla che puo impedirci significarlo con A. Ci
sono, e vero, delle eccezioni di natura paradossal@e abbiamo
osservato alla fine della prima Parte (par. 1.1@y d caso di un
"oggetto non ancora denotato": € denotabile? Qmadli,scomunque,
possono escludersi senza troppe difficolta: in ,edsitempo
interviene esplicitamente nella costituzione dejngicato; una
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circostanza che interessa il mondo reale ma neundle Matematica.
Tuttavia, osserveremo presto altri paradossi.

Dunque, il numero di espressioni semantiche namnfegiore a
nessuna cardinalita. Questo € anche un altro amgoneéca il fatto
che S non e un insieme: infatti se lo fosse, aweabia cardinalita e
ogni cardinalita € minore di (infinite) altre camdlita. In un certo
senso, il "numero” di elementi di S € il piu grandee possa
immaginarsi; certo, non un numero matematico, cp@resentabile
in un Sistema assiomatico formale. Non si € ancoraenuto alcun
nome per tale numero; noi proponiamo quellpdrinnumerabile

Approfittiamo per segnalare che anche afilezione di tutti gli
insiemi sembra legittimo assegnareipdrinnumerabilita |l
ragionamento € analogo: nessun insieme puo avereandinalita
maggiore di questa collezione. Per assurdo, deghenti di un tale
insieme, che sono ancora insiemi, non apparterreblbe detta
collezione.

Vogliamo insistere con altri esempi circgpdrinnumerabilita
delle proposizioni della metamatematica, perché essmbra in
contrasto con diverse argomentazioni apparentensemsgate, tanto
piu essendo l'argomento inspiegabilmente trascucato rarissima
eccezione, dagli esperti di Logica.

La normale convenzione sottintesa circa la ragm@zione
scritta di un qualunque linguaggio, semantico o éx@he esso sia
esprimibile mediante i solfiniti, simboli alfa-numerici. Nel seguito,
salvo esplicita indicazioneper qualsiasi linguaggiosupporremo
sempre che esso usi una quantita finita di simdalieffetti, cio
significa limitarsi a quei Sistemi in cui ogni pagzione e
rappresentabile mediante dei simboli la cui defome, in base a
guanto osservato all'inizio della prima Parte, nohiede semantica:
basta un elenco.

L'insieme di tutte le possibili sequenze ordirfatgde che usano
un numero finito di simboli si pud facilmente dinm@se
numerabile, in TI. Poiché una frase e costituitauda sequenza
finita di simboli, si direbbe che anche il numeotate di frasi di un
qualsiasi linguaggio, simbolico o semantico, & naiige. Come si
spiega l'apparente contraddizione con le precedentsiderazioni?
Con il fatto che un linguaggio semantico puo essergrado di
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associare piu significati ad uno stesso simboloequenza di
simboli. La frase "l'affare non va" puo significare numero a priori
illimitato di cose diverse, includendo allusioni ceomiche,
metaforiche, psicologiche, erotiche, etc., tutteacte dal contesto.
In termini piu rigorosi, in un linguaggio semantiama medesima
sequenza di caratteri puo rappresentare piu figsifisative. La
lettera A 0 x ha indicato e indichera un numerorer@odi oggetti
differenti in Matematica, senza che cid comportcassariamente
alcun serio disguido. Il "contesto” chiarificatoeeben pensarci, € un
riferimento circolare, dichiarato o sottinteso, dieguaggio su sé
stesso; il linguaggio semantico puo infatti fareoaerimenti, fino
al punto di ridefinire ad arbitrio i significati le regole sintattiche
che esso stesso usa.

Tale possibile autoriferimento, nei linguaggi setr@, puo dar
luogo a paradossi. Quello che abbiamo velocemeitsto cnel
paragrafo 1.8, "questo enunciato € falso", € notmeparadosso del
mentitoree puo essere riformulato in diverse versionirdipema é
che questa proposizione non pud essere né verals& fpena
assurdo semantico. Nello stesso paragrafo abbiawtteaaccennato
che una regola deduttiva che menzioni la coereaZan€oerenza)
del Sistema puo risultare paradossale. Esempio: ragala che
genera una contraddizione se il Sistema €& coeréitigiamo poi
visto il paradosso di Russell. L'assiomatizzazidet concetto di
insieme naturalmente, non lo elimina, ma stabilisce lavemzione
di proibirlo per tale termine; esso puo ancoraegentarsi con altri
termini, come "collezione". Ce ne sono di infirattri. "Definiamo il
minimo numero naturale non definito da questa ps@ione”. Se
tale espressione definisce un qualsivoglia numextoirale, allora
non lo definisce; assurdo. Quindi, non ne definisessuno; ma
allora... definisce il numero "0", ancora assurddbiamo gia
osservato che in un linguaggio semantico, a difizmedi uno
matematico (classico), non c'e motivo di ritenevene catastrofica
la presenza di alcune assurdita; ma pure, qualessare il nostro
atteggiamento verso di esse? Si possono risolueg@alche modo?
Ci indicano qualcosa?

Russell, in tempi in cui la distinzione tra lingggo matematico
e metamatematico non era ancora popolare, fu mdotentare di
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rifiutare sempre l'autoreferenzialita. Egli stessaccorse non molto
tempo dopo che cid era inattuabile e che d'altréepaon era poi
cosi temibile. Le cosiddettalefinizioni implicite di un ente
matematico si realizzano, come abbiamo visto iregar esempi,
mediante il soddisfacimento di una serie di esjwassche
menzionano l'ente. Propriamente, tali definizionitoaeferenziali
avvengono solo su un piano metamatematico, quiatiastico.
Come esempio emblematico, consideriamo le condizion
insiemistiche 1)-9) che definiscono implicitamertasieme dei
numeri naturali (par. I.6). In linguaggio metanratdico si direbbe
qualcosa come: "definiamo insieme dei numeri néfufd, un
insieme che soddisfa le seguenti condizioni: d)iX etc.". La
definizione e autoreferenziale perché le condizimeinzionano lo
stesso N che si sta definendo. In alcuni casi lazmee si pud
eliminare; ad esempio, dicendo "N haper elemento... ", si elimina
il riferimento a N nella condizione 1). Ma si ossecome sia
impossibile eliminare il riferimento a N nella condne 9), il
principio di induzione. Quali problemi potrebbe sare tale
circolarita? Da un punto di vista puramente simdatt tale
definizione non produce alcun effetto; cioe, non &akuna
conseguenza sulle proposizioni del Sistema. L'unifaito
propriamente matematico € che le regole del Sistgmmettono di
dedurre la stringa ['"N (xoON e XN (...etc...". In essa, la
lettera "N" pu0, ovviamente, essere sostituita 0ia qualsiasi altra.
Che poi si convenga di indicare con "N" un insiemecui le
suddette condizioni si sottintendono soddisfatteingsigenza che
non riguarda né condiziona il linguaggio propriateematematico.
Se le cose stessero sempre cosi, si concluderdigbé problema
che stiamo studiando e nel fondo banale; infaticha se
l'autoreferenzialita fosse viziosa, essa non pbgeimai essere in
grado di nuocere al linguaggio matematico. La swagolarita
resterebbe confinata nell'ambito metamatematicoleheproprio e
non potrebbe contaminare il linguaggio matematiBmiché e
guest'ultimo quello che alla fine interessa, nectumeremmo che le
definizioni con circolarita sono semplici espediamlti a facilitare
la comprensione semantica di alcuni enti e coneetilindi sempre
innocuamente viziosi, se Viziosi.
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Ma purtroppo non e sempre cosi. Infatti, risulia € sorpresa —
la regola deduttiva dehodus poneng autoreferenziatd Ed essa
influisce attivamente (eccome!) sul linguaggio madéco, perché
genera dei teoremi. Consideriamo per semplicita Sistema
assiomatico in cui esiste solo la regola oeldus ponensLa sua
traduzione, in termini che non lasciano sottintédia seguente: "se
A e un assioma o un teorema e>B € un assioma o un teorema,
allora B € un teorema". Pertanto, essa definist@dme dei teoremi
in modo autoreferenziale: "si dice che B e un te@rese A € un

assioma o0 un teorema e-f €& un assioma o0 un teorema". Non

resta che prendere il toro per le corna; ma dofomueste ultime
non sembrano in grado di provocare ferite mor&sdi.si conviene di
ignorare termini non ancora definiti, thodus ponenstabilisce un
criterio assolutamente inequivocabile per geneteoeemi. Quando
lo si applica per la prima volta, bastera limitaastonsiderare i soli
assiomi, anziché sforzarsi (senza riuscirci) divitiare anche gli
oggetti, ancora indefiniti, chiamati "teoremi". Umalta fatto, si
disporra di alcuni teoremi e potranno formarsenti. aChe si
possieda il buon senso di sorvolare su termini arocora definiti o
che non ci siano teoremi ottenibili diversamentgrglo si applica il
modus ponensé una convenzione taciuta. D'altronde, non si
ancora saputo trovare un'alternativa ad esso.hésolo a causa di
tale "innocente" ma indiscutibile ambiguita,daona definizionger
un qualsiasi Calcolo predicativo classico formaemtimo ordine,
una questione, appunto, piu donvenzioneche di deduzione
metamatematica (par. 1.9).

In linguaggio semantico esistono dunque circ@ardéttive (cioe
paradossi) e buone; e alcune delle seconde sembdispensabili
in  Matematic®®. Dobbiamo quindi presumere che la
metamatematica, intesa come un linguaggio semariécoorto”,
riesca sempre a riconoscere una definizione aet@efiale viziosa

% gSorpresa, ma non troppo: avevamo gia visto cliertaalizzazione detnodus
ponengda luogo a una definizione implicita dell'insiere tkoremi T.
% Anche la definizione della collezione delle pragmsi di un Sistema
assiomatico classico €& autoreferenziale e, ovvimeattiva sul linguaggio
matematico. Altri esempi possono riguardare le leeg@siomaticheroprie dei
diversi Sistemi classici.
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e metterla da parte; ma ovviamente non pud aversi aertezza
propriamente matematica di ci0. Alle precedenti dode
risponderemo semplicemente che i paradossi semastino
inevitabili e ci indicano che il linguaggio semaatin essi usato non
puo essere assiomatizzato, cioe ridotto a matematsi com'é.
Consideriamo ora il seguente argomento. "Sia dato
linguaggio qualsiasi (ricordiamo, con un numeratdirdi caratteri).
L'insieme di tutte le proposizioni simboliche coremo di 100
caratteri e finito. Di esse, alcune definiscono etimaturali, come
<<il numero che sommato a 5 fa 7>> (che ha 30 teatrainclusi gli
spazi). Consideriamo l'insieme di tutte le propiosiz simboliche
con meno di 100 caratteri che definiscono numetunadi. Tale
insieme e finito e definisce sempre un numero dirdi numeri
naturali. Siam il piu grande di tali numeri. Allora la proposine
<<il numero naturale successivo al piu grande d#fencon meno
di 100 caratteri>> definisce il numero naturakel e ha meno di
100 caratteri (per l'esattezza 80). Assurdo”. E&sooto come
"paradosso di Berry", ma non si tratta davvero miparadosso, se
con tale termine intendiamo un assurdo inevitafdlee € cio che
abbiamo convenuto). Soffermiamoci sull'affermazitiade insieme
e finito e definisce sempre un numero finito di muMaturali”.
Cosa si intende qui per "definisce"? Se il linguaggsemantico puo
essere capace di definire con poche frasi un nuaraibe infinito di
enti matematici; un esempio si ha nella stessanidedne di un
qualsiasi Sistema assiomatico formale (non banaie), cui,
servendosi di metamatematica, vengono definithitdiproposizioni
e teoremi. Gli stessi, infiniti, numeri naturalinep evidentemente,
definiti mediante un numero finito di caratteri; @nmettera che é
cosi se si ammette che e possibile definirli! Cis& riferendo,
dunque, a un tipo limitato di "definizione", undipn cui non sono
ammesse “circolarita” o retrospezioni. L'ultima s&a del
"paradosso”, invece, definisce un numero usandaetmaspezione,
cioé con criterio differente. Si confondono, pettardiversi livelli
d'interpretazione. Un esempio concreto chiarira defto la
questione. Se si usano i caratteri alfa-numescpdssibili sequenze
ordinate di tali simboli con una lunghezza minorel@0 caratteri
sono tantissime, ma finite. Supponiamo di volerrdief, mediante
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alcune di tali combinazioni, un numero finito dimeri naturali. Il
criterio per farlo pud variare ad arbitrio, dipende dalla lingua
usata e/o da ogni altra nostra preferenza. Perpmsgeg probabile
che si decida di assegnare ogni stringa del ti@o..@" al numero
1, cioe al successore di 0. Anche "il successor@"dise siamo
italiani, sara probabilmente considerata una dabne di 1. Uno
stesso numero, dunque, potra avere piu di unaizieine; mentre,
per semplicita, possiamo stabilire che ogni prapose definisca al
pitl un solo numero naturdle Immaginando di passare in rassegna
tutte le possibili combinazioni, € del tutto protk@bche ne
scarteremo parecchie: alcune, in quanto prive disigmificato
convenuto (come <<ahT_l|&Kak>>), altre perché serré che non
definiscono numeri naturali (come <<il gatto non dhgerito il
topo>>). Ovviamente, nulla ci vieta di conveniree aterte stringhe
piu 0 meno strane, come <<il mio numero fortunatay><<il
numero dei vizi capitali>> definiscano certi nummeaturali. Prima o
poi, ci imbatteremo nella misteriosa sequenza: rgihero naturale
successivo al piu grande definibile con meno di tafatteri">>.
Che fare? Ammetteremo che Antonio decida di nonaas/i alcun
numero, mentre Francesca, forse in base a cedii $iuconsiderera
la definizione di un determinato naturale, per gsendi 239987.
Terminato il nostro lavoro, riconsideriamo la frasmvenendo che
il suo termine "definibile" si riferisca, appuntal nostro lungo e
meticoloso lavoro. Se si ammette cosi, essa deéin&lesso un
indiscusso naturale, sia per Antonio che per Fisaaell punto
fondamentale € che, per entranihbi,frase possiede ora un valore
semanticodifferente da quello prima considerato: infatti Antonio
non vi aveva associato alcun numero, mentre Fraao@s numero
che, come si pud immediatamente riconoscere, nanegssere lo
stesso. Per entrambi, non c'e modo di correggecerigenzioni in
modo da far coincidere i due numeri, ovvero i dieerdi valori
semantici.

In altri termini, il "paradosso di Berry", lungatfessere un vero
paradosso, € un chiaro segnale che un linguaggmargeo puod
possedere distinti livelli interpretativi, come s&eno gia affermato.

%' Ma, in cid che segue, non cambierebbe assolutanmeiiia se invece definisse
un numero qualsiasi, purciéito, di numeri naturali.
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Se nel "paradosso di Berry" intendiamo per "defonz"”, ovunque
appaia, il concetto semantico piu ampio possibii@e tutti i
possibili modi di definizione, si ottiene una metadstrazione per
assurdo (semantico) del fatto che un numero fiditproposizioni
simboliche e capace di definire, mediante [intatee della
semantica, un numero infinito di numeri naturala Buante devono
essere, almeno, tali proposizioni simboliche peteppo fare? Di
guanto puo essere abbassato il numero 100? Noedsinwe criteri
logici che possano caratterizzare tale numero nanikin effetti
non ne esistono! Un solo carattere, come "a", pypresentare un
qualsiasi prefissato numero e, se lo conveniamo,rappresentarne
piu d'uno. Ad esempio, possiamo convenire che emgnti sia 3 che
8774; si pretendera di capire dal contesto, oghiavahe appaia "a",
se esso indica 3 o 8774. Ma puo anche rappresentafimiti.
Pensiamo a quante rette diverse indica la lettéran"un comune
libro di Geometria o piu in generale nellinterattdeatura
matematica. Perché dovrebbe esserci un limite @ maimero?
Finché il contesto chiarisce di quale retta stigmadando, non c'é
alcun problema. Certo, l'inevitabile prezzo pagatd pericolo di
confusione; ma in ambito semantico tale rischio pussistere. In
generale, piu oggetti sono rappresentati dallasatesequenza,
maggiore & il grado di significativita (e di poskbconfusioné®
della lingua. Cosi, in principio, un solo simbokrebbe sufficiente
per denotare individualmente ciascun numero naucalreale o
elemento di un qualsiasi insieme o collezione ebdamente
grande, come quella stessa di tutte le espressemiantiche S.
Naturalmente, questo rappresenta il caso limitspesato. | contesti
interpretativi variabili normalmente usati dalla tam@atematica non
hanno alcun bisogno di essere rischiosamente amhlgy anzi,
non &€ mai conveniente né opportuno. Di solito fiet&, non ci sono
difficolta per renderli meno equivocabili arriccluene raffinando il
vocabolario.

Il "paradosso di Richard", € un altro pseudo-pasad della
stessa specie. In esso si suppone che i numercoeapresi tra 0 e

%8 E, aggiungiamo, di fascino, pensando al grecaan@erto, col trascorrere del
tempo, le lingue si specializzano e si arricchiscdnvocaboli, guadagnando in
precisione, ma anche in "freddezza".
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1, definibili tramite definizioni individualisiano numerabili e se ne
fa una lista. Poi si definisce un numero reale Gr& 1 con Il
medesimo criterio della diagonale di Cantor, prioescritto. Il
numero reale suddetto non sta nella lista eppusta®® definito,
assurdo. Di nuovo, non si tratta di un vero paradosjuando si
ammette chetutte le definizioni individuali sono numerabili, si
assume per esse un tipo di semantica limitato,eciuévale ad una
semplice denotazione. Poli, invece, si tira fuora wefinizione di
carattere irriducibilmente retrospettivo: essa, fugrzionare, deve
riferirsi, guardandola dall'esterno, all'interatdisconsiderata; e,
pertanto, non puo farne parte. In altri terminiy'dssere di un
diverso tipo logico rispetto a quelle della listlluovamente,
l'assurdo deriva dalla confusione di tali differevdlori semantici
del verbo "definire". Analogamente al preceden&ups-paradosso,
se le definizioni vengono sempre considerate netsesemantico
piu ampio, il "paradosso di Richard" pud esseréolebme una
metadimostrazione del fatto che le definizioni setiche
individuali non sono numerabili e quindi sono inago, almeno
teoricamente, di definire un numero di oggetti sigre al
numerabile (come 1 numeri reali): una medesima ng#;
diversamente interpretata, puo essere usata peirdafn numero a
priori illimitato di numeri. Un ragionamento piu st di quello
epistemologico fatto all'inizio del paragrafo; mache meno
generale, in quanto non esclude la possibilita icmeimero delle
espressioni semantiche sia un altro cardinale Eurpeax,. Ma e
probabile che su questa Ilinea possa realizzarsi una
metadimostrazione generale.

Ovviamente, un particolare linguaggio semantico puere un
gualunque numero inferiore glerinnumerabiledi proposizioni: di
una qualunque cardinalitd (innumerabile o numeeabd anche
finito. D'altra parte i Sistemi formali, il cui Iguaggio non é
semantico, hanno un numero di proposizioni finitoindinito
numerabile, come osserveremo presto. Dunque, guidggio con
un numero di proposizioni finito o infinito numeikd) puo essere
sia formale che semantico. Invece, un linguaggi® obnsta di un
numero di proposizioni superiore al numerabile eeessariamente
semantico. Infatti, se possiede un numero finitosidnboli, puo
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adoperare solo una quantita numerabile di strirfgiiie. Dovendo
con esse formulare un numero superior di proposizioni, deve
essere capace di associare piu di una proposianma medesima
sequenza finita di simboli (ovvero, adottare un testo
interpretativo variabile); ma cio puo farsi solos@gnandovalori
diversi alla stessa stringa. Ciascualore costituiscé’, appunto, un
significatoe la sua assegnazione, l'interpretazione semafiiceoti
come [neliminabilita di tale valore semantico derivi proprio
dall'obbligatorieta di differenziare una medesirtranga in piu frasi
significative. In altri termini, l'uso di un contesinterpretativo
variabile rappresenta l'aspetto logico caratteastiella semantica
intrinseca, cioe non eliminabile.

Ricordando i risultati del paragrafo precedent®sspmo
dunque affermare che la Teoria Tl € in grado di rame
sintatticamente su oggetti la cui natura intrinsécaemantica: gli
insiemi innumerabili; tuttavia, con delle limitanip come
evidenzieremo nei prossimi paragrafi.

11.14. | numeri dei Sistemi assiomatici classici

Quante sono le proposizioni e i teoremi di unedist classico?
La rispostaformale alla domanda richiede di rappresentare il
Sistema in TI: solo qui la cardinalita € un conzétrmalizzato. Per
brevita, diremo che un Sistema classicougnerabile se l'insieme
delle sue proposizioni € numerabile. In un Sistamanerabile,
l'insieme dei teoremi non pud che essere o nunierabiinito (un
caso banale che, come gia detto, possiamo escjutlerece, in un
Sistema innumerabile (cioe in cui l'insieme dell®pwsizioni é
innumerabile), l'insieme dei teoremi potrebbe essammerabile.
Tuttavia in questo caso € sempre possibile coramidarn Sistema
numerabile S' (ben definitose lo e S), che abbia gli stessi teoremi
di S. Ad esempio, si puo definire S' in modo cheue proposizioni
coincidano con i teoremi di S e dotato delle stesgele deduttive
di S. S' puo allora sostituire perfettamente Sjsdlo che interessa

# Verrebbe di aggiungere "per definizione", ma ciaente sarebbe presuntuoso.
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del Sistema € il suo ambito deduttivo. In altrneni, lavorare in S
rappresenterebbe una complicazione praticamentgleinghe ci
obbligherebbe a differenziare la cardinaptaposizionaleda quella
deduttiva senza alcun risvolto speciale circa I'ambito dctu del
Sistema, che e quello di concreto interesse. Bgmadi semplicita,
pertanto, nel seguito supporremo sempre che la incditd
(numerabile o innumerabile) di un Sistema sia deitgata dalla
cardinalita dell'insieme dei suoi teoremi; ovvesbe coincida con la
cardinalita deduttiva

Se si rappresenta un qualsiasi Calcolo predicathassico
formale del primo ordine in TI, si dimostra facilme che gl
insiemi delle proposizioni, P, e dei teoremi, Theonumerabili.
Infatti, essi sono sottoinsiemi dell'insieme diteute sequenze
ordinate finite dei caratteri ammessi nel Sistersanz'altro un
insieme numerabile, visto che il numero dei caraédinito e che
alle stringhe non pud assegnarsi significato. Unegeo Sistema
classico, modifichera gli insiemi P e T con le pesseproprie; in
particolare T mediante gli schemi assiomatici cksoeaggiunge alle
regole deduttive classiche. Nella rappresentazinaemistica del
Sistema, tali schemi assiomatici si traducono ionerati di Tl e
pertanto sempre al primo ordine, qualunque sidifierespressivo di
essi nel Sistema originario. Supponiamo che nédtirign insieme di
assiomi, e quindi di teoremi T, innumerabile. Secorcluderebbe,
per quanto osservato nel precedente paragrafo, sdie un
linguaggio semantico potrebbe enunciare tutti réev. Dunque |l
Sistema classico considerato deve ammettere sexagrer le sue
proposizioni e pertantacon pud essere formaleAbbiamo gia
osservato, inoltre, che tale semantica, dovendttazdoun contesto
interpretativo variabile, éneliminabile Per questa ragione, diremo
che i Sistemi classici innumerabili somirinsecamentsemantici.

Viceversa, non e detto che un Sistema classicoerabite sia
necessariamente formale: infatti, le proposiziamségono possedere
un valore semantico indipendentemente dal loro marcardinale,
incluso nel caso in cui esso sia finito.

La scelta di allargare il campo di rappresentabiln Tl ai
Sistemi classici innumerabili si chiama (forse licEEmente) della
Semantica standard Purtroppo, quasi mai viene chiaramente
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precisato che essa implica, appunto, di rappresenta
insiemisticamente anche Sistemi assiomatici nedassante non
formali, perché con ineliminabile semantica nelle loroppsizioni.
Tipicamente, e lo esemplificheremo presto, la dafme in Tl di un
certo sottoinsieme innumerabile dell'insieme deordmi (in
particolare, di assiomi, in base alla convenziaitaj di un Sistema
classico di questo tipo, si realizza mediante uequenza della
forma "..LJAOI.", dove | & un insieme innumerabile. La
convenzione, fedele ai principi dell'assiomaticarfale, di limitarsi
alla considerazione dei soli Sistemi classformali e quindi
numerabili, si chiama invece (ancora meno felicas)eBemantica
generale (0 di Henkin®>. Non & che in essa, ovviamente, si
proibiscano espressioni di tale tipo (che sonogprinente corrette
e formali); € semplicemente il loro uso in ambitefikitorio
dellinsieme dei teoremi o delle proposizioni di WBistema
assiomatico che non puo ammettersi, qualora taei8a sia stato,
appunto, supposto formale.

Quale delle due Semantiche "ha ragione"? Se seglit®
quanto detto, la domanda corretta sarebbe piuttpstehé si deve
considerare I&&emantica standaflA cosa serve? La risposta €, in
un certo senso, irridente: non solo i Sistemi inatabili sono i piu
antichi, ma, nella pratica, essi continuano ad ressepiu usati.
Consideriamo, come esempio importante, Tlaoria aritmetica
integrale In tale Sistema assiomatico classico (che abbrewio
con Al), per il resto identico a PA, il principioi thduzione si
generalizza cosi:

"nell'espressione seguente:

(A(0) e[ x((A(x) e S(x,y)—A(Y))) — LI xAX)

sostituendo ad A(x) una qualsiasi proprieta di kx,o#tiene un
assioma.

E chiaro che se diciamo "qualsiasi proprieta"|udiamo anche
proprieta non esprimibili nel Calcolo predicativiassico del primo
ordine con uguaglianza; ad esempio, facenti uses@ressioni di
ordine superiore al primo. Ma, piu criticamentectsn proprieta

% In realta, la sua usuale definizione & diversattalia, dovrebbe essere
equivalente definirla in questi termini.
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specificamente semantiche di numero senz'aftesinnumerabile
Pertanto, si puo gia arguire che il Sistema sarunrerabile e
dunque intrinsecamente semantico e non formale. ddso e
l'originario Sistema per i naturali, introdottodipendentemente, da
Dedekind e da Peano. TI ci permette di rappredentanche se
parzialmente, nei sensi che preciseremo. Anzitutbisogna
formalizzare il concetto diproprieta A(x), rendendolo il piu
generale possibile. Seguendo l'esempio @eedicati sembra
indubbio che alla formulazione di una quals@siprietadei numeri
naturali, debba farsi corrispondere una loro sotitezione.
Chiaramente, lipotesi di base €& che tale sottleziohe sia
esprimibile in linguaggio insiemistico, cioé cha gropriamente un
sottoinsiemelnoltre, dovendo generalizzare il piu possibdembra
spontaneo imporre anche il viceversa, cioé ahe qualsiasi
sottoinsieme di naturali rappresenti una proprietguella che
caratterizza ogni elemento che vi appartiene. Rirtda proprieta
A(x) di cui si parla nella regola induttiviategrale (normalmente
chiamata induzione compleja si fara corrispondere con un
arbitrario sottoinsieme dell'universoDa qui deriva la prima
inevitabile limitazione della rappresentazione ind&l Sistema, che
riduce la suaiperinnumerabilita non trattabile in linguaggio

matematico, a una cardinalita innumerabiﬂapo(, come vedremo);
ma piu avanti ne scopriremo un'altra. Confermereche tale
corrispondenza impone di considerare non soltamo usuali
proprieta formali [di cui sono esempi: "divisibdit per 2 (il
sottoinsieme dei numeri pari)’, "che sommati a andi 8" (il
sottoinsieme {5}), "dei numeri primi pari maggiomdi 2 (il
sottoinsieme vuoto) "dei numeri pari che soddisfeEncongettura di
Goldbach" (un sottoinsieme ancora sconosciuto, msottoinsieme
formale)], ma anche proprieta non esprimibili comtsoli privi di
significato: esprimibili, dunque, con un linguaggmetamatematico
intrinsecamente semantico.

Cominciamo a definire l'insieme dei teoremi, T, gliesta
Teoria. Ai suoi assiomi corrispondono le condizidefinitorie:

1) (% x*(*x*, =*0%)%) OT
) (= x*, (*, L, y*, (xy)s )% OT
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(3) (O x*, (x,y)s —* y* #* 0% OT

dove, per completezza, abbiamo introdotto un siotbwdieme
anche per le parentesi (le quali, ricordiamo, mmmosnecessarie). Ai
fini di generalizzare il principio di induzione adn arbitrario
sottoinsieme (A) dell'universo (U), possiamo intargtabilire il
criterio di indicare con la sequenza "A,(*x*)*"al proprieta
corrispondente al fatto che x* appartenga ad AeT@nvenzione
grammaticale rende innumerabile l'insieme dellgpstzioni di Al
(infatti, scopriremo presto che risulta U=N). Imeltper far si che la
nuova sequenza sia equivalente alla vecchia segugizsimboli-
insieme che esprime, in tutti i casi in cui e poibsj la proprieta,
possiamo convenire il seguente schema assiomatido
comprensione":

(L% x*, (% A*(X*), o *A,(*x*)* )% OT, LA*x*) OP,

dove A*(x*) e la sequenza dei simboli-insieme chepreme la
proprieta, R l'insieme di tutte le proposizioni formali di Ain(
concreto, tutte e sole quelle definigma di stabilire la possibilita
della nuova sequenza) con almeno una variabiledifmhiamata x*)
e A linsieme: A={xX*TJU(A(x*))}}, in cui A(x*) e l'espressione
insiemistica corrispondenta A*(x*) %,

3L || lettore potrebbe, giustamente, dubitare deiamlizzabilita in TI della
corrispondenza insiemistic& dunque dell'intero schema assiomatico appena
abbozzato. A tale scopo, piuttosto che cimentarsiitcomplicato linguaggio di

TI (pur nella sua forma ingenua) possiamo ricor@enma scappatoia: nella terza
Parte (par. 1ll.3) vedremo che il linguaggio di &l capace di rappresentare
logicamente il comportamento di una qualsiasicchina Si pensi, allora, ad una
macchina che, data una sequenza di simboli-insiesize,capace di costruire
I'espressione insiemistica corrispondente e vicarebasta togliere/aggiungere
asterischi e virgole!

Segnaliamo inoltre che sarebbe stato equivalentledere lo schema
assiomatico di comprensione, anziche cam A*(x*) LIP,", con "0 ALIP(U)",
dove P(U) & l'analogo di quello definito in una nota delggaafo 11.10.
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Tale schema assiomatico insiemistico genera unerundli
assiomi della rappresentata Al, uguale alla cahtlindi P, che &
infinito numerabile. B, infatti, differisce dall'insieme delle
proposizioni del Calcolo logico classico formalencoguaglianza
(che e numerabile), soltanto a causa della forratione dei
simboli propri (come "+*"): un gruppo di condizioni che non adter
certo la cardinalita.

Cio posto, l'induzione completa si pud adessoaendon:

(Al(*lo*l)*l e*l I:]*lx*l""_)*) I:]*lx*l(*)Al(*)X*))*’)*) DT)
OAOP(U)

Quest'ultima condizione rende T innumerabile, pérgh viene
assegnato un elemento per ogni elemento di P(U)sdgrie che
l'originale Teoria Al non e formale e che la sudaetefinizione é
ammessa solo in Semantica standard. Ovviament@ocicignifica

che I'espressionelf AOP(U)" abbia qualcosa di informale: essa &
perfettamente definita e formalizzata in TI. Edhwplice fatto che T
sia innumerabile che fa concludere (metamatematoga) che la
Teoria originale non puo essere formale. Il Sistérhain quanto
formale, non puo che riprodurne solo i suoi enuntamali. Cioe a
dire, la rappresenta parzialmente, potendo effatiente esprimere
solo la sua parte formale (la quale coincide con). PBuesta
costituisce la seconda limitazione di cui parlava@m non toglie
che lo stesso Sistema TI, indicandoci che P(Uharrerabile, sia in
grado di farci concludere metamatematicamente 'ohigihale Al e
una Teoria informale ben piu ampia.

Vista dalla prospettiva degli assiomi di comprensi, ci sono

infiniti casi (e precisamente I'invariathO) in cui la sequenza
"A,(*,x*,)*", ovvero la definizione dell'insieme Anon é codificabile
in simboli privi di significato.

Per costruire un modello dell'Aritmetica integraledimostrare
che U=N, si possono poi ripetere gli stessi paissi per PA. Poiché
abbiamo rappresentato la generica proprieta A(x) wo arbitrario
elemento di P(U), si riconosce subito che la candi insiemistica
corrispondente al principio di induzione completadentica alla
condizione 9) che definisce l'insieme dei numeturai (par. 11.6).
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Dunque, stavolta le condizioni per il generico @nso di un
modello dell'Aritmetica integralegoincidonocon le condizioni su
N. Ripetendo gli stessi passaggi del paragrafd|lldi costruira
allora il medesimanodello standar¢on U=N, con la differenza che
ora si puo affermare che essd'unico modello possibile per tale
Teorig a meno d'isomorfismi (cosa che gli viene dakessa unicita
di N, a meno disomorfismi). Si noti che non ablsamotuto
concludere lo stesso per PA, "per colpa" della coode (9) sul suo
universo (par. 11.10), che & piu debole della INdE il momento di
approfondire oltre, osservando in concreto la diffiea di PA con
I'Aritmetica integrale.

La rappresentazione in Tl dellinsieme T di PAfatitce dal
caso di Al soltanto per quanto riguarda la condigigelativa al
principio di induzione, che é piu debole. Essa,zaefimpiego di
alcun assioma di comprensione, si pud esprimereplggmente
con:

(A*(0%), e, L1 * x*,..,—* O*x*,(*A*(x*),)*) OT, 1 A*(x*) OPy

dove R é l'insieme, infinito numerabile, di tutte le pogizioni di
PA con almeno una variabile libera. In alternafjpar un confronto
piu diretto con Al) si pud usare lo stesso scheimeothprensione
precedente e poi definire I'induzione semplice et

(A,(*,0%)*, e, O*x*,.., - O* x*,(5A,(*x*)%)*) UT,0ALUPU)

dove P(U) é stato gia definito in una nota del paragrafoOtl.a

parole, e il sottoinsieme di P(U) di quegli insiera cui

corrispondente proprieta e esprimibile con il liaggio di PA (che e
formale). Tale insieme ha la stessa cardinalit@®;dicioe infinito

numerabile.

In definitiva T, e quindi PA, sono numerabili e paecedente
definizione é rispettosa della Semantica genefadesso sappiamo
che la risposta alla domanda lasciata in sospdgmanagrafo 11.10 e
un "energico no": poiché P(N) & innumerabile, esish numero

enorme (e precisamente lo stesso invar?c%) di sottoinsiemi di N
I cui elementi non possono essere caratterizzaglama condizione
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esprimibile in PA. Il principio di induzione in PAon e equivalente,
ma infinitamente piu debole della condizione 9) patagrafo 11.6;
cioe del principio di induzione completa.

Dobbiamo ora discutere di una confusione, purtbopmlto
diffusa. Premettiamo un'osservazione. Come abbiafsto, la
rappresentazione in Tl di un generico Sistema asHico fa
corrispondere ai predicati n-ari del Sistema, ddfosnsiemi di U;
quindi un predicato, considerato come variabileriavan un
sottoinsieme di P(U). Nei casi non banali di Sistemi con modelli,
l'insieme universo, U, & infinito; da cio segue €{&"), per ogni n,

ha cardinalita aimen®-°, senz'altro innumerabile. Da cid segue
che, se nel Sistema e consentito il secondo osipeessivo, cioe se
e permesso quantificare sui predicatotrebbe succedere che il
Sistema sia innumerabile. Ad esempio, ci0 si awefbalora un
assioma originale di una tale Teoria usasse unaeseq del tipo
"...1JQ...", con_Qun generico predicato, senza che ulteriori assiomi
riducano la cardinalitad, in difetto innumerabileglld collezione
dentro cui_Qpuo variare: la corrispondente rappresentazion€l in
del Sistema sarebbe consentita in Semantica sthndadiante
un'espressione del tipo 'L1QUP(")..." con P(U) innumerabile
(o, pitl generalmente, con 'L1LQUR...", dove R & un sottoinsieme
di P(U") ancora innumerabile). Da questo indiscutibiletofat
principalmente, discende la confusione di ritenehe tutti (di
norma, anzi, che tutti e soli) i Sistemi del searaidine siano
innumerabili. Anzitutto, se un Sistema usa un dasisordine
superiore al primo, pud benissimo essere numerdbitara sempre,
per esempio, se & davvdaymale Come gia detto nel paragrafo 1.6,
il rispetto dellaformalita, ovvero dellaSemantica generalanpone
di esplicitare in concreto, eventualmente con igdterassiomi
specifici, tutto cid che puo dedursi sintatticaneeat partire da un
gualsiasi enunciato; sia questo del primo, del s@goo di un
qualsivoglia altro ordine. Non ci sono speciali yeita nel farlo
nel caso di un ordine espressivo superiore al pgrenalel resto, la
traduzione in Tl converte I'espressione, in tutési, in un enunciato
del primo ordine. Nell'esempio in esame, il rispeadella formalita
per la Teoria, impone semplicemente di far segaillassioma che
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usa l'espressione 'L1Q...", altre premesse che esplicitino in
concreto come deve dedursi sintatticamente dailegat"[] Q". La
corrispondente rappresentazione in Tl dara luogm anunciato
definitorio dellinsieme dei teoremi del Sistema | dépo
"...0QUS...", in cui S, se la formalita é rispettata, @oessere un
sottoinsieme necessariamente numerabile di')#{UPer osservare
in concreto un caso di questo tipo, modifichiamoTkoria PA
togliendo lo schema assiomatico dell'induzione teodtucendo, in
sua vece, l'assioma:

LA ((A0) e Ux (AX) e Sxy) - AY) - UxAX)

dove sappiamo che il predicatod&ve variare nella collezione delle
“proposizioni con almeno una variabile libera" aéfie la nuova
Teoria coincida con PA. Il Sistema € adesso delrs#w ordine e, se

non si aggiunge null'altro, certamente informaketodche ‘L1 A" si
deve interpretare semanticamente. Tuttavia, la dbtan e
ripristinabile. Come detto, il fatto che il Sisters@a del secondo
ordine non implica che debba essere inevitabilmaritemale. La
formalita potrebbe ristabilirsi aggiungendo algssemi del secondo
ordine che specifichino le opportune deduzioniadtithe a partire
dalla sequenzall A"; ma, certamente, ci sono due modi molto pill
semplici. Il primo e quello di ricostituire I'origale PA, sostituendo
I'assioma con uno schema assiomatico metamatemHtserondo,
sempre infallibile, € quello di rappresentare #t8ma in Tl (il che
rende superfluo l'intervento dell'ingegnosita):idasendo, I'assioma
induttivo del secondo ordine viene convertito, 'rthtico modo
che abbiamo descritto, in uno schema assiomatgienmstico che
genera un'infinita numerabile di enunciati privi dignificato
esplicito; rispettando, dunque, la formalita. Inrtigelare si e
osservato che, proprio come abbiamo predetto,Hersa contiene la

sequenza ".[JAUP(U)..." dove P(U) & un sottoinsieme
numerabile di P(U).

%2 Si legga, a sostegno: H. B. Endert@econd-order and Higher-order Logic
Standford Encyclopedia of Philosophy (2007), sulBVE
http://plato.stanford.edu/entries/logic-higher-a¥de
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In secondo luogo, un Sistema che ammetta solespcessioni
del primo ordine pud benissimo essere innumerabhlilglaltro che
la semantica che definisce pgemesseadecide come dev'essere |l
Sistema. Come esempio, basta supporre, nella Témmpaesenza di
uno schema assiomatico che definisca un assiomarided ordine,
in funzione di una variabile che varia entro uniamge non
numerabile. In un tal caso, la rappresentaziongl imtrodurra uno
schema assiomatico insiemistico che generera unantitpu
innumerabile di teoremi (del primo ordine, anclspetto alla Teoria
rappresentata). Questo e precisamente cid che ateauto per
l'induzione completa di Al (anche se in questo damtiginale Al
non e del primo ordine, perche lo schema induttnedamatematico
ammette assiomi di qualunque ordine espressivo).numvo, il
Sistema originale non é formale e la definiziongaapene alla
Semantica standard.

Oppure, nella definizione metamatematica detlemesseli un
Sistema del primo ordine, si potrebbe stabilirelieispmente di
usare un valore semantico che rende innumerabili sle
proposizioni. Per esempio, ammettendo la possiidlitinterpretarle
"simultaneamente” in tutti i modelli possibili. Pitavanti
analizzeremo questo criterio, che chiamerdsn intrinsecamente
semanticodi un Sistema formale. E lo osserveremo per Issste
Sistema TI.

Certamente, le sconfinate capacita della semamiiza sono
necessariamente vincolate al secondo ordine esmesse ad un
gualsiasi altro in particolare; e sono capaci gietare tutta la loro
potenza iperinnumerabile anche limitandosi al primo ordine.
Sfortunatamente, la confusione si consolida a calisaltri due
equivoci. Il primo e I'estendere il significato edpressione "Logica
classica del primo ordine" (cioe la collezione dititi "Calcoli
predicativi classici formali del primo ordine": &si che hanno la
definizione precisata nel paragrafo 1.6, a pageedicatipropri che,
comunque, devono obbedire ad assiomi classici gkner che,
come abbiamo visto, sono sempnemerabil) a quello di un
generico "Sistema classico del primo ordine" (uneoria che,
invece, puo aggiungere al Calcolo predicativo atasformale del
primo ordine su cui si basa, degli schemi assianatiopri che

133



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

nulla vieta possano generare ancimemumerabili assiomi, pur
espressi al primo ordine). Il secondo, é legatteralhciato del
teorema di Lindstrém, di cui oltre parleremo.

Naturalmente, questo malinteso ne implica altd; esempio,
spesso si critica il carattere non formale dei t&is del secondo
ordine”, sulla base dell'intrinseca semanticitéaltiuni di essi. E
altri, anziché evidenziare che il problema nonedsi nel tipo di
ordine espressivo ma, semmai, nell'innumerabilgglidenunciati,
ribattono che anche alcuni Sistemi del secondonergossono
ricevere una veste perfettamente formale come ligiedlprimo” (in
tutti i casi, comalcuni del primo, rettificheremmo noi). E cosi ¥ia
In questo grave frainteso si collocano perfino ugduali nomi che
vengono usati per le Teorie PA e Al; rispettivamnseriAritmetica
del primo ordine" e "Aritmetica del secondo ording¢ si decide di
trattare entrambi i tipi di induzione come deglhemi assiomatici
metamatematici, € pur vero che I'Aritmetica di Regiene ad essere
del primo ording ma risulta che [|'Aritmetica integrale puo
ammettere enunciati di ugualunque ordine espressiv@lmeno
fintantoché, nel principio di induzione completannsi restringa il
significato dell'espressione "qualunque proprietaSe, invece,
ciascun tipo di induzione si vuol rendere medianote unico
enunciato simbolico, ne risultera entrambi i casiun'espressione
del secondo ordine (lo abbiamo da poco osservat®pg pertanto
in questo caso, sia PA che Al saramieb secondo ordineBenche |l
primo formalizzabile, il secondo no (I'unica facdan infine, di
concreto interesse). Quest'ultima conclusione sinsegue
rappresentando ciascuna Teoria all'interno di ©ked peraltro, si
ristabilisceper entrambe il primo ordine espressivo

In definitiva, la classificazione dei Sistemi assatici classici
in base all'ordine espressivo € certamente fudiejan generale,
delle loro proprieta logiche fondamentali; le qusdino legatein
primis, al rispetto o al non rispetto deflaamalita.

¥ Si giunge pertanto all'errore di considerare, spaacitamente, sempre come
del primo ordineun qualunque Sistenfarmale (anzi, piu in generale, un Sistema
per il cui linguaggio valga il Teorema di s-completa, un concetto che
definiremo poco piu avanti).
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[1.15. Sistemi innumerabili

Se un linguaggio semantico € numerabile, si pwrasp che
un‘assiomatizzazione lo renda formale; ma se énienabile e
dunque intrinsecamente semantico, questo e implassiGi si
chiede, pertanto, quali problemi sorgano in quiistia tipo di
Sistemi assiomatici, la cui rappresentazione inéT¢onsentita in
Semantica standard.

Anzitutto, dobbiamo decidere se Tl & "numerabieho. Le
virgolette si devono al fatto che la cardinalitianpmo essere definita
formalmente per le collezioni delle proposiziorded teoremi di TI,
in quanto queste non sonesiemi La questione, peraltro, ha un
unico e immediato responso. Posto che il Calcoledipativo
classico del primo ordine con uguaglianza che foridaformale, la
stessa cosa si concludera per TI, il quale aggiungeschiera finita
(o infinita "numerabile”, in altre versioni) di asmi propri senza
significato esplicito. Confermato come fatto spoetache Tl sia un
Sistema formale, si osservera allora un primo fationcertante: il
linguaggio di TI, "numerabile”, non €& sufficienteemmeno a
denotareindividualmente tutti gli elementi di P(N) (chengoancora
insiemi), essendo tale insieme innumerabile; né slaicessivi
P(P(....(N))), di cardinalita ancora maggiore. Qaestuazione, in
sé, non e peculiare e si ripete per altri Sistékdi.esempio, per la
Teoria assiomatica formale dei reali di Tarski ¢dii parleremo
meglio), numerabile, votata allo studio dei numerali,
innumerabili. Ci sarebbe un'aggravante per Tl asa&adella sua
natura fondazionale? Solo su un piano epistemado@c ha che la
Teoria, definita per studiare certi oggetti fondataé, non é
neppure in grado di denotarli tutti in modo esalasinon sarebbe
piu logico ridefinirla solo per quegli oggetti peui puo farlo? La
risposta e che cio non si puo fare se si cons&assidbma delle parti,
che stabilisce I'esistenza di insiemi innumerabilg tale assioma é
necessario per definire il modello standard dekaria dei numeri
reali (a partire da quello standard di PA, comeennato nel par.
[1.10): senza di esso i reali non avrebbero la uetes descrizione
insiemistica che gli assegna la cardinalita di P®ha condizione
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che non offre nessun vantaggio ma soltanto pittdimoni. Sembra
preferibile accettare la situazione precedentgukde, peraltro, non
e in sé contraddittoria. Comunque, come chiarirgmiiotardi, sono
possibili due diversi criteri per aggiustare le eosul piano
epistemologico. Il primo e legato allo stesso darat informale
della "numerabilita” del linguaggio di Tl (cioé, @mmto, alle
virgolette) e in pratica fa sparire il problema; maiuttostcad hoc
Il secondo, piu radicale, & un'opportuna strategia, fatto
normalmente sottintesa, che permette a Tl di des®i
effettivamente ogni oggetto per cui &€ stato pensamche se tale
criterionon rispetta la formalitalel Sistema.

Ritornando ai Sistemi innumerabili, si osservena ahe,
malgrado Tl possa rappresentarne perfettamentaebie T, esso
non € in grado neppure soltanto di denotare indalitiente tutti i
suoi elementi, cioe tutti i teoremi del Sistemaseeglo questi
innumerabili. Questo e il secondo senso (che didaalo rilevato in
Al nel precedente paragrafo) per cui, in siffattist&mi, la
rappresentabilita in Tl non puo dirsi pienamentizeata. Diremo
in breve che un Sistema innumerabile non t@almente
rappresentabile in TI. Viceversa, ogni Sistema fdarben definito
e, chiaramenteptalmenterappresentabile in TI: infatti TI € capace
di riprodurre qualsiasi suo enunciato (cioe, qualien sequenza
finita di caratteri senza significato). Ovviamenteuna
rappresentazionaon totaleé anchenon fedele perché se Tl non
puo menzionare alcuni teoremi della Teoria riprtadofallira pure
nel dedurli tutti. D'altra parte, ricordiamo che fdtto che una
rappresentazione sietale non implica che sidedele (in realta,
finora é solo un sospetto, ma lo confermeremo).

Qualche perplessita potrebbe sorgere circa laaalei modelli
dei Sistemi innumerabili: poiché a ciascuna striagesociato piu di
un significato, sembrerebbe che non possa rispettaccondizione
b) del paragrafo 1.3 e quindi nemmeno realizzansi
formalizzazione in Tl di un loro modello. In verithasta osservare
che si possono distinguere, su un piano logico,distenti livelli di
interpretazione. Il primo e in grado di associaregignificati a una
stessa stringa e genera un numero innumerabilenwiceti. |l
secondo livello semantico e quello vero e propebd rdodello e si
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realizza normalmente: infatti la condizione b) rete un significato
per ognienunciatoe non per ogni stringa. L'unica peculiarita € che
la funzione di verita coinvolge un numero innumdeadi enunciati.
Tuttavia, non deve sfuggire una differenza fondaalencol caso
formale, dovuta al semplice fatto che i due suddetlli semantici
non sono necessariamente distinti in realtd (amei,casi comuni
sono un tutt'uno o intimamente legati). Da taldofategue che
I'operazione di "cambiare il modello” con un altton isomorfo,
ovvero di cambiard seconddivello interpretativo con un altro, puo
sconvolgere anche il primo; col risultato che drgono modificare
gli enunciati e pertanto lo stesso Sistema in esa@eesta
osservazione, quindi, suggerisce un'ulteriore aiffa, in generale
elevata, a che un Sistema innumerabile possietiatdimodelli non
isomorfi. E i casi comuni lo confermano: come queljia visto,
dell'Aritmetica integrale.

In quanto allacorrettezza mantenendo la convenzione di
introdurre soltanto schemi assiomatici, evitandooveu regole
deduttive, essa continua a valere per tali Sistpoiché vale per le
regole deduttive classiche.

A parte i limiti della loro rappresentazione in, Tl Sistemi
innumerabili hanno altri due difetti: in primo lumgproprio il fatto
che non solo per dedurre, ma anche soltanto penceme
individualmente tutti i teoremi, si richiede peskestessi irriducibile
semantica. Non € possibile svuotare totalmentegdifecato tutti gli
enunciati, come vorrebbe il formalismo hilbertiand. secondo
difetto € che per essi, come vedremo nel prossiaragpafo, non
vale, in generale, il teorema di completezza seitenion essendo
assicurato che siano s-completi, potranno alloersave negative
conseguenze discusse nel paragrafo 11.9: in péatieonon é detto
che si sappiano distinguere tutti gli enunciatieadibili; e, tra
guesti, potrebbero essercenevdiidi, cioe veri in ogni modello.
Consideriamo per esempio il caso dell'Aritmetidegnale; abbiamo
visto che il suo modello standard & unico, a menisamorfismo
(pertanto, cido che & vero per esso € andhlalo). Qualora tale
Sistema non fosse s-completo, potrebbero esistengecati veri nel
modello standard (e, dalla sua unicita, non inttgiili comefalsi
in nessun modello) che non sono teoremi (né negadiadeoremi:
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pertanto, indecidibili). E, cid che e peggio, noitonoscibili
metamatematicamente come indecidibili. Considerazamaloghe
(compresa l'unicita del modello standard a mersoufiorfismo), si
ripetono per la eoria integrale dei realiche definiremo piu oltre.

Come detto, la considerazione di siffatti Sistepily che una
necessita, € una presa di coscienza: essi Si Saip si usano e Si
useranno sempre, in Matematica. Nel caso delleid @wegrali dei
naturali e dei reali, si puo anzi dire che talit&isi sono quelli che il
matematiconormalmente e spontaneamerntensidera nelle sue
analisi. La ragione si deve alla possibilita dirfsoare" al potere
deduttivo formalg il vantaggio dovuto all'unicita del modello a
meno di isomorfismi (infatti, vedremo che tale ut@aon vale per i
Sistemi classicformali). In sintesi, la convenienza epibssibileuso
della verita, riferita all'unico modello standard, per "dedtir(aon
sempre teoremi; da qui, le virgolette). In effettato che Idalsita
non possono interpretarsi  correttamente, poco itapor
epistemologicamente, se non tutte le "deduzioriénite tramite il
concetto di verita sono teoremi.

Vedremo che lo stesso linguaggio di TI, cioe bbssa
dellintera Matematica, viene normalmente integdeet
semanticamente; e, addirittura, in modo del tutibefo", cioe
ammettendo la possibilita di usare tutti i suoi g "modelli".
Cio — che costituisce il gia accennaisn intrinsecamente semantico
del Sistema — significa trattare di fatto la Teartane innumerabile
e quindi non formale.

11.16. Teorema di completezza semantica e sue
prime conseguenze

Finalmente, e possibile formalizzare in Tl il Teora di
completezza semantica. Ricordiamo che esso afféesiatenza di
almeno un modello qualora il Sistema sia coererthesimplica la
s-completezza. Anche la sua versione formalizzatadnatteranon
costruttiva La dimostrazione si puo generalizzareuti i Sistemi
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classici formali(di qualunque ordine espressivo)n altri termini, il
Teorema di completezza semantica vale per qualSastiema
assiomatico classico il cui linguaggio rispettidamalita.

Diremo che il Teorema di s-completeazde per il linguaggio
di un dato Sistema classico, quando non soltardo ®ale per il
Sistema, ma si verifica pure che, se modifichianguai assiomi
togliendone qualcuno o aggiungendo ad essi unazotie, al piu
infinita numerabile, di enunciati dello stesso &isa (includendo la
possibilita di aggiungere nuovi simboli non semantsenza
modificare le regole grammaticali e deduttive) inda da riottenere
comunque un nuovo Sistema coerente, allora andheSiatema
avra modelli. Come esempio elementare, il Teoremasd
completezza vale per il linguaggio di un qualsi@stema classico
formale, cioeper il linguaggio formale ma, in principio, non e
escluso che possa valere anche per un linguaggitargeo.
Evidentementela validita del Teorema di s-completezza per |l
linguaggio di una Teoria € una condizione piu fodiEla semplice
s-completezzaessa implica la s-completezza della Teoria stessa
non viceversaPiu avanti porteremo un esempio (importante) di un
Sistema intrinsecamente semantico per il cui liggu@anon vale il
Teorema di s-completezza, ma che risulta ugualmsentanpleto (e
anche completo).

Il Teorema di s-completezza ha conseguenze muaipmitanti
che richiedono paziente riflessione.

Cominciamo con I'enunciare il teorema di Lindstrogsso
afferma cheun Sistema classico per il cui linguaggio vale il
Teorema di s-completeZ2& esprimibile al primo ordineéVia si noti
che il teorema non afferma né che il primo ordinesampre
produttore di s-completezza, né che per un lingwagg ordine
superiore al primo non valga mai il Teorema di sipletezza.
Soltanto che, in quest'ultimo caso, se esso vdleraail suo

34 L. Henkin,Completeness in the Theory of Typksurnal of Symbolic Logic, 15
(1950).
% In verita, il teorema originale (P. Lindstrér@n Extensions of Elementary
Logic, Theoria, 35 (1969)) ha come ipotesi che valghteorema di compattezza
semantica e quello di Léwenheim-Skolem. Qui consiaeo, per semplicita,
un'ipotesi piu stretta: infatti, vedremo che quekie teoremi discendono dalla
validita del Teorema di s-completezza per il linggia della Teoria.
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linguaggiopotrebbesempre essere sostituito, ridefinito, da un altro
che faccia uso soltanto del primo ordine espres<Berto, questo
fatto da al primo ordine una particolare importaifdal resto gia
evidenziatasi con le proprieta di Tl: ogni Sistelmanale, infatti, in
guantototalmenterappresentabile in Tl, & certamente esprimibile al
primo ordine). Ma cid non giustifica di confondene,generale, il
linguaggio del secondo ordine con la non valideéé Teorema di s-
completezza, né quello del primo ordine con laalalita o con la
formalita del linguaggids.

Passiamo alle ripercussioni del Teorema di s-cetepta sul
"numero” e tipo di modelli dell'arbitraria Teori¢dassica per il cui
linguaggio esso vale. Cominciamo intanto con I'osse che se
detta Teoria € incompleta, allora esistono suoietiotta loro non
isomorfi. Infatti, se | € un enunciato indecidibile base al teorema
devono esistere almeno due modelli del Sistemauin non ha lo
stesso valore di verita e pertanto non isomorfi.ddal e il problema
rappresentato da modelli non isomorfi?

Per fare un parallelo fisico, consideriamo un nmmtelettrico
reversibile. Si tratta di un oggetto capace di fonare in due modi
complementari: se attraversato da una corrente, @ssluce lavoro
(motore). Viceversa, esso produce una corrent&iebese si compie
lavoro facendo girare il suo asse (dinamo). Le ihterpretazioni
dell'oggetto, "€ un motore”, " una dinamo" sonaualigente
corrette (sarebbero allora "modelli" dell'oggettoMa sono
profondamente differenti. Ad esempio, l'affermaeoh'oggetto
produce lavoro durante il suo funzionamento”, heewdi valori di

% Spesso tale teorema viene enunciato dicendonelsun Sistema che usa un
ordine espressivo superiore al primo pud soddisférneorema di compattezza
semantica e quello di Léwenheim-Skaldiwidentemente, in quest'ultima forma
dell'enunciato, si sottintende di considerare o§rtemaformale (o, piu in
generale, per il cui linguaggio vale il Teorema sdcompletezza) di ordine
superiore al primo, come "del primo ordine a pilcites. Una posizione,
palesemente inutile, ambigua e forzosa che si ap®go con la scorretta
categorizzazione degli ordini espressivi di cui iabio parlato. Si legga a
sostegno: M. RossbergFirst-Order Logic, Second-Order Logic, and
CompletenesdHendricks et al. (eds.) Logos Verlag Berlin (200Gl WEB:
http://www.st-andrews.ac.uk/~mr30/papers/Rossbengileteness.pdf, p. 307 e
seguenti.
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verita nei due "modelli". Allora, in questo paréderientativo, i due
"modelli" non sarebbero "isomorfi". | problemi? Saglilmemente che
'oggetto non pud definirsi né motore né dinamon n® un
rappresentante esclusivo di nessuna di queste ldsg di oggetti.
Se un Sistema assiomatico ha un modello non isanariodello
"spontaneo” per cui il Sistema stesso era stategter{tipicamente,
un modellostandard, significa che il Sistema non e esclusivo di
guesto modello, non caratterizza soltanto gli dgggandard ma
puo rappresentare ugualmente bene oggetti di natifferente
(spesso clamorosamente) da questi. Non solo nsona ragioni di
natura sintattica, ovvero puramente matematica, ppeferire un
modello anziché un altro, ma nessuno strumento dmrndella
Teoria € capace di differenziare i due modelli: lahto di vista del
linguaggio matematico, essi sono assolutamentestinduibili. Le
conseguenze sono, quindi, di tipo semantico e, cosgremo,
compromettono la rappresentabilita matematica dincetii
metamatematici assai fondamentali. Ma hanno aneh@reégevoli
risvolti fruttiferi. La mancanza di unicita del meltb a meno di
isomorfismo (in breve: dcategoricitd, fu vista subito come un
difetto. Hilbert suppose tacitamente che la conegled sintattica
implicasse, oltre alle cose gradevoli che abbiandoeyidenziato,
anche lacategoricita In effetti, si ha che in un Sistema classico
completo, due qualsiasi modelli distinti devono eess
elementarmente equivalenfpar. 11.11): se linterpretazione di un
certo enunciato e vera nel primo, allora tale ermiacnon puo
essere il negato di un teorema e pertanto e umertegrma allora
sara anche vero se interpretato nel secondo modellweversa.
Tuttavia vedremo che cid non e sufficiente per casare la
categoricita, cioé che i due modelli siano isomorfi

Dato un Sistema classico S, definiaguto-Sistema finitali S,
ogni Sistema classico che ha come assiomi un ssitone finito
degli assiomi di S. Il teorema dbmpattezzasintatticg valido in
ambito del tutto generale, afferma cBe& coerente se e solo se ogni
suo sotto-Sistema finito € coerentEsponiamo una sua facile
metalimostrazione che fa uso dell'ipotesibdiona definizionger il
Sistema. La condizione necessaria € immediata:osugomo che S
sia coerente e che, per assurdo, esista un suo-Sistema
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incoerente. Ma allora sarebbe incoerente anchbeScantiene tutti i
suoi assiomi: assurdo. Supponiamo, ora, che ogto-Sistema
finito di S sia coerente ma che, per assurdo, Sirgiaerente.
Dungue, se E un enunciato qualsiasi, esiste una dimostrazioe
di E e un‘altra dinorE. Dalla buona definizionedi S, le due
dimostrazioni usano, assieme, una quantita finiessiomi di S. Ma
allora un qualsiasi sotto-Sistema finito che liline € capace di
derivare la stessa contraddizione e pertanto éemeote: assurdo.

In un Sistema per il cui linguaggio vale il Teowerdi s-
completezza, vale in particolare anche il teoremaainpattezza
semanticail Sistema ha modelli se e solo se ogni suo sosiei8a
finito ha modelli Esso segue immediatamente dal precedente
teorema, dato che ogni Sistema coerente ha modelli.

Soffermiamoci ora su PA. Si tratta di un Sisteoraniale, al cui
linguaggio, allora, poter applicare il Teorema etosnpletezza e
qguello di compattezza semantica. Consideriamo ste$ia, PA',
ottenuto aggiungendo alle premesse di PA, gli infassiomi:

cx0

S0,y)—c#y

(S0,y) e Sly,z))—c#z
(S0,y)eSy,z) e Sz,t))>c#t

dove ¢ €& unnuovo simbolo di costante. Ovvero, indicando
sinteticamente con s(x) il successore di x:

cz0, c£s(0), c£Es(s(0), e&s(s(s(0)), ........
0, ancora piu semplicemente (par. 11.1):

cz0, c¢*l, &2, 3, ...

I puntini di sospensione sono un espediente seorant
perfettamente ammissibile (perché perfettamentarchiin questo

contesto, che e il contesto metamatematico dellbhersa
assiomatico. Tuttavia, quando si formalizzi PATh l'insieme di
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guesti infiniti assiomi puo essere rigorosamentéinide come

linsieme che contiene la generica stringa #*n*", L1 n*0ON,
dove N e l'insieme dei numeri naturali, unico a mdnisomorfismi,
che costituisce l'universo delodello standardli PA (cioe costruito,
ricordiamo, tramite la soddisfazione delle novedimioni del par.
I1.6). Ora, consideriamo un arbitrario sotto-Siséefimito di PA' e
costruiamo un suo modello a partire dal modelloddad di PA. Se
non contiene nessuno dei nuovi assiomi € lo stesstello standard
di PA. Se contiene un numero finito dei nuovi assjobasta
considerare l'interpretazione costituita dal madaiiandard di PA
unitamente all'interpretazione di ¢ con una costanfficientemente
grande del suo universo N; per esempio, i tre assio# 0, ¢z 57,
c# 8202 sono tutti veri per c=42307. Per il teoremaainpattezza
semantica, allora, il Sistema PA' ha un modellgjadnolo M’ il
guale, in particolare, € anche modello di PA.

In definitiva, esiste un modello di PA che ammeite costante,
¢, che non coincide con nessuna costante stanidéatti, € diversa
da 0, 1, 2, ...etc. In termini piu rigorosi: linpeetazione della
costante ¢ in M' non pu0 essere associata isoraoréote a nessuna
interpretazione standard. Tale modello non e durigamorfo al
modello standard; in breve, basta dire che "namardard".

Quindi, il Sistema PA si adatta perfettamente ancla
descrizione di oggetti, come c, affatto diversi dameri naturali
insiemistici. Tali numeri soddisfano tutti gli assii di PA:
ammettono un unico successore e predecedsdanch'essi,
ovviamente, non standard), delle operazioni di sanenprodotto, e
guant'altro di derivabile dagli assiomi di PA. Laostanea
interpretazione di tali numeri, essendo ciascunesgi maggiore di
ogni numero naturale, & che siano di "grandezzaitaf®.

Ammesso che i numeri naturali insiemistici sianmau
soddisfacente rappresentazione dei numeri natomalamatematici
(cosa che, come anticipato, verra presto messedugsione anche

37 Si puo facilmente dimostrare per induzione chei awturale, eccetto "0",
ammette un unico predecessore, ovvero € il suceedsqualche naturale.
3 Altre curiosita su tali numeri sono sinteticamepi@sentati in G. Lolli,E
possibile concepire gli infinitesimi®&ul WEB:
http://homepage.sns.it/lolli/articoli/Infinitesimda. pdf
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per la piu appagante delle scelte dell'insieme sgulisfa le nove
condizioni del par. 11.6), risulta, quindi, cheSistema PA non puo
caratterizzarsi comeuello dei numeri naturali insiemistici. Ecco
giustificato perché i naturali "intuitivi" non passo neppure
definirsi comeil modello di PA, come anticipato nel paragrafo 11.1.
Possono invece definirsi coniemodello dell’Aritmetica integrale, a
meno di isomorfismi; ma cio non ci soddisfa chezgdmente per
via dell'irriducibile carattere non formale di taleoria.

La metadimostrazione vista non sembra dipendera da
completezza o incompletezza sintattica di PA. Cergremo nella
Parte terza, PA é in effetti incompleto; ma la rdeteostrazione ora
vista si puo ripetere analogamente per il Sisteonadle dei reali,
dimostrato completo da Tarski.

11.L17 Altre conseguenze del Teorema di
completezza semantica

La Teoriaintegrale dei numeri reali ammette, tra le premesse
proprie, cheogni insieme di numeri reali limitato superiormetia
estremo superiorell suo universo, R, € un insieme infinito e
pertanto P(R) & innumerabile. Si puo dimostrar&liche l'insieme
di tutti i sottoinsiemi di reali limitati superioremte ha la stessa
cardinalita di P(R). Pertanto, se si interpretauddetto principio
come uno schema assiomatico, risulta che essoaener quantita
innumerabile di assiorfii Allora, il Sistema & intrinsecamente
semantico (non formale). Si puo dimostrare in Té tle Sistema e
categorico (si tratta di un ordinario teorema dicitd). Dunque,
possiamo affermare che, a meno di isomorfisineuo modello &
quello dei numeri reali, con i limiti, gia desarittiovuti alla sua non
formalita. Per superare la natura non formaleusi gonsiderare una
versione ridotta del Sistema, che limita i suddasisiomi ad una
quantita numerabile: I'analogo di PA, per il casb waturali. Tale

%9 Questo & l'unico fatto che qui ci interessa. Gisiderasse sapere quali esatte
proprieta matematiche significhino "limitato supemente” ed "estremo
superiore”, pud consultare un qualsiasi libro dilisn
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Teoria formale dei reali (nel seguito, TFR) e ditamente
completa, come dimostrato da Tarski. Per incisogidasegue che
anche la GE é completa: infatti, a un suo enundiadecidibile,
tramite l'interpretazione dell®Gpazio cartesianoequivalente al
modello euclideo, corrisponderebbe un enunciateeditibile di
TFR. Essendo TFR formale, per il suo linguaggievileorema di
s-completezza e di compattezza semantica. Corenderil Sistema
TFR' che aggiunge a TFR la seguente colleziongitafdi assiomi:

[ c(c>0), Lc(1/2>¢>0), Lc(1/3>c>0), Le(1/4>c>0), ...

dove c & un nuovo simbolo di costante. Anche instueaso tale
collezione pud essere definita formalmente in TgnOsuo sotto-
Sistema ha un modello. Infatti, per ogni fissato énpossibile
determinare, in TFR, un reale positivo r tale ch&/m; tale r fara si
che siano verificati tutti gli enunciati:
[c(c>0),Lc(1/2>¢c>0),...[.c(1/n>c>0). Per il teorema di
compattezza semantica, allora, tale Sistema ha odeltn, che,
quindi, € anche modello di TFR. Si conclude subite tale modello
non € isomorfo al modello standard. Infatti, essomette una
costante, ¢, che € minore di 1/n qualunque siaaate costante
non puo interpretarsi nel modello standard, da® g la quantita
1/n si fa minore di un qualsiasi prefissato nunreiae, a partire da
un certo n. Pertanto, anche la Teoria formale dali,r completa,
ammette modelli non standard (anche se, come @deerwutti
elementarmente  equivalenti al modello  standard) e,
conseguentemente, non puo caratterizzare unicarneuaieeri reali,
cosi come normalmente sono intesi. La categonmta e implicata
dalla completezza sintattica, come supposto daeHildPurtroppo,
guesto equivoco si prolungo ben oltre I'annuncibTaé®rema di s-
completezza (1930), presso tutti i Logici del temmpompresi
Skolem e Godel (cosa che, data la peculiarita delle
metadimostrazioni appena viste, non deve poi st¢iaadee troppo).
Solo a partire dal 1934 tali singolari implicaziodel Teorema
cominciano a delucidarsi nello stesso Skolem; matdtle
comprensione di essi (con la piena interpretazideleteorema di
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Léwenheim-Skolem, che vedremo fra poco) si raggaagnon
prima del 1936, con Malcé%

Le metadimostrazioni considerate permettono anatie
concludere che linguaggi dell'Aritmetica integrale e della Teoria
integrale dei reali sono semanticamente incomplefatti, esse si
possono ripetere, inalterate, per questi due Sigtem formali, ma
applicando il teorema di compattezgiatattica anziché semantica.
Si formeranno dei nuovi Sistemi che aggiungonandiniti assiomi
suddetti, coerenti per il teorema di compattezzgatiica. Ora,
ammettere che questi Sistemi abbiano modelli cddirabbe la
categoricita dei Sistemi originali; infatti tali rdelli sarebbero anche
modelli non isomorfi (per le stesse ragioni spieyadei Sistemi
iniziali. Dunque, esistono estensioni coerenti reaza modelli di
tali Teorie integrali.

Ma che per i linguaggi delle Teorie integrali déltitmetica e
dei numeri reali non valga il teorema di s-comptet@, non implica
che tali Sistemi debbano essere necessariamenteosipleti
Questo argomento merita un po di attenzione anehd fatto che
su di esso non abbiamo potuto rintracciare alcuitdiografia.
Intanto, un esempio. Si consideri il Sistema ctassicui assiomi
sono tutti e soli gli enunciatieri della Teoria aritmetica integrale;
naturalmente,veri nel suo modello standard, unico a meno di
isomorfismo. Tale Sistema pud essere ottenuto atirgpar
dall'Aritmetica integrale, aggiungendo appunto, eormschema
assiomatico, "tutti gli enunciati veri nel mode#itandard”. Si tratta,
invero, della piu potente Teoria aritmetica dispdei
Naturalmente, essa ammette ancora il modello stdrztane unico
modello a meno di isomorfismo; inoltre, & completbs-completo
per costruzione. [Piu in generalper un Sistema categorico, la
completezza e la s-completezza sono equivalkerfiditti, sia E un
enunciato arbitrario di un Sistema s-completo eg@ico. Se € vero
per I'unico modello (a meno di isomorfismo) saraemrema, per la

0 Per un dettagliato resoconto storico, consigliafo:Mancosu, R. Zach, C.
Badesa,The Development of Mathematical Logic from Rudsellarski: 1900—
1935 da pubblicarsi presso ed. Leila Haaparanta, @xfdmiversity Press, bozza
finale (maggio 2004), reperibile sul WEB all'indizb:
http://www.ucalgary.ca/~rzach/papers/history.html
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s-completezza; se é falsoprE sara vero e sara un teorema per la
stessa ragione. Pertanto, il Sistema e completaltr®’ parte,
sappiamo che se un Sistema qualsiasi possiede @loremodello

ed é completo, e anche semanticamente completol (B

Eppure,per il linguaggiodel Sistema appena definito non vale
il Teorema di s-completezza. Per concluderlo, bagtdere la solita
metadimostrazione che aggiunge i suddetti infasgiomi: il nuovo
Sistema che si forma e coerente, per il teoremaodipattezza
sintattica, ma non ha modelli o si violerebbe l@egaricita. Un
discorso perfettamente analogo puo farsi per te8ia classico i cui
assiomi sono tutti e soli gli enunciateri per il modello standard
della Teoria integrale dei reali.

Ritorniamo ora ai Sistemi integrali dell'Aritmeii@ dei reali. E
possibile che essi siano completi, ovvero s-complgbe che
coincidanocon i due rispettivi Sistemi ampliati appena cdasti?
L'incompletezza semantica del loro linguaggio nam \ieta.
Riprenderemo questo discorso nella terza Parte. u@que,
possiamo gia commentare che la (s-)completezzalidSistemi ci
rivelerebbe che ogni ulteriore tipo di "deduziosegmantica, come
guella che si basa sulla considerazione dei moftedlinostro caso,
dell'unico modello) per "dedurre” (cioe, impiegant@oncetto di
verita), e in teoria inutile perché non sarebbeacepdi concludere
nient'altro di nuovo (anche se cido non toglie aingratica potrebbe
ugualmente risultare utile). Ma, ovviamente, rakfatto che, data
l'intrinseca non formalita di tali Sistemi, le ses deduzioni
sintattiche, cioé realizzate solo in base gtemessgerichiedono
comunque valore semantico per le proposizioni.

La non categoricita delle Teorie formali dell'Anietica e dei
numeri reali € stata conclusa da metadimostrazanticolari che
non €& detto che possano ripetersi per ogni altsbe®ia formale.
Quindi, non sembra che ci sia ancora nulla che efet altri Sistemi
formali possano essere categorici. Un'altra spera@zche gli
universi dei modelli non standard abbiano sempréiralita diversa
rispetto a quelli dei modelli standard. Per esempoonsideriamo il
caso di PA. In base ai suoi assiomi (par. Il.1piagodello di PA
deve contenere almeno tutti i numeri del tipo ®@),sé(s(0)), ...,
ovvero, 0, 1, 2, ...., cioe degli oggetti isomorfi aaturali
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insiemistici standard. Se il modello non contiené&i aenti é

(isomorfo a quello) standard, altrimenti € non dead. Quello non
standard da noi prima considerato, contiene anahms$tante non
standard c e tutti i numeri non standard da edsaibili mediante i
predicati "successore” e "predecessore”; quindisuib universo
sembra "piu grande" di N. Forse e possibile distamg i modelli
non isomorfi in base alla differente cardinalitéldeo universi?

II teorema di Lowenheim-Skolem frustra queste a@pee,
almeno per quanto riguarda il caso di modelli canversi di
cardinalita infinita (nel seguito diremo brevementaodelli di
cardinalita infinita o addirittura modelli infinit). Bisogna
aggiungere subito che il caso di modelli con catitié infinita & il
caso ordinario, cioe delle Teorie matematiche dggia interesse;
tuttavia, esiste un settore matematico dedicatosilidio demodelli
finiti, in Sistemi che hanno applicazioni nel campo della
computazione. Nel seguito, comunque, prenderemo in
considerazione il solo caso di modelli infiniti.

Il teorema di Lowenheim-Skolem (spesso L-S, nguge) si
applica, ancora, a quei Sistemi per il cui linguaggle il Teorema
di s-completezza; e quindi a tutti i Sistemi form&sso si puo
dimostrare in Tl a partire dal teorema di compaiesemantica
(della cui formalizzazione in Tl parleremo piu atrpe dall'assioma
di scelta; ed affermaSia dato un Sistema, dotato di un modello
infinito, per il cui linguaggio vale il Teorema dicompletezza e tale
che le sue proposizioni abbiano cardinalita maggiar uguale al
numerabile. Allora esso ammette modelli di una sjasl
cardinalita infinita". Dunque, non soltanto non vale mai la
categoricita per tali Sistemi (modelli di carditali diversa,
chiaramente, non sono isomorfi per definizioneatdinalita: i loro
universi non sono equipotenti), ma ci0 che per assverifica
sempre € una "esplosione" di modelli di tutte legiaili cardinalita.
Ritornando al Sistema PA', per esempio, poiché essomerabile
(cioe lo e l'insieme delle sue proposizioni) eilenso di ogni suo
modello dev'essere infinito (in base alla definledormalizzata di
infinito introdotta nel par. 11.12), si ha che esso ammeibelelli di

“l Con tale formulazione, pretendiamo includere siavérsioneall'ingiti che
all'insu di tale Teorema.
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gualsiasi cardinalita, tutti non standard. In maiare, ne ammette
anche di numerabili; che saranno anche modellistandard di PA.
Quindi, PA ammette modelli numerabili standard a standard! Lo
stesso si ripete per TFR: esistono suoi modelli siamdard della

stessa cardinalita2™°, di quello standard. Inoltre, esiste anche un
suo modello numerabile! Il Sistema TFR, pensatolgpelescrizione

dei numeri reali, di cardinalitQDO, descrive perfettamente anche
oggetti, completamente diversi, di cardinalita nrabde. Ma,
dopotutto, cid non deve sorprendere troppo: infattiche quando

TFR descrive l'usuale universo R, di cardina®, non puo che
farlo parzialmente, in quanto le sue proposizionimerabili, non
sono sufficienti neanche a denotare individualmetu#i gli
elementi di R.

Non presenteremo certo la complessa dimostrazamnele del
teorema di Lowenheim-Skolem; tuttavia, una giusdifione
dell'esplosione di modelli implicata dal teoremann@ poi cosi
lontana dall'intuizione. Consideriamo un Sistemassico il cui
insieme delle proposizioni abbia una certa cardiatiotato di un
modello infinito M. Tenendo presente che esiste wupe la
possibilita di aggiungere nuovi simboli, anche seticg sembra
ragionevole che sia sempre possibile ingrandi®istema e il suo
linguaggio, eventualmente anche aumentandone skmué la
cardinalita, mantenendone la coerenza. Se lingramo é spinto
sufficientemente, si forma un Sistema coerente robie puo piu
avere M come modello (ad esempio, se le costantiSttema
eccedono gli elementi del suo universo). Di consega, nel caso in
cui per il linguaggio valga ancora la s-completezsiste sempre un
altro modello di tale Sistema ampliato, che e anclozlello del
Sistema originale e che non é isomorfo a M; comatdeche tale
discorso si puo ripetere all'infinito, ecco giustita I'esplosione di
modelli non isomorfi. D'altra parte se il Sistemaigimale e
categorico, allora nessuna estensione coerente&Sidema spinta
abbastanza fino a rendere M inadeguato ad essemsdallo, pud
avere modello; il che indica che per il linguagdiaun tale Sistema
non puo valere il Teorema di s-completezza. llde@ di L-S ci
chiarisce dunque cheategoricita e validita del Teorema di s-
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completezza per il linguaggio di un Sistema con etiodhfiniti,
sono  proprietd  complementari, impossibili ad essere
simultaneamente soddisfatte

A questo punto, giunge opportuno accennare a ilken'ut
applicazione dei modelli non standard, dovuta aiftmn: essa
rivela che, dopotutto, la categoricita ha ancheaiswolto negativo.
Infatti essa inibisce lo sviluppo dei Sistemi, jlefatto stesso che
l'aggiunta di nuove premesse puo far decadere e l@lide
interpretazioni, cioe i loro modelli. Ritorniamo 8istema TFR'. In
esso, la costante c¢ ha tutta l'aria, stavolta,ndinfinitesima Tale
concetto non trova una corretta interpretazionenmalello standard
dei reali. Risulta tuttavia molto utile usarlo irrapca: stiamo
parlando di quegli oggetti indicati di norma con, dky, df, etc.,
usatissimi nel Calcolo non a caso chiamatbnitesimale Sono
quantita nulle o non nulle? A seconda di come camji parrebbe...
La storia degli infinitesimi in Matematica € molitoteressante ma
non € questa la sede piu opportuna per parlarrgarBo soltanto
che si sono sempre usati senza la preoccupaziondefdirli
formalmente né interpretarli nitidamente. Ma i nuio¥initi assiomi
di TFR' sono capaci di definirli formalmente, pértramite della
costante ¢, come numeri come gli altri. Poi, cfatio fondamentale
che modelli di TFR' esistono e sono anche modadin(standard) di
TFR. Resta solo da costruire un modello di TFR' g
considerarsi come un ampliamento dei reali standahdamato
talvolta degli pseudo-reali); cosa che, effettivateesi puo far®. E
il discorso si chiuderebbe qui. Soltanto che, cangibilmente, non
merita la pena lavorare in TFR' solo per poter aispformalmente
degli infinitesimi; e neanche sforzarsi di intetgre TFR con |l
nuovo modello non standard: ci basta il risultabe ¢l loro uso
informale all'interno del modello standard (deltoason necessario),
e comunque legittimato in un ambiente piu generale.

2 Come rilevato per la prima volta da A. Robinsoel, 1960; la sua pill recente
pubblicazione in merito eéNon-standard AnalysjsPrinceton University Press
(1996).
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L'uso dei modelli non standard, peraltro, non isalto solo
problemi concettuali come questo, ma anche congreiblemi
matematici prima irrisolff.

Quando il teorema di Lowenheim-Skolem si applita stesso
Sistema TI, si hanno conseguenze indubbiamentendatiche; ma
esse sono state esagerate — e talvolta lo sondaarcon modo
incondivisibile, come cercheremo di mostrare.

11.18. Limiti espressivi dei Sistemi formali

Consideriamo un qualsiasi Sistema assiomaticsiclagormale
dotato di un modello con un universo U. L'ingenueetgsa
normalmente sottintesa, di fronte a una tale Te@riahe essa sia
capace di descrivere e chiarire ogni aspetto gederieta di U. Per
esempio, sembra ragionevole sperare che la Teoriaafe dei
numeri naturali, cioe PA, sia capace di decidenm@ pgoprieta dei
numeri naturali. Ebbene, nel caso in cui U é indincioe nel caso
normale, cio si rivela un grossolano equivoco. tihfabbiamo visto
che linsieme di tutte le proprietd di U e rappmea® in TI
dall'insieme P(U), di tutti i sottoinsiemi di U. Mper U infinito, la

minima cardinalita di P(U) @, sempre superiore al numerabile,
cioé alla cardinalitd delle proposizioni del SisgenPertantoil
Sistema non e neanche in grado di denotare indalidante tutte le
proprieta di U Se U é infinito, il linguaggio in cui si possono
formulare tutte le proprieta dell'universo € ind@oamente
semantico; e, pertanto, sempre piu ricco del liggiadel Sistema.
Pil ricco, anzi, del linguaggio di ugualsiasi Sistema formale. E
inutile, continuando l'esempio dei naturali, ceecaalternative
formali a PA per risolvere questo problema.

Il linguaggio dei lodevoli Sistemi assiomatici €$&ci formali ha
cosi un'imbarazzante, grave, insufficienza esprassi ribadisce

3| pit famosi riguardano alcune proprieta degperatori lineari compatti ad
opera di Robinson e Bernstein. Altri, interessareiadi statistici di risoluzione,
come in: S. Albeverio et. aNon standard methods in stochastic analysis and
mathematical physicNew York, Academic Press, 1986.
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I'insostituibilita della metamatematica non sold definirli, ma
anche soltanto per denotare individualmente tut@rbprieta del
loro universo. Dobbiamo sottolineare che questdtéimon ha nulla
a che vedere col famoso Teorema di incompletezza,vedremo
oltre; eppure, esiste anche tale confusione. Etedeente, il limite
di cui stiamo parlando € indipendente dal fatto dh&istema
assiomatico sia sintatticamente completo o incotapkd esempio,
esso vale anche per il Sistema completo TFR, owmen Se il
Sistema e completo, i suoi teoremi, se interpretatin modello,
sono in grado di stabilire la verita o falsita mebdello di tutti gli
enunciati che il linguaggio matematico puo enurggiana non certo
di quelli che non pud enunciare. E di questi ultisime visto, pur
limitandoci a quelli che menzionano soltanto le ppieta
dell'universo, ne esiste sempre una quantita sthiae rispetto a
quelli formulabili nel Sistema.

La strategia che si potrebbe usare per cercaepdirare questo
limite € d'ambito interpretativo: in concreto, "daiare” il modello.
Ma ne discuteremo dopo.

11.19. Limiti espressivi fondamentali per la
Matematica

Quando si prendono in considerazione i "modelél' Sistema
Tl, si manifestano profonde ripercussioni sull'rateMatematica.
Indichiamo con C (da Cantor) l'universo di un sueneyico
"modello”; esso rappresenta la collezione di tugli insiemi.
Sappiamo gia che C non puo essere un insieme. 8nlassurdo,
per esempio, supponendo che C abbia una certanahidio. .
Infatti, abbiamo visto che in Tl si pud dimostrathe esistono
insiemi di una cardinalita superiore ad qualunque sia il valore di
a; i cui elementi sono ancora insiemi, cioé elemeeti'universo.
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Allora non potrebbero appartenere tutti a C, dal'essurdd”. Ma,
anche se C non e unsieme € una collezione a cui & possibile, in
senso metamatematico, associare i concetti ditdfinfinfinito”, ed
anche una "cardinalita”, seppure informalizzabNd.esempio, non
si ha alcuna contraddizione supponendo che C simérabile”.
Tale ipotesi metamatematica implicherebbe che, dalt&, non
possono esistere insiemi di "cardinalita” super@rénumerabile”;
tuttavia succede che Tl non é in grado di "acceeyes”. Chiariamo
guesto punto. Nell'interpretazione in cui C & "nuabée", quando
Tl dimostra, per esempio, che P(N) non & numeraluléa perché
non pud ammettere com&@nzionge cioé come insieme una
corrispondenza uno a uno tra gli elementi di P(NY eoncepita
dalla metamatematicaln altri termini, P(N) & correttamente non
numerabile dentro Tl, ma puo essere "numerabiletliduori di
€sso0, cioe in senso metamatematico: la corrisp@ademo a uno dei
suoi elementi con N non puo essere descritta fonmiale come un
insieme, ma solo metamatematicamente. Un ragionanagemuesto
tipo, in generale, puo giustificare una qualunquardinalitd”
supposta per C: tutte le cardinalita maggiori diaesi dovrebbero
soltanto alla limitatezza del linguaggio matematice
scomparirebbero in ambito metamatematico.

L'argomentazione appena vista consente anchesalvere il
problema delihdescrivibilita individualedi elementi innumerabili
nel linguaggio "numerabile” di Tl, osservata nekgmmafo 11.15.
Infatti, allo stesso modo, solo su un piano metamatico sarebbe
possibile stabilire una "corrispondenza biunivoiza“gli elementi di
un insieme innumerabile e (un sottoinsieme del)@otazioni
individuali del linguaggio "numerabile" di Tl. Cosil linguaggio
"numerabile” di Tl sarebbe davvero capace di qasisiescrizione
individuale; ma, al solito, Tl stesso non pu0 "agevsene".
Tuttavia, questo criterio di risoluzione non e gafe perché vale
soltanto nel caso in cui si assume che C e "nurietal®e lo si
assume come "innumerabile” (in modo che gli insiemumerabili
siano ammessi in metamatematica) e si considerag @ norma,

* Tale pseudo-paradosso € conosciuto cotparadosso di Skolem'e,
normalmente, viene concluso dall'ipotesi che Crsimerabile; ma invero esso
segue, come abbiamo visto, ammettendo per C udaebta qualsiasi.

153



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

"numerabile” il linguaggio di TI, il problema riadira. Piu oltre
descriveremo un diverso e piu drastico critericaluzione, basato
su un'interpretazione non convenzionale (non foenatlelle
proposizioni di TI.

Gli esempi ora visti sollevano i primi dubbi suflassibilita che
si debba sempre avere un'esatta corrispondenzaaeetti di
infinito e di cardinalita tra il piano metamatematico e quello
puramente matematico. Poi, tale incertezza esgede applicano le
conseguenze del Teorema di s-completezza allooslieggiaggio di
TI.

Come abbiamo detto nel paragrafo .15, sembrantapeo
considerare Tl come un Sistema formale; al qualendi, poter
applicare il metdeorema di s-completezza (non certo la versione
formalizzata in Tl stesso) e tutte le conseguenastrate, compreso
il metdeorema di Lowenheim-Skolem. Ora, abbiamo visto lehe
definizione insiemistica difinito, infinito, numerabile e delle
successivecardinalita, dipendono tutte, alla base, dall'insieme dei
numeri naturali N. Ma gli elementi di tale insiengssendo ancora
insiemi, sono anche elementi dell'universo del "ellod di T, che &
soggetto allindeterminazione dovuta al metateoredia L-S
applicato a Tl stesso: esistono "modelli" corrditiT| tra loro non
"isomorfi" ed anche di diversa "cardinalita". Alkgrse N ed N' sono
gli insiemi dei naturali, ciascuno unico a menasdimorfismo, che
si riferiscono a due di tali "modelli", non é ass@to, da un punto di
vista metamatematico, né che tra N ed N' ci siami@fismo"”, né
che tali insiemi debbano avere la stessa "carditf&li Dunque, il
numerabile relativo ad un "modello" corretto, non coincide in
generale con ihumerabilerelativo ad un altro; ed entrambi, come
visto, possono differire dal "numerabile” metamadéoo. In altre
parole, il concetto dinumerabile e, conseguentemente, dgni
cardinalita successiva, non e assoluto, reativo al "modello” di
Tl che si sta considerando! Alla stessa criticaggstto il concetto

5 Ad esempio, se N' — al contrario di N — si rifeéisad un "modello” di Tl che, in
violazione dell'ipotesi del continuo, ammette umewno qualsivoglia di cardinalita
comprese tra N' e P(N'), non € metamatematicangarntito, chiaramente, che
P(N) e P(N") abbiano la stessa "cardinalita"; Essb, di conseguenza, potra dirsi
anche per N e N'.
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stesso difinito. Certamente, se non e assicurato che N sia
"numerabile”, non & neanche assicurato chénito matematico
coincida con il "finito" metamatematico. Ad esempim un
"modello” di TI con una "cardinalitd" sufficientemte alta,
Iinsieme N potrebbe essere "innumerabile”, visa di fuori.
Allora, anche un insiem#nito, cioe i cui elementi sono equipotenti
con tutti i numeri di N compresi tra O e un certdunale n, puo non
essere "finito" dal di fuori, cioé in senso metaenaaticd®. Ma non
solo: in analogia con quanto osservato nel paraghai6, in un
peculiare "modello” di Tl (che potremmo ancora olaae "non
standard") l'insieme N potrebbe anche esseraerabilee tuttavia
non standard. Se esso ammette una costante naastansimile a
guella gia considerata, allora la definizione fitito si discosta,
nuovamente, dal suo valore semantico, dato chamnenunaturali
standard compresi tra 0 e ¢ sono infiniti.

Facciamo notare, a questo proposito, una scareite
abbastanza comune che riguarda la formalizzaziontl idei due
teoremi di compattezza (sintattica e semantica). logo
dimostrazione richiede la previa formalizzazione del concetio d
finito. Si legge spesso qualcosa di simile: che il tearedn
compattezza sintattica (che, ricordiamo, ha validdgenerale)
implica, a ritroso, qualcosa di "assolutamente oosithile": che
ogni dimostrazione del Sistema puo far uso soltaiton numero
finito di premesse. Quest'ultima dimostrazione, peraéréacilé’.
La leggerezza deriva dal dimenticarsi che ci si starendo,
appunto, a un concetformalizzatodi finito; pertanto, nient'affatto
coincidente, in generale, con il significato dinifo" che si usa
invece nella metadimostrazione (in base all'ipotdsi buona

“*In un insieme innumerabile, i numeri compresidwe qualsiasi numeri distinti
possono essere infiniti, come si verifica nellémse ordinato dei numeri reali.
*" Sia S un Sistema coerente e sia T un suo quatsiasima. Consideriamo il
Sistema, pertanto incoerente, S'aSHT. Per il teorema di compattezza sintattica,
esiste un suo sotto-Sistema finifd, incoerenteX' deve conteneraonT tra gli
assiomi: altrimenti, sarebbe coerente per il tearain compattezza sintattica
applicato a S. Allora, possiamo indicarlo ¢dnZ+nonl, doveZ € un sotto-
Sistema finito di S. Essendb+nonT incoerente, T & deducibile da ("per
assurdo”, in base al metateorema di deduzione)unorumero, pertanto, finito di
assiomi.
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definizione per il Sistema assiomatico), cioe con il signtica
intuitivo che si vuol vendere. La proclamata ragwwmezza del
corollario, a rigore, & soltanto un‘illusione. Sevsol seguire il
cammino formale elimostrareil teorema di compattezza sintattica,
allora la sua plausibilita intuitiva, cioé basatal sconcetto
propriamente semantico di finito, e tutta da aerer{(in ogni caso,
metamatematicamente): essa, infatti, sarebbe Bwiogle con la
presunta "spontaneita” del "modello” di Tl a cuinito matematico
si riferisce. Discuteremo presto se sia effettival@epossibile
scegliere qualcosa come "lo spontaneo (o standardjlello”
corretto per TI: un argomento soggetto a inevitahikebulosita,
come si vedra.

Indiscutibilmente, tutto cid ha conseguenze dratiuine per la
Matematica. Proviamo a riassumerle. Dal concettétematico di
finito, minato da tale relativismo, dipende, come abbiamto nel
paragrafo 11.12, la definizione insiemistica metéenaaticamente
piu appagante dellinsieme dei numeri naturali; dbelta, allora,
egualmente relativa a un "modello" prefissato di &l non
necessariamente in accordo con lintuitivo concsgmantico di
"numero naturale”. Anche il concettoidfinito possiede, dunque, lo
stesso tipo di relativismo e, conseguentementd)eahapplicabilita
del teorema di L-S! Ma la relativita del concetid'chrdinalita”, fa
si che la stessa suddivisione dei Sistemi in "nabilt e "non
numerabili" (e quindi anche "formali" e "non formialper il cui
linguaggio valga il Teorema di s-completezza e.ndebba essere
inevitabilmente sottoposta ad un assenso di tiptammatematico;
perché non puo essere formalizzata in modertamente
corrispondente ai relativi spontanei concetti semanPerfino la
stessa "categoricita” e soggetta a una similecaritthe di N ce ne
sia uno solo, a meno di isomorfismo, & vero solaf@mimento ad un
prefissato "modello” di TI. Ma se si considera glesione dei
possibili "modelli" per Tl, ecco che tale "unicitaitra in crisi.

Tuttavia, non ha molto senso trarre da questiilicoinseguenze
straordinariamente deleterie. Una delle prime agsichi derivanti
dal teorema di L-S si deve allo stesso Skolem ea ®@tt'oggi
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condivisa da qualcuno: il teoreffianostrerebbe che in Matematica
e inutile, forse presuntuoso, considerare modeihumerabili:
infatti, bastano i numerabili. In effetti, non su@ negare che un
modello di cardinalita superiore, € di dominio &pimologico)
esclusivo della semantica, come abbiamo osservattavia, nessun
"modello” di Tl puo in fondo mancare di tale cagatitica, anche se
e "numerabile"; e lo evidenzieremo fra poco. It puod
descrivere formalmente senza problemi insiemi, mdjumodelli
delle Teorie che rappresenta, di qualunque caithnahumerabile,
pur non potendone denotare individualmente tuitietgmenti. E
vero che cio non é necessario e fors'anche inatide;in alcuni casi,
come nella Teoria formale dei reali, la scelta di modello
innumerabile sembra a quasi tutti la piu sensatadeisfacente. Cio
che importa — e che e indubbio — e che in nesasa e da nessuna
prospettiva tale scelta puo essere considerata conteaddittoria o
errata. Di conseguenza, tale crititan puo demolire effettivamente i
modelli di cardinalita superiore al numerabjleé il punto di vista di
chi desidera usarlE neppure € capace di offrire maggior rigore o
curare il descritto relativismoabbiamo infatti visto, nell'esempio
fondamentale dei naturali, che ci sono modelli naid non
isomorfi tra loro; analogamente, osserveremo irceeto che fissare
la "cardinalita" di un "modello” di TI, non signifa affatto fissare il
suo "modello”, anche se tale "cardinalita” e lartfieuabile”.

Le critiche di Quine si spingono molto piu olthepunto di vista
che le riassume € la considerazione che due Mat@main
potranno mai essere sicuri di usare uno stessoéldger TI; e,
pertanto, neanche che i loro concetti di "insiem&iumero
naturale", "numerabile”, "innumerabile”, etc., codano. In effetti,
e vero che non é possibile nessun tipo di conveeziormalizzabile
che assicuri tale accordo: il linguaggio di Tl @viamente, lo stesso
per tutti i suoi "modelli", pur profondamente disefcome succede
per ogni altro Sistema formale). Tuttavia, & ancbe che cid non
significa necessariamente che tali concetti nonsqus essere
distinti in assoluto Potrebbero infatti — e, invero, non c'e altrdtace

*8 0, pi semplicemente, una sua versione meno denargni Sistema con
modelli infiniti per il cui linguaggio vale il Teema di s-completezza, ammette un
modello numerabile
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— essere distinti dalla metamatematica; da un docali natura
genuinamente semantica. Ovviamente, si puo dubiarguesto
potere, come si pud dubitare di qualunque conveezegemantica
che fonda la metamatematica; ma, ripetendo quaatahal gia
osservato nella prima Parte, se si vuol credereuchigpo qualsiasi
di comunicazione € possibile, si dovra pure ammettde lo e
anche qualche specie di accordo semantico inforniglael caso
fondamentale dei numeri naturali, quest'accordobsanalla fine
innegabile: si puo realmente sostenere che e illuswercare di
sviluppare uno studio delle loro proprieta, almen®lle basilari,
condiviso da tutti coloro davvero interessati ase@sPer una critica
filosofica abbastanza esaustiva contro il puntovidta di Quine,
raccomandiamo la lettura di un breve, efficacejceld di H.
Hrachoved’.

Eppure emerge una difficolta. Ammettere che é ipiss
concordare un significato per i concetti di "numanaturale”,
"numerabile”, etc., significa ammettere che e gmkesconvenire un
"modello standard" per Tl. Ma se si cerca di spemié esattamente
le caratteristiche di tale spontaneo "modello” ceclte la faccenda si
ingarbuglia. Anche la sua stessa "cardinalita"saealiscutibile, ma
supponiamo di averla fissata; se si desidera, purla prudente
“cardinalita numerabile" di Skolem. Ora, abbiama gsservato che
Tl e incompleto, essendo l'ipotesi generale deticoa indecidibile
(par. 11.12). Aggiungiamo che si sono scoperti finaltri enunciati
indecidibil™® e che, come riconosceremo nella terza Parte,
l'incompletezza di Tl e ineliminabile. Il punto dote & che nessuno
di tali enunciati sembra vero o falso nel "modaontaneo”; che,
pertanto, di spontaneo ha sempre meno. Si pensggodronto, al
caso del V postulato della Geometria euclidea:illiymodello
spontaneo euclideo” lo indica tanto energicameot@ecvero da
aver indotto tanti a ritenere che fosse un teorépua,. invece, quale
"modello" abbiamo in mente: quello per cui l'ipatdsl continuo &
vera o uno degli infiniti — fra loro completamemti®ersi — in cui e

“9 Ontological Relativity reconsidered: Quine on LoWweimn-Skolem, Davidson

on Quine (2005), sul WEB:

http://sammelpunkt.philo.at:8080/1078/1/quine_skolerig.pdf

0 Ad esempiol'ipotesi di Suslindi Kurepaedi Martin; ma ce ne sono di altri.
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falsa? E la stessa domanda si puo ripetere pegtuditri (infiniti,
come vedremo) enunciati indecidibili.

Bisogna dunque riconoscere che non si hanno affatidee
chiare su come sia fatto il "'modello” di Tl che miirconsente — lo
riteniamo dopotutto innegabile — una visione comedeunitaria
della Matematica. La tangibile sensazione che sigmisce e che
guanto piu ci si addentri nei fondamenti della Madéca, tanto piu
sia illusorio cercare di delucidare inequivocabihteeogni dettaglio.

A questo proposito € doveroso evidenziare un dat@tto: i
problemi che sono venuti alla luce non sono certvut
all'unificazione fondazionale realizzata da TI. Rglesto aspetto,
anzi, la riduzione insiemistica della Matematiceer@ come una
lente di ingrandimento, rivelando ed accorpandtetig ambiguita
gia presenti nelle Teorie che unifica: dunque, samnm chiave
favorevole. Per esempio, supponiamo di avere b Sstema PA,
dimenticandoci di Tl; esso sara, allora, l'unicet&naformale che
puo essere usato per definire i numeri naturali.dvVlRA possiamo
sempre applicare inetdeorema di L-S e ritrovare la sconcertante
pluralita di modelli di tutte le cardinalita; di w©eeguenza, la
rappresentabilita in linguaggio puramente materaatei numeri
naturali "intuitivi" entrera in crisi in quellamao modo che
abbiamo rilevato all'interno di TI.

Quando un problema di relativismo si manifesta sol Tl, e
perché riguarda un concetto che si e formalizzaltasto in Tl
(come, ad esempio, quello @inito): qualora si decidesse di non
formalizzarlo, esso restera, ovviamente, con lgppaoambiguita
semantica.

[1.20. L'uso intrinsecamente semantico dei
Sistemi formali e di TI

Si e gia accennato che l'opportunita di sostitilineodello € in
grado di ampliare la capacita espressiva di ure@atassiomatico
formale. Per constatarlo, e sufficiente un sempéisempio relativo
al primo Sistema assiomatico da noi definito (hd). Interpretiamo
"A", "B", "C" e "D" come 0, 1, 2, 3 e 5" come "<", cioe "minore
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di"; poiché i tre assiomi sono soddisfatti, si ettt un modello.
Inoltre, se X<Y e Y<Z, si ha, effettivamente, anctiee X<Z:
dunque, la regola deduttiva & corretta. | tre setiremi che si
possono dedurre hanno la seguente interpretazisi?g:0<3 e 1<3.
Tuttavia, e chiaro che se ci riferiamo al modellalQ 3, 4, con lo
stesso significato pers", possiamo anche dedurre 0<4 e 1<4. Con
questa strategia e possibile far si che tale besmalo Sistema, di
soli tre teoremi, sia capace di dedurre infinitegpreta dei numeri
naturali. Un uso di tal genere, cioé di diversi mlbde dunque in
grado di accrescere in modo spettacolare il pagspressivo della
Teoria. Puo anche darsi che un enunciato E intefjorenel nuovo
modello My esprima una proprietg@ dell'universo dell'originario
modello studiato M magari, una proprieta prima incodificabile,
cioé non esprimibile mediante nessun enunciatopre&to in M (e
abbiamo visto che ce ne sono sempre di infinitivise infinito). In
altri termini, per enunciare ed eventualmente dinaos la proprieta
p, si ricorrerebbe ad un modello diverso da quedoqui la stessp
si era pensata. Naturalmente, tra i due modelliradlogsserci
un‘opportunarelazione Ci dispiace non saper riportare degli
autentici, utili, esempi d'applicazione di talegerio; e probabile che,
normalmente, tali deduzioni si ottengano mediargsol di un
diverso Sistema assiomatico, anziché di un divensdello (cosa
che sarebbe sempre possibile quandordizione suddetta é
propriamente matematica). E credibile, comunque,ikcmetodo sia
sottovalutato, in particolare nel caso in cui taldazione sia
intrinsecamente semantica, pur metamatematicaneditrutibile.
In ogni caso, ci possiamo domandare fino a cheagpuntriterio
descritto puo risolvere i limiti espressivi dell@dria. Anzitutto, la
semplice denotazione di tutte le proprieta deNarso di un
modello infinito richiederebbe un numero innumelabdi altri
modelli: ce ne sono abbastanza? Il teorema di LéeiemSkolem
sembrerebbe tranquillizzarci (!) da questo puntovidia. Quante
sono tutte le cardinalita? Per quanto osservatana nota del
paragrafo 11.12, sappiamo che la collezione dietlgt cardinalita ha
sempre piu elementi di un qualsiassiemedi numeri cardinali. Si
tratta, dunque, di un tipo di infinito "piu fortedi quello normale
(ricordiamo che una possibile definizione di inseemfinito € che
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I'insieme abbia "tanti elementi quanti” quelli di suo sottoinsieme
proprio). In effetti, nell'ambito dellelassi descritte dalla Teoria
degli insiemi NBG, si puo definire una "corrisponda biunivoca"
(con virgolette perché non € tra insiemi e pertaro € essa stessa
un insieme) fra tale collezione e la collezionéudii gli insiemi; per
cui si puo affermare che anch'essaip&rinnumerabile come
guest'ultima. Ma anche limitandosi ai modelli tegiol isomorfi, la
situazione e rassicurante: infatti, in ogni Teatdata di modelli, il
numero di modelli isomorfi € certameniperinnumerabile Per
concluderlo, basta osservare che si puo sostitiiréverso del
modello, i cui elementi indichiamo con a, b, ¢, con l'universo
(a,x), (b,x), (c,x) ..., dove x e unsieme qualsiasiSe la presenza di
X € ininfluente nelle operazioni, si ottiene un rmla diverso
dall'iniziale ma ad esso isomorfo. Poiché il numeliotutti gli
insiemi &iperinnumerabile segue la conclusiorte

E chiaro che ammettere di poter usare uno qualsiegli
iperinnumerabili modelli del Sistema per dedurre, implica
considerare innumerabili enunciati interpretati ungue trattare |l
Sistema come non formale. In cid0 consiste quelle, giertanto,
possiamo denominaf@so intrinsecamente semantidoun Sistema
formale: di fatto, ribadiamo, comporta di consigkracome non
formale, ammettendo per esso innumerabili teordiitutto cio
senza alterare minimamente il linguaggio della Bedné tanto
meno il suo numero d'ordine espressivo).

Per quanto riguarda I'ambito interpretativo deHaciale Teoria
Tl, si ha una situazione singolare. Anzitutto,t€npretazione delle
proposizioni di Tl risulterebbe opportuna per llaga ragione di
guella ora spiegata, con la differenza che, piuegdmente, si
vorrebbe poter descrivere tutti gli elementi di iognsieme
innumerabile; ovvero, semplicemente tutti gli imsieSi vorrebbe,
cioe, che TI fosse capace di descrivere effettivaeegni oggetto
per cui é stato pensato, come osservato nel péoadyib.

Il problema nell'interpretare Tl, come abbiamotajis che la
distinzione, la precisazione, di un qualsiasi psfto "modello”

*! Per maggiori dettagli si veda: G. GerRroprieta che si conservaneap. 6,
appunti di Logica matematica, scaricabili dal WEBIl'irairizzo:
http://www.dmi.unisa.it/people/gerla/www/didattibeml
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corretto, ancorché intuitivo, € incerta. Non semle@to sostenere
che sono possibili interpretazioni del linguaggioTd capaci di
assegnare ad ogni stringa uno ed un solo, chiggaifisato. Di
conseguenza, non avrebbe neanche molto senso epadame
poc'anzi, di diversi modelli imelazionetra loro. D'altra parte, nella
pratica si ha chiaramente I'esigenza di un'int¢ézgrene che vada
ben oltre le possibilita di un singolo "modello"adta riconoscere
chequello che normalmente si fa quando si lavora @iiéoria Tl,
non e dare un indiscusso significato ai suoi enatmé¢h base a un
suo "modello prestabilito” (?); ma, inversamente, cerca di
rendere una qualsiasi affermazione semantica, d¢atae con
concetti insiemistici, in sequenze di simboli diCib equivale, in un
certo senso, a utilizzare il "modello” piu convene per
formalizzare la frase. Quindi, in realta, € comessammettessero
simultaneamente tutti gli iperinnumerabili "modeltoncepibili e
disponibili, ovvero, se si preferisce, un unico talo" di tipo
"dinamico”, in cui la collezione degli insiemi sdatta alle nostre
esigenze. Quest'uso €, pertanto, intrinsecamentargieo: equivale
a trattare il Sistema come non formale. Il suo Ig@kositivo,
chiaramente, & che é capace di soccorrere ad iogte kespressivo
di TI: di rappresentaréotalmentee fedelmentgdato che qualsiasi
criterio semantico relativo alle premesse puo esserodotto dal
"modello dinamico™) anche i Sistemi innumerabiluéllo negativo
e la perdita di formalita e il carattere sfuggedtéd'interpretazione,
che, tra l'altro, deve sapersi districare dall@igenti ambiguita del
linguaggio, come tra poco evidenzieremo.

Per cercare di precisare il funzionamento di iralerpretazione
"dinamica" di TI, prendiamo ad esempio la descneiodelle
proprieta dei numeri naturali. Immaginiamo di figsaun
tradizionale, "modello"” infinito, C, della Teorfacioé un "modello"
che associa un unico, indiscusso, significato aal pgoposizione.
Poiché il linguaggio "numerabile" del Sistema folen@l e incapace
anche solo di denotare individualmente un numetmiia di
elementi di P(N), cioe di proprieta dei numeri maliy si ha che la

2 E, se si vuole, lo si supponga "non numerabilef, gsolvere il problema
dell'insufficienza espressiva con una strategiageinerale di quella descritta nel
paragrafo precedente.
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stessa cosa si verifica allorché si interpretan@rtgposizioni nel
"modello" C. Tuttavia, a tali elementi debbono psitapplicare le
premesse di Tl, se € vero che sono insiemi. Irtgféo si potrebbe
fare solo ridefinendo C, ovvero, "cambiando” il "modello”. La
ridefinizione del "modello”, cioe, puo (e deve) sentire la
descrizione propriamente matematica di proprigt@, $ono ancora
insiemj prima incodificabili. Naturalmente, tale rideftmne non
puo avvenire in modo ufficiale o conscio, dato dhtmodello" &
indistinto; ma, semplicemente codificando in linggi® insiemistico
la proprieta, cioé linsieme, che di volta in voffiae interessati a
studiare. Quando si fa cio, C viene ad essere shvela prima,
potendo, al limite, avere anche un‘altra "cardiaaliAllora, anche N
e P(N) saranno, in verita, diversi! Dunque, consitela collezione
di tutti i "modelli" come un unico "modello dinanoit non
convenzionale, da luogo senza dubbio a una sitmazio ambiguita
da cui non resta che la schietta supposizionepdirsadistricare; un
disagio che dovevamo aspettarci. Un altro prezzaosttpaga e che
sorgeranno sempre nuovi insiemi non formalizzafiia questi,
magari alcuni che "prima" lo erano). Ma, chiaraneenit"ciclo” puo
in teoria ripetersi all'infinito e consentire la sdezione di un
gualsiasi insieme.

Naturalmente, I'uso intrinsecamente semanticd disdlve solo
apparentemente i problemi discussi nel precedearagpafo. E vero
che il Sistema -diverso da TI- ottenuto da TI interpretando
liberamente, nel modo descritto, le sue proposizjmm sfuggire al
metateorema di s-completezza e alle sue conseguénhaela
pluralita di "modelli" e, con essa, la relativitai doncetti dnumerq
finito, cardinalita, categoricit etc., si ritrova tutta all'interno del
suo stesso "modello dinamico”, per come e statmitef Inoltre,
l'uso di tale "modello dinamico" comporta, chiarames un'esplicita
rinuncia a risolvere gli enunciati indecidibili dil, dato che esso
assorbe sia i "modelli" per cui sono veri, sia tupeEr cui sono falsi.
Di fatto, quest'uso di Tl equivale all'impiego della tradizade
Teoria "ingenua" degli insiemi

Cerchiamo, ora, di trarre alcune fondamentali tegieni alla
fine di questa seconda Parte. La Teoria assiomdecgi insiemi

163



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

permette ify teoria, non certan pratica per via dell'intrattabilita del
suo formalismo) di unificare e formalizzare, pumcdei limiti,
I'intera Matematica. Nel far questo, le ambigugéma diffuse nei
fondamenti di ogni Disciplina, vengono tutte cortcate in quelli di
questa Teoria. Nessuna delle "sporcizie" dell'edifsparisce, ma si
accumula nel suo basamento. Essa consente di forava dei
concetti molto importanti e fondamentali (come ¢juai finito ed
infinito), scoprendo, tuttavia, che né questi né altri possessere
conclusi come certamente corrispondenti a quelliamatematici
(che sono, naturalmente, il principale obiettivdlaleonoscenza).
Peraltro, questo problema non e dovuto a TI, m&dgs nei
fondamenti di ogni Sistema classico formale. Larigganoltre, non
puo descriveréedelmentautti i Sistemi formali, a meno di perdere,
come gia anticipato, la sua basilare peculiariterdanistica di tipo
"meccanico” (cid0 sara concluso e illustrato in swgufinora,
abbiamo semplicemente segnalato il dubbio che tutBistemi
formali sianofedelmenteappresentabili). Per I'ambito interpretativo,
si osserva che i suoi "modelli" sono soggetti a nabulosita che
sembra inevitabile e inoltre che, per far si ch&édaria stessa possa
descrivere tutto cid per cui si € pensata, l'unpoesibilita di
carattere generale e un'interpretazione liberae dele proposizioni,
ovvero ammettere l'uso "simultaneo" di tutti i supossibili,
iperinnumerabili, "modelli". Quest'uso, che risolvetti i limiti
espressivi della Teoria, consentendo di rappresettalmentee
fedelmente anche i Sistemi non formali, equivale tuttavia a
considerare TlI come innumerabile e dunque nongindle.

Per certi aspetti, dunque, la situazione sembraaggone a una
famosa critica attribuita a Poincarda "Teoria assiomatica degli
insiemi € un errore da cui un giorno ci si ripremdé La sua
unificazione,teorica e nondi fatto, ha dei limiti difedeltae non
risolve né migliora nessuna ambiguita. La naturiasdei "modelli”
€ oscura e se ne richiede una quantita innumeratuilee si richiede
che essa abbandoni il rigoroso formalismo, ricom@vetosi in Teoria
“ingenua" degli insiemi — per poter descrivereduttdo per cui e
stata creata; cio manifesta l'inutilita della seate formale e sembra

giustificare un ritorno all™'ingenuita" cantoriana.
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Ma sintetizzeremo la sua difesa in tre punti: LTn grado di
formalizzare alcuni fondamentali metateoremi e a@ppresentare
fedelmente piu comuni e importanti Sistemi formali. 2) Ogreoria
formale ha analoghi limiti espressivi, invalicahilel rispetto della
formalita. 3) L'accorpamento di tutte le ambigudla Matematica
nei fondamenti di un'unica Teoria, in grado di igaife tutta la
Matematica piu importante, € un risultato epistagaamente
pregevole che consente di riguardare la loro naturaodo unitario
ed esaustivo. E, per esempio, di concludere cottedafinitivo che
le radici della Matematica non possono essere iste

interamente.
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PARTE TERZA
Incompletezza e indecidibilita

[11.1. Sistemi classici effettivamente
assiomatizzabili

L'obiettivo principale dei seguenti paragrafi sapgprofondire la
natura dei Sistemi formali. In particolare ci irgesa studiare sotto
guali condizioni essi possono possedere alcuneegodidproprieta
che ne accentuano il determinismo.

Ricordiamo che le dimostrazioni, daldaona definizionesono
distinguibili. Cio significa che, dato un oggetto qualsiasipssibile
concludere metamaticamente se & una dimostrazjgne® no. Ma
un ragionamento metamatematico puo riferirsi ahificato delle
parole nel modo piu generale ed arbitrario e quesdiere ottenuto
con una strategia incatalogabile; quello che spmamente si
desidererebbe, invero, come abbiamo gia notatparelgrafo 1.5, &
un metodo di conclusione "automatico”, "meccaniaodn legato
alla fantasia o abilita del matematico. Stiamo pads in concreto
ad unamacchinache, di fronte alle premesse di un Sistema formale,
sia capace di rispondere sempre con un "si" o g¢orino" alla
domanda se un qualunque oggetto sia una dimosteazid un
gualche suo teorema.

Una collezione si dicdecidibilese € numerabile e se esiste una
procedura meccanica finitamente descrivibiapace di stabilire,
dato un oggetto qualsiasi, se esso vi appartier@.dJna procedura

! Si rilevi limportanza dell'ordine nella definizie: non & lo stesso dire: "dato un

oggetto qualsiasi, esiste una procedura meccampace... etc.". Quest'ultima

definizione non specifica che la procedura sia aiper tutti gli oggetti ed

equivale ad unaistinguibilita che introduce come unica novita il carattere

meccanico delle conclusioni. Anche in metamateraatimome in linguaggio
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meccanica che rendatecidibile una collezione numerabile si dira in
brevedi decisione Naturalmente, lalecidibilita € una condizione
ben piu forte delladistinguibilita. Finalmente, un Sistema
matematico si dice effettivamente assiomatizzabile(che
abbrevieremo coeff. ass. se la collezione delle dimostrazioni dei
suoi teoremi @ecidibile

Ma cosa dobbiamo intendere esattamente per "puozed
meccanica finitamente descrivibile"? Sembra chelaiavero il caso
di definire piu rigorosamente questo concetto. &resemo, intanto,
un chiarimento informale dell'idea. Comuneménté si riferisce a
una Struttura (evitiamo il termine "Sistema", p@wiomotivi), con
un prefissat@programmache:

- ammette in ingresso un numero finito di oggettiuwighezza
finita e privi di ambiguita, che chiamerenigputs i quali ne
avviano il funzionamento.

- E in grado di segnalare il s@orestg ovvero, l'attesa di nuovi
inputs

- Quando si arresta dopo deglinputs avra prodotto,
eventualmente, un numero finito di risultati @utputg di
lunghezza finita. Anche la segnalazioneadiestonon é che un
particolareoutput Comunque, € possibile che non si arresti mai,
nel qual caso e possibile che produca infirotitputs di
lunghezza finita (ma, come caso particolare, e erpgssibile
che non produca mai alcouitpu).

Inoltre, deve possedere le seguenti altre carsiitdre:

- fissato ilprogramma ognioutputdipende solo e soltanto dagli
inputs Quindi, ripetendo in un istante qualsiasi glsstéputs
si riottiene lo stesso risultato.

- Il programma € un insieme finito ditruzioni ogniistruzionee
un oggetto ben determinato che non cambia nel tempo

simbolico, € importante l'ordine dei termini in pariodo; certo, non € frequente
imbattersi in una simile sottigliezza nel linguaggbmune.
2 Prendiamo qualche spunto, per esempio, da: F. adoat Teoria della
computabilita(2002), reperibile nel WEB:
http://docenti.lett.unisi.it/files/4/1/1/23/teocontab. pdf
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- Le istruzioni si traducono in operazioni semplici e necessarie
che non richiedono né fantasia, né preferenza, lnéna
speciale intelligenza. Non possono coinvolgere ageni
casuali come il lancio di un dado o di una moheBanno
sempre unici risultati parziali (e quindi un uniccsultato
finale): non possono percio consistere in sceltgtrarie fra
diverse azioni possibili.

- Tempo, dimensioni fisiche, energia assorbita edi d&hiti
pratici, non influiscono nel funzionamento dellaatiaina.

L'eventualita che la macchina possa non fermasirebbe
sfuggire ad un'analisi frettolosa, per via deltathne di avere
sempre a che fare con risorse deperibili. Il lettolon avvezzo
allinformatica, puo pensare semplicemente ad toriaobile.
L'input potrebbe essereafidiamo a Madritl L'insieme delle
istruzioni, tralasciando le normali operazioni diidp, si puo
riassumere conséguire l'itinerario marcato in rosso sulla cartiha
Il risultato e tutto cido (o parte di esso, se lonweniamo) che
l'automobile produce: accelerazione, fumo, il tindi una collina
o di Madrid, etc. Un esempio in cui la procedura 3o ferma e il
seguente. Input “"avanzarg programma: S$eguire [itinerario
marcato in rossg in cui tale itinerario € una curva chiusa su sé
stessa. Non ci interessa considerare la benzinasuwrd dell'auto e
della strada; né la durata finita della vita delndwacente o
dell'universo. Perché, della materia che trattianegliamo scoprire
i limiti teorici indipendentemente dalle difficoltgratiche. Peraltro,
il caso di non fermata non deve essere considematprincipio,
come necessariamente "negativo"”, come vedremo.

C'e, comunque, un'ulteriore ipotesi semplificatiche, nel
nostro caso, sembra opportuno convenire circa gleti sia di
input che dioutput che essi si limitino a stringhe alfa-numeriche
(finite, come detto). Cio, in vista dell'applicaz@delle macchine ai
Sistemi assiomatici concreti, in cui sono cosi rappntate tanto le

% Questa condizione, dunque, esclude esplicitamgumadsiasi procedimento che
usi qualcosa come una funzione di timmdom (che genera, almeno in teoria,
numeri casuali una tecnica di calcolo, si badi, molto usata!jprBrderemo
'argomento nel paragrafo III.6.
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proposizioni come le argomentazioni della metamat&ra (come le
dimostrazioni, dallduona definizione D'altra parte, da un punto di
vista logico, tale ipotesi non limita in alcun mol@omacchine: basti
pensare che un normale computer (che maneggiansoks#ringhe
binarie di "0" e "1") puo rendersi in grado di camare una
gualsiasi operazione (come anche avviare un'alaechina) e che,
in quest'ottica, non ci interessa l'oggettmdiputin sé ma soltanto
una sua rappresentazione simbolica caratteristi€@ome
conseguenza di tale ipotesi,ptogrammadi ogni macchina causa
esclusivamente una elaborazione delle stringhenalfaeriche di
input producendo delle stringhe alfa-numericheuwtiput

Certo, tali chiarimenti riguardo alle macchinegalao solo in
parte il malcontento circa la necessita di ricarad esse, a tali
nuovi concetti informali. Non sarebbe ben piu oppaoo, per
esempio, cercare di ricondurre tale "Struttura rmewa” ad un
semplice Sistema matematico? Ma per ora é convenignandare
la risposta.

Bisogna notare che nella definizione dicidibile si usa il
concetto informale di "numerabile” (tale termine/dibbe, appunto,
andare tra virgolette). Tuttavia, vedremo che Iaavenmzione
rappresentata dallesi di Church-Turingonsente, in effetti, di far
corrispondere a una qualsiasi colleziatecidibile un particolare
insieme numerabile Per questa ragione, abbiamo omesso e
continueremo ad omettere le virgolette.

Se un Sistema assiomatico é eff. ass. allora ealernnfatti,
poiché l'insieme delle dimostrazioni € numerabdeg anche quello
dei teoremi. Inoltre, in un Sistemaff. ass. la macchina,
selezionando in ordine di lunghezza tutte e solditeostrazioni,
puo produrre in uscita tutti e soli i teoremi dest&ma. Cio puo
farsi, per esempio, se si conviene che, in ogniodtnazione
propriamente detta, l'ultima stringa debba sempribaeggiare la
conclusione, cioe il teorema stesso. Infine, essdntti outputsdi
una macchina, tanto le dimostrazioni come i teongom possiedono
un ineliminabile carattere semantico. Il Sistemaindi, rispetta la
formalita per quanto riguarda i suoi teoremi e sio pallora
gualificare comededuttivamente formaleTuttavia, ricordandoci
della convenzione semplificativa fatta all'inizielgparagrafo 11.14,
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possiamo trascurare il caso in cui esso e, cio naddy informale a
causa di irriducibile semantica in proposizioni clo® sono teoremi:
una situazione, come spiegato, poco interessangg,innusuale e
comunque eludibile.

Viceversa: un Sistema assiomatico formale e semfbreass?
Dato un arbitrario Sistema formale, per cercare nugtodo di
riconoscimento "meccanico” delle dimostrazioni,psi0 anzitutto
considerare una generazione combinatoria ordinatautte le
possibili stringhe finite dei finiti simboli ammes$e questi sono i
finiti caratteri alfa-numerici, possiamo convenitee le prime "frasi"
sono tutte quelle costituite da un solo simboloomdine alfa-
numerico. Poi considereremo tutte quelle costitdéedue simboli e
cosi via, sempre rispettando I'ordine alfa-numer@oesta sequenza
pud essere generata senza problemi da una macahiomatica.
Prima che venga fuori una stringa che contenga catindel
Sistema (e quindi possibilmente una dimostrazior®$pognera
"attendere" parecchio; ovvero, le combinazioni da@no luogo a
frasi di tal genere sono gia soltanto una piccinliasparte di quelle
totali. Ma questo € un problema di carattere puraeneratico che
per il momento non ci interessa. Successivamerff@)claé il
Sistema siaff. ass.la macchina dovrebbe discriminare le suddette
frasi in dimostrazioni e non-dimostrazioni. Nulléeta, pero, che
ciascuna dimostrazione dipenda in modo singolaresellisivo dalla
particolare espressione formale dell'enunciato denostrare.
Vogliamo dire in concreto che, se E € un generigoneiato del
Sistema, il ragionamento che conclude che E ¢ arertga potrebbe
dipendereintrinsecamentala E; cioe, essemiversoper ciascun E
(pur senza associare alcun significato ad E). lloaso, se i teoremi
sono infiniti (un'ipotesi di non superfluita perSistema, come piu
volte osservato), potrebbe essere impossibile [s&ahin numero
finito di indicazioninon semantichehe bastino a riconoscere tutte
le dimostrazioni. Ovvero, trasferire la logica dstrativa del
Sistema ad una procedura meccanica. Pertanto, aeaifionevole
dubitare che ogni Sistema formale sia effettivamente
assiomatizzabile. Uno dei principali obiettivi diocche segue é
proprio scoprire se € cosi 0 no.
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In un Sistemeeff. ass. come abbiamo da poco osservato, la
procedura meccanica di decisione delle dimostrazgin pud
facilmente modificare in modo da produrre in usditti e soli i
teoremi del Sistema (ecco un esempio "positivoindicchina che
non termina, salvo il caso banale in cui il Sisteat#bia finiti
teoremi); questa proprieta si indica in breve diteche i teoremi
sonoeffettivamente numerabhilin generale, non vale il viceversa: se
una Teoria classica ha i teoresffettivamente numerabi(cioé se
esiste una macchina capace di elencare tutti e solbi teoremi),
non e detto che siff. ass(diremo di piu nel par. 111.3); comunque,
nei casi di interesse pratico questo caso e deeis@nnsolito.

Se esistessero Sistemi formali neff. ass. come per logica
prudenza abbiamo supposto, i loro teoremi, sempmaenabili,
potrebbero non esserleffettivamente cioé non essere generabili
esclusivamente ed esaustivamente da nessuna meacchin

E importante riconoscere cheeffettiva numerabilita non
implica la decidibilitaa se una collezione e effettivamente
numerabile, la procedura meccanica, leggermenteificetd in
modo da controllare se un dato oggetto si trovianista esclusiva
ed esaustiva degli elementi che essa stessa gengraertamente
riconoscere, prima o poi, se un dato oggetto vaggne; ma se non
vi appartiene, tale procedura non si arresterebtesteremmo "per
sempre” col dubbio. Dunque, in un Sisteeffa assnon é detto che
I'insieme dei teoremi sidecidibile

Affinché lo sia, € sufficiente che anche l'insiedsgli enunciati
che non sono teoremi siaeffettivamente numerabileinfatti,
presenteremmo l'enunciato E ad entrambe le proeedear
attenderemmo la prima risposta di una delle duenitempo finit8.
La condizione, peraltro, € anche necessaria:rsgedine dei teoremi
e decidibile, la procedurai decisioneé in grado di elencare
esclusivamente ed esaustivamente tanto i teoremmecd non-
teoremi: bastera inviargli imput tutte le possibili sequenze finite

* Non ci si lasci ingannare dai riferimenti al tempbie hanno il solo scopo di
illustrare meglio I'argomento: "rispondere in umpo finito" o "rispondere prima
0 poi" equivale semplicemente a "concludere"; neertnon arrestarsi mai”,
all'impossibilita di farlo.
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dei simboli del Sistema, ordinate in lunghezza elfa-a
numericamente.

Se linsieme dei teoremi @ecidibile il Sistema stesso si dice
decidibile Bisogna subito avvertire dei pericoli di questa
terminologia. Ovviamente, che un Sistemadseidibilenon implica
che non possa contenezaunciati indecidibilj cioé che il Sistema
debba essere completo; infatti, se un enunciatandecidibile, la
decidibilita del Sistema comporta soltanto che on@china sappia
riconoscerlo, cioé concludere che né | né il sugate@sono teoremi.
Certamente l'usuale terminologia e in questo caspauinfelice, ma
purtroppo bisogna resistere alla tentazione di ficadia per via
della sua ampia diffusione. Una buona norma pemssce
confusioni & evitare le forme verbali del verbocidere® ed usare
solo gli aggettividecidibilee indecidibilg precisando sempre se ci Si
riferisce a un Sistema o0 a un singolo enunciato.

Certo, la decidibilita di un Sistema matemati@ppresenta un
sommo grado di conoscibilita per esso. Avviandos pgni
enunciato E, la procedura meccanida decisiong che termina
sempre, coninput E eppoi riavviandola comorE, si potrebbe
sempre concludere se esso e un teorema, il negato téorema o
un enunciato indecidibile. E, pertanto, anche Btalkthe il Sistema
e incompleto, se lo e (se invece € completo, nigenerale, non puo
concludersi sulla sola base della procedura fiditadecisione).
Anche il problema della coerenza sarebbe risoltmadiatamente:
fissato un arbitrario enunciato E, il Sistema seo&rente se e
soltanto se uno almeno dei due enunciati tra fodE non € un
teorema. L'estro dei matematici, in tali Sistemegsterebbe
sostanzialmente limitato alla brevitd o eleganzite dmnclusionif
Per loro fortuna, comunque, i Sistemi decidibilnssolo un'utopia.
Per cominciare, nei casi reali la coerenza nonghgesser sempre
suppostacome vera, come riconosceremo. E solo in qualelse c

® Come in: "decidere un enunciato” usato nel sengstabilire se & un teorema o
no". Infatti, se si & "deciso" un enunciato e ibsmegato come non-teoremi,
l'enunciato é... indecidibile!
® E abbastanza diffusa l'idea che tale determiniabima rappresentato "il sogno”
di Hilbert; tuttavia, come commenteremo in seguédyen piu probabile che si
tratti di una generalizzazione esagerata.
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(che esemplificheremo presto), se essa si amnsettenclude anche
che il Sistema & decidibile.

Un caso triviale di Sistema decidibile € quelloudi qualsiasi
Sistema classico formale incoerente: in esso, egonciato € un
teorema. Pertanto, un Sistema formateecidibile cioé non
decidibile e senz'altro coerente.

Consideriamo ora un Sistema assiomagtfo ass.e coerente.
Sia E un suo enunciato qualsiasi; se E € un tegriamsuddetta
procedura meccanica di confronto con i teoremiodiput della
macchina é in grado di scoprirlo. Se E non é urnetaa, si hanno
due casi: nel primo, E € il negato di un teorenc#esi puo scoprire
controllandonorkE nel modo descritto; non sfugga che, per farlo, e
necessaria l'ipotesi della coerenza. Nel secondo,cui E e
indecidibile, questo procedimento, tuttavia, falibe: esso, infatti,
non si arresterebbe e non potremmo concludere enient
Naturalmente, dipendendo dal Sistema, € possiliie esistano
differenti procedimenti per tale conclusione; nmaprincipio, non si
scorgono metodi generali e bisogna quindi dubita@oeme abbiamo
osservato nel paragrafo 11.9, per ogni Sistema cwdelli e s-
completo — e quindi anche per un Sistema format@erente —
nell'ipotesi in cui tutti i modelli del Sistema s@individuabili (nel
peggior caso metamatematicamente; tale ipotasippo ottimistica
solo per il caso del Sistema TI, come riconoscerelte), I'insieme
dei teoremi edistinguibile infatti, gli enunciati indecidibili si
possono riconoscere mediante la considerazione pgiortuni
modelli. Quello che, allora, si € appena rilevatthé aggiungendo il
fatto che il Sistema formale sia anakfé ass.oltre che coerente, le
cose non cambiano in modo sostanziale: infattissalsi disporra di
una procedura meccanica che ci permette di ric@mesdeoremi ed
I negati dei teoremi, ma per gli enunciati indeililiresta ancora, in
generale, soltanto la considerazione metamatenditioadelli.

Si direbbe, dunque, che in un Sisteaflh ass.e coerente in
generale, i matematici non devono temere di es§ergiazzati"
dagli informatici. Non solo per le ragioni praticldovute alle
limitazioni fisiche delle macchine; che, di fattopme vedremo
presto, rendono improponibile la risoluzione meazamli problemi
anche di modesta complessita. Ma, appunto, anchelap@on-
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meccanizzabilita, in generale, di domande cometale, enunciato,
indimostrabile?".

Daltra parte, in un Sistemetf. ass., coerente e completa
procedura prima descritta €, ovviamertiedlecisione mancando gli
enunciati indecidibili, esso classifica tutti ghuenciati in teoremi e
non-teoremi, in questo caso coincidenti con i negdgitteoremi. Un
tale Sistema sara quindiecidibile ma si ricordi che per questa
conclusione e necessaria lipotesi della coereya. esempio
importante di questo caso € la Teoria formale asili r(TFR),
ovvero la Geometria euclidea (GE), Sistemi che, eabbiamo
segnalato, sono completi: una macchina potrebb®lgalassificare,
supponendo la coerenza, ogni loro enunciato. Raptro pero,
guesto fatto riveste un interesse esclusivameaotete

Spesso viene affermato che se una collezione #a fi@
decidibile. Si tratta, evidentemente, di un grau®re. Anzitutto la
collezione potrebbe non essere neppulisenguibile come abbiamo
osservato in un caso in cui € coinvolta la nonviddiabilita degli
enti (par. I. 12). Ma una collezione finita potrebkessere
distinguibile e non decidibile. Cié succede, adngsie, se almeno
un elemento della collezione ha un carattere icilglmente
semantico. In questo caso, solo la metamatematmaehibe
discriminare perfettamente tutti gli elementi deltdlezione, mentre
una macchina qualsiasi fallird. Nel paragrafo lddghsidereremo un
esempio assai fondamentale.

Ritorniamo infine all'idea, poc'anzi accennatarcai la
possibilita di definire la procedura meccanicaservendosi
semplicemente di un Sistema matematico. Il punteista, cioe, é
quello di far si che, per ogni stringa del linguagm cui sono
espresse le dimostrazioni, gbutputs "questa stringa € una
dimostrazione" o "questa stringa non & una dimpising", siano
semplicementeteoremi di un opportuno Sistema matematico,
diciamolo S. Non c'é nessuna difficolta a farlo, ihpaunto e che tale
proprietd non sarebbe equivalente a quella effettiva
assiomatizzabilitgprima introdotta. Per poterlo essere, se riflettiam
dovremmo esser certi che i teoremi di S siaftettivamente
numerabili, cioe generabili in modo unico ed esaustivo da una
macchina ll concetto di macchina, allora, ritornerebbe.
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Per tradurre in linguaggio matematico l'idea piocedura
meccanica € necessaria un'‘opportuna convenzione:Tési di
Church-Turing della quale parleremo piu oltre.

I11.2. Esempi di Sistemi classicieff. ass.. Due
conseguenze dell'assioma di scelta

L'effettiva assiomatizzabilita € una condiziondficie per i
comuni Sistemi classici formali? No davvero. Le tip@aregole
deduttive classiche posseggono un carattere parfetite
meccanizzabile Consideriamo, per esempio,niodus ponensper
riprodurlo esattamente su una macchina, basta smEmEnte
programmarla in modo che, avendo "A" e-3B" come inputs
produca "B" comeutput Qualcosa di analogo si ha per la regola di
sostituzione e le rimanenti altre. E anche possiaibgrammare una
macchina in modo da concludere o escludere searteaeduzione,
rappresentata da finiti caratteri alfa-numericiyfauso corretto delle
sole quattro regole deduttive classiche. Ricordanddlora, delle
nostre convenzioni generali sui Sistemi classicieé che non usino
altre regole deduttive oltre a quelle classiche solianto schemi
assiomatici e regole grammaticali perfettamente arehi (in
particolare fedelmente riproducibili da una macahinsi puo
ripetere una metadimostrazione del tutto analoggualla del
paragrafo 1.9, per concludere che in ogni Sistelasstco di tal tipo,
la decidibilita delle dimostrazioni &€ equivalentdaadecidibilita
degli assiomiln effetti, leffettiva assiomatizzabilitper un Sistema
viene comunemente definita mediante la condiziandedidibilita
per i suoi assiomi. Tuttavia se da cio si vuol e leffettiva
numerabilitadei teoremi (come si fa normalmente), bisogna gare
scontato che le regole deduttive del Sistema sismio quelle
classiche o, piu in generale, che se la Teoriaregale deduttive
proprie esse siano fedelmente meccanizzabili. Ecco pdacheéstra

" Ammettendo di risolvere le loro “innocenti® ambigu si ricordino, a tal
proposito, le considerazioni fatte nel paragrafb3isulmodus ponens
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alternativa, perfettamente equivalente per i Sistein comune
interesse, sembra piu generale.

Peraltro, la decidibilita degli assiomi & una darahe normale
per i comuni Sistemi assiomatici classici form&iA, TFR e lo
stesso TI, son@ff. ass. Quest'ultimo fatto potrebbe spingere ad
affrettate conclusioni ottimistiche circa l'intefdatematica, ma
bisogna ricordarsi del problema della generaden fedelta
rappresentativa di TI.

Prima di approfondire il discorso, tuttavia, cirdga opportuno
presentare un esempio concreto di Sisteffiaass. allo scopo di
verificare tangibilmente le loro proprieta. Farenim esempio
semplice ma al tempo stesso generale. Consideuangistema con
un'infinita numerabile di assiomi,;AA,, .... A, ...., € due regole di
deduzione perfettamente meccanizzabili,eDD,. Supponiamo che
D, sia applicabile ad ogni singolo assioma o teor&maroducendo
sempre un nuovo teorema Z. Indicheremo tale ragento
deduttivo con: (T)—Z. Invece B}, a imitazione demodus ponens
operi su ogni coppia di distinti assiomi e/o teareproducendo
anch'essa sempre un nuovo teorema. Supporremoreinolte
D2(X,Y)=Dx(Y,X), cioé che a Pnon importi I'ordine della coppia a
cui si applica, come pernhodus ponens

Cerchiamo dapprima un criterio meccanico per gareiutte e
sole le dimostrazioni. E owvio che non possiamocedere ad
arbitrio. Per esempio, l'idea di elencare primgetig dimostrazioni
che usano Peppoi quelle che usano,Dnon € buona, dato che il
primo gruppo e infinito; la stessa difficolta sicontrerebbe se
decidessimo di adoperare; Asolo dopo aver esaurito tutte le
dimostrazioni che usanoi;AMa il fatto che diversi criteri per
elencare linfinita numerabile degli elementi diaurollezione
falliscano, non significa che debbano fallire tuttn'idea e quella di
procedere per "livelli di deduzione”. Supponendqadier disporre
soltanto di A, applichiamo entrambe le regole deduttive. Polehé
D2 non si puo applicare, otteniamo solo:

D]_(A]_)—>T1
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che completa il primo "livello” di deduzione. Sithche in questo
nostro esempio, gli assiomi non sono teoremi; mManoin limita in
alcun modo la generalita. Il secondo "livello" ¢pei a tutte le
possibili, nuove deduzioni ottenibili da A Ti, piu il prossimo
assioma, A Cioe:

Dy(Ty)—T>
Di(A2)—Ts
D2(A1,T1)—>T4
D2(A1,A2)—Ts
D2(T1,A2)—Te

Il terzo "livello" considerera tutte le possibilnuove, deduzioni
ottenibili dagli assiomi e teoremi di cui ora diggmo, piu il
prossimo assiomasA

D1(Te)—T11

D1(A3)—T12

D2(A1,T2)—T13
D2(A1,Te)—T17
D2(A1,A3)—T1sg
Da(T1,T2)—T1g
Da(T1,Te)—Tos
Dy(T1,A3)—T24
Da(A2,T2)—Tas
Da(A2,Te)—Tag
D2(A2,Az)—T3o
Da(T2,T3)—Ta1
Da(T2,Te)—Taa
Dy(T2,A3)—Tss
Do(T3,Ta)— T3
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Dy(T3,Ts)—Ta7
D2(T3,Te)—Tzs
Da(T3,A3)—Tsg
D2(T4,Ts)—Tao
D2(T4,Te)—>Ta1
D2(T4,A3)—T4s2
Dy(Ts,Te)—Tas
D2(Ts,A3)—Taa
D5(T6,A3)—Tas

Si ottengono ben 39 nuovi teoremi. Il quarto 'li@eoperera su
49 tra assiomi e teoremi e produrra circa 1200 nteeremi. Il
quinto, piu di 720000; il sesto e gia dell'ordinelle centinaia di
miliardi! Questo semplice esempio e sufficientamifcomprendere
il carattere ideale, puramente logico, del nostroa. Le macchine
possono aiutare i matematici e lo hanno gia fattodiverse
circostanze (come nella dimostrazione del teorewha ‘Guattro
colori"®); ma non & realistico ritenere che possano sastid essi
per produrre i teoremi di un comunissimo Sistemsioasatico
effettivamente assiomatizzabile

Si noti come il metodo produca tutte le possitithostrazioni e
quindi tutti i possibili teoremi. Infatti, il prockmento procede sia "a
ritroso”, cioeé considerando i teoremi gia prodogia "in avanti”,
guando aggiunge nuovi assiomi. Non e l'unico, coradremo
subito. Peraltro, descriveremo fra poco un lampariterio generale
per enumerare tutti e soli gli elementi di una wueioinfinita
numerabile di insiemi infiniti numerabili.

Le dimostrazioni, certamente, si potrebbero scevn modo da
menzionare, in quanto ad enunciati, soltanto gbicasi e la
conclusione, cioe in formastesa(par. 1.9); allora, se gli assiomi

8 Una presentazione divulgativa in: K. Appel, W. ldaK| problema dei quattro
colori, rivistaLe Scienze. 113, gennaio 1978.
° Almeno, in base alle conosciute leggi fisiche. §lderando una macchina che
lavori, in parallelo,con tutte le particelle dell'univers@ che realizzi ogni
deduzione nel tempo che impiega la luce per aftsave un protone, Ci
vorrebbero circa 7-£0 anni di lavoro per completare itlecimo livello di
deduzione del Sistema d'esempio (che ha circa'®-h0ove dimostrazioni).
Senza essere ancora arrivati a coinvolgare A
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sono decidibili, anche le dimostrazioni lo sonwi@@eversa). Difatti,

il criterio generalali decisionedelle dimostrazioni, pud consistere in
un controllo di tipo sintattico sulla prefissatairgga: che non ci
siano simboli non ammessi, che le parentesi ag@at® di numero
uguale a quelle chiuse, chg B D, operino, rispettivamente, con
uno e due enunciati distinti, che tutti gli enuticigsplicitamente
menzionati siano assiomi e, finalmente, che iléew@ finale sia la
stringa correttamente prodotta dalle operazioni aaeiche che
riproducono il ragionamento; la penultima condizonchiede,
appunto, la decidibilita degli assiomi. Un metodteraativo per
generare tutte e sole le dimostrazioni potrebb&raal essere
semplicemente quello di elencare tutte le stringli@-numeriche,
eppoi selezionarle con il descritto controllo sitita. Naturalmente,
sarebbe molto piu inefficiente del precedente, hercsi
scarterebbero tantissime stringhe.

Per quanto riguarda i teoremi, invece, non possieamcludere
la loro decidibilita, malgrado le suddette liste€elienchino tutti.
Infatti, esse sono delle stringhe in cui nessuo@nta, in generale,
e relazionata con la posizione nell'elenco genetatana delle due
descritte procedure. Per esempio, non e detto ghgid una stringa
piu lunga di T; e piu corta di Tz. Consideriamo, a dimostrazione, il
modus ponensche da "A" e "A-»B" deduce "B". Nulla vieta che
"B" sia una stringa molto piu piccola di "A"; secesi, la macchina,
subito dopo aver dimostrato il lungo teorema—B", genererebbe
il corto "B" (qualora avesse in precedenza dedd#d). Cioe,
"A—B" e "B" sarebbero successivi nella lista, sebldinanghezza
assai differente. Come per la lunghezza, nessun'pibprieta, in
principio, puo guidarci per la ricerca del teoren@la lista né, in
particolare, indurci a scartare di dover comproyaréeoria, infiniti
suoi elementi. L'unico metodo meccanico generake etiste per
verificare che un certo enunciato € un teorema,egapto il
confronto con la lista i T,, T3, .... Ma tale metodo concludera
soltanto se e davvero un teorema. Se non |lo epoiva concluderlo,
perché non terminera.

L'esempio descritto ci ha mostrato che un‘unionensiemi
infiniti numerabili pud essere numerabile; quesédtaf potrebbe
sorprendere qualcuno per la circostanza che, ssir@accorti nella
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scelta del criterio di enumerazione, esso non pb&eelencare
esaustivamente gli oggetti. Ma in verita cio haidri generale:
l'unione di una infinita numerabile di insiemi infii numerabili &
sempre numerabilePer concluderlo, siano1AA,, ...., A, .... tali
insiemi; indichiamo con @ &y, .... an.... gli elementi di A il
primo indice si riferisce all'insieme. Facendo tesso per gli altri
insiemi, si riconoscera che gli elementi dellumodi tutti gli
insiemi, sono quelli della matrice:

ﬂll—? ﬂl:

v

A A,

Si vede bene che il movimento delle frecce, pteente
meccanizzabile (chiamato "del serpente”), e in@mdicklencare tutti
e soli gli elementi: nessuno gli pud sfugdireQuesta deduzione,
raggiunta con un'argomentazione assolutamente moenvie ma
informale, pu0 essere dimostrata formalmente in aTlpartire
dall'assioma di scelta. Dunque, in questo casssitiena di scelta ci
aiuta a dedurre formalmente una proprieta "visigaSolutamente
indiscutibile, qual e il movimento "del serpente”.

Tuttavia, come avevamo segnalato, non tutte lseguenze di
tale assioma sono altrettanto ragionevoli. Apptiafo per
segnalare una sua famosa conseguenza "paradossaia”’come
"paradosso” di Banach-Tarskie "possibile suddividere una sfera
(euclidea a tre dimensioni) in un numero finito whrti tali che
mediante traslazioni e rotazioni isometriche si g@0® ricomporre
due sfere identiche alla primia Qualcosa come la moltiplicazione

2 Non & I'unico; va anche bene, per esempio, il esefgumovimento "dei lati

quadrati": gy, &2, &2, &1, &1, B2 &3 &3 &3 &4 &4 ... Che percorre i lati delle
sotto-matrici quadrate.
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dei pani e dei pesci. Il teorema ha carattere rustrattivo: non
descrive esplicitamente la decomposizione di derafa I'esistenza.

E chiaro, comunque, che a tali porzioni non pudeassi alcun
valore numericanisurache sia corrispondente a quello del mondo
fisico. In effetti, come altre volte, non c'e alcuero paradosso, ma
"solo" il fatto che, appunto, nessun concetto diistma" puo
definirsi perogni porzione tridimensionale. Ne consegue anche che
non é possibile definire alcuna misura, invarigrgetraslazioni, per
ogni sottoinsieme della retta redle Restando indiscutibile la
"follia" del risultato, queste conseguenze, tuttonmato, non sono
cosi catastrofiche come molti affermano. Il faiesicurante é che le
porzioni non misurabili interessate alla "moltiplEzone”, non
concepite dalla nostra comune intuizione, non vengo
effettivamente esibite. La Matematica da sempre abitua
all'esistenza di oggetti di tale specie: sembraiiabkile che essi
debbano accompagnarsi a quelli, piu intuitivi, chediante essa si
voleva descrivere. In fondo, basta la normale e beoettata
interpretazione analitica della Geometria per @tenconseguenze
altrettanto "paradossali”, sia nel piano che ngflazio. Per esempio,
se si ammetteemprda possibilita di assegnare una massa non nulla
e non infinitesima ad ogni segmergmprio (cioe non degenere in
un punto), si puo ottenere che un rettangpfoprio (cioé non
degenere in un segmento) ha massa infinita perchigeae infiniti
segmentipropri distinti. Ad un analogo assurdo si giunge anche
supponendo di poter assegnare, in ogni circostammmassa non
nulla e non infinitesima ad ogni rettangolproprio: un
parallelepipedgroprio (cioe non degenere in un rettangolo), poiché
contiene infiniti rettangolpropri distinti, avrebbe anch'esso massa
infinita. Che speciale particolarita avrebbe il @ddadimensionale
affinché cié non possa ripetersi per un parall@legoproprio (cioé
non degenere in un rettangolo)? Sembra che siagioni sarebbero
legate soltanto alla nostra incapacit&ica di osservare piu
dimensioni spaziali; ma tale limitazione, ovviangnbon riguarda
la Teoria geometrica in sé. Anchertasura di un parallelepipedo

1 G. Vitali, Sul problema della misura dei gruppi di punti diauretta 1905, in:
"G. Vitali, Opere sull'analisi reale e compless&€arteggio”, Unione Matematica
Italiana, Bologna, 1984.
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proprio deveessere vista come infinitesima qualora si voglia eh
iper-parallelepipedo, a quattro dimensiorproprio (cioe non
degenere in un parallelepipedo) abbia I'analogaura(di massa, di
volume, etc.) finita. E si noti che una sfera inésimale
scantonerebbe il "paradosso” di Banach-Tarskip8ie,quest'ultima
proprieta non la si desidera (ad esempio, per rentte Spazio
geometrico piu affine a quello fisico), ci0 dovrebbessere
esplicitamente imposto al Sistema geometrico; majchg
normalmente non si fa niente di simile, non sembemnmeno
sensato pretendere che a ogni parallelepipedprio possasempre
associarsi unmisuranon nulla e non infinitesima.

Forse il ruolo dell'assioma di scelta nel "paragdtsli Banach-
Tarski e soltanto quello di "detonatore” dell'ini@mgmabilita e non
fisicita del continuo. Come altre volte, il disagio rapprégato da
tali risultati contro-intuitivi rivela soltanto Igpresunzione che la
Teoria matematica adottata riproduca esattamentenido reale che
con essa volevamo rappresentare; quando le laraepteValgano
sulle approvazioni, si modifichi il Sistema mateitat

111.3. La Tesi di Church-Turing

Ricerchiamo adesso il modo di tradurre in linguadgrmale il
concetto di procedura meccanica Consideriamo una generica
macchina che con gh inputsiy, iz, ... ,ih abbia prodotto, dopo
l'arresto (che supponiamo) gh outputso;, oy, ...,0n Ricordando
che ognii; ed ognio; € una stringa finita dei finiti caratteri alfa-
numerici, possiamo assegnareaadice numericad ogni simbolo e
rappresentare ogni stringa con un numero natufdeciamo un
esempio concreto: supponiamo che la macchina siafoumo
elettrico, comandato mediante parole, con i dueutsp,
"accendere" ei,, "selezionare la temperatura a 230 gradi".
Ammettiamo per semplicita che i caratteri alfa-ndoiesiano
soltanto i 26 alfabetici minuscoli piu i 10 numérila virgola e lo
spazio bianco per separare le parole, per un tdie88 (in realta si
includono, naturalmente, molti altri caratteri, corie maiuscole, i
simboli per le operazioni, di interpunzione, et®pssiamo allora

183



Giuseppe Ragunf Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

stabilire un codice a due cifre del tipo: "01" pat, "02" per "b", ...,
"26" per "z", "27" per "0", "28" per "1", ..., "3@oer "9", "37" per
""" e "38" per lo spazio bianco . Dunqup, sara la stringa:
"01030305...". Facendo lo stesso cpn si ottiene "170510..."
Poiché anche la virgola ha un codice, possiamoerdodificare in
numero lintera  sequenza  degli ingressi "ip, 2"
"01030305...37170510...". In definitiva, mediantea opportuno
codice, lingresso, ovvero lintera sequenza degduts, si puo
rappresentare medianten solo numero naturale; lo stesso vale,
analogamente, per la sequenza degli outputs. Tuttarmazione
contenuta negli inputs/outputs € riproducibile atipadal numero,
incluso lo stesso numero di inputs/outputs: neltmogaso, la
sequenza "37" ci indica, appunto, l'inizio di urowo input/output
(ovviamente, se si vuole usare il simbolo "," @aiérno di un
input/output, si potra usare un diverso nuovo tam@at come "/, di
nuovo codice "39", per separare diversi inputs/oisp Molti dei
lettori sapranno che, effettivamente, esiste uniceodumerico
standardizzato di questo tipo, chiamato ASCII; ulakg, inoltre,
rappresenta ogni carattere in codice numerico iminaper
semplificare le modalita di calcolo nei computerfatti, due sole
cifre, come ad esempio "0" e "1" sono sufficienér mualsiasi
codificazione. Comunque, per il nostro punto ditajiscioe per
I'aspetto logico, questa semplificazione non eti@ffaecessaria.
Ogni procedura meccanica, pertanto, puo considerasne
una elaborazione di un numero naturale di ingresse, se termina,
termina con la generazione di un numero naturalestita Sulle
prime, potrebbe sorprendere questo indissolubigantee delle
macchine con i numeri naturali, ma in realtd nod& wulla di
misterioso: non € che la conseguenza di avereesthiche tanto gli
inputs come gli outputs siano finiti, di numero itn e
rappresentabili mediante la combinazione di un monfmito di
simboli. Questa sorta di discretizzazione sembissgaria in ogni
macchina concreta. Come esempio ipoteticamente razant
immaginiamo, avendo "in ingresso” un numero redilestabilire se
sia maggiore di 2. Sembrerebbe che tale compitsg@Essere
eseguito da una macchina perché bastera contrallaraumero
finito di cifre per rispondere. Soltanto, che liegso € di tipo
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"mentale”™: un numero reale ha in generale infircifre, tutte
"imprevedibili", che mai possono essere messe gnesso ad una
macchina reale. Questa, limitando necessariamemgmero delle
cifre, di fatto lavorera con numeri razionali; ganzion numeri
naturali, grazie alla corrispondenza biunivoca diegji con i
razionali. Anche introducendo un numero reale ima Uorma

operazionale sintetica (coma/f_ﬁ, per esempio), la macchina
dovrebbe in realta effettuare un calcolo di lunglaemnfinita per
ottenere tutte le cifre del numero "in ingressq'ineltre,nemmeno
si possono introdurre cosi tutti i realse usiamo i finiti caratteri
alfa-numerici (o, piu in generale, un'infinita nwalgle di simboli):
infatti, tutte le possibili combinazioni di quessiono soltanto

numerabili, mentre i numeri reali son@°. Come sappiamo,
unicamente ricorrendo a ineliminabile semantica rggoo

realizzare (certo in principio, non di fatto) unendtazione di questo
tipo; ma nessuna macchina, per definizione, poeetiecifrarla,

assegnando valori diversi ad una medesima stringgmesso.

Un'elaborazione meccanica, pertanto, consistenioperazione
aritmetica (cioé che si effettua su numeri naturali per proguin
caso di arresto, un altro numero naturale), in @on entrano
comportamenti casuali né interventi che richiedasriginalita,
inventiva o speciale intelligenza. Sembrerebbe noaghe si tratti di
un calcolo che pud essere effettuato all'internouda Teoria
aritmetica formale sufficientemente potente.

Il programmadella macchina & una lista finita ditruzioni
possiamo partire dalla semplice ipotesi che ognizgone basica sia
riconducibile ad un numero finito di operazionisdimma e prodotto
di numeri naturali, piu la possibilita di regiseait risultato in una
memoria. Quest'ultima operazione si chiama sirggtente
assegnamentdsottintesoin memorig. La macchina esegue le
istruzioni una dopo laltra e termina sempre, seme stiamo
supponendo, ogni istruzione € realizzabile. La akgione
dell'arresto € proprio l'ultima istruzione. Cos@lipud fare una
macchina? Fin qui, € come una calcolatrice taseafulklle piu
semplici, cioé non programmabile) che visualizzaam® qualcosa
(eventualmente "errore™) quando si preme "=". Ma @enerica
macchina puo anche non fermarsi. Una possibile tébifa
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evoluzione si ha imponendo, ad esempio, che unahirec possa
avviare un'altra macchina; poiché questa puo raevia prima, si
include anche il caso in cui ri-avvii sé stessae&)a opportunita,
chiaramente, rende possibile che I'elaborazione teomini. Per
generalizzare il piu possibile, basta ammettere lehenacchina
possa riavviare una parte di istruzioni del sugsssigorogramma (se
una macchina chiama un'altra macchina possiamo ideyase
l'unica macchina costituita da entrambe). Se il ewandli volte in cui
tale parte € riavviata e prestabilito con esattealtara, dal punto di
vista logico, quest'evoluzione €& solo una semplfficne del caso
precedente e il calcolo termina sempre. Per esempicstruzione
che dicesse "ripetere il gruppo di istruzioni coagartra la numero 7
e la numero 29, 2300 volte" non fa che accorciargruogramma
altrimenti lunghissimo; ma dal punto di vista lagicon c'é un vero
progresso. L'effettiva novita, invece, si ha quaidwmero di cicli
da effettuare non & a priori conosciuto; cid si pealizzare
mediante utiterazione condizionataPer esempio, consideriamo un
programma che, dati due numeri natumalied m, calcola il piu
piccolo naturalek tale chen-k = m. Il programma sarebbe il
seguente:

Metti nella memoria A il valore numerico dell'input

Metti nella memoria B il valore numerico dell'input

Metti nella memoria C il valore numerico O

Moltiplica il valore numerico di A per quello di € mettilo

nella memoria D

Se il valore numerico di D e uguale a quello did3jta

all'istruzione numero 8

6. Somma 1 al valore numerico di C e rimettilo in C

7. Salta all'istruzione numero 4

8. Stampa in uscita "la risposta é" seguita dal valanmerico
di C

9. Termina

PopbPE

m

Come si pudo constatare, il programma fornisce semnia
risposta esatta s@/n € un numero naturale. Altrimenti il gruppo
delle istruzioni 4—7 si ripeterebbe, in teoria;i@iinito. "In teoria”,
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perché dopo un certo tempo la macchina, se e bitm fapra
segnalare, in uscita, che gli si richiede un cal¢odppo grande che
non e piu capace di eseguire. Infatti, i valoridie di C crescono
indefinitamente e ogni macchina reale é limitatallanesua
rappresentazione dei numeri. Ma questa e solo umastanza
dell'esempio: non sempre i cicli infiniti provocaroori di "troppo
grande”, "troppo piccolo” o qualche altro riconbdei dalla
macchina. Per esempio, per limitare la grandezza ndeneri,
potremmo inserire tra 6 e 7 l'istruzione "se iloralnumerico di C é
maggiore di 1000, assegna a C il valore numericoCka, se la
macchina puo lavorare con numeri grandi almeno &nd000n,
continuera davvero all'infinito (finché avra energb non si
rompa...).

Il nostro esempio € banale, ma pud essere germatli
facilmente: lo stesso schema e capace di trovaresiste, il minimo
valore dik tale che sia soddisfatta una generica condiz&ng n,

., Np, K). Al variare della condizione, si ottiene una skddi

problemi tutt'altro che banale che, come dettojceisce la
tipologia del calcolo, pur con linconveniente depossibilita di
ciclo infinito, cioe di non fermata; il quale raggenta, appunto, il
caso in cui il suddetto minimo non esiste.

Ridomandiamoci, adesso, se una macchina possaaafare
dell'altro. La convinzione che si € raggiunta e chialtro (a parte
calcoli che facciano uso dell'accennata generazidnenumeri
casuali, della quale riparleremo piu tardi). Questanclusione
empirica, chiamata Tesi di Church-Turing € corroborata
principalmente dai seguenti fatti:

1. Esistono diversi modelft elementari, rigorosamente definibili,
rappresentativi delle macchiniifzioni ricorsive macchina di
Turing, A—calcolo, macchina RAMed altri) e sono tutti tra loro
equivalenti (ed equivalenti allo schema da noiegsichmente
tracciato).

12 Evidentemente, qui ci riferiamo al tradizionalegrsficato di "modello
matematico": cioé un insieme di proposizioni e dpiothi matematiche che
dovrebbero riprodurre il comportamento di una deieata struttura reale.
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2. Di questi, il modello piu famoso, lmacchina di Turing fu
ottenuto con l'obiettivo di simulare [l'attivita din essere
umano (I'essere piu fantasioso; almeno, dal punto diavis
umano...) che esegue calcoli con un criterio dio tip
deterministico, senza che [@esi di Church-Turingfosse
ancora stata affermata.

3. Tutti i tentativi di allargare il campo della calabilita sono
finora falliti.

Una linea di ricerca che generalizza necchine di Turing
rivela che una macchina che ammettessaziorie a distanza
istantanea potrebbe violare Tesi di Church-Turinty. Poiché la
meccanica quantistica ammette tale princihisi potrebbe pensare
che un calcolatore quantistico potrebbe violardéai di Church-
Turing. Ma, anche se la questione non puo dirsi chiug#, gli
attuali modelli quantistici di calcolo non violate Tesi. Ci sembra
comungue conveniente rimandare a piu tardi la dsone circa il
significato e la validita dellaresi di Church-Turing che, non
sorprendentemente, ha dato luogo ad alcune comsieve

I modello matematico delle macchine piu facilneent
formalizzabile in Tl e costituito dallefunzioni ricorsive La
definizione rigorosa e dettagliata di tali funziomon e
concettualmente difficile o complessa e il lettanéeressato puo
facilmente reperirla nei testi di Logica. Per i tmosscopi €
sufficiente una descrizione riassuntiva. fumzioni ricorsivesono
tutte le funzioni definite in Nl (conm un arbitrario numero naturale)
e a valori in N, che si possono ottenere media@at@posizione
ricorsione e minimalizzazione a partire da alcune funzioni
elementari che si assumonacorsive per convenzione. Le funzioni
elementarisono: lafunzione nulla(che vale sempre 0), fanzione

3 Gandy, R.,Church's thesis and principles for mechanisiims The Kleene
Symposium, p. 123-148, North Holland, AmsterdanB)9
4 per esempio, l'osservazione di una particella indato luogo fa "sparire"
istantaneamente quella parte del suo gruppo di ohdesi trova altrove, anche ad
una distanza grandissima. Una particella, infattiappresentata da un insieme di
onde; ad ogni onda € associato un numero che sgyee fisicamente la
probabilita che la particella sia effettivamenteelata in quel luogo.
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successorgcioe f(n)=n+1) e tutte léunzioni di proieziongcioe,

fissata una generica m-uplai(my, ..., ny), le m funzioni che
associano a tale m-upla uno solo dei numeri dédlssa m-upla; in
concreto: f(ny, ..., Mn)= Ny, f2(Ng, ..., M=y, .... f(N1,..., )= N).

Una funzione f si dice ottenuta peomposizionedelle due
funzioni g ed h, semplicemente se: f(n)=g(h(n))alUanzione f si
dice definita perricorsione attraverso le due funzioni g ed h, se
viene definita mediante il seguente schema infoemal

f(0, ny, ..., )= g(My, ..., M)
f(n+1, n, ..., nm)=h(n, f(n, n, ..., M), Ny, ..., M)

Formalmente, e la definizione implicita:

(f(0,ny,..,Nnm)=g(My,..,nw))e( L nUN(f(n+1,ny,..,nn)=
=h(n,f(n,n,..,Ny), My, ..., M)

Come semplice esempio delle tantissime comuniidmzhe
possono essere definite p@orsiong possiamo citare la funzione
esponenziale fn

ml =1
m*™t=n".m

Ma, addirittura, anche il prodotto aritmetico "plo essere
definito perricorsione della funzione somma "+": percio non e
necessaria una funzione prodattementare

Finalmente, si dice che la funzione f & definitar p
minimalizzazionea partire dalla funzione g, quando:

f(ny, ..., ny)= mMinimo valore di n tale che: g(n.., N, n)=0

Correttamente formalizzata in TI, tale condizioasebbe:

(f(N1...nm)=N)~>( LnON((g(ny...nm,n)=0)( O mON(((m#
n)&(g(M....Nn, M)=0))—(n<m)))))
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in cui si usa il predicato "<". Si riconosca comesta condizione
corrisponda esattamente al precedente schemaitedazione
condizionata qui n indicak e la condizione ggn.,nm,n)=0 & quella
prima chiamata(ny, ny, ..., Ny, K). In effetti, con laminimalizzazione

si formalizza anche il caso don fermatadella macchina: ad esso
corrisponde il caso in cui tale minimo, n, non t&sis alla funzione
f(ny, ..., ny) non pud associarsi un valore numerico. Viceversa,
quando n esiste, rappresenta il codice dell'insieiegli outputs,
compreso quello che segnala l'arresto. Comunemguémdo n non
esiste, si dice che la funzione "non é definitag con cio non si
deve intendere che essa non sia rappresentabilengnaggio
matematico, né che non rappresenti il calcolo da mmacchina:
rappresenta, come detto, un calcolo meccanico cmetermina.
Come esempio concreto, consideriamo la funzionefinida per
minimalizzazionea partire dalla funzione g(4,m,n)=m-n—4 (anche la
sottrazione si puo, infatti, definire ricorsivamentPoiché la g e
ricorsiva, anche la f e ricorsiva:

f(4, m)= minimo valore di n tale che: m-n-4 =0

Osservando che n= 4/m, concludiamo che: a) sesasisvalore di n
che soddisfa la condizione, esso € unico; b) reesislo per i tre
valori di m: 1, 2 e 4. In tutti gli altri casi, pesempio per m=17, n
non esiste e la funzione f "non e definita”; ma o significa che
la scrittura f(4, 17) sia priva di significato. Lsua definizione
implicita, infatti, si ottiene particolarizzandorpe=17 la definizione
formale della f:

(f(4,17)=n)>(LnON((17-n-4=0%( O pON(... —~(n<p)))))

Che poi talen non esista, cioé che I'enunciato a destra«¢i 8ia
falso, é un fatto diverso che, certamente, nonidogignificato
all'espressione. Naturalmente, si pud anche dexidieindicare la f
con 4/m e ottenere che tale espressione abbidisajaiper ogni m,
anche se poi soltanto in tre casi rappresenta meranaturale.

190



Giuseppe Raguni Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

Come anticipato, si puo metadimostrare che I'usm djualsiasi
altro modello in grado di rappresentare i calcoliuda macchina
gualsiasi € equivalente all'uso delle funzioni msbee. Tale
metadimostrazione puo vedersi come un semplicenoB@mento
che la rappresentazione mediante funzioni del nhmdelesame, per
esempio, dellamacchina di Turing conduce ad una classe di
funzioni equivalente alle funzioni ricorsive; satta, invero, di un
tipo di conclusione che non lascia spazio a disonss

Disponendo delle funzioni ricorsive, Taesi di Church-Turingi
esprime affermando che: a) I'elaborazione di ursstpsi macchina
e rappresentabile mediante una funzione ricorsb)adata una
qualsiasi funzione ricorsiva, esiste sempre unachmaa che
riproduce effettivamente tale funzione. Per il s@m punto, non ci
sono dubbi: per come sono state definite le funzroorsive,
chiunque riconoscera che e sempre possibile progesen una
macchina in modo da riprodurle. E teoricamenteldastrivere un
programma meccanico per il calcolo delle funziel@mentarie di
guelle da queste ottenibili peomposizione ricorsione (si prenda,
come esempio, la funzione esponenziale). Abbianohe&wisto, in
concreto, come si realizza meccanicamente miramalizzazione
Le difficoltd nel programmare, in generale, sonwule piuttosto
alla complessita della funzione che si deve ragmtese (si pensi
alla varieta di effetti diversi che un comune pesgma informatico
deve fornire in risposta agli inputs dell'utent@jciamo, allora, che
il punto b) si pud considerare un indubitabile reeema. E il
punto a), invece, che fomenta discussioni; ma parléeremo piu
avanti.

Bisogna precisare che l'intero programma di unachiaa,
essendo una successione di istruzioni rappreséntabi funzioni
ricorsive, € esso stesso rappresentabile con wga'ufiinzione
ricorsiva (ci0 segue facilmente dalle proprietairdadrie delle
funzioni ricorsive). Come conseguenza, il programuia una
gualsiasi macchina e anch'esso sempre rapprederdahin numero
finito di caratteri alfa-numerici: al limite, prapr attraverso la
definizione della funzione ricorsiva che gli copiasde.

Passiamo adesso a tradurre sffdttiva numerabilitache la
decidibilita in termini di funzioni ricorsive. In TI, diremo ehun
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insieme di numeri naturali L @corsivamente numerabilse esiste
una funzione ricorsiva ftale che:

L] nON((nOL—f (n)=1)e(n00L— nonC mON(m=f_(n))))

Informalmente:

1, sebdL
fL(n)=
"non definita", sal]L

Il valore numerico "1" (cui normalmente si asseghavalore
semantico "vero") non € importante e puo essergtits da un
qualsiasi altro; l'essenziale & che alla funziarte)fcorrisponda un
valore numerico (cioe che "sia definita") per ognappartenente a
L, mentre non deve associare alcun valore per agnhon
appartenente a L.

Invece, un insieme di numeri naturali R si dicmrsivamente
decidibile (0 semplicementeicorsivo'®), se esiste una funzione
ricorsiva & tale che:[] nON((nOR—fgr(n)=1)e(nJR—fr(n)=0)). Di
nuovo, i valori numerici "0" e "1" non sono imparta basta che
siano diversi. Informalmente:

1senldR
fr(n)=
Qse R

Se un insieme @corsivamente decidibil& anchericorsivamente
numerabile Infatti, si pud sempre considerare una funzione
ricorsiva, diversa da quella che caratterizzedarsiva decidibilitg

!5 Che & la scelta comune; in verita, un pd ambidpfatti, la Tesi di Church-

Turing spinge a confondere i termiricorsivo e meccanizzabileMa, per un

insieme, quest'ultimo aggettivo non implica, in gete,decidibilita: un insieme

soloeffettivamente numerabig in un certo senso, ugualmenmteccanizzabile
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che coincide con questa selR e che sia non definita #&IR (nel
nostro caso, per esempio, puo essere la funzidr@)/

Cio premesso, sia P una qualsiasi collezione dpgsizioni
alfa-numeriche effettivamente numerabileCodificando mediante
numeri naturali i simboli alfa-numerici, si pud feorrispondere a
ciascuna proposizione un numero nhaturale; e, gertaa P un
insieme di numeri naturali. Quest'ultimo insiemegiaimolo L,
formalizzato rigorosamente in TI, dev'esser&orsivamente
numerabile Infatti, per ipotesi, esiste una macchina che, ioput
tutti i numeri naturali, e capace di elencare tatgoli i numeri che
sono codici di proposizioni di P, quantunque, imayale, senza
essere in grado discluderenessuno. Allora, per la Tesi di Church-
Turing, deve esistere una funzione ricorsiva clei@a& un valore
costantev (cui potra darsi il significato di "si, appartiead., ovvero
e il codice di una proposizione di P") in corrisdenza di questi
stessi numeri, mentre in corrispondenza di qualsiis numero
assumera un valore diverso daoppure sara non definita. In ogni
caso, pero, si potra sempre costruire un‘altraidumezricorsiva che,
discriminando gli eventuali valori diversi darisulti non definita se
e solo se hlL.

Vale anche il viceversa: se l'insieme di natutalche, nella
codificazione, rappresenta la collezione P rigorsivamente
numerabile allora la collezione P effettivamente numerabile
Infatti, basta considerare una macchina che palorivdi n in cui la
funzione ricorsiva f(n) assume un qualsiasi valore finito (non
necessariamente 1) stampi la proposizione di codicEssa, che
esiste per la Tesi di Church-Turing, produrra tuétesole le
proposizioni di P.

Allo stesso modo, si pud concludere facilmente skeeP e una
gualsiasi collezione di proposizioni alfa-numericlezidibile esiste
in Tl un insiemericorsivamente decidibileche gli corrisponde
secondo la codificazione. E viceversa.

In altri termini, Tl riesce a riprodurre, servesddelle funzioni
ricorsive, leffettiva numerabilitée ladecidibilita di una qualunque
collezione di proposizioni: l'esito della Tesi dh@ch-Turing &
quello di rendere equivalenti i terminiricorsivamenté ed
"effettivamenté
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Finalmente, consideriamo un generico Sistema iclas$
fedelmentegappresentabile in TI. Allora, per definizionettitu suoi
teoremi sono riproducibili e riconoscibili in TI, ediante
corrispondenti teoremi di TI. Dall'effettiva assiatizzabilita di TI
segue allora che i teoremi di S soatiettivamente numerabhili
Questo non implica, in generale, che Sedfa ass. infatti, per gli
assiomi, come per i teoremi, possiamo solo dedohre sono
effettivamente numerabilihon necessariamentiecidibili). D'altra
parte, in un Sistema in cui gli assiomi sono sattagffettivamente
numerabili (che non € incompatibile con il fatto ectsiano
distinguibili, come vuole la buona definiziong anche le
dimostrazioni lo sono (ripetendo la metadimostragiael par. 1.9)
e, pertanto, anche i teoremi. Dunque questo caslta pratica
certamente inusuale, &€ ugualmente abbastanza "hymerché tutti
e soli i teoremi della Teoria si possono ancoraenatte
meccanicamente. Chiaramente, come caso particotareine ed
importante di Sistenfedelmenteappresentabili in Tl, c'e quello dei
Sistemieff. ass.

Vale anche il viceversa: se S e un Sistema classigi teoremi
(ovvero gli assiomi, per quanto appena osservatonos
effettivamente numerahilallora esso éedelmenterappresentabile
in TI. Non ammetterlo, significherebbe supporre, geanto detto,
che Tl non riesce a concludere che un certo natlalcodifica di
un certo teorema di S non riproducibile in TI) e di un insieme
ricorsivamente numerabilél che potrebbe ammettersi solo se in Tl
non fosse definibile qualche funzione ricorsiva:sumdo, per
definizione stessa di funzione ricorsiva.

In definitiva, come conseguenza della Tesi di Chururing,i
Sistemi non fedelmente rappresentabili in Tl sait € soli quelli i
cui assiomi non sono effettivamente numeramliparticolare, tali
Sistemi  non possono essere, naturalmente, effiettinge
assiomatizzabili.
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l11.4. Metateorema di Church-Turing

Ora metadimostreremo per assurdo che se Tl erteesdlora
incompleto.

Consideriamo unarbitrario input (1, i, .. ,b), che
abbrevieremo spesso cire mettiamolo all'ingresso di anbitraria
macchina; considerando che il caso in cui la maechon fa nulla
non € che un caso particolareadresto (perché la macchina resta
nello stato diarrestg, possiamo affermare che, in tutti i casi, la
macchina si arresta o0 non si arresta; si badi obe stiamo
ammettendo che noi si riesca a scoprirlo, ma d$d&ito banale che
essa si ferma o no. Detta lla funzione ricorsiva che riproduce i
calcoli della macchina ed n il numero naturale cimella
codificazione scelta, rappresenta lingressa, (2, ... .b),
consideriamo I'enunciato di TI_mON(fr(n)=m); esso, per quanto
detto, traduce in Tl il fatto che la macchina seata con l'ingresso
(i1, i2, ... ,b). Ora, ricordiamo che danetdeoremi di s-completezza
e di correttezza, deve esistere almeno un "modetofetto di TI
(che e stato supposto coerente). Interpretatderitaodello”, allora,
tale enunciato traduasorrettamenteal caso in cui tale macchina si
ferma con detto ingresso; mentre il suo negataettamentejuello
in cui non si ferma. Ma dalla supposta completedzal, tale
enunciato o il suo negato e un teorema. Dunquiease alle ipotesi,
Tl € sempre in grado di dedurre correttamente se macchina
gualsiasi si ferma o non si ferma con un qualsiagiesso. Da qui
non deriverebbe niente di assurdo; se non fossdl gatto che,
essendo TI stessif. ass esiste unanacchina diciamola D, capace
di produrre tutti e soli i suoi teoremi. Allora, €arebbe capace di
riconoscere se una qualsiasi macchina si fermanosnéerma con
un input arbitrario; e cio vale anche per la steBs@ per una
macchina che contiene D. Che ci0o & impossibile doperto da
Turing: si tratta del famosproblema dell'arrestoPer concluderlo,
descriviamo il funzionamento della D. Essa deveswdre in
ingresso il programma della generica macchina Mvéov la
definizione della funzione ricorsiva che rappreaei) ed il
generico input applicato alla macchina M; con tali ingressi deve
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arrestarsi sempre, fornendo una sola di due ptissdposte, che si
possono anch'esse considerare in forma alfa-nuamént si ferma
con l'inputi” e "M non si ferma con l'input. Cio conferma, intanto,
che D puo rispettare la convenzione, ammessa tierléumacchine,
di lavorare solo con inputs ed outputs alfa-nuneNel seguente
schema, supponiamo che il generico programmadella macchina
M da analizzare, debba inviarsi nel canale supem@ilingresso di
D, mentre l'input di M in quello inferiore.

I—s| M
Py —— ——> M si ferma con l'input i

, D _
I — —= M non si ferma con l'input 7

Macchina generica M e macchina decisionale D

Costruiamo ora una macchina, Q, il cui input vermgandato in
entrambi i canali di una macchina D; inoltre, lites¢si ferma” della
macchina D avvii un ciclo infinito (cio si pud faempre: per
esempio, l'istruzione n. 8 sia: "salta all'istrungan. 25"; mentre la n.
25: "salta all'istruzione n. 8"), mentre quellafing ferma"”, termini
il funzionamento della Q. Infine, chiediamoci cosaccede se
mandiamo in input alla @ suo stesso programmga,, come nella
seguente figura.
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Q

D
i — Q siferma — e
P —> D

— —> () non siferma ————— > STOP

Se con input gla macchina Q si ferma, allora D, al suo interno
rispondera "Q si ferma" e verra eseguito il cielfinito; pertanto, la
macchina Q non si ferma: impossibile. Allora Q soferma e D, al
suo interno, rispondera "Q non si ferma" e allota.macchina Q si
ferma. Di nuovo impossibile.

Questo metateorema si pud applicare, piu in gemeratd un
gualsiasi Sistema classico coerente, in cui si Posgappresentare
tutte le funzioni ricorsive e i cui assiomi sianéfedtivamente
numerabili L'ipotesi di coerenza garantisce, essendo ileBiat
certamenteformale’®, l'esistenza di un modello corretto, per i
teoremi di s-completezza e di correttezza. Per tguaguarda le
funzioni ricorsive, non si richiede, naturalmenthe esse siano
definibili formalmente nella Teoria in question& si puo fare solo
allinterno di TI, perché solo qui il concetto dinkzione (che & un
insieme) é formalizzabile. Si richiede soltanto @sse si possano
rappresentare operativamente nel linguaggio deksrid. Per
esempio, la funzione g(4,m,n)=m-n—4 del paragraécqdente, puo
essere rappresentata operativamente in PA daltatan
[ k(k=m-n—4) (la sottrazione si puo infatti defininePA). Il caso in

cui l'enunciato & vero, se esiste, corrisponde ellagun cui la
funzione associa il naturale k alla terna (4,mguigllo in cui e falso,

se esiste, al caso in cui non associa nulla g¢at@ (o, rozzamente,

18| a metadimostrazione, vista nel paragrafo Il1l,fdtto che un Sisteneff. ass.
e formale (inclusa la conclusione che, nelle sumodirazioni, la semantica &
eliminabile) vale, cosi com'é, anche nel caso muegale in cui esso ha gli
assiomi (ovvero i teoremi, per quanto osservato peagrafo precedente)
effettivamente numerabili. Oppure, ricorsivamentamearabili: caso in cui la
formalita gli deriva dalla stessa formalita delleZioni ricorsive.
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in cui la funzione "non e definita"). La funziongarsiva f(4,m),
definita per minimalizzazione a partire dalla g, @io, invece,
esprimere in PA nel seguente modo:

Ln((m-n-4=0) (L p(((p# n)e(m- p-4=0)}~(n<p))))

In effetti, essendo le funzioni ricorsive aritmées PA € un
candidato del tutto idoneo per una tale rapprezemta di esse.
Godel, come passo previo al suo primo Teoremaatinmpletezza
(che affronteremo nel prossimo paragrafo), dimostré € davvero
cosi, che tutte le funzioni ricorsive e quindiitgtt enunciati relativi

ad esse, sono rappresentabili operativamente . B®&r una tale
Teoria, si puo allora ripetere il ragionamentodattupponendone la
completezzasi deduce che la Teoria potrebbe risolvegablema
della fermata per una qualunque macchina. Ma sottolineiamo
nuovamente chda cio, in generale, non consegue nulla di assurdo
una Teoria classica formale puo risolverpribblema della fermata

e ne vedremo addirittura un esempio in seguito.ddbkcritto
paradosso di Turing, si manifesta soltanto richigldeche, inoltre,
tale Teoria abbia gli assiomi, ovvero i teorersifettivamente
numerabili — non e, infatti, necessario che la Teoria stesaa
effettivamente assiomatizzab{leur se questa differenza non ha un
reale interesse pratico) — cioe, come abbiamo vigthiedendo che
esista unamacchinacapace di risolvere il problema dell'arresto di
una qualunque macchina. In particolare, Péffe ass. e pertanto il
Metateorema di Church-Turing vale per esso: PAcénpleto.

Abbiamo appena concluso lincompletezza della i@eor
matematica che soddisfa le ipotesi del Metateorein&hurch-
Turing, diciamola T, mediante un ragionamento inmfale che
coinvolge il concetto di macchina e usa la TesCHurch-Turing.
Per formalizzare pienamente il Metateorema bisogimainare il
riferimento alle macchine (e quindi anche alla TdsiChurch-

7 In verita, facendo uso di una definizionerdppresentabilitapiu esigente di
quella a cui ci stiamo riferendo, dimostrdo molta pii questo; tale "di piu" serve
per costruire in concreto l'enunciato indecidibilee dimostra la tesi del suo
Teorema.
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Turing), adoperando per esse un modello da codifitaseno a TI.
Bisogna subito osservare che la tesi stessa deltdbeema esamina
il Sistema T "dall'esterno” e dunque, nel casounesso coincide
con il Sistema TI, tale formalizzazione non pudirzarsi. Quando
T e diverso da TI, la formalizzazione del Metateasein Tl non da
alcun problema di principio: scegliendo come ma&macchina
di Turing, si ottiene il Teorema di Church-Turingmediante le
funzioni ricorsive, il primo Teorema di incompletezza di Godel
Comunque, € infrequente che tali Teoremi vengareseutati in
veste totalmente formalizzata: normalmente il miodetlelle
macchine (macchina di Turing o funzioni ricorsivejiene
effettivamente usato al posto delle macchine, ma w~gene
codificato in Tl. Ne vengono fuori, pertanto, areconetdaeoremi,
guantunque con una compagine ben piu rigorosaesiatisto
Metateorema. Nel prossimo paragrafo, in cui ablrezze, in questa
versione (che €& anche la versione originale), imBr Teorema
d'incompletezza di Gdédel, citeremo un libro in kustesso teorema
viene completamente formalizzato in Tl. Come puaginarsi, la
veste formale semplifica e automatizza i ragionamgn critici e
peculiari della metadimostrazione, tuttavia al peezdi un
complesso e disagevole formalismo (la cui integriene possiede
differenti "livelli" semantici). Per questo motivanche da un punto
di vista didattico, e preferibile studiare la sbgia dell'originale
(meta)dimostrazione di Godel, d'altronde storicaiadéan prima.

E chiaro, comunque, che la pill ampia rilevanzatepiologica
del Teorema di incompletezza si ottiene riferen@disimacchinee
riammettendo la Tesi di Church-Turing. Che e quaatemo nel
paragrafo Il.6.

l11.5. Primo Teorema di incompletezza di Godel

lllustrare i dettagli della complessa (meta)dimambne di
Godel non rientra negli scopi di questo libro; mmayerita, c'é molto
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di pit: riuscire a farlo & certamente unimpresaeemnalé®. La
dimostrazione vera e propria, preceduta da unaicpkmte
codificazione dei simboli aritmetici, richiede lafohizione di 45
funzioni ricorsive. Quella numero 33, nel libro Hiorra citato
nell'ultima nota, occupa ben 14 righe di simboli!

La nostra ambizione, piuttosto, € spiegare la clgiel
ragionamento di Godel, che, per la sua peculiandadato adito a
non poche mis-interpretazioni; una delle piu défus nefaste (a
volte dello stesso Wittgenstein) e che si trattudiparadosso. Ma
come potrebbe una contraddizione dimostrare qualaise il fatto
che il Sistema che la deduce & incoerente? E irarece, che l'idea
della dimostrazionesi ispira al paradosso del mentitore, come
riferito dallo stesso Godel.

L'ipotesi che Godel assume per il Sistema classianalisi e
che la collezione dei suoi assiomi sieorsiva (o ricorsivamente
decidibile come preferiamo dire), condizione che definisper
analogia con il caso meccanico, un Sistemeorsivamente
assiomatizzabileSi ricordi che tale condizione (anzi, anche ia, p
debole ricorsiva numerabilitddegli assiomi, come segnalato in una
recente nota) implica la formalita per il Sistenshikfatto che la
semantica contenuta nelle sue dimostrazioni é edibiie. Inoltre,
che includa gli assiomi di PA o che li deduca cdewremi, ovvero
che sia una Teoria aritmetica "abbastanza potecoeie si usa dire.
In verita la "potenza" che serve é semplicemengadi@che permette
di rappresentare, nel modo che abbiamo poc'anzirites le
funzioni ricorsive. Di fatto, tale capacita € angiwsseduta da una
Teoria piu generale di PA, chiamata Aritmetica dbiRison, in cui il

8 A parte l'originale dimostrazione, necessariamesttigata, di GoédelUber
formal unentscbeidbare Siitze der "Principia Matladice" und verwandter
Systeme, lin "Monatshefte far Mathematik und Physik", 38,273-198 (1931),
tradotta in italiano da E. Ballo, Bollati Boringhie Torino (2002), possiamo
menzionare quella, pressoché completa, contenlitibre di C. Ivorra Castillo,
Légica y Teoria de Conjuntp006), p. 119-136 e 153-179 (in totale 45 pagine
sul WEB (http://www.uv.es/~ivorra/Libros/Logica.pdSegnaliamo anche che qui
la dimostrazione viene, successivamente, pienanfemealizzata in TI. Esiste,
comunqgue, anche una versione assai semplificataTdetema, dovuta a G.
Boolos: A new proof of the Gddel incompleteness thepfdatice of the AMS,
Vol. 36, n.4 (1989).
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principio di induzione si sostituisce con un assoche afferma che
ogni naturale diverso da zero € successore di lggalaturale (cosa,
in PA, dimostrabile per induzione). L'ultima ipateer il Sistema é
che esso (o0 la sotto-Teoria aritmetica con essoppabile) ammetta
il modello standard dei numeri naturali, cioé qoi@l universo N°.
Quest'ipotesi €, ovviamente, piu forte della seoaplcoerenza,
supposta dal Metateorema di Church-Turing. In gffeta
dimostrazione di Godel puo essere generalizzata'ipatesi della
sola coerenza; ma adesso intendiamo descriver@idaversione
originale (quantunque semplificata). Sottolineianche, come
importante caso particolare di Sistema idoneo p&tetateorema,
c'é proprio TI: infatti, abbiamo visto che le caridni insiemistiche
1-9 del paragrafo 1.6 implicano enunciati equindilegli assiomi
di Peano e si possono dimostrare verificate petliqgeeme N,
unico a meno d'isomorfismo, che definisce proptiomiodello
standard dei numeri naturali.

La prima operazione che va fatta, come detto, & aoncreta
codifica numerica dei simboli. Per esempionen e L1, Godel
assegna, rispettivamente, i numeri 3 e 7; questasgen verita,
arbitraria. Il passo successivo e la codificazidedie sequenze di
simboli; la cosa pill spontanea, per una stringaecdnonl] ",
sarebbe assegnargli 37. Ma, ovviamente, questoénoeacessario:
dipende dalla convenzione che si fa; e quest'ultoado scopo che
ci si prefigge. Uno degli obiettivi fondamentalila codificazione
stessa di tutte le dimostrazioni. Per farlo in medmplice, evitando
di usare nuovi simboli, esse possono essere coatde&ome
sequenze ordinate di enunciati che sono assioradiemi (tranne
lultimo che é il teorema dimostrato). Per fare aeempio,
consideriamo la seguente dimostrazione:

¥ In verita, Goédel fa un‘ipotesi piti debole, chiaanat-coerenza: risulta, infatti,
che una Teoria aritmetica che ammette il modedodard &o-coerente. Tuttavia,
I'w-coerenza, una condizione piu forte della semplicerenza, € poco
interessante in s€, perché il Primo Teorema di Ggiqaio generalizzare ancor di
pit assumendo l'ipotesi della semplice coerenzdl fgstema. Inoltre, &€ molto piu
agevole riprodurre il ragionamento di Gédel considdo l'intuitivo modello

standard a cui ogni lettore & abituato. Per tajjiorsi, decidiamo di evitare

I'co-coerenza.
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"Dall'assioma ] xA(x)—A(a), per la regola di sostituzione si ottiene
[ x(x=x)—a=a; ma [Ix(x=x) & un assioma (d'uguaglianza) e
dunque damodus ponenssi ottiene a=a; infine, ancora per
sostituzione, otteniamo 2=2". Essa si pu0 codiéicsgmplicemente
come Si codificherebbe la stringa:
" [ xA(x)—A(a) L x(x=x)—a=all x(x=x)a=a2=2". L'obiettivo che
Godel vuole raggiungere, dato un numero naturaledstrd qualsiasi
(cioe del tipo 0, 1, 2, ...), non si limita allagmposizione della
stringa che eventualmente rappresenta; ma, pwstiahdo di far
questo, di poter gia riconoscere, mediante un'ap@ra esprimibile
solo con funzioni ricorsive, se € o0 non € il codiceina stringa che
costituisce un enunciato correttp un assioma oppure una
dimostrazionelIn altre parole, di riprodurre in termini di opfune
espressioni aritmetiche (quelle che rappresentatdSistema tal
funzioni ricorsive), laricorsiva decidibilita di tali collezioni. Per
poter far cio, egli stabilisce un particolare aiitedi codificazione
delle stringhe, legato ai numeri primi. Per esemp#& catena
"nonl] " si codifica col numer@,*- p,’, dovep; e p, sono i primi
due numeri primi, cioe 2 e 3: tale numero e quiht#96. Questo
metodo si generalizza per ogni stringa. Il codiceith stringa di
comune lunghezza, viene <cosi ad essere un numero
inimmaginabilmente alto; ma cio non ha alcuna dlea teorica. La
seguente tabella rappresenta emblematicamente dimaorento di
tutte le stringhe in base a detto codice (chianaaiche numero di
Godel o gddeliano); solo nel caso diot' e "nonJ" il codice &
quello corretto: negli altri casi, abbiamo assaxiain numero
arbitrario (il vero numero enolto piu grande!), dato che intendiamo
focalizzare puramente la logica della dimostrazione

3) non simbolo
17496) nonl] espressione scorretta
542342) 2=2 enunciato
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67122260) L[] x(x=x) assioma

349481018) L x(x+6=x+125)  enunciato

2360928264) 1 xA(x)—A(a) ] x(x=x)—a=all x(x=x)a=a2=2
dimostrazione

Successivamente, Go6del considera una particolanzidne
ricorsiva, la cui rappresentazione aritmetica ih@dmo con g(x,y),
dotata di una fondamentale proprieta. Prima di #gpeogliamo
solo osservare che la g(x,y), esplicitata per ateon i simboli
elementari di PA, coprirebbe piu di 440000 cargtt@oe circa 190
pagine di questo libf8. Ecco perché Godel & costretto a definire 45
funzioni ricorsive e a costruire la g(x,y) mediam@mposizione,
ricorsione e minimalizzazione di esse. La notevpl®prieta
dell'espressione g(x,y) € la seguem@ando viene interpretata nel
modello standardessa e verificata se e solo se x e il codicendi u
dimostrazione che dimostra il teorema di codic€ige, indicando
con l'indice N, l'interpretazione nel modello stardidell’enunciato,
si ha:

on(X,y) € verase e solo se x € il codice di una ginazione
dell’enunciato di codice y

Per esempio, in base alla nostra tabella simhdlespressione
on(X,y) € verificata per x=2360928264 e y=542342.

Successivamente, Godel dimostra che esiste umevsiandard
del numero naturale y, diciamojo tale che il codice dell'enunciato:

non[x(g(x,gr)) e proprioy. Cioé, nella tabella, avremo:

) nonLx(g(x3))

% 5j ¢ fatta solo una veloce stima di massima, setdte pretese di accuratezza;
comunque, l'ordine di grandezza dovrebbe esserettor
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Tale enunciatojnterpretato nel modello standardice: non
esiste un valore standard di x tale chéxg) sia vera; ovvero, non
esiste codice di dimostrazione (cioe, non esisteodirazione, dato
che ogni dimostrazione ha un codice) che dimo&nuhciato di
codicey. E quindi:questo stesso enunciato non € un teorema

Supponiamo, ora, che I'enuncidtsia un teorema. Allora, dalla
correttezza del modello standard, esso dev'essenese interpretato

in tale modello; ma, invece é, evidentemente, faisgpossibile.
Supponiamo, allo stesso modo, che il negato delieatoy, cioe

Cx(g(x,9))?, sia un teorema; allora, deve essere vero sepigtato
in ogni modello. Ma, interpretato nel modello starty esso afferma
che I'enunciato di codicg il suo negato, &€ un teorema; pertanto, se
qui fosse vero, allora sarebbero teoremi igia il suo negato,
ovvero il Sistema incoerente: impossibile. Un adsuinevitabile
dato che il modello standard € per ipotesi un modebrretto, per il
teorema di correttezza). Non resta che concluddre ¢ e
indecidibile e, dunque, che il Sistema matematiscaweémpleto.

Molte delle confusioni circa questa metadimostraei possono
essere dissipate se si considera in concreto kibplta di modelli
non standard. Normalmente, per concludere che wmogto é
indecidibile, si considerano due modelli: uno in £enunciato é
vero, l'altro in cui é falso (come si e fatto, admpio, nel caso del
quinto postulato di Euclide). Qui, invece, si calesa solo il
modello standard, mentre la conclusione che I'datmcy e
indecidibile, e fatta soltanto in base al suo aifarimento.
Interpretato nel modello standard, tale enunciafwime la propria
indimostrabilita; poiché questa e stata dimosti@iae, appunto,
dimostrato che é indecidibile), allora esseeto in tale modello; in
quale modello (non standard) sarelfaéso? Certamente, un tale
modello deve esistere: §efosse vero in ogni modello, sarebbe un
teorema per la completezza semantica del Sistemeag(formale). E
indubbiamente in un tale modello tale enunciatogdn concreto
nonL_x(g(x,§)), non pud ancora significare "non esiste il cedit
una dimostrazione che dimostra il teorema di codlicealtrimenti
sarebbe di nuovoero In effetti, uno dei piu frequenti errori é

L Ricordiamo che due negazioni equivalgono ad affeenpar. 1.10).
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proprio considerare che g(x,y) significlsiempre (cioé in ogni
modello) quello che significa nel modello standardio
evidentemente non e possibile nel rispetto deties del Teorema.
Per tale ragione abbiamo preferito non chiamareg(bay) nel
consueto modo piu intuitivo, ma anche piu ingantevdim(Xx,y).

Per riportare qualcosa che assomigli a un caseretn di
interpretazione non standard in §ug falso e g(x,y) non significa "x
e una dimostrazione di y", faremo un esempio "tigipio”, cioé da
non prendere alla lettera. Il lettore suppongal@spressione g(x,y)
sia in concreto la seguente:

y=127-3*

naturalmente,non & cosi & soltanto un esempio ideale. Tale
equazione, in effetti, € soddisfatta da infinitepgie di numeri
naturali, come dev'essere per la vera g(x,y). Suigpmo, ancora,

chey sia propriol27. Dunque, I'enunciato indecidibdeebbe:
127) nonLx(127=127- %"

Quando interpretato nel modello standard, questo@ato afferma
che I'enunciato di codice 127, cioé sé stesso,enan teorema; e,
come sappiamo, nelle ipotesi fatte risulta neceasante vero in
tale modello. Anche da questo punto di vista, laeltac
dell'espressione e corretta: infatti, la suddeti@agione risulterebbe
soddisfatta soltanto quando 127/x=0, cosa impdsgier qualunque
X naturale standard. Ma se lo interpretiamo in uodeio non

standard, le cose possono andare diversamenteedeenpio, se
sostituiamo ad x la costante non standard c anteeiote

considerata (par. 11.16), I'equazione si pu0 ritersoddisfatta se si
considera che c é (infinitamente) maggiore di dasisnaturale
standard: allora, infatti, 127/c tende a zero'&%3a und® Ecco,

quindi, come l'enunciato indecidibil puo risultare falso in un
modello non standard (e, inverdeve risultare falso in un certo

2 per rendere rigoroso il ragionamento, basta defimipportunamente le
operazioni di divisione ed esponenziazione in matie generalizzino quelle
usuali.
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modello non standard M). Inoltre, in un tale moad¥, g(x,y) non
pud essere interpretato correttamente come "x addice di una
dimostrazione dell'enunciato di codice y"; infatig prendiamo x=c
e y=127, risulta che, benchey(g,127) sia soddisfatto, ¢ non & il
codice di nessuna espressione, dato che, per corabblamo
definiti, tutti i codici di tutte le stringhe simbohe sono naturali
standard.

Diciamolo ancora in un ultimo modo: dimostrandce h e
indecidibile, abbiamadimostrato norng(0,y), nong(1,y), norg(2yy),
etc., e tuttavia I'enunciat] x(nong(x,§)), ovveronon_x(g(x.9)),
certamente vero nel modello standard, non é dimloigtr La
situazione non é affatto diversa da quella descritl paragrafo
.13, relativamente alla Geometria ellittica: anaméale modello di
G, per ogni retta passante per il punto P esteunmagrefissata retta
r, € vero (e si puo dimostrare se si descrive il @lodservendosi
della Geometria euclidea, cosi come abbiamo fagtoilpmodello
iperbolico nel par. 1.10) che essa non € paralidia Tuttavia, in G
non si puo dimostrare che "qualunque retta pasgaaite® non é
parallela adr": lo testimoniano il modello euclideo e quello
iperbolico. Allo stesso modmonl_x(g(x.,§)) non si pud dimostrare,
di fatto e falso in opportuni modelli non standard.

Sottolineiamo, comunque, ciidfeorema d'incompletezzeon e
dovuto all'esistenza dei modelli non standafdome a volte
qualcuno afferma): questi ultimi, infatti, esistorsempre nelle
ipotesi (ben larghe) del teorema di L-S e, nelleosda Parte, i
abbiamo effettivamente osservati anche in Teongaicamente
complete come TFR.

Come anticipato, l'ipotesi di esistenza del madsthndard per
il Sistema si pud indebolire con la semplice coeg&h Cid fu
(meta)dimostrato da Rosser mediante un altro eatocauto-
referente, differente da quello di Gédel.

%8 Ma in quali casi concreti si applicherebbe talaeagalizzazione? Invero, nel
caso di PA, la formalizzazione in TI (che richiestdo I'ipotesi di coerenza per TI)
e in grado, come sappiamo,dimostrarel'esistenza del modello standard per PA.
Tuttavia, cid non vale per altri Sistemi che sofidie le ipotesi del teorema: ad
esempio, per il Sistema PA' (par. 11.16) che amenstilo modelli non standard.
Ora, invece, il teorema di incompletezza pud appdicanche a PA'.
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Infine, ricordiamo che le discusse metadimostrzisono
pienamente formalizzabili in Tl (in modo da costéuun normale
teorem, eccetto, indubbiamente, nel caso in cui il $meche
soddisfa le ipotesi sia lo stesso TI; nel qual césodescritta
incompletezza si deve intendere come un tassatetdeorema.

111.6. Conseguenze del Teorema di
incompletezza

L'importanza del Teorema di incompletezza si deee gia al
semplice fatto che il Sistema matematico dell'ipiose sia concluso
incompleto, quanto al fatto che essois@mpletabile Il Teorema,
infatti, puo riapplicarsi a qualunque estensioné 8Ssstema di
partenza, pur di rispettare le ipotesi necess&gel € un qualsiasi
enunciato indecidibile della Teoria (se si vuote stessenunciato
di Gode| di codicey), aggiungendo | anonl agli assiomi del
Sistema, si riottiene un Sistema coerente e "pterge” di quello
originale. Inoltre, se | & esibito, i nuovi assiccontinuano ad essere
ricorsivamente decidibili se prima lo erano. Riapplicando il
Teorema, pertanto, si conclude di nuovo lincongaiea del
Sistema; e se, per esempio, | eendinciato di Goédelsi potra
ricostituire un nuoveenunciato di GodelPer dirla in modo sintetico,
un Sistema classico che soddisfa le ipotesi delrehea di
incompletezza eessenzialmente incomplet@sso non si puo
completare aggiungendo assiomi, anche di numeranitmf
fintantoché si conservi la coerenza erilorsiva decidibilita (ma
dovrebbe bastare ldcorsiva numerabilitg come commenteremo
piu avanti)dell'insieme degli assiomi.

Per illustrare tutte le conseguenze dell'inconagzleda essenziale,
comunque, e conveniente riferirsi al piu generaletdteorema di
Church-Turing (o d'incompletezza), ripristinandoliesi di Church-
Turing.

Nel concludere il Metateorema di Church-Turingpiamo visto
che negare la tesi implica I'esistenza di una maach che risolve
il problema dell'arrestadi ogni macchina. Ora, dato un qualsiasi
Sistema eff ass. (0, piu generalmente, i cui assiomi siano
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effettivamente numerabili), possiamo sempre comgride una
macchina che, per concludere se un certo enuneiato teorema,
controlli la lista completa di tutti i teoremi gemaéa dalla macchina
caratteristica del Sistema. Se I'enunciato non éeanema, tale
procedura meccanica non terminerebbe; ma tramitealechina D
potremmo scoprirlo e concludere, pertanto, che @am teorema.
Percio, se esistesse la macchina D, ogni Sisteruaassiomi siano
effettivamente numerabili sarebbe decidibile. Alntrario, dal
Metateorema d'incompletezza segue che cio € implessiin
particolare segue, infatti, chegni Sistema che soddisfa le sue
ipotesi e indecidibile Per ammetterlo, ragioniamo per assurdo: di
conseguenza, sarebbe decidibile anche l'insiemé degnciati
indecidibili. Per ciascuno di essi, scegliamo il ptorto tra il
medesimo e il suo negato (o, piu in generale, wialge secondo un
criterio arbitrario, ma meccanizzabile) e aggiungio agli assiomi
del Sistema. Si sara formato un nuovo Sistema ote@mpletoe
ancoraeff. ass.(o, piu generalmente, i cui assiomi sono ancora
effettivamente numerabili) che, essendo estengieh@rimo, ne ha
almeno la stessa di "potenza espressiva": impitessib

PA e qualsiasi altra Teoriaff. ass.dei numeri naturali non
meno "potente” (anzi, anche qualcuna meno "potenteime
I'Aritmetica di Robinson) €& essenzialmente inddxidi Ed
essenzialmente indecidibile € la stessa TI, ciateta Matematica
classica formale (descrivibile insiemisticamefite)

Cio che succede in un Sistema matematico che sadth
ipotesi del Metateorema d'incompletezza € cheidine dei suoi
enunciati indecidibili non e effettivamente numeleabse lo fosse,
anche il, piu generale, insieme degli enunciati he sono teoremi
sarebbe effettivamente numerabile e allora il 8Bistesarebbe
decidibile (par. 1ll.1); una conseguenza necesddiricio € che gli
enunciati indecidibili devono essere infifitiDunque, non solo non

24 Comunemente chiamata "del primo ordine", in bada storretta valenza
assegnata all'ordine espressivo discussa nel péodgi 4.
%5 ge fossero finiti, essendo andtiistinguibili e formali, se ne potrebbe fare un
elenco esplicito, sempre riproducibile da una maecHer ladistinguibilita degli
enunciati indecidibili di un Sistema formale, siaidi il paragrafo 11.9 (si dira di
pit anche nel 111.9).
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e possibile meccanizzare il processo di riconosaimédegli infiniti
enunciati indecidibili, ma neanche farne, meccaneate, un elenco
esclusivo esaustivo.

Se consideriamo la codifica numerica degli enuncia
indecidibili, ne risulta, pertanto, un sottoinsieménito di naturali
standard che non e effettivamente numerabile, diogui nessuna
macchina e capace di elencare tutti e soli gli elm Ma,
chiaramente, la conclusione che esistono sottamsig naturali
non effettivamente numerabinzi, che sono trascurabili quelli che
lo sono), puo farsi indipendentemente dal Metateorema di
incompletezza infatti, ci0 segue semplicemente dal fatto che
l'insieme di tutti i calcoli meccanici, ovvero ditte le funzioni
ricorsive € numerabile, mentre linsieme P(N) éumerabilé®.
[Dall'innumerabilitd di P(N) deriva anche che pafidire tutte e
sole le cifre di un numero reale (che puo consideran
sottoinsieme infinito di numeri naturali), bisogné&orrere ad
ineliminabile semantica, eccetto che per un nunreignificante di

casi o rispetto aZDO)]. Dunque, & epistemologicamente sbhagliato
affermare, come fa qualcuno, che cid € una conseguelel
Metateorema d'incompletezza: l'importanza del Met&ma, che
effettivamente conclude cio per uno specifico sotieme, si deve
alla natura di tale sottoinsieme; e non certo al fatto chestesd
sottoinsiemi di questo tipo, che e dimostrabilepaddentemente.

Per riconoscere gli enunciati indecidibili di ufd@oria che
soddisfa le ipotesi del Metateorema d'incompleteriom restano
che i metodi puramente metamatematici (semanBei).tale ragione
abbiamo detto all'inizio del libro che la metamaatica e
intrinsecamente indispensabile (par. 1.3). Non essendo
meccanizzabile, tale criterio deve possedere laagtpdi definire
continuamente e imprevedibilmente nuovi concettiat@andoli di
volta in volta all'enunciato che deve provarsi essedecidibile. Per
la natura stessa del linguaggio semantico, capddéittura di
ridefinirsi, non c'é ragione di credere che qugstacesso non sia

% Analogamente a quanto pil volte notato, si potelbsegnare piu di un
significato al risultato di ciascun calcolo; ma mvho osservato che tale
operazione, per risolvere il suddetto problema,relove essere intrinsecamente
semantica e dunque non eseguibile da nessuna macchi
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sempre possibile. Di fatto, la stessgppresentabilitadei modelli
che permettono di riconoscere un enunciato indeited{i quali, si
ricordi, esistono certament@ base al Teorema di s-completezza) e
un concetto convenientemente ridefinibile_'unica, fondamentale,
eccezione a questo ottimismo riguarda lo stesserS8&s Tl, per la
discussa ambiguita dei suoi "modelli"; piu oltreclanstateremo con
un esempio.

Il Metateorema, dunque, scopre ulteriori limitiaatapacita di
meccanizzare il processo di identificazione dei etiodella Teoria
per cui vale. Sapevamo gia che la potenza dei rdailein Sistema,
essendoiperinnumerabile (par. 11.20), €& terreno esclusivo della
Semantica; ma adesso sappiamo che anche un stoirisieime”
numerabile (costituito da quei modelli che permattdi riconoscere
tutti gli enunciati indecidibili) non e effettivami numerabile, non
puo essere generato esclusivamente ed esaustivami@niessuna
macchina.

Un'altra conseguenza del Metateorema € la dinmsia
dell'esistenza di Sistemi classici formali neff. ass.e quindi non
fedelmenterappresentabili in Tl. Consideriamo, infatti, urst8ma
che, oltre agli assiomi di PA, contiene come asaibmppurenon,
per ogni enunciato indecidibile I. Poiché si trattaun Sistema
completo e "piu potente” di PA, in base al Metateo
d'incompletezza, non puo essefé ass.anzi, non pudo hemmeno
avere, piu generalmente, gli assiomi effettivamentmerabili. Da
ci0 segue, in base a quanto concluso alla fingakelgrafo 111.3, che
esso non dedelmentaappresentabile in TI: la Teoria assiomatica
degli insiemi non puoO riconoscere tutti i suoi &ar. Un caso
particolare di grande importanza di quest'ultimenagio € |l
Sistema in cui, per ogni indecidibile | di PA, sygiunge come
assioma, tra | @onl, quello che risultarero nel modello standard.
Tale Sistema formale, diciamolo PAV, permette quitiddedurre

2" Un esempio di drammatico indebolimento del concdirappresentabilitiper
un modello, si ha nella gia menzionata metadimasine di coerenzaelativa
delle Teorienon cantorianedegli insiemi (cioé in cui non valéipotesi del
continug realizzata da Cohen: essa considera, infattiintenpretazione
abbastanza peculiare (con proprieta "forzate'hgheiseforced, in cui l'ipotesi del
continuo é falsa; ed essa, in ipotesi di coerermzdagpTeoria degli insiemi, risulta
essere un modello.
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tutti e soli gli enunciati di PA veri nel modelltagdard: una Teoria
davvero utilet® Inoltre, per quanto visto, essan grado di risolvere
il problema dell'arrestodi ogni macchina. Purtroppo, pur essendo
formale, non éeff. ass néfedelmenteappresentabile in TI: né TI,
né una qualsiasi macchina, € capace di fare uceldnutti e soli i
suoi teoremi. La semantica contenutalla definizionedei suoi
assiomi (in particolare, degli ultimi che si songganti) non puo
essere integralmente riprodotta da nessuna magchiéa dal
linguaggio insiemistico; cioe, non puO essere elata. Ne
consegue, ovviamente, che neanche l'insieme digllestrazioni e
effettivamente numerabile.

A questo punto giunge assai opportuno sottolineideche
realmente significa avere ottimisticamente "sottd acchi” il
modello dei numeri naturali intuitivi quando si ohe$ce il Sistema
PA (par. 1.1): significa intuire un'interpretazene cui infinite
verita non possono essere interamente riprodotte neissuna
macchina; in altre parolsjgnifica ammettere un numero infinito di
convenzioni semantiche non interamente specificabih metodi
meccanici(non effettivamente numerabili, appunto). Dopatutton
sembra una posizione cosi innocente!

Il teorema di Tarske una sorta di generalizzazione di cio che é
stato appena mostrato circa le verita della Teariinetica PA nel
modello standard. Esso afferma che il linguaggidasiico di un
Sistema che soddisfa le ipotesi del Metateoremeatipletezza,
non puopossederain predicatoeffettivamente numerabilé(x), tale
che Mx)=1 se e solo se I'enunciato di codice x & vesionrmodello
M, qualunque sia il modello M. UpredicatoP(x) e effettivamente
(o ricorsivamente) numerabile, se €& possibile daiteo
meccanicamente(#) per ogni x per cui vale. Quindi, il teorema di
Tarski afferma che l'insieme degli enunciati veer pun qualsiasi
modello fissato non e effettivamente numerabile. deostrarlo,
osserviamo che, per assurdo, si potrebbe consedenaBistema che

% Abbiamo dunque distinto quattro Sistemi aritmetRA, la Teoria aritmetica
integrale (Al) e i Sistemi che si ottengono da gusggiungendo come assiomi gli
enunciati delle rispettive Teorigeri nel modello standard: PAV e AlV. Con la
possibilitd (gia segnalata nel par. 11.17 e ché smmmentata piu tardi) che Al e
AlV coincidano.
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aggiunge agli assiomi della Teoria originale dgsnt tutti gli
enunciati veri in M: pertanto, un Sistema i cuii@ss Sono
effettivamente numerabili. Tale Teoria sarebbe, Iti@ap piu
"potente” di quella iniziale, ma completa: assur@ppure, con un
risvolto piu interessante, si puo sfruttare ildathe, in ogni Teoria
d'ipotesi, un tal@redicato \(x), puo rendersi autoreferenziale (come
quello di GodeB®: in particolare, dovrebbe esistere un codiceale
che:

X9 V(x)#1

una versione debaradosso del mentitorehe, come abbiamo gia
osservato, implica sempre assurdo. Infatti, talenemto non puo
esser vero per M: se lo fosse, per definizione_diddvrebbe
risultare _Mxx)=1, e dunque sarebbe vero anche il suo negato. Se
fosse falso, allora il suo negatqX/)=1 sarebbe vero e allora, per
definizione di V| I'enunciato di codicepdovrebbe esser vero per M,
mentre e falso. Assurdo.

Tale teorema non si applica se il predicato dit&enon e
effettivamente numerabile oppure se il Sistema soddisfa le
ipotesi del Metateorema d'incompletezza: per esenman vale per
il decidibile TFR. Tuttavia, una versione piu gealerdel teorema, il
Metateorema di Tarskivale per tutti i Sistemi coerenti, anche non
formali. Ed afferma che in nessuna Teoria coerente, guliggio
matematico,opportunamente interpretat@ capace ddefinire un
concetto di verita universale (cioe valido per ognunciato, come
dev'essere per ogni verita). Certamente, qualcosdiverso dal
precedenteéeoremadi Tarski. La conclusione di tale Metateorema é
basata sul fatto che affinché un linguaggio posfmide (e quindi
enunciare la verita per tutti gli enunciatinclusa taleenunciaziong
tale definizione deve consentire le auto-referemné;risultato che

9 |n verita, normalmente cio si dimostra nel casardpredicatalecidibile (anche
detto ricorsivo: detto Hx), quando, per ogni x €& possibile calcolare
meccanicamente se(X} vale oppure no). Tuttavia, riteniamo che ciovrédbe
potersi estendere anche al caso in cui sia sokttigimente numerabile. Del
resto, anche la stessa dimostrazione di Godel bberpotersi estendere al caso in
cui il Sistema ha gli assiomi soltanto ricorsivateemumerabili, come assunto nel
Metateorema di Church-Turing.
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risorgerebbe iparadosso del mentitoréquesto stesso enunciato é
falso". Ladefinizione integraledelle veritd per un modello di un
Sistema matematico, deve dunque effettuarsi alfest del
Sistem&”. Naturalmente, questo fatto non ha nulla a cheneedon
la completezza o lI'incompletezza sintattica: it&31s puo benissimo
essere capace di dedurre tutti gli enunciati veri pn modello
(risultando, cosi, sintatticamente completo); in ca&so simile,
infatti, esso non si limita che a dedurli, menw&gall'esterno essi
possono essere considerati, di conseguenza, "&eilimpodello”.

Infine, segnaliamo che, a rigore, non c'é nulla cieti di
interpretare il metalinguaggio definitorio di Tl modo da ovviare al
problema dellanon fedeltadi un qualsiasi Sistema rappresentato in
Tl, come anticipato nel paragrafo II.7. L'unico Iplema e il prezzo
pagato. Consideriamo, per esempio, il caso di P&VSistema che
definisce gli assiomi utilizzando il concetto diet® nel modello
standard”. Nulla impedisce di impiegare tale sigaib anche in
seno alla Teoria TI, introducendo, in senso gemuarde semantico,
l'insieme degli enunciati "veri nel modello stardlati PA" e di
dedurre a partire da esso. Ora PAV e fedelmentedqpto in Tl, ma
Tl si € convertita in una Teoria affatto differentepace di dedurre
tutti e soli gli elementi di un insieme di enunciabn effettivamente
numerabile, come visto. Dunquésuo tipo di deduzione non € piu
soltanto meccanicaessaha perso la sua effettiva assiomatizzabijlita
pur conservando la formalita.

Riepilogando, possiamo affermare chié Metateorema
d'incompletezza ci chiarisce, dal punto di vistgitm, come le
macchine possono aiutarci nello studio di un Sisteaassico
formale:

a) Esistono Sistemi classici formali per i quali nagisee alcuna
macchina in grado di elencarci tutti e soli i stemremi; questi
sono anchaonfedelmenteiproducibili in TI. Tra essi ci sono i

%0 Come gia intuito da Russell nel 1903: nella pripamina del principi della
Matematica ed. italiana Newton Compton (1989), si leggeditre a questi
[concetti], la Matematica usa un concetto che nampérte delle proposizioni che
essa considera, vale a dire la nozione di vérita
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piu desiderabili, come PAV, cioé il Sistema che wtedtutti e
soli gli enunciati di PA veri nel modello standaElche risolve
il problema della fermata di una qualunque macchina

b) Esistono Sistemi classici formali per i quali, sepposti
coerenti, esistono macchine capaci di elencartidwgoli i sSuoi
teoremi; manon in grado di risolvere tutti i problemi
matematici: per esempio, per ogni fissato enunciafodi
indicarci se non €& un teorema (e, in particolare, se €
indecidibile); oppure, di risolvere il problema keresto di
ogni macchina. Di questo tipo sono le piu fondamlent
Discipline matematiche, come PA e TI.

c) Esistono Sistemi classici formali decidibili, sgpposti coerenti;
cioé per i quali esistono macchine capaci di ris@vogni
problema matematican tale ipotesi Esempi sono TFR, GE,
nonche una parte dellAritmetica ancora piu ritret
dell'Aritmetica di Robinson; la coerenza di talstemi segue
dall'ipotesi di coerenza per la TI. Tali Teorie sotuttavia
limitate in quanto ad espressivita: in esse, pemg, non Si
possono rappresentare tutte le funzioni ricorsivegero tutte le
macchine.

Ora sembra un buon momento per discutere la plissiti
oltrepassare questi limiti, ovvero di considerar@camine che
violino la Tesi di Church-Turing. Ma prima vogliamchiarire
'esatta natura di questa convenzione, solo in repga cosi
peculiare. In realta, infatti, non si tratta daltrche della
formalizzazione di un concetto. Riconsideriamo di@ accade con
il concetto di insieme. Adottare gli assiomi di Elgnifica definire
un ente matematico che dovrebbe assomigliare alcettan
metamatematico di "insieme". Analogamente, le fonzricorsive
(o gli altri modelli equivalenti) rappresentano umkfinizione
matematica di "macchina”. La "Tesi di Church-Tufirg appunto,
la supposizione che tale definizione sia in accocdb concetto
semantico di "macchina". Perché non si evidenziseute l'analoga
convenzione per il caso di "insieme"? Eppure, ttbfeci sono ben
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solide ragioni per dubitare dell'accordo: abbiamndgtti, visto che
risorge un concetto necessariamente semantico, loqudi
"collezione”, non appena si studiano le fondameditall; cio
dimostra che la formalizzazione di "insieme" noro pratturarne
I'intera valenza semantica. Viceversa, per il adesite "macchine”,
sembra proprio che simili ragioni non sorgano; cosnespiega
guest'incongruenza?

Con due motivi. Il primo & dovuto, paradossalmempi@prio
alla concretezza del concetto di "macchina”, rigpet quello piu
astratto di "insieme". Gli assiomi di Tl vengonatyi dal punto di
vista epistemologico, come un tentativo di conegstie tale
astrazione. Il fatto che il tentativo abbia i sdoniti o, se si
preferisce, che fallisca in parte, non ci scandalimolto perché ci
conferma che il suo carattere ideale non é defaifigorosamente;
cosli, le sue conseguenze — che, invero, sono daanebulosita dei
"modelli" di TI, con tutte le sue drammatiche rip@ssioni — sono
filosoficamente piu accettabili. Nel caso di "maoeti, invece,
I'idea, ben concreta, che possediamo é talmentéarhe ci sembra
sospetto che possa catturarsi totalmente con unaiata di regole
matematiche. Tanto piu per le forti limitazioni ggeimologiche che,
come abbiamo osservato, tale convenzione producseiondo
motivo).

Come detto, mettendo da parte lI'uso dei numeriatagche
discuteremo fra poco), finora non si sono trovateccete estensioni
delle modalita di un calcolo meccanico. Tuttaviagsgamo
perfettamente osservare che tipo di operazioniatibe essere in
grado di realizzare una "macchina" capace di risoere tutti e soli
gli enunciati indecidibili di una Teoria che soddide ipotesi del
Metateorema d'incompletezza; cosa che, come sappiam
implicherebbe la decidibilita per il Sistema. Owedi che genere é
la “superioritd” umana, esaltata da qualéinoispetto a una
gualunque macchina che rispetta la Tesi di Chunatn@. Per

3 J.R. Lucas Mind, Machines and Godelin Philosophy 36 (1961) e, piu
recentemente: R. Penrosea nuova mente dell'imperatqréAdelphi, Milano
(1990). Si tratta di un punto di vista, ormai toiehte sorpassato, che é stato
contraddetto da moltissime obiezioni; ma per "sradat € sufficiente precisare
I'argomento, come cercheremo di fare a continu@zion
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esempio, come abbiamo visto, di saper riconos@reetita, in un
prefissato modello, degli enunciati indecidibili |d&istema
matematico. Si tratta, dunque, di operazioni do tgenuinamente
semantico, che, piuttosto che "intelligenza" (rehso tradizionale
dato a questo termine), richiedono l'uso di unaveomione

"dinamica" dei significati da assegnare agli enatici’'Dinamica”,

perché la strategia per l'assegnamento di taliifsigti non puo

precisarsi esattamente una volta per tutte: altimearebbe
meccanizzabile. In altre parole, la nostra primatigeriorita rispetto
ad una macchina, tradizionalmente intesa, e ilrpdéee un valore
semantico ridefinibile — secondo un contesto o eora/enienza non
prevedibile meccanicamente — agli enunciati dekarig; il poter

gestire in qualche modo (in un ambito che a pn@wn € esente
d'ambiguita), la potenz@erinnumerabiledei concetti semantici.
Ovviamente, questo tipo di capacita, ancorché "wigliaso”, e

anche soggetto al pericolo di ambiguita: infatin lo si desiderger

le macchine, almeno nella loro definizione tradizi@! Vogliamo

dire che, in Logica, il concetto di "macchina” stroduce proprio
per esigere un tipo di determinismo rigoroso e msc®m della
deduzione, escludendo qualsiasi comportamento dadmie.

In definitiva, affinché una macchina possa sinmailait
ragionamento umano, non basta un normale ampliandgite sue
capacita di calcolo, bensi si rende necessariacaratteristica di
natura totalmente differente da quelle tradiziorslte associate al
concetto di "meccanico™ la possibilita di modifiea
imprevedibilmente l'interpretazione degli enunciali cambiare le
"regole del gioco" secondo la convenienza contitegydina capacita
che ritenere semplice "intelligenza superiore” s@mhbl tempo
stesso immodesto e riduttivo.

Cio chiarito, si puo comprendere che, dal puntwista logico,
non dobbiamo aspettarci troppo da calcoli meccapasati sulla
casualita. Anzitutto € bene precisare I'esattaraalutale casualita.
Si consideri una macchina capace di lanciare ddisld tavolo e di
leggere il risultato, per usarlo nei suoi successicoli. Per "agitare
la sua mano meccanica" prima del lancio, si puorméze a diversi
accorgimenti: in funzione dell'ora, servendosi elellcifre
imprevedibili dei numeri reali (in realta simuldt numeri razionali,
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come sappiamo) o usando diversi algoritmi speci$ipesso risultato
di studi insospettabilmente complessi. Calcoli cheano tale
funzione, dettirandom servono soprattutto in ambito statistico, per
la simulazione di eventi reali. In verita, un cadcdi questo tipo é
solo apparentementeasuale nel vero significato del termine.
Vogliamo dire che, per esempio, un calcchmdoma partire dalle
cifre dell'ora é in realta assolutamente deterrtiguisse si considera
I'ora come uno deglhputs la macchina rispetta la Tesi di Church-
Turing. Lo stesso vale per le altre modalita diegamione casuale;
percio, sarebbe piu corretto parlares@tnulazionedella casualita,
ovvero di pseudcasualita. Ma nei casi pratici ordinari tale
simulazione pud sempre essere realizzata in matitisgacente.

Cio premesso, rileveremo subito che, naturalmeatadicolo
pensare di ottenereasualmentegli enunciati indecidibili di un
Sistema matematico oppure le cifre di un certo momeale.
Tuttavia, € abbastanza probabile che i processitalieamani,
comprese le imprevedibili assegnazioni di signibcai simboli,
facciano anche uso di casualitd. Pertanto, un procedimento
meccanico pseudocasuale, corretto da un certo grddo
determinismo, potrebbe simulare, quantunque paneiale, tale
criterio intrinsecamente semantico. Si deve periénere fattibile
ottenere un ausilio deduttivo mediante un critefiquesto tipo.

Riassumendo, al momento non esiste un uso regdiile
operazioni random nellambito della Logica: in essa,
tradizionalmente, non si deduce mai facendo uso "deko".
Tuttavia, nulla in principio impedisce di ammettera qualche
circostanza, questa possibilita; per esempio cdwah simulare,
guantunque parzialmente o approssimativamente, riterio
intrinsecamente semantico dell'assegnazione diifis@o alle
proposizioni matematiche.

[11.7. Gloria di Chaitin

Nel 1974 G. Chaitin formuldo un'interessante varsio
informatica del Metateorema d'incompletezza. Anttudefiniamo:
una macchina si diceuniversale se il suo comportamento
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ingresso/uscita riproduce, come caso particolarepmportamento
ingresso/uscita di una qualsiasi altra macchinaaltre parole, una
macchina universale puo simulare logicamente qaalemacchina.
Il suo comportamento ingresso/uscita rappresentiadi tutto ciod
che e calcolabile meccanicamente. L'esistenza di mmacchina
universale e i criteri per ottenerla sono assicudatla Tesi di
Church-Turing e dai modelli rappresentativi dellaarhine. Quello
delle funzioni ricorsive, come abbiamo visto, desct'elaborazione
di una qualunque macchina mediante le operazioddmentali di
composiziongricorsionee minimalizzazionePertanto, una qualsiasi
macchina in cui &€ possibile avviare un programmaede istruzioni
corrispondenti a tali operazioni possono companingn punto e con
una frequenza arbitrari, € universale. In concretbbiamo gia
rilevato quali sono le istruzioni logiche capaci rprodurre tali
operazioni: 1) la somma tra numeri naturali; 2$d&gnamento in
memoria e la lettura da essa; 3) l'iterazione coodatd”. Qualsiasi
computer programmabile (incluse molte calcolatriaiscabili)
possiede questi strumenti operativi e rappresemeaianto, una
macchina universafé@ Anche lamacchina di Turinge lamacchina
RAM sono universali, come lo € qualunque macchinasahela il
Sistema TI, in cui sono definite le funzioni ricees Certamente,
I'esistenza delle macchine universali implica anthasistenza di
funzioni ricorsive universali: quelle che riprodmco in codice
matematico il loro comportamento.

Consideriamo ora un'arbitraria macchina universéle e
supponiamo, concretamente, che essa lavori elaboran
esclusivamente sequenze finite di cifre binaridittoge dai simboli
"0" e "1" (in brevepits), come normalmente succede in realta. Ogni
programma € una sequenza di bits e qualsiasi segubrbits puo
essere considerata un programimall comportamento della
macchina quando si avvia un cepimogramma che considereremo

%2 Esempi di questultima, per chi sa un minimo doimatica, sono i cicli
condizionati realizzabili con le istruzioni cord®, FOR, etc.
% fatto che in ogni concreto computer la memaik in realta limitata (ma, in
teoria, ampliabile senza limiti), rende la sua ensalita un limite a cui la
macchina puo tendere con l'approssimazione chesgieri.
% Un programma che usi istruzioni scorrette o pdvesignificato determina in
ogni caso una risposta, come un messaggio di esrana non terminazione.
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sempre completo di tutti i suoi inputs, non é deieato soltanto
dalle sue istruzioni proprie, ma anche da un prionprogramma
interno (che equivale alSistema operativopiu il firmware,
quest'ultimo un insieme di istruzioni non modifidabche
controllano direttamente i dispositivi fisici dellmacchina). Tale
programma internp anch'esso costituito da una sequenza di bits,
stabilisce delle convenzioni di rappresentazion@e(an codice) dei
numeri naturali e delle istruzioni, e in base adeesoncretizza le
regole con cui elaborare i dati. Dato il suo carattuniversale, esso
deve essere in grado di riprodurre operativamartte te funzioni
ricorsive. Aggiungendo lipotesi di correttezzapecil'assenza di
errori, il programma interno di una macchina uneade rappresenta,
dunque, una esemplificazione concreta di una Tdornmale che
soddisfa le ipotesi del Metateorema d'incompletezza

Per quanto detto, la sequenza binsoiale che rappresenta un
generico programma della macchina universale U pbeta di tutti i
suoi inputs, € costituita dalle istruzioni propdiel programma (ossia
guelle che formano il cosiddetto programesterng P, a carico
dell'utente¥®, pit i bits dei suoi inputs I, pit il programmaemo
M. Indicando con L(s) la lunghezza di una deternt@irsdringa s, la
lunghezza totaleli un generico programma di U € dunque data da
L(P)+L(I)+L(M), dove L(P)+L(l) € un valore varialg) mentre L(M)
una costante che dipende dalla macchina U.

Si definiscecomplessitadi Solomonofflo di Kolmogorov o di
Chaitin) K(s), di una certa sequenza binaria 8jdghezza totaleel
piu corto programma di U capace si produrre in outpoto e
soltanto s. Una sequenza binaria si dicasuale rispetto alla
macchina U se la sua complessita nons@stanzialmenteninore
della sua Ilunghezza. Il termine "sostanzialmente&miwa,
giustamente, inopportuno: il suo scopo &€ sempliceenguello di
lasciare aperta, per generalita, la convenzioneadir "grado” di
casualita desiderato. Noi stabiliremo, come rifemto, che una

% In realta, comunemente, il programma esterno naeraze in codice binario,
ma in un linguaggio dalto livello (che usa termini com@RINT, DO, etc.).
Un'apposita operazione su quest'ultimo, chiametenpilazione traduce il
programma esterno in codice binario. Quest'ultimeffettivamenteeseguibile
dalla macchina e comandailogramma interno
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differenza superiore a 10 bits sia "sostanziale'grtgmto
riformuleremo: una sequenza s si dice casuale rispetto alla
macchina U se: K(g L(s)-10

In termini piu semplici, una sequenza binaria cksuen é
sostanzialmentdcioe, per piu di 10 bitstomprimibile mediante
nessun programma; cioe, in nessun modo. Per unégsiagia
sequenza non casuale, invece, risulta K(s)<L(s)#Ihe significa
che esiste almeno un programma di U che lo gengcamente, la
cui lunghezza totale € minore di L(s)-10: la st@ing dunque
sostanzialmenteomprimibile.

Esistono sempre sequenze binarie casuali? Condoriarnutti i
modi possibili p cifre binarie si possono ottenet® distinte
sequenze binarie. Ovvero, il numero delle dististeanghe di
medesima lunghezza p & Per esempio, esistono 16=dlverse
sequenze binarie di lunghezza 4. Possono essereasaali tutte le
2P stringhe, per ogni p? Ciascuna di esse dovrebtEreestampata
unicamente, da un programma la cui lunghezza tétainore di p—
10 bits. Ma quanti sono tutti i programmi di lungha totalaninore
di p—10 bits? Con lunghezza di un solo bit esistiothae programmi
"0" e "1", con lunghezza di due bits esistono goafrogrammi,
etc., con lunghezza di p—11 bits esistofid*drogrammi. Pertanto,
il numero dei programmi di lunghezza totale mindrgp—10 bits &
dato dalla somma:*22%+...+2 pari a #'°%-2. Ma tale numero &
palesemente piu piccolo dif.2Supponendo che ciascuno di tali
programmi stampi unicamente una delfesgtinghe di lunghezza p
(evidentemente, una situazione estremamente dtitalis avremo
allora che %2 delle 2 stringhe sono non casuali. Ma il rapporto
(2P122)/2 & pari a circa 1/1024 per ogni valore di p. Citnifiga
che, nella situazione piu esageratamente ottiraissiclo un numero
su 1024, circa, non e casuale, per ogni valore! digpcasualita
rispetto a una prefissata macchina universale duague, il caso
normale per le infinite sequenze binarie. Questpnta si puod
effettivamente considerare di validita generale, gunanto una
riduzione di 10 bits & normalmente considerata ymecola
riduzione.

Non pochi lettori, a questo punto, potrebberoaresperplessi:
se la maggior parte delle stringhe binarie sonormaressibili, come
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si spiega la diffusione e [efficacia dei diversiogrammi di
compressione che ci permettono di ridurre la dinoees deifiles
informatici (per esempio, prima di inviarli permail)? Anzitutto, e
doveroso precisare che la compressione di cui stipanlando non
ammette alcuna perdita d'informazione: dalla s&rirgpmpressa
deve potersi sempre ricostruiesattamenteogni bit della stringa
originale. Questo caso viene chiamdtgsless('senza perdita”).
Tutt'altro caso logico € quello in cui si ammetteau(limitata)
perdita d'informazione: ci sono tantissime stringlo@ casuali che
differiscono di pochi bits da una stringa casuabe.maggior parte
dei programmi di compressione audiovisuale (formapieg jpeg,
mp3 etc.) opera con una perdita di informazione (il grado puo
essere stabilito dall'utente). Del tijmsslessdebbono essere, invece,
le compressioni di testi e programmi eseguibili nfomi files
compresslosslesshanno l'estensionap, rar, etc.). In questi casi la
tecnica di compressione consiste nell'eliminazideke ridondanze
Se consideriamo il testo di urgualsiasilingua, si osservera che
alcuni caratteri sono piu frequenti di altri; in testo in italiano, le
"a" sono molto piu numerose delle "g" e questemdtimolto piu
numerose del simbolo "$". La tecnica di compressiche puo
usarsi, equivale ad una ridefinizione del codigealio dei caratteri:
i simboli piu frequenti vengono codificati con podbits, mentre
quelli piu rari vengono associati alle combinazidrnarie piu
lunghe. Tale ridefinizione e stabilita, dopo unodsd sulla stringa,
da un programma apposito che spende un ulterioreerwr di bits;
la compressione sara dunque effettiva soltantd semero di bits
risparmiati esostanzialmentsaggiore dir.

Anche i programmi informatici sono spesso (ma sempre)
ridondanti, sia per la presenza di testo, sia geeckerte istruzioni,
statisticamente, ne seguono piu probabilmente m@iate altre.
Riflettendo un po, ci si convincera che é realmaditigcile che un
gualunque prodotto umano sia (fortemente) casiNdemalmente,
non lo sono i valori della frequenza e della duddgde note di un
qualsiasi componimento musicale; e neppure le inmmadj un
qgualunque film: per esempio, gli oggetti superiosono
statisticamente piu chiari di quelli inferiori. lgenere, ogni
"creazione umana" si distingue dal caos della d&au quale, se
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assoluta, non puo in fondignificaredavvero nulla. E neppure deve
preoccupare il fatto che di stringhe non casuali nee siano
pochissime rispetto a quelle casuali, dato chees@ud disporre,
ugualmente, di un'infinita numerabile.

Un file compresso mediante una tecriiasslessdeale in grado
di eliminare ogni ridondanzasarebbe casuale; si pwmulare
questo caso cercando (inutiimente) di comprimetevpite unfile
gia compresso con la medesima teclosaless

Una macchina universale U & sempre in grado, ddéabitraria
sequenza binaria, di costituire il programma clsa eappresenta ed
eseqguirlo. Pertanto, € sempre capace di concluskenena stringa
non e casuale: dovra individuare un programma di lunghezza
totale sostanzialment@iu corta di essa che la stampa unicamente.
Piu problematica, invece, sembra la conclusioneadualita per una
data stringa s (che, naturalmente, supponiamo dghlezza
maggiore di 10); un programma che usi un metodettdidovrebbe
analizzare le uscite di tutti i programmi di lungha totale minore di
L(s)-10, per vedere se stampano solo e soltanttasper portare a
termine l'analisi e, possibilmente, concludere &sualita di s,
dovrebbe essere capace di riconoscere tutti i anogr che
stampano al piu una stringa e non terminano. Seisse a farlo per
ogni s, tale programma sarebbe capace di risolitepeoblema
dell'arresto per una classe di programmi che si fagimente
generalizzare senza limiti. Questa osservazionaqui; sembra
connettere la possibilita di riuscire a stampara guoalsiasi stringa
casuale con quella di risolvere il problema delsto di un
qualunque calcolo; cosa che sappiamo essere inbdesper una
macchina e connessa al Metateorema di incompletezza

Effettivamente, linterpretazione di Chaitin deletdteorema
d'incompletezza per una macchina universale U, Iloanec
conseguenza che U puo0 riconoscere la casualitandnumero
necessariamentdinito di stringhe. L'esatta formulazione, piu
generale, € la seguentesiste un numero naturale c, dipendente
dalla macchina U, tale che U non pud concludere;, pessuna
stringa s, che K(s)>clIn altri termini, ogni macchina universale ha
un limite superiore per la complessita che puo kmlere per una
stringa.
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Prima della metadimostrazione, osserviamo subdmec dal
Metateorema derivi ancora un'incompletezza di éiggenzialger il
Sistema formale rappresentato dalla macchina U €paittamente,
dal suo programma interno M). Abbiamo visto chatesio stringhe
casuali arbitrariamente grandi; in particolare,inité tali che
L(s)>c+10, dove sindica una generica stringa casuan(on). Si
ha allora che tutti gli "enunciati” del tipo <<l&risga $ € casuale,
dove L($)>c+10>> sono "indecidibili" per la macchina unisaie,
pur essendo veri. Per assurdo, cioe nell'ipotesiaimacchina possa
concludere la verita di un tale enunciato, la stesacchina, in base
alla relazione K(@=L(s)-10, valida per ogni stringa casuale,
dedurrebbe correttamente anche s violando il Metateorema
appena formulato. Gli enunciati di questo tipo sonfniti e si
ripresentano inesorabilmente in qualsiasi macchumaversale
corretta, per quanti "assiomi”, anche di numeroinit®, si
vogliano aggiungere @rogramma interno

Un'altra conseguenza del Metateorema (non rilewatsembra,
da nessuna pubblicazione da noi consultata) & w©hssun
programma che termina sempre puo essere certificaime un
programma ideale di compressione losslesspe capace di
eliminare tutte le ridondanze di una qualsiasingti Infatti, tale
programma non riuscirebbe a comprimere soltantostlenghe
casuali; allora, servendoci di esso, potremmo peoare
meccanicamente una stringa casuale comunque gracmhs
impossibile.

Per metadimostrare il Metateorema d'incompletelzzahaitin,
ragioniamo per assurdo: supponiamo che, per ogbitrf@iamente
grande) numero naturale n, M possa dimostrareri@ato K(s)>n
per qualche stringa binaria s. Potremmo allora idenare il
seguente programma P: con input n, si consideranordine di
lunghezza crescente tutti i programmi di U (si farso di un
programma, diciamolo G, che genera tutte le pdssifinbinazioni

% Dal Metateorema segue che l'insieme degli infassiomi (supposti corretti);'s
€ casuale,,® casuale, ..." noneffettivament@umerabile Allora, un Sistema di
calcolo ottenuto a partire dal programma internouda macchina universale
aggiungendo le condizioni corrispondenti a taliritif assiomi, non potrebbe piu
essere uneacchina
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binarie), fino a trovare il primo che stampa cdaetente "K(s)>n".

Poi, lo modificheremo in modo da fargli stampare s soltanto la
stringa s e termineremo. Indicando con st(n) langdr che, nella
macchina U, rappresenta il numero naturale n (ticédice binario

del numero n), la lunghezza totale del programma éP
sostanzialmente:

L(st(n))+L(G)+L(M)

dove L(G) € il numero di bits del programma G. lid@mumero non
costante € il primo. Dunque P, con tale lungheatad, stampa una
stringa s, di complessita maggiore di n.

Normalmente, la metadimostrazione prosegue asslonehe
L(st(n)) e circa logn), dove b e la base scelta per la
rappresentazione (esponenziale) dei numeri natistaindard’). Per
esempio, l'usuale rappresentazione decimale deialaé un codice
esponenziale in base dieci, lungo, effettivameaitiécirca logo(n),
per ogni n. Nelle ordinarie macchine di calcolo; @presentare i
numeri naturali si suole adoperare piuttosto ilicedinario in base
due:

0 per 0 [in base decimale: 0]
1 per s(0) [in base decimale: 1]
10 per s(s(0)) [in base decimale: 2]
11 pers(s(s(0))) [in base decimale: 3]

100 per s(s(s(s(0)))) [in base decimale: 4]

Si noti che tutte le combinazioni che cominciana p@" non
vengono usate in questo codice, tranne nell'uraso di "0". Anche
qui il numero di cifre di un numero n e dato, adlirca da log(n),
per ogni n. Infatti puo facilmente dimostrarsi aipgesta proprieta
vale per una qualsiasi rappresentazione esponenzial base
arbitraria b.

" D'ora in poi ometteremo di precisare che i numaturali codificati all'interno
delle ordinarie macchine di calcolo sono, naturalteequelli standard.
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Tuttavia, nulla in principio vieta che la macchinsi un codice
particolare ed arbitrario, affatto diverso da coedisponenziale.
Anzitutto nel seguito, per semplificare le notazj@mziche indicare
un generico naturale standard con s(...(0)...),iegigeremo la
notazione R: essa rappresenta il numero naturale che nelleisua
codice decimale si scrive con m [per esempi@® nysg indicheranno
i numeri naturali che normalmente rappresentiamo 2oe 268].
Consideriamo, per cominciare, il seguente codicvd@pdi criterio
apparente):

0 per g
1 pern
10 per Aoy
11 pern

100 pPer Booos

Oppure, quest'altro:

1 per
11 pern
111 pern

1111 per

O perfino:
10101010 pern
101010101 perin
1010101010 peran

Il primo esempio non convenzionale € un codicegitare in
grado di accorciare quelle stringhe che contengmrecchi numeri
naturali la cui rappresentazione decimale e 21200€8; pertanto,
potrebbe avere la sua utilita in certi casi. Glriatlue esempi,
invece, sono codici assai dispendiosi di bits, lp&neson utilizzano
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moltissime delle possibili combinazioni binarie.INgimo dei due

(in cui il bit "0", potrebbe essere usato come =sxzpae), la

lunghezza del codice di un numerg @ pari, in decimale, a m+1,
nel secondo, addirittura a m+8. E evidente cherkreocon tali

codici sarebbe assai scomodo (per non dire insBnsaa dal punto
di vista logico, la scelta della rappresentaziomaiia dei numeri é
ininfluente, dato che essa determina soltantenddo in cui la

macchina dovra eseguire le operazioni (di sommsegm®zione,
etc.).

Per generalizzare a casi come questi la metadiazoste,
sfrutteremo il fatto che la macchina U € universdissa e
certamente capace, allora, di riprodurre un quslsiadice in base
esponenziale. Scegliamone uno ad arbitrio: per psemuello in
base due. Dall'universalita della macchina, estggamente un
programma D di U che, con input un‘arbitraria camakione binaria
che comincia con "1", da in uscita il numero ndwirahe gli
corrisponde secondo il codice in base due; questalinumero,
nondimeno, rappresentato secondo il codice caisdtter della U,
cioé mediante la stringa st(n). L'algoritmo pitnmtivo per D si puo
basare sul programma G, contando, con poche ailtngzioni di
lunghezza totale h, tutte le possibili combinazidnnarie che
cominciano con "1", fino a trovare la stessa s#imy input; poi
stampare il conteggio. La lunghezza totale dejnmma D, allora,
sara: log(n)+L(G)+h+L(M) ed ha come uscita st(n), cioe linglel
precedente programma P. Combinando i programmPD s forma
un unico programma la cui lunghezza é circa:

logz(n)+L(G)+h+L(M)
ovvero log(n)+k, con k costante, capace di stampare unagstisn
di complessita maggiore di n, per ogni n. Ora, Ip@ictale
programma stampa unicamente s, la sua lunghezz&sdere
maggiore o uguale a K(s), per definizione di corsgild; cioe sara:
logo(n)+k= K(s). E dalliipotesi K(s)>n, segue infine:

logx(n)+k>n, per ogni n
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cosa evidentemente impossibile: la differenza nffgg si fa
arbitrariamente grande al crescere di n, qualursipuéa base b del
logaritmc®,

Ovviamente, la costante c dipende solo dalla maaclsi puo
avere un'idea del suo valore, stimandolo come dsinao valore di n
affinché nella metadimostrazione appena vista riosiac assurdo,
cioe prendendo: €logy(c)+L(G)+h+L(M). In breve, c differisce di
una costante dalla lunghezza del programma inteio
Effettivamente, si puo rigorosamente metadimostchre ¢ dipende
solo dal programma interno M.

La casualita di una stringa dipende dalla macchimaersale
considerata. Una stringa casuale per una macchiiarsale, puo
non esserlo per un'altra e viceversa (fissato tnasrbe lo stesso
parametro, osostanzialita della compressione). L'esempio tipico
riferito da tutti (anche da Chaitin) a rappreseiotae di una stringa
"non casuale" & una stringa che si pud riassumameespressioni
quali "20 volte 01", "167 volte 1", "un milione diolte 0", etc.,
guando il convenuto grado di compressiosestanziale &
sufficientemente piccolo. Tuttaviaido non e esattoNessuno dubita
che tali espressioni comprimino la normale e spwda
rappresentazione delle stringhe, ma correttamenite bisogna
chiedersi: "non casuale" rispetto a quale macchiafisideriamo
una macchina universale U che faccia uso di unceadiegolare del
tipo di quelli da poco esemplificati. Se alla sgan'un milione", o al
numero naturale che essa rappresenta, tale cafioeia una stringa
binaria di lunghezza un miliardo, si vede bene bhiéima delle
suddette descrizioni, tradotta in bits, non safattaf piu corta della
stringa che produce. E vero che U potrebbe semipredurre,
mediante un apposito programma D, un codice espalenn una
certa base b capace di comprimere fortemente ilegatdi input;
ma, ancora, la lunghezza di D potrebbe essererarhinente
grande, dipendendo dal codice con cui la macchaparesenta le
istruzioni (per esempio, il codice binario delfistioneDO potrebbe
essere di due miliardi di bits). Nessuno questitassurditgpratica
di una scelta di questo tipo; ma, dal punto diavistgico, resta il

% Assumendo la Tesi di Church-Turing, si ottienenglie, un Metateorema
equivalente al Metateorema di Church-Turing (oadimpletezza).
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fatto che la stringa in esame potrebbe essamalein siffatta
macchina. D'altra parte, & certo, invece, che unega Ccosi
regolarefinisce con I'essere non casuatequalunque macchinag
abbastanza lungaPiu in dettaglio, per ogni macchina U, esiste un
numero naturale n, tale che la descrizione "n vOltéper fare un
esempio), tradotta in bits, sia sostanzialmentecpita della stringa
che produce; che, quindi, sara non casuale. Pefapoo si puo
ancora considerare una riproduzione, nella macchinan codice
esponenziale in una certa base b e ripetere ibmagiento della
metadimostrazione.

Come esempio inverso, possiamo supporre chegenmnmiento al
classico codice di base due, la descrizione "21®& 110" non sia
sostanzialmentepiu corta della stringa che rappresenta; cio, a
semplice conseguenza della pretesa di un altissgremlo di
compressione (assai maggiore di 10 bits). Se nenper "colpa” di
pochi bits, allora la stessa descrizione, in unaamaa universale
che usasse il primo codice “irregolare” prima edditgrto,
potrebbe invece rappresentare una compressigstanzialeinfatti,

il numero niy7 Si rappresenta, qui, soltanto con "10", mentre nel
codice in base due ha molti piu bits (naturalmesiepotrebbe
portare un esempio diverso in cui tale differenzaits sia grande
come desideriamo). In definitiva, tale stringa pbbe essere casuale
nel primo codice e non casuale nel secondo, in diisstesso grado

di compressione stabilito come minimo soddisfacente

Data una stringa sufficientemente lunga, casuateupa certa
macchina universale, non c'é nulla — mi sembrae-vidti che esista
sempreun‘altra macchina universale, che usa un diveostice, in
cui tale stringa € non casuale, secondo il medegiarametro di
compressione convenuto come soddisfattorio. L'isgome che,
anzi, cio sia vero, deriva dal ritenere che, imgpio, sia sempre
possibile definire, senza spendere troppi bitscadice in cui a una
stringa arbitraria in bits e in lunghezza, siass@ciato un numero di
bits abbastanza minore (in cui tale "abbastanza" e
approssimativamente proporzionale alla lunghezzha d&tringa
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originariaj®. Se non siamo in errore, allora, qualsiasi stringa
sufficientemente lunga potrebbe esssostanzialmenteompressa,
ma per farlo bisognerebbe, in generale, adottar® mmacchina
universalead hog per la quale, come sappiamo, restera in ogni caso
una quantita schiacciante di altre stringhe casualiogni caso,
senza dubbio, sarebbe impossibile che un insfente di macchine
universali "lasciasse" solo un numero finito diirgghe casuali.
Infatti, una qualsiasi macchina universale € irdgrdi simulare, con

un programma finito, il comportamento di un numénito di altre
macchine: allora, anche per essa ci sarebbero umenau finito
(anche se diverso dal precedente) di stringhe basuoasa
impossibile. Invece, sempre nell'ipotesi che lappata da noi
enunciata sia vera, esisterebbe di certo un insierfieito di
macchine universali che "eliminerebbe", nel sengscdtto, la
casualita di tutte le stringhe piu lunghe di unt@evalore. Ma,
chiaramente, trattandosi comunque di un‘infinita eéfettivamente
numerabile, sarebbe un tipo di "risoluzione" dellasualita
totalmente illusoria in pratica.

[11.8. Vanagloria di Chaitin

Purtroppo Chaitin si lascia andare ad affermazsuperficiali,
spesso scorrette, che causano pericolose confusidiai gia non
facile questione dellincompletezza. | suoi (numsgradifensori
affermano che tali problemi sorgono soltanto quargioda,
ingiustamente, un peso esagerato a sue affermamnimnmali che
hanno il solo scopo di chiarire I'argomento al gepubblico. Ma
alcuni errori che segnaleremo, dimostrano che nsergpre cosi.
Inoltre & anche indubbio che, nello sforzo di pidiktare
smisuratamente i suoi risultati, egli vi assegn@nportanza che in
realta non possiedono.

La prima fondamentale scorrettezza che rileviangragrio il
suo leggero proclamare di aver scoperto "la casualn

% Naturalmente, ci6 dovrebbe rigorosamente metadiamss  Stiamo

semplicemente avanzando una congettura fondatassimpressione intuitiva che
potrebbe rivelarsi errata.
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Aritmetica™®. Come abbiamo visto, la casualitd & una propab&

riguarda le stringhe di caratterie non, direttamente, i numeri
naturali. Nell'usuale codice in base due (comena gualsiasi altra
rappresentazione esponenziale in base b), si heetfietivamente,
un numero infinito e preponderante delle stringhe @ppresentano
i numeri naturali sono casuali. Ma, ovviament®n c'é alcuna
ragione logicache impone la scelta di una codificazione anziché
un‘altra. Negli ultimi due codici non esponenzisdiemplificati nel
paragrafo precedente, si ha che solo un numerto foi numeri
naturali (o meglio di stringhe che rappresentanameri naturali) &
casuale. Infatti, abbiamo gia osservato che unaeseg del tipo
"11111..." finisce con l'essere non casuale in upgle macchina
universale. Il fatto che tali codificazioni sianooffamente
dispendiose di caratteri, € una questione che aogetné la Teoria
dei numeri naturali, né la Logica. L'unica propaietell'Aritmetica
(ma, piu in generale, di un qualunque Sistema fterohe soddisfa
le ipotesi del Metateorema d'incompletezza) relzdi@ con la
casualita delle stringhe, e limpossibilita, pefetaleoria, di
dimostrare la casualita di stringhe sufficienteradahghe. La quale,
come osservato, e una ri-formulazione del Metataare
d'incompletezZ4.

D'altra parte, come abbiamo osservaimche la casualita delle
stringhe non é assoluta, ma relatish programma interno (con un
riguardo speciale al codice) adoperato dalla maechniversale.

Nello stesso articolo dée Scienzecitato nell'ultima nota,
Chaitin scrive:

La maggior parte dei matematici non ha dato molesg
[allincompletezza].... forse bisognerebbe [invecegrcare

“° Due esempi: <recentemente ho dimostrato che esiste una casumdlta teoria
dei numeri. Il mio lavoro dimostra che — per usare metafora di Einstein — Dio
talvolta gioca a dadi con i numeri interi¥, La casualita in AritmeticarivistalLe
Scienzen. 241, settembre (1988); < poche parole, Gddel ha scoperto
l'incompletezza, Turing I'incomputabilita e io lasualité>>, prefazione del libro
The unknowableed. Springer-Verlag, Singapore (1999). Frasiwdisjo genere si
ripetono nella quasi totalita delle sue pubblicazmu recenti.
“l Nessuna pubblicazione da noi consultata, ci semgegnala I'errore logico
appena discusso.
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nuovi assiomi validi per i numeri interi. La quastidi
problemi matematici rimasti irrisolti per centina@a migliaia
di anni tende a rafforzare la mia tesi. Non potreldarsi che
gualcuno di tali enunciati sia indimostrabile? Sest fosse,
forse i matematici farebbero meglio ad accettarlome
assioma. Questa proposta potrebbe sembrare ridieofaolti
matematici... ma non agli scienziati empirici... kealta, in
alcuni casi i matematici hanno gia assunto a fondatn
congetture non dimostrate ma utili.

Gli assiomi fondazionali delle usuali Teorie, pedsno il piu
delle volte una primitivita che rende inquestiotabia loro
indecidibilita. Consideriamo per esempio gli assigmopri di PA
(par. 11.1). | primi tre, assolutamente primaralstiscono in sintesi
che "ogni naturale ha successore diverso dal HatWrg senza
aggiungere null'altro circa i concettefiniendi Non ci sono dubbi,
dal punto di vista metamatematico, che essi nosgusimplicare il
seguente assioma, "se due naturali hanno lo ssessessore allora
sono uguali”, né la sua negazione. Certo, non @seoosi. Ma tutte
le volte in cui in un assioma tale primitivita ndraspare, é
preoccupazione persistente nei matematici la r@cedi una
dimostrazione/confutazione dell'enunciato o metadinazione
della sua indecidibilita. Questo tradizionale e dafto sensato
criterio, & capace di produrre risultati pregewidi dal punto di vista
epistemologico che puramente matematico. Abbiaragagrlato del
V postulato di Euclide (che pure ha resistito naiglidi anni) e delle
Geometrie non euclidee; anche le metadimostradiandecidibilita
dell'assioma di scelta e dell'ipotesi del contisooo, senza dubbio,
risultati di grande valore sia per il tema in ske ger il metodo
impiegato.

Considerare come indimostrabile un enunciato sa base
esclusivamente empirica, dunque, suona come a voieire, a
priori, lo sviluppo della Logica e della MatematiGad esso
eventualmente connesse. Per di piu, sarebbe in@i@ando un
enunciato, che sembra essenziale o importanteopsviluppo di
nuova teoria, resiste alla dimostrazione o classifone come
indecidibile, i matematici, obbedendo da tempo atiterio di tipo
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empirico, usano, appunto, il terminengettura Le congetture
vengono trattate come enunciati veri (e quindi, fatto, come
assiomi) per studiarne le conseguenze, con l|'esbtudi fargli
discendere enunciati finalmente dimostrabili o coabili.
Considerarleassiomisu un fondamento soltanto empirico, sarebbe
dunque non solo presuntuoso e rinunciatario, ma henc
specificatamente non necessario. La "presunzignmciataria” € il
proclamare, senza giustificazione logica ne amhiza averne, che
la Teoria, supposta originariamente coerente, conge coerenza
con i nuovi assiomi. Soltanto perché finora nonésmostrato il
contrario. E cio, come detto, senza alcun conoratiaggio, perché
ogni conseguenza dal supporre la verita di talinemti si puo
studiare ugualmente bene nella Teoria originaria.

Non si capisce perche il Metateorema di inconeates debba
cambiare questo stato logico di cose. Esso norhéachiarirci la
natura degli enunciati indecidibili di una Teoriaecsoddisfa le sue
ipotesi. In particolare, ci indica che essi sonofinit,
inesorabilmente presenti e non interamente ideabfli in modo
meccanico. Indubbiamente brutte notizie, da unéaqgamospettiva;
che, tuttavia, per nessun enunciato indecidibileclpdono la
possibilita di un riconoscimento puramente metamat&Eo (con
I'eventualita di nuovi sviluppi logico-matematidg, soprattutto, che
in nessun caso valgono a giustificare l'uso di uimédio”
rinunciatario ed imprudente, oltreché inutile.

Questo scorretto atteggiamento, destinato evideriee a
suscitare clamore oltre il buon senso, si ripetdateeamente, in
quasi tutti i lavori piu recenti di Chaitin: in @@ a un ottuso
entusiasmo dell'incompletezza, egli giunge a qoeste
I'opportunita stessa dei Sistemi assiomatici htibei*’.

Un altro errore e stato evidenziato recentemenée Td
Franzéd®. Nellabstract di un suo articolo, Chaitin afferma che,
come conseguenza del Metateorema d'incompleteZgaal, <<un
insieme di assiomi di [complessita] K, non pud dtnare un

2 Sj legga, ad esempio: G. Chaitifihe halting probabilityQ: irreducible

complexity in pure mathematidglilan Journal of Mathematics n. 75 (2007), p. 2

e seguenti.

43 Godel's Theorem: an incomplete guide to its useande A. K. Peters (2005).
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enunciato di [complessitd] sostanzialmente maggirk>>**. Una
frase che stupisce. Anzitutto, il Metateorema dmpletezza di
Chaitin stabilisce una limitazione nel dedurre tanplessita delle
stringhe in generalee non solo di quelle che costituiscono un
teorema (0 anche un enunciato). Inoltre, la seaténzvidentemente

sbagliata. Franzén confuta cosi: dal solo assiofa(k=x)", di
complessita costante, si pud ottenere un teoreman”; di
complessita arbitrariamente grande: basta che ifegat che
rappresenta n abbia una complessita sufficientemaita (nel
codice in base due, questo & garantito al crestiang In un altro
scritto, Chaitin sembra voler correggere il tirovamzando la
congettura che 93on é possibile accorgersi, quando accade, che un
teorema ha una complessita sostanzialmente piudgraell'insieme
degli assiomi da cui derives*>; la frase equivarrebbe a ressuna
macchina universale U puo concludere che K(t) dasasalmente
maggiore di K(M) (la complessita del programma interno)
gualunque sia il teorema>®. Tuttavia, mantenendo per il termine
sostanzialmentel significato prima stabilito (e cioe un valore a
priori variabile, determinato soltanto da un acocoobnvenuto), si
puo concludere che anche questo e sbagliato. triadigone, in
effetti, e distante dalla formulazione del Metatna
d'incompletezza di Chaitin; che ricordiamo:pex ogni macchina
universale U, esiste un c tale che U non puo caterkel che K(s)>c,
gualunque sia la stringa>%. Si pud notare che le due frasi
potrebbero riconciliarsi (sorvolando sul fatto clee prima si
riferisce, sconvenientemente, ai soli teoremi),l@g@a<<maggiore
di c>> implicasse <sostanzialmente maggiore di K(®», ovvero

* Godel's Theorem and Informatiomternational Journal of Theoretical Physics
n. 22 (1982). In verita Chaitin non usa il termioemplessitama "contenuto
dinformazione”. Tuttavia, dato che si sta riferendal Metateorema
d'incompletezza, tale identificazione & spontabeatra parte, qualora si riferisca
a un piu generale contenuto epistemologico (comseftestimonierebbe un'altra
sua frase d'effetto «worrei dire che da 10 pounds di assiomi non si ptténere
un teorema da 20 pourws) si potrebbe esser d'accordo a patto di aggnenije
contenuto epistemologico delle regole deduttivegecise ci si riferisse alle
premess@iuttosto che ai soli assiomi.
* Lisp Program-size complexity, IApplied Mathematics and Computation 52
(1992).
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se c fosse sostanzialmente maggiore di K(M). Maez, cid che
abbiamo prima concluso, differisce di un valoretante da K(M);
pertanto basta spingere opportunamente il gradostanzialita per
ottenere che ¢ nonsdstanzialmentpiu grande di K(M).

Franzén continua criticando, crediamo giustamerd#re
"leggere” affermazioni di Chaitin; ma le tralasc@mnon
giudicandole di fondamentale interesse.

Finalmente, e il caso di venire al tema della faancostante di
Chaitin Q. Su un'arbitraria macchina universale U, avviantt tu
possibili programmi ordinati in lunghezza. Definiarta sequenza
binaria \{), tale che l'i-esimo suo bit & "1" se il programr&simo
si ferma; "0", se non si ferma.y\é una stringa binaria di lunghezza
infinita, la cui conoscenza risolverebbe il probéedell'arresto di U
e, quindi, qualsiasi problema matematico di ogrorieeeff. ass(o,
piu in generale i cui assiomi sono effettivamentenarabili). I
metateorema d'incompletezza vieta chepdssa essere calcolato da
una macchina. ¥ € una stringa "oracolo" interessante, ma le sue
cifre non sono del tutto casuali: se scegliamo socana delle
possibili combinazioni di bits lunghe k, la prol#ahi che
rappresenti il codice di un programma "sensatodi(ono in cui da
un semplice sguardo non si sappia riconoscere f&#rsa o0 no), e
bassa, per ogni k. Normalmente, quando le istriizion sono ben
scritte 0 non obbediscono a precise regole siatetisi fa in modo
che la macchina termini, stampando un messaggicerchre.
Dunque, la stringa y, comunemente, ha molti piu "1" che "0".

Un'evoluzione senz'altro interessante di stringeacolo” si
ottiene tramite la costan®@ (che noi preferiamo chiamagy per
ricordare che dipende dalla macchina), intrododt&taitin.Qy puo
essere definita come il codice binario di un nunrelae compreso
tra O e 1: quello che rappresenta la probabilita eh programma
della macchina U, scelto a caso, si féfmin base a quanto
osservato, anche i primi bits @iy non sono affatto casuali: per una
comune macchind)y, espresso in base dieci sara, per esempio, del

“ Per dare significato alla definizione, comunquispgna restringere il campo
delle macchine a quelle i cui programmi siaaoto-limitanti ossia, la loro
lunghezza in bits dev'essere data allinterno defnramma stesso. Ma non ci
interessa approfondire oltre.
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tipo 0.999623.., cioe molto vicino a 1 (che rapprd¢a la certezza
che si fermi). Tuttavia, dopo alcuni "9", la cifea fa rapidamente
imprevedibile, come si puo intuire.

La sequenza binaria d)y rappresenta una sorta di massima
"compressione” del contenuto informativo dj:\alla conoscenza
dei primi n bits diQy si puo risolvere il problema dell'arresto per
tutti i programmi di lunghezza minore o uguale & muali sono
2™L2Y". Per fare lo stesso congVinvece, occorrerebbe sapere i
suoi primi 2*1-2 bits! Delle tante proprieta @y, la pit interessante
e forse la seguente: pur essendo non calcolabileliraite di una
lista infinita, effettivamente numerabile, %, ... di stringhe finite.
In modo piu nitido, si ha che: I'i-esimo bit @, vale b se e solo se
esiste un c>0 tale che anche l'i-esimo bit;@ b, per ogni j>c. Per
dirlo in un modo ancora piu esplicito, quello diguo farecon una
macchina, cercando di calcold® € la seguente cosa: scrivere un
programma che generi in uscita la lista, infinitamerabile, di tali
opportune stringhe;s, ...e cercare di dimostrare che l'i-esima
cifra di tali stringhe finite "si assesta" su urlora costante b, cioe
che non puo piu cambiare per tutte le stringhe esgize. Facendo
cio, si sara dimostrato che l'i-esimo bitlj € proprio b. Il numero
di cifre di Qu calcolabili meccanicamente (dalla stessa macchina
universale U o da una qualsiasi altra macchinagrapse finito:
Chaitin stesso prova che, per ogni macchina diraraga interno
M, esiste un numero c tale che ogni enunciatoidel"t'i-esimo bit
di Qu & b", con i>K(M)+c, sia indecidibile per la macc#f®.
Questa non e che un'ulteriore formulazione del Metama
dincompletezza. Cid non significa, naturalmentee i sia una
determinata cifra-limite nella calcolabilita delmearo: aumentando
opportunamente la complessita della macchina Myusi sempre
calcolare qualunque remota cifra@i;; ma nessuna macchina puo
"andar avanti per sempre", cioé calcolare tuttsule cifre (qualora
disponesse di un tempo infinito).

*" Un'accessibile spiegazione del modo heiumero casuale® e il problema

dell'arrestqg M. Gardner, rivistd.e Scienza. 139, marzo (1980).

8 G. Chaitin,The limits of MathematicSpringer-Verlag, Singapore (1997).
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Il calcolo di un numero considerevole di cifre €, in
riferimento ad un'opportuna macchina universale, stato
effettivamente realizzato da Calude ed Bltri

L'affascinante interesse epistemologico del nunidgoé fuori
discussione e la sua introduzione va indubbiamamt@verata tra le
glorie di Chaitin (se non lo abbiamo fatto nel pmedo precedente e
stato solo per snellire la sua lettura); le quah Bi esauriscono certo
qui. Tuttavia, € evidente che egli esagera oltrenda sua
importanza. La quantita delle sue pubblicazioniCs(pppure una
semplice occhiata alla sudaome page sono sufficienti a
testimoniarlo. Qy non e, naturalmente, il vero obiettivo della
conoscenza: cosa dovremmo farcene di una sequeszele di
bits? E vero che da un certo numero di sue ciffgusi risolvere il
problema dell'arresto di quella particolare macahper un elevato
numero dei suoi primi programmi (i quali rappres@at I'unico
interesse propriamente matematico della faccemda)per ottenere
quelle cifre non si puo far altro che... risolveite problema
dell'arresto della stessa macchina per un numerdirithgra
superiore (come confermano Caludet al) dei primi programmi
della macchina!! Dare alcune cifre @y € solo un fantastico,
insuperabile, modo di riassumere il comportament primi
programmi della macchina; cosa poi facciano tatigggmmi, che
sarebbe il vero obiettivo, sembra non interesséra haitin né ai
suoi seguadf. Certo, questo & perché essi sono attratti daditas
teorico del tema, la cui innegabile suggestivitacendivide. Ma
dopotutto, supposto che nessuna divinita ci regifila di Qu, queste
non possono neppure essérenezzoper ottenere la conoscenza

49 C. S. Calude, M. J. Dinneen e Chi-Kou Shigmputing a glimpse of
randomnessExperimental Mathematics n. 11:3 (2000).
0 Calude et al. non evidenziano linteresse propriamente matematei
programmi per i quali risolvono il problema delfesto. Dal che immaginiamo
che non ne possiedano; ma anche se lo possedesaseebpe la particolare
dimostrazionedi arresto/non arresto ad avere valore matemaicmn certo il
corrispondente peso su un bitli.
*1 Come invece sembra suggerito, ad esempio, daeypastle: ©is the diamond
that [...] in principle enable you to tell whether not the Riemann hypothesis is
fals€¢’, G. Chaitin, The halting probabilityQ: irreducible complexity in pure
mathematicsMilan Journal of Mathematics n. 75 (2007), p. 12.
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Esse sono solo I'immigliorabile modo di riassumedapo averla
ottenuta — possibilmente su un argomento interéssamediante
teoremi e metateoremi.

111.9. Altri equivoci

Abbiamo gia segnalato diversi errori d'interpreiae del
Metateorema d'incompleteZZama ne restano altri, alcuni assai
rilevanti.

Prima del 1936 (anno in cui Malcev stabilisce tuale
interpretazione generale del teorema di Lowenhéwie®n, par.
11.17), € comune l'equivoco di ritenere che la mategoricita dei
Sistemi formali sia una conseguenza del Metateorema
d'incompletezza. Ripetiamo che, in effetti, se uste®na per il cui
linguaggio vale il Teorema di s-completezza, e atfirtamente
incompleto, esso non puo essere categorico: parondgette modelli
per i quali la verita di un enunciato indecidibilepposta, e dunque
non isomorfi. Ma la non categoricita di un Sisteco un modello
infinito € una conseguenza generale del Teorenmodimpletezza
(par. 11.17). E vale anche per Sistemi sintatticareeompleti, come
TFR e PAV (quest'ultimo, ricordiamo, il Sistemarf@ie in grado di
dedurre tutti e soli gli enunciati di PA veri nebdello standard).
Dunque, anche PAV, al quale non si applica certdatateorema
d'incompletezza, ammette modelli non standard (mercluderlo
agevolmente, si puo anche ripetere, tale e quale, |
metadimostrazione che coinvolge la costante cawst par. 11.16).
Eppure Godel stesso, nel 1934, sembra ritenergefigmo la non
categoricita delleverita dell'Aritmeticasia una conseguenza del suo
Teorema dincompletezzd! E a tuttoggi, molti continuano ad

2 per gli argomenti che seguono, la Tesi di Churahff non & indispensabile e

potremmo, quindi, riferirci allTeoremad'incompletezza (cosi come ad assiomi

ricorsivamentenumerabili, etc.). Tuttavia, ci sembra piu organ@ontinuare a

mantenere la generalita.

* Una disattenzione ritenuta <<straordinaria>> dalepno. Per un‘analisi

dettagliata dell'intero argomento consigliamo: JenKedy, Completeness
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BN

affermare che la non categoricita di PA €& dovutéa aua
incompletezza: un'affermaziorepistemologicamenterrata, come
speriamo di aver chiarito.

Ma veniamo all'errore senza dubbio piu clamorosh e
inspiegabile: quello di considerare il Metateorediacompletezza
valido per laTeoria aritmetica integralecioe, ricordiamo, per il
Sistema aritmetico che usa il principio di indua@ompleta vale a
dire generalizzata ad ogni sottoinsieme dell'usivefpar. 11.14).
Come abbiamo osservato rappresentando la Teofik gii assiomi
generati da tale schema assiomatico sono innunhepstanto, non
possono essere effettivamente numerabili. Il Siataon soddisfa le
ipotesi del Metateorema d'incompletezza.

Sembra ingiustificabile che tutte le pubblicazjooartacee o
reperibili nel WEB, siano normalmente sfuggenti sguesto
argomento. Solitamente la terminologia usata, fagballora cosi
precisa, viene inaspettatamente meno sul puntaestipne; e, per
esempio, si dice vagamente che "l'intera Aritmetiaché contiene
gli assiomi di Peano, € soggetta al Teorema d'iptetezza". Ma
anche PAV, completo, € un ampliamento di PA: quelhe vi
aggiunge, come assiomi, tutti gli enunciati inddzlddi PA veri nel
modello standard. Naturalmente, il fatto che uriedis contenga le
premesse di un altro Sistema che soddisfa le ipoted
Metateorema, non é sufficiente a che esso stessodiisfi: oltre
alla "potenza" espressiva, si deve anche conselxatecidibilita (o
piu generalmente I'effettiva numerabilita) deghiami.

Cio che stupisce, vogliamo sottolineare, non etastd
I'impossibilita di trovare affermazioni che concand con il nostro
punto di vista (come del tipo <<il Teorema di inquatezza non
vale per I'Aritmetica "del secondo ordine">>); nrclae I'estrema
difficolta di incontrare, chiaramente enunciatapiaprieta inverss.

Il che, & quantomeno sospetto.

Theorems and the Separation of the First and Higbeter Logic (2008),
disponibile nel WEB all'indirizzo:
http://igitur-archive.library.uu.nl/Ig/2008-0317-2019/UUindex.html

* Due eccezioni: E. Moriconi| teoremi di Godel SWIF (2006), sul WEB
(http://igxserve.ciseca.uniba.it/lei/bibliotecgdlablic/moriconi-1.0.pdf), p. 743:
<<owviamente il primo teorema d'incompletezza € dditrabile anche
nell'Aritmetica al secondo ordine>>@& Wright, On Quantifying into Predicate
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In effetti, sembra che l'errore risalga a Godelper quanto ne
sappiamo, non & mai stato evidenziato né corr@tla stessa
presentazione del suo Teorema d'incompletezza avegnmo di
Kdnigsberg del 1930, egli annuncia il suo risultatone una prova
della non validita del Teorema di s-completezza [jdmguaggio
de] I'Aritmetica: in quanto, spiega Godel, I'Arittiza & categorica
Posto che ci si riferisce a un'Aritmetica categmrideve trattarsi di
qguella che usa il principio d'induzione completavero, abbiamo
gia osservato che la sua categoricita, da solauficisnte ad
escludere la validita del Teorema di s-completepea il suo
linguaggio; ma, evidentemente, Godel lo concludeoinsiderazione
dell'incompletezza sintattica che gli verrebbe 'dafilicazione del
suo nuovo Teorema. Tutto sommato, giudichiamo cengibile tale
equivoco in Godel: considerato che, come gli dtigici del suo
tempo, sorvola sulla necessita di separare logintene Sistemi
formali da quelli irriducibilmente non formali, gsfugge che il
principio di induzione completa genera una quarmtitiumerabile di
assiomi (e dunque non interamente codificabile dorsuoi
godeliani).

Non si comprende, invece, la persistenza di querstwe fino ai
nostri giorni. Seguendo [l'opinione che giudichian®rata,
supponiamo di voler applicare l'originale dimosivae di Godel
alla Teoria aritmetica integrale. Ricordiamo chePiA si dimostra
che esiste un'espressione g(x,y) tale che, intataranel modello
standard, significa "x € il codice della dimostoae del teorema di
codice y"; poiché il modello standard €& anche nlodel
dell'Aritmetica integrale, anche in quest'ultimaofiia, se corretta,
deve mantenersi tale significato. E invero si nead| ma la
fondamentale differenza d'ambito sintattico, € chbea le
dimostrazioni che hanno un codice non possono @dsde o
sarebbero numerabili. Cosi, nella Teoria Aritmetidagrale, anche

Position: Steps towards a New(tralist) Perspecti007), sul WEB
(http://philpapers.org/autosense.pl?searchStr={DEspOWright) In quest'ultimo
lavoro € forse indicativo che l'autore commente tpfoprieta con una serie di
delicati quesiti epistemologici. In entrambi i gasbmunque, la proprieta viene
considerata come ovvia, senza nessuna spiegazione.
%5 K. Godel,Collected Works. I: Publications 1929-192@ls. S. Feferman et al.,
Oxford University Press (1986), p. 26-29.
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I'interpretazione standard (I'unica possibile) ‘delinciato di Gddel,
di codicey, e la stessa:nbn esiste codice di una dimostrazione di
questo enunciatp ovvero 'lo non sono dimostrabile in PAMa
adesso ci0 non significaio" non sono dimostrabile in questa
Teorid', come significa all'interno di PA. Non c'é nullgertanto,
che vieti che l'enunciatoy possa essere dimostrato (da una
dimostrazione non codificabile, perche intrinsecaimesemantica),
risultando cosi un teorema dell'Aritmetica integrah concreto, che
sia una delle nuove deduzioni ottenibili tramite pitincipio di
induzione completa.

E probabile che molti malintesi si originino attbe si voglia
esprimere l'induzione completa mediante un singefmnciato
simbolico, come:

U B((P(0) e U x ((P(x) e S(x.y))-P(y))) ~ LI x P(x))

da assumersi come assioma; cosa, invero, dellagittima. Dal
fatto che l'assioma e esibito, chiaro e inequivdeatseguirebbe
l'effettiva assiomatizzabilita dell’Aritmetica impele. L'equivoco
essenziale, come segnalato alla fine del paragdnafo consiste nel
ritenere che una collezione finita sia sempre deibéd
Nell'assioma, la sequenzal'P' & formalmente indefinita: tutti gli
altri assiomi e regole deduttive classiche, dopsiihbolo "[]"
hanno sempre unaariabile; P, invece, € un predicato (per di piu,
non definito formalmente nel Sistema). L'assiomduaque sterile
dal punto di vista formale. Se vogliamo che essoege(infiniti)
nuovi teoremi, dobbiamo interpretarlo semanticamentin

particolare, come sappiamo, la sequenzaP" deve interpretarsi
con "qualunque sia la proprietd B Sistema, quindi, non e formale:
alcuni suoi enunciati, in particolare un assioma, devono
interpretare semanticamente. E evidente che inctalostanze, in
generale, non sussistono né la decidibilita néeté®fa numerabilita
degli assiomi. Ricordiamo, infatti, che entrambe dendizioni
implicano la formalita degli enti, in quantutputsdi una macchina.
Se un nostro amico adoperasse il medesimo enurstmbmlico, ma
interpretando la sequenza I'P' con "qualunque proprieta dei
numeri minori di 37", assumerebbe in reaith altro assioma
240



Giuseppe Raguni Confini Logici della Matematica (copyright 2009 erza edizione.

considererebbe un Sistema assiomatitiberente dall'Aritmetica
integrale. Eppure una qualsiasi macchina, incagadescriminare il
significato dei termini, concluderebbe erroneamettie si tratta
dello stesso assioma.

Per scoprire se la semantica impiegata € elimmalbasta
rappresentare il Sistema nella Teoria formale dagiemi, TI, come
@ stato fatto nel paragrafo 11.14. La sequenzd P" che deve
tradursi con T ALIP(U)", dove U & l'universo delle variabili, non
puo continuare ad essere un enunciato della Teapresentanda,
ma deve essere un enunciato specifico df. e risulta, come
abbiamo analizzato, uno schema assiomatico ingiemiche,
essendo P(U) innumerabile, genera una quantitarmierabile di
assiomi induttivi. Nessuna macchina puo produrieligta esclusiva
(o perfino non esclusiva) che li contenga tuttinformalita del
principio di induzione completa, e quindi del Smstge non é
eliminabile.

Ricordiamo che questi passi si possono ripeteatagsente per
il Sistema PA (par. 11.14), con la differenza egsale che lo schema
assiomatico insiemistico genera adesso una quantitéerabiledi
assiomi simbolici e la formalita si ripristina. Itre gli assiomi sono
distinguibili meccanicamente, ovvero decidibili.

Simili all'equivoco di Godel, sembrano affermaziacome
<<l'incompletezza sintattica dell'Aritmetica al primedine produce
lincompletezza semantica della Logica al seconddine>>"".
Sorvolando sull'ambigua terminologia dell"ordirspeessivo”, pare,
di nuovo, che si voglia in primo luogo suggerirettasmissione
automatica dell'incompletezza sintattica al Sistemmpliato, cioé a
qguello "del secondo ordine" (prima scorrettezza);,, e
successivamente, dall'incompletezza sintattica I dategoricita,

% per esprimerlo nella Teoria rappresentanda, besegibe definire in essa degli
strumenti omologhi a quelli insiemistici, conhé, P(U), etc., tentando di definire
Tl allinterno di TI. Il che & impossibile (comeagbsservato nel par. 11.7): la
collezione degli enunciati della Teoria rappresedéanon potrebbe piu essere un
insieme
* E. Moriconi, | teoremi di Godel SWIF (2006), sul WEB
(http://igxserve.ciseca.uniba.it/lei/bibliotecgdblic/moriconi-1.0.pdf), p. 743.
Una frase del tutto simile si ripete naistractdi F. Berto,Godel's first theorem
ed. Tilgher Genova, fasc. Epistemologia 27, n.D0
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concludere lincompletezza semantica del linguag@mentre
basterebbe la sola categoricita, piu l'infinita oheldello). Del resto,
I'affermazione é letteralmente smentita dalla serapdsservazione
che anche per il linguaggio dellBeoria integrale dei reali(del
secondo ordine, nella sua veste originale), inféenga categorica,
non vale il Teorema di s-completezza;, e cid0 malgrda sua
versione formale TFR (del primo ordine, in vestégioale), sia
sintatticamente completa. Evidentemente, l'incoteple semantica
del linguaggio di tale Teoriaeé prodotta soltanto dalla sua
categoricita, unitamente all'infinita del modello.

Se siamo nel giusto, a questo punto ha senso arBiese le
Teorie integrali dell'aritmetica e dei reali possassere complete,
ovvero semanticamente complete (le due nozioni sgudvalenti in
caso di categoricitd, come abbiamo mostrato nellpar). La qual
cosa, ricordiamo, e ben diversa dall'affermare el linguaggi di
tali Teorie valga il Teorema di s-completezza @eparagrafo).
Data l'intrinseca semanticita di tali Sistemi, issiele deduzioni
dipendono, in generale, dal significato attribugiite proposizioni;
dunque, il loro stesso ambito deduttivo e soggettoterreno
dell'interpretazione. Ne consegue che la rispdstestro quesito e
certamente non codificabile in un Sistema forma®ieebbe essere
fornita soltanto dalla metamatematica. Tuttavighlamo ricordare
di trovarci in un caso in cui non & garantito chegj'ultima possa
sempre riconoscere eventuali enunciati indecid{pdir. 11.15). Una
considerazione assai superficiale spingerebbeeneri¢ incompleta
I'Aritmetica integrale: semplicemente Il'osservaeiathe, affinché
una certa proprieta sia vera per oghiNy non si vede come fatto
logicamentenecessarioche debba potersliimostrareche se essa
vale per k allora deve valere per k+1. Se e coAtrjtrhetica
integrale potrebbe non essere in grado di dedutte ke verita del
modello standard, forse neppure soltanto tuttiordmi di PAV.
Ovviamente, non si tratta di un‘argomentazione mmamente
conclusiva. Il problema dell'individuazione di nditaostrazioni
intorno a questo argomento, per quanto ne sappiagsta aperto
per entrambe le Teorie.

Per molti anni dopo la scoperta dell'incompletezgsenziale si
continuo a credere o sperare che gli enunciati ciddsli in
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connessione col Metateorema d'incompletezza fossdtiodi un
tipo particolare, peculiare come I'enunciato di &o6®vvero, che il
Metateorema non avesse nessuna concreta consegeiereagli
enunciati di normale e reale interesse. Un lungorta cominciato
nel 1960 da J. Robinson, M. Davis e H. Putnam eloso nel 1970
da Y. Matyasevich ha dimostrato che non & *EosTonsiderata
un‘arbitraria equazione polinomiale a coefficienteri ed esponenti
naturali (come, ad esempio, 2x125x%y'z—34yz—770=0, oppure
7x°—4y+15=0), domandiamoci se essa poss&alezioni intereper
le sue variabili. Questo problema si suole sintatie parlando di
equazione diofanteadal matematico alessandrino Diofanto. Si noti
che non ci si pone di trovare effettivamente leizani, ma soltanto
di poter concludere se ne esistono. Ebbene, itaisudi tale studio
e che tale problema eéquivalentea risolvere l'enunciato di TI:
LmON(fr(n)=m), dove §(n) & un'arbitraria funzione ricorsiva (par.
l1l.4). Dal Metateorema d'incompletezza, concludiamallora che
tale problema €& essenzialmente indecidibile. Irri a&rmini,
considerata un'arbitraria equazione diofantea, utielato
(esprimibile anche in PA) che afferma che tale emuee ha
soluzioni intere &, in generale, indecidibile. '§anerale" significa
che solo per casi particolari (eppure ugualmenteudiero infinito),
I'enunciato e dimostrabile o confutabile. Inoltt@e indecidibilita &
di tipo essenziale, cioe, come si € gia osserveto,puo esistere un
procedimento meccanico in grado di catalogare quigisti enunciati
in "dimostrabili", "confutabili" e "indecidibili",ovvero le suddette
equazioni in "con soluzioni intere", "prive di smioni intere" e
“indecidibili". Il lavoro forni dunque un esempioi dangibile
importanza matematica circa l'incompletezza, danda risposta
negativa ablecimo problemali Hilbert™®.

%8 La miglior sintesi, probabilmente, in: M. Davis, Matiyasevich, J. Robinson,
Hilbert's Tenth Problem: Diophantine Equations: Reg Aspects of a Negative
Solution,Proceedings of Symposia in Pure Mathematics, 8ql1976).
9 Nel 1900, Hilbert presento al Il Congresso intgiomale di Matematica di
Parigi, una lista di 23 famosi problemi. Il decindemandava, appunto, una
procedura generale finita in grado, data un'aniitr&quazione diofantea, di
determinare se ammettesse soluzioni oppure noEBWffre molte informazioni
sui 23 problemi di Hilbert
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Finalmente, € doveroso sfatare l'errore, assajuémete, di
esaltare irragionevolmente  l'aspetto  indetermirosti del
Metateorema d'incompletezza. In cio ha senza dubbim nefasto
peso la moderna, fanciullesca, tendenza all"emtosd
dellincertezza". Un atteggiamento comprensibilraatitmoda dopo
I'affermazione della Teoria quantistica e della dfeita; ma che
sembra davvero il caso di lasciarsi finalmente spialle.

II Metateorema d'incompletezza non vieta, per uredsssato
enunciato indecidibile 1 di un Sistema formale (ctigopponiamo
coerente), che esista wagionamentoche possalistinguerlqg cioé
riconoscere, concludere, metadimostrare che | ecidibile; ma
soltanto che l'insieme di tutte queste conclusstmimeccanizzabile:
esso sara costituito da un numero infinito di asiseemantici. Per
guest'aspetto, anzi, il Teoremasidcompletezza ci incoraggia: due
diversi modelli del Sistema, uno in cui | € ver@ajtto in cui | e
falso, devono sempre esistere La loro individuazione
concretizzerebbe una valida metadimostrazione ald fche | e
indecidibile. Abbiamo gia osservato (par. 1ll.6) echla
rappresentabilitadi un modello € un concetto che, eventualmente, si
pud convenientemente indebolire in modo da incledstrutture
sempre piu astratte (e ne sono esempi le integioeiaforced di
Cohen); pertantai sono valide ragioni di principio per ritenere €h
tale metadimostrazione sia sempre possillilehe, ovviamente, non
significa affatto che in pratica sia sempre factéenerla, né che
certi problemi non potrebbero restare in stallo gegoli o millenni.
"Soltanto" nel caso di Tl (se "soltanto" pud essere avverbio
opportuno per un Sistema cosi fondamentale!), quetsimismo e
indubbiamente fuori luogo, a causa dell'inevitabikbulosita dei
suoi "modelli”.

Consideriamo il caso di PA: una volta riconosciabt@ un suo
dato enunciato € indecidibile, se si ammette langpwita del
modello standard, cioé dei naturali "intuitivi",gdvra sempre poter
concludere, in principio, se esso e vero o falso tpke modello
(quasi sempre, il modello che piu interessa).

Vediamo alcuni esempi. Consideriamo la congettutia
Goldbach, che ricordiamo: "ogni numero pari maggiai 2 €
somma di due numeri primi". Se essa e indecidigjecome
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osservato, del tutto logico (sia pure da un puniovidta piu
epistemologico che metamatematico) che debba e®stéa
metadimostrazione. Da essa si concluderebbe imtaedkate la
sua verita nel modello standard (e potremmo, quagtiiungerlo tra
gli assiomi di PAV). Infatti, se esistesse un nalieiistandard per cui
e falsa, allora essa sarebbe falsa in ogni mod&kocontiene tale
numero. Maogni modellodi PA contiene tale numero. Questo e un
punto fondamentale che bisogna evidenziagni modello di PA,
standard o no, contiene senz'altro (oggetti isomajf i numeri
naturali standard Cio in base agli stessi assiomi di PA (par. 1l.1)
ogni universo deve contenere "0", s(0), s(s(0)),cioe degli enti
isomorfi ai naturali standard. Questa &€ una pedtdiali PA che,
ovviamente, non vale in generale per i modelli smmorfi di altri
Sistemi matematici. Per esempio, le RETTE di un ellodnon
euclideo di G non contengono le rette euclideesametutte oggetti

di natura differente.

Riprendendo il ragionamento, la congettura di dBath
sarebbe allora falsa in ogni modello; e dunque painebbe essere
indecidibile. In altri termini, se la congettura ¢oldbach e
indecidibile, puo essere falsificata solo da nummaturali non
standard.

Tale conclusione, chiaramente, non sarebbe unazoeck
sintattica di PA, ma una metadimostrazione chevidda un
assioma di PAV; un Sistema non effettivamente assizzabile,
come sappiamo.

Consideriamo ora un'arbitraria equazione diofaliéq, X, ...
Xk)=0 nelle k variabili X, X2, ... % € consideriamo I'enunciato di PA
che esprime l'assenza di sue soluzioni intere. &upmo che tale
enunciato sia indecidibile; allora, esso dev'essm@essariamente
veronel modello standard. La ragione & analoga al pestedente:
se esistesse una k-upla di naturali standgrhn... ry, tali che D(n,
ny, ... n)=0, allora I'enunciato considerato sarebbe fats@mgni
modello di PA, perché ogni modello di PA contieadetk-upla.
Dunque, se tale enunciato & indecidibile, detteaeipme diofantea
non potra ammettere soluzioni intere standard, oltargo non
standard (e dovra necessariamente ammetterne stodifm).
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In definitiva, ammessa la spontaneita del modsliandard,
un‘attenta analisi di un qualsiasi enunciato di e si e
riconosciuto come indecidibile, deve sempre pemnett di
concludere il suo valore di verita nel modello staa. Cio
giustifica, senza alcun dubbio, un cauto ottimisinprincipio circa
la possibilita di individuare, di volta in voltali @ssiomi del Sistema
completo PAV.

Viceversa, consideriamo il caso di TI. Come esempi
interessante, che riguarda ancora i numeri natugadissiamo
esaminare il caso di un enunciato del tipo: "esistexumero finito
di valori di x tale che C(x) sia vera", dove C(xu@'espressione di
PA. Ricordiamo che il terminénito viene definito (deve esserlo!)
mediante l'universo N del modello stand8rdpertanto, tale
enunciato non puo esprimersi in PA, dato che il Boguaggio e
incapace di distinguere i suoi differenti modeMa, invece, puo
esprimersi in Tl. Supponendo che esso si sia inchaamodo
metadimostrato come indecidibile in Tl, se ne codetebbe che
dev'esser@ero per valori standard della variabile x. Infatti, fesse
falso, cioe se esistessero infiniti naturali staddehe verificano
C(x), allora, per quanto gia osservato, tale fals#rebbe del tutto
generale, perché si manterrebbe ammettendo labdasdi valori
anche non standard per x. E, allo stesso modonsiwderebbe che
C(x) dev'essere, invece, verificato da un numefiniio di naturali
non standard. Tuttavia, stavolta c'e un'obieziameatlra semantica:
se tale enunciato € indecidibile in TI, allora eassume un distinto
valore di verita in diversi "modelli" di TlI. Ma cdrando il
"modello” di Tl, cambia anche linsieme N e pertamd stessa
definizione difinito. In altri termini, se si vuole che l'enunciato
conservi il suo usuale significato epistemologiche € legato al
concetto difinito, sembra che esso debba essere indissolubilmente
legato a uno specifico "modello” di TI. Questa ogseione fa
riaffiorare le ambiguita presenti nelle interprétai del linguaggio

% Abbiamo gia osservato, nel paragrafo 11.19, chaedl definizione dfinito del
par 11.12 si assume, per N, l'universo, anche nabiky, di un modello non
standard, si pud ottenere un insieme infinito, iBNS® propriamente
metamatematico. Infatti, se si prende n=c, doveuna constante non standard,
risulta che i numeri naturali standard compresDted n sono infiniti.
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Tl, come gli stessi concetti dinito ed infinito, discusse alla fine
della seconda Parte; e, nel caso, ci rivela inempabilmente la
discutibilita di un qualsiasi ragionamento che concluda
I'indecidibilita in TI di un enunciato di tal tipo.

[11.10. Coerenza

E, finalmente, veniamo alla questione forse piataate messa
in luce dalla Logica moderna: quella che riguamaderenza. Alla
base c'e, invero, un fatto abbastanza spontaneop&hconcludere
la coerenza di un Sistema matematico, non ci si lpuare al
linguaggio della Teoria stessa. Si richiede un uJaggio,
eventualmente formalizzatesternoal Sistema; che lo studi "dal di
fuori”.

Abbiamo visto come TI dimostra la coerenza delimqgipali
Teorie matematiche nell'ipotesi che sia coerenta.ld/1é davvero?
Se non lo fosse, tutta la Matematica in essa rapptabile (cioe, a
buon diritto, I'intera Matematica) cadrebbe comeastello di carte.
La domanda e importante, quindi; potrebbe ad espmndere lo
stesso Sistema TI? Chiaramente, se Tl dimostrassgato di un
suo teorema, cio sarebbe una prova del fatto cimecerente. Ma
supponiamo che, effettivamente, sia coerente. Plodrecio essere
dedotto mediante un teorema di TI? Ovviamente, no.

Frettolosamente, potrebbe ragionarsi cosi: setign&mo la
sua coerenza, cioé se ammettiamo la possibilitas@hécoerente,
ogni suo teorema T potrebbe essere contraddettea@manon'.
E cio, in particolare, varrebbe anche se T sigas#se "questo
Sistema é coerente". Questo argomento non € doonmed in verita
c'é qualcosa di piu profondo. Se un Sistema classincoerente,
come sappiamo, € privo di modelli, cioé di intetazéoni che
rispettino i principi classici di non contraddizere del terzo
escluso. Di piu, come abbiamo osservato nella privagte, un
Sistema classico incoerente e privo di ogni sensatpretazione
di qualsiasi sua proposizionén altri termini,il semplice ammettere
che un enunciato qualsiasi del Sistema significkalcpsa, implica
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supporre la sua coerenzd&, ovviamente, cio vale anche se, in
particolare, linterpretazione dell'enunciato € €spo Sistema é
coerente". Dunque, se si questiona la coerenz&idetma, ovvero
se non si pud essere sicuri della sua coerenza (clos, come
concluderemo presto, vale per Tl e quindi perdliatMatematica),
non si puo esser certi della sensatezza di negstanpretazione del
linguaggio della Teoria. Per fare degli esempi ceticin un tale
Sistema (invero, in un Sistema qualsiasi, come ajcipato),
quando si dimostra un qualsiasi teorema, come 'fgad’ o |l
teorema di Pitagora, in realta quello che si dinaoét "se il Sistema
ammette il modello standard (e quindi &€ coerelt& pari”, e "se il
Sistema ammette il modello euclideo (e quindi ereate), allora in
ogni triangolo rettangolo,&+c,’=1?"; e cosi via. Si notiihnegabile
valore epistemologico di tali conclusignmnalgrado la clamorosa
possibilita di sfacelo, qualora il Sistema si rasde incoerente. Ora,
pero, supponiamo che a un certo teorema T di datteif Sistema
venga attribuito il significato "questo Sistema @emente” in una
certa interpretazione M. Analogamente, quello clme vierita
concludiamo tramite detto teorema e "se il Sisteamamette |l
modello M (e quindi & coerente), allora il Sistemacoerente".
Qualcosa che sapevamo gia e, soprattutto, che nmoodira affatto
la coerenza del Sistema

Si  puo enunciare, pertanto, il seguentdetateorema
dell'indimostrabilita interna della coerenzéSe un Sistema classico
e coerente, ci0 non puo essere concluso mediastdoillinguaggio
del Sistema". Si noti che lo abbiamo conclysr un qualsiasi
Sistema matematico classico, formale o Da cio segue che anche
la conclusione che un certo enunciato é indecilibilon puo
ottenersi all'interno della Teoria stessa, poiclséaeimplica la
coerenza.

Ritorniamo a TI. La sua coerenza potrebbe, dunggsere
dimostrata da un Sistema esterno, piu generaleffétti, malgrado
Tl sembri giatroppo generale e astratto a molti, c'e gia qualcosa di
guesto genere: [@eoria delle categorieMa andando in profondita,
si nutrono seri dubbi circa la possibilita di dirtrase la coerenza del
Calcolo predicativo classico formale con uguagl@anzioe del
nucleo basico di TI. Infatti, un Sistenesternoad esso, capace di
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predicarela sua coerenza, dovrebbe contenere un nuclevateuie
a un Calcolo predicativo classico formale; perclié @n Sistema di
guesto tipo che si formalizza il concettgpdedicata

Ma anche se la coerenza di ogni parte di Tl foss®strata da
un Sistema matematico piu generale di TI, il protade della
coerenza si riproporrebbe per tale nuovo Sistemaltti termini, a
un certo punto — che, in effetti, pud dipendereledakigenze —
bisogna arrestarsi nel formalismo e cercare un eravit
metamatematico di riconoscimento della coerenzgudle, essendo
legato alle intrinseche incertezze della semamtica, possibilmente
potra consistere in un semplice "convincimento iiiMo’, se non,
addirittura, in una "speranza sensata". Quest'altposizione, in
effetti, € quella relativa al Sistema TI: non esigembra, nessuna
rigorosa metadimostrazione della sua coerenza,nvecé un piu
che "sensato convincimento” di essa, corroboratdugamillenni di
efficaci applicazioni delle Teorie che essa ingloba

Ma aggiungiamo qualche commento a cio che abbrdmato.
Sia S un Sistema classico ed E un suo enunciafosiamo
I'esistenza di un modello M di S tale che E, intetgto in M — in
breve: E(M) - significhi "S €& coerente". Stiamo, rtpsto,
supponendo che E(M) sia vero. Esaminiamo I'enumé&atPotrebbe
essere il negato di un teorema? No di certo: Eobaréalso in ogni
modello, mentre € vero in M per ipotesi. Puo E esgelecidibile?
Non c'e nulla che lo vieti. Come sappiamo, l'esiste di un
enunciato indimostrabile € una condizione necesgarsufficiente
affinché S sia coerente, come stiamo supponend& &dormale,
dal Teorema di s-completezza deve esistere un thoolfelin cui
E(M") é falso. Cio é possibile, purché E(M") sigehif qualcosa di
diverso da E(M) cioe da "S e coerente".

Puo, infine, E essere un teorema? L'interpretazarE in ogni
modello sarebbe vera, come E(M), che e vero peegnoCome
abbiamo osservato, in nessun modo cio violerebibéetateorema
dell'indimostrabilita interna della coerenzal fatto che E sia un
teorema non puo dimostrare, in genuino senso epibgico, la
coerenza del Sistema, perché lo stesso signifidato a E(M)
richiede l'ipotesi di coerenza del Sisteniunque, anche questo
caso e possibile
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In definitiva, per un siffatto enunciato E(M), aoncreto "S e
coerente", si ha una situazione peculiare che fterdhzia da
qualsiasi altro enunciato significativo in Mpreoccuparsi di
dimostrare E all'interno di S é ininfluente ai fiepistemologici
relativi all'interpretazione MPerché la coerenza del Sistema, cioé la
verita di E(M), € supposta nello stesso ammettdeesignificato per
E(M). In ogni caso, il problema di concludere l&@nza di S non e
alla portata di S, come dev'essere in base al godietateorema
della coerenza.

Poi, il fatto che, in un siffatto Sistema, E sia teorema o sia
indecidibile, dipende dal Sistema e dalla formd'@winciato E. Se
un Sistema esterno dimostrasse che E é indecidiiteostrerebbe
anche che S é coerente e, quindi, la verita di E(M& cio,
purtroppo, non si verifica mai in una Teoria di ei@sse
fondamental&eome TI.

Consideriamo un Sistema che soddisfa le ipotesi de
Metateorema d'incompletezza: cioé coereete,ass. e in grado di
rappresentare tutte le funzioni ricorsive (in bresafficientemente
potentd. In tali condizioni € sempre possibile individeadegli
enunciati del Sistema tali che, interpretati inagportuno modello,
significhino "questo Sistema € coerente”. Noi nobbiamo
dimostrato cid, ma abbiamo ammesso che e possgibiisiderare
un‘espressione g(x,y) tale che nel modello stansligradfichi "x & il
codice di una dimostrazione dell'enunciato di cedy¢. Ebbene,
I'enunciato: Ly(nonL_x(g(x,y))), interpretato nel modello standard,
afferma "esiste (il codice di) un enunciato tales afon esiste |l
codice di una sua dimostrazione", ovvero "esisteemmnciato che
non & un teorema". Il che, come sappiamo, € appeauoalente a
"questo Sistema e coerente”. Esistono infiniteedtirme equivalenti
di esprimere la coerenza, sempre nell'ambito delethm standard;
per esempio, se 92507 ¢é il gbdeliano dell’enunci&t®9"”, anche

I'enunciato honL_x(g(x,92507))" esprime la coerenza del Sistema.
Ebbene, e stato mostrato che "di norma" tali eraincsono
indecidibili. Questa laboriosa dimostrazione, acesta da Gddel

nello stesso convegno di Konigsberg, € nota cBemndo Teorema
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d'incompletezza fu rilasciata solo nel 1939 da Hilbert e Berfiays
Che significa "di norma"? Significa che ci sono lamaltri enunciati,
che esprimono anch'essi la coerenza del Sistetegpiiatati in
opportuni modelli, che, invece, risultano esdemremidella Teoria.
Senza che questo fatto comporti, come gia ben\aseruna reale
dimostrazione di coerenza del Sistema, in violaziodel
Metateorema dell'indimostrabilita interna dellarepea. Purtroppo,
non siamo in grado di aggiungere altro su questgpraento.
Citeremo soltanto le nostre foffti

Quali sono, dunque, le conclusioni di tutto cid?Secondo
Teorema d'incompletezza individua altre specie duneiati
essenzialmente indecidibili in ogni Teoria che gsiddle ipotesi gia
esposte. Mentre il Primo teorema d'incompletezzaroena solo
l'enunciato di Godel, il Secondo estende lindédith ad una
categoria assai ampia di enunciati. Tuttavia, depauesta radicale
generalizzazione, non introduce alcun concetto icalel circa la
coerenza del Sistema, come normalmente si ritidoe. lo farebbe
neanche se fosse validmer ogni enunciato interpretabile come
"questo Sistema e coerente" (cosa che, ribadiaembms risultare
falsa). Infatti, in ogni caso, da esso non puo katersi che "il
Sistema non pud dimostrare la propria coerenza: cmpete,
invece, al Metateorema dell'indimostrabilita intemtella coerenza.
E anche possibile, anzi ragionevole, che la graraleella classe di
enunciati coinvolta dal Secondo Teorema d'incoreplst sia
circostanzialeper il tipo di Sistema. E naturalmente anchersena
certa Teoria, la stragrande maggioranza degli eatimaterpretabili
in un dato modello come "questo Sistema e coerefussero
teoremi, tale fatto in se non implicherebbe nesassurdo ne

1 D. Hilbert, D. P. BernaysGrundlagen der Mathematiled. Springer, Berlin,
seconda edizione (1970). La dimostrazione consistalimostrare che un simile
enunciato, C, implica quello di Gédel, G. Allora, S fosse un teorema, lo sarebbe
anche G danodus ponengnoltre, dalla correttezza, C non puo esseregato di
un teorema. Anche tale Teorema di puo formalizeaiild come il Primo Teorema
d'incompletezza.
2 G. Lolli, Da Euclide a Godelll Mulino (2004), p. 140 e 142A. Martini,
Notazioni ordinali e progressioni transfinite diotée, Tesi di Laurea, Universita
di Pisa (2006), p. 11-15, reperibile sul WEB aflliizzo:
http://etd.adm.unipi.it/theses/available/etd-110832Q61824/unrestricted/tesi.pdf
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potrebbe in alcun modo togliere validita al Metatzoa
dellindimostrabilita interna della coerenza (lami risultato
epistemologicamente rilevante circa la coerenza).

In effetti, il comunissimo equivoco €& sia di rieza che il
Secondo Teorema d'incompletezza valga per ognicetonche
esprime la coerenza del Sistema, sia di giudicheeasso implica
che "un Sistema coerente non puo dimostrare laripraperenza’.
Cosa che, invece, si conclude con Ila differentecilda
metadimostrazione vista; e, soprattutto, elade per un qualsiasi
Sistema classico, anche non formale

L'errore € aggravato dalle frequentissime “dinazstmi
intuitive”, scorrette, del Secondo Teorema d'inclet@zza, del tipo
seguente: "Sia S un Sistema che soddisfa le ipdisiTeorema
d'incompletezza e C un suo enunciato che afferncadaenza dello
stesso S. Il primo Teorema di incompletezza dinaostre se S e
coerente, l'enunciato di Godel, G, e indecidibercio, se C fosse
dimostrabile, potrebbe dedursi che G é indecidilequindi
indimostrabile. Ma poiché G afferma di essere irafitrabile, cio
significherebbe dimostrare G, il che & assutddl' difetto dovrebbe
gia esser chiaro al lettore: nel ragionamento sa €ae G un valore
semantico che e giustificato solo supponendo cheistema
ammetta unmodello con tali interpretazioni e quindi che sia
coerente.In tale modelloé fuori discussione che la verita di C
implica la verita di G, ma limplicazionsintattica C—G e una
questione affatto diversa. In generale, non c'aural@assurdo
conseguente alla possibilita che C sia un teoremndatto, per
alcune forme di C lo e davvero, come segnalatdattb che un
enunciato del tipo C sia un teorema non dimostfattaf che il
Sistema e coerente (in caso di incoerenza, noa $biise che ogni
enunciato € un teorema?); perché, ripetiamo, Imddira" solo...
nell'ipotesi in cui S ha un modello (quello che mette di
interpretare C con "S é coerente") e quindi & guerper ipotesi! In
realta, dimostrare l'implicazione sintattica>G € tutt'altro che
banale e, per di piu, come piu volte detto, norevwmpre, ma
dipende dalla forma (sintattica) dell'enunciato C.

% Cosi, per esempio, in: P. Odifredtletamorfosi di un Teorem#1994), sul
WEB: http://www.vialattea.net/odifreddi/godel.htm
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Riaffermiamo, dunque, che [l'unico risultato dievinte
importanza circa la coerenza, € dato dal Metateareella sua
indimostrabilita interna. E sottolineiamo anche ,clper il suo
riferirsi a un Sistema classico qualsiasi, la sugtagimostrazione
consiste in un ragionamento puramente metamatematioe
informalizzabile.

[11.11. Riepilogo conclusivo

Facciamo un riassunto molto sintetico dei risultansequiti
dalla Logica moderna circa i Sistemi assiomati@assici della
Matematicd”. Per il linguaggio di ogni Sistema classifarmale
cioé le cui proposizioni possono essere svuotatesemnantica
rispettando il formalismo stabilito da Hilbert, gal Teorema di s-
completezza; esso ci assicura l'esistenza di modedrado di farci
riconoscere gli enunciati indecidibili. Per quantoguarda
l'individuazione metamatematica di siffatti modelial punto di
vista filosofico & ragionevole un certo ottimisnth principio,
tenendo in conto il fatto che la semantica e capdicadefinire
opportunamente le convenzioni circa la rappresditéadi strutture
quali i modelli dei Sistemi. Per la Teoria formalegli insiemi,
tuttavia, cioe per il fondamento stesso dell'intesdlificio
matematico, questo ottimismo é infondato, poichéatura dei suoi
modelli & inevitabilmente nebulosa.

Il Teorema di s-completezza, d'altra parte, hahareffetto di
"moltiplicare all'infinito” il numero di modelli no isomorfi degli
ordinari Sistemi formali. In particolare, qualsigSistema formale
con almeno un modello infinito non puo carattenigzanicamente
gli oggetti che con esso si pretendeva studiare, descrive
egualmente bene, in modo indistinguibile per il dinguaggio,
infinite classi di oggetti totalmente differenti daesti.

Alcuni Sistemi formali, in ipotesi di coerenzansodecidibili;
cioe, non soltanto tutti i loro enunciati indecidibsono

® Ricordiamo che altre importanti conclusioni cileaMatematica e la Teoria
degli insiemi sono gia state fatte alla fine deb@onda Parte.
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riconoscibili, ma e addirittura possibile programmeana macchina
in modo che, avendo in ingresso un arbitrario emioclo sappia
catalogare come "teorema", "negato di un teorem#idecidibile";
tuttavia, il loro potere espressivo e limitato. rAlBistemi formali,
ben piu ricchi (perché permettono di descrivere guoalunque
macchina), ammettono macchine capaci di elenc#treetsoli i loro
teoremi, ma non di fare lo stesso per gli enunamakecidibili, per la
cui individuazione restano soltanto i criteri me&dematici. |
Sistemi classici formali piu ricchi, infine (che msolo descrivono
tutte le macchine, ma permettono, in teoria, dlvisre il problema
dell'arresto di qualsiasi macchina), non ammettomppure la
possibilita di un elenco meccanico di tutti e soloro teoremi:
infatti, una parte (infinita) dei loro assiomi veedefinita tramite una
semantica irriducibile, cioe non interamente riproducibile dal
programma di nessuna macchina. Conseguentemenafynque
macchina fallira anche nell'individuare tutte eedel dimostrazioni.

| Sistemi classici essenzialmente non formali €ciib cui
carattere non formale non puo essere eliminatbjedono, per la
funzione delle regole deduttive, un determinatonificato per
(almeno una parte delle) le proposizioni. Pertanégsi non
rappresentano che un'assiomatizzazione, naturamenbn
pienamente formale, di una parte della MetamateaaRer il loro
linguaggio, in generale, non vale il Teorema diosipletezza e
pertanto possono possedere un unico modello a meno
d'isomorfismo. Nemmeno il Metateorema d'incompledez per loro
valido; ma d'altra parte, non solo tali Sistemi 3omo, ovviamente,
"meccanizzabili®>, ma il loro criterio deduttivo & soggetto
all'inevitabile incertezza delle convenzioni sencr@ con cui Si
interpretano le loro proposizioni.

II Metateorema dell'indimostrabilita interna delt@erenza,
valido per un qualsiasi Sistema classico, formalgopci informa
che il problema della coerenzafandamentalmentérisolvibile in
termini puramente matematici. Cioe, al livello phasilare della
Matematica, si pud arrivare, nella migliore ipotesiconcludere la
coerenza (0 a supporla) sulla base di consideraziaramente
metamatematiche.

% Piu in dettaglio, i loro teoremi non sono effedtivente numerabili.
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Giunti a questo punto, € certo opportuna una dsoue circa le
conseguenze dei risultati di Goédel sul cosiddgttogrammadi
Hilbert. La frase piu ricorrente, divenuta probatghte gia noiosa, e
che essi gli abbiano "inferto un colpo mortale"; coa'é in concreto
il programmadi Hilbert? A partire dal 1920, Hilbert delined un
programma di sistemazione logica della Matematiba si puo
riassumere in tre punti:

1. Formalizzare tutte le Discipline matematiche

2. Concludere la loro coerenza con metaaitari

3. Risolvere tutti i problemi connessi alla loro

completezzal/incompletezza e decidibilita/indecidebi

Purtroppo, non &€ mai stato del tutto chiaro cheacé8lbert
intendesse esattamente con l'aggettinibario. L'idea piu accettata
e che si dovessero escludere gli insiemi infipiér il loro carattere
astratto. Se é cosi, Hilbert riteneva che dovesseliksi, al livello

pit fondamentale, l'uso dei quantificatdd e L. Infatti, esso &
strettamente necessario solo quando si applica reabita che
spaziano su un universo infinito: se é finito, di etementi,
l'espressione [IxP(x), per esempio, pud essere sostituita
dall'espressione: P{xe P(x) e P(x) e .... P(%). Dunque, l'uso di
tali quantificatori dovrebbe servirsoltanto a semplificare, nella
logica finitaria. Altri ritengono (o aggiungono all'idea precedégnte
che Hilbert si riferisse a un metodo specificamemteccanico
infatti, ogni macchinapropriamente detta, si programma con un
numerofinito di istruzioni. Quest'ultima opinione si ricollegliidea
che Hilbert credesse nella possibilita, almeno fimgipio, di una
risoluzionemeccanicadi ogni problema matematico. Ma € chiaro
che, per concludere la coerenza, si tratterebbendtriterio assai
ingenuo (probabilmente troppo per Hilbert): cosanaltrerebbe,
ancor prima, la coerenza del Sistema matematiqueapntato dalla
macchina? E verosimile che questidea sia errasteasia frutto di
coloro che hanno dato troppo rilievo alle ambizitmrmalistiche di
Hilbert; dimenticando che egli fu il primo ad asawlla realta della
metamatematica. In effetti, non sembra che Hiltssbia mai
dichiarato qualcosa di simile. Sembra piu ragiotevdenere che
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egli sapesse bene cheltima dimostrazione di coerenza dovesse
essere metamatematica, cioé propriamente una mmetsilazione;
forse, la esigeva di un tipo semplice, non soggdttambiguita della
considerazione di collezioni infinite. Un'ingenuipéi perdonabile,
diremmo oggi. D'altra parte, dopo la cardinale ditrewzione di
Godel (il quale, per inciso, giudicoO "misteriosed motivazioni
dell'esigenza finitaria di  Hilber®, lo stesso Hilbert,
nell'introduzione dei suoi citaGrundlagen der Mathematiffermo
di essere stato frainteso circa il significato dab programma
perché non credergli?

Comunque sia, malgrado la situazione si presenti po
ingarbugliata per conclusioni definitive, qualcatiaassodato puo
rimarcarsi:

1. Lo stesso lavoro di Godel € motivato dal programuna
Hilbert e realizzato secondo la sua prevista foizmakione.

2. Qualsiasi cosa Hilbert intenda pénitario, ci sono ben
pochi dubbi sul fatto che egli ha in mente un coteettato
da una logica consequenziale primordiale e indigiteit
Possono confermare questa sua visione "deterncalsti
diverse sue affermazioni, come la segueatgi problema
matematico ben definito deve necessariamente essere
suscettibile di una soluzione esatta, sia nellanfardi una
risposta diretta a la domanda posta, sia per medela
dimostrazione dell'impossibilita di trovare una szbne.
Per quanto questi problemi possano sembrare inadidiaiti
e noi ci si senta disarmati dinanzi ad essi, tuttaabbiamo
la ferma convinzione che la loro soluzione deblyuse da
un numero finito di deduzioni logiche. [...] Noicadtiamo
sempre un richiamo perenne: qui c'e un problemacada

% H. Wang,A logical journey: from Gédel to philosophMIT Press, Cambridge
MA (1996), p. 82.
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soluzione. La puoi trovare usando il ragionamentorap
perché il matematico non dira mai ignorabirfius

3. | risultati di Godel, Turing e Church dimostrano
inequivocabilmente che per la risoluzione di alqonoblemi
non puo essere sufficiente una logica i cui paramai
deduzione siano stati interamente prestabiliti particolare,
per il riconoscimento degli enunciati indecidibdi alcune
fondamentali Teorie, tra cui I'Aritmetica formake,richiede
gualcosa di sostanzialmente diverso da un pretefini
"ragionamento puro™: degli accordi semantici non
prevedibili che interessano il delicato e informatibile
concetto di verita; i quali, non essendo meccahitiza
possiedono, in generale, un certo grado di amigigDit piu,
per il caso di TI, cioé per il fondamento ultimollde
Matematica formale, questo processo, se realizaldl
intrinsecamente incerto e discutibile, data I'amhéystessa
dei suoi "modelli”.

4. Anche a causa del Metateorema dell'indimostrabititérna
della coerenza, non esiste al momento nessuna
metadimostrazione  convincente (né “finitaria" né
“infinitaria”) della coerenza di TIné di nessun‘altra Teoria
di base per lintera Matematica. Piuttosto, unaagvole
convincimento di essa, su una base in parte erapiric

In definitiva, puo dirsi con certezza che I'otsmio di Hilbert si
e rivelato erroneo; per alcune questioni della Mutca, le ragioni
della "logica pura" sono di tipo ‘“infinitario™ Iéane da un
determinismo di tipo meccanico, hon possono egsEEisate una
volta per tutte e, a volte, consistono in una selienfiniti e
imprevedibili assensi o convenzioni, giustificatt sin ambito
esclusivamente semantico (esempio: il riconoscimertegli
enunciati indecidibili di PA e TI). Di fronte ad caini problemi,
come, in generale, l'indecidibilita di un enuncjdtonica possibilita

7 D. Hilbert, Comunicazione al Il Congresso inteinaale di Matematica di

Parigi (1900). Traduzione consultatas problemas futuros de la Matematiea

cura di J. R. Ortiz, sul WEB: http://personalesgen/casanchi/ref/pfuturos01.htm
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e quella di precisare o ridefinire, in una formariari imprevedibile,
le modalita della sua interpretazione, fino a codele, o forse
semplicemente aonvenire quantunque su una base di immancabili
motivazioni semantiche, la sua indecidibilita. Wemmpio, piu volte
citato, € quello delpotesi del continupometadimostrata indecidibile
da Cohen tramite "modelli", appunto, abbastanzaulpet E
tuttavia, lo stesso semplice fatto che nel "modpllo intuitivo” di
Tl, tale enunciato non si sappia concludere conre wefalso, ci
segnala che in generale l'individuazione di "matekr la cruciale
Teoria Tl — e quindi anche lindividuazione di suenunciati
indecidibili — € un argomento sostanzialmente itecdnoltre, come
visto, un medesimo tipo di incertezza contagia,pnncipio, il
problema fondamentale della coerenza di tutta leeMatica.

Bisogna nondimeno sottolineare che i risultatiGbdel non
affondano il programma hilbertiano, ma lo realizeaiseppure con
conseguenze che fanno naufragare, in buona partettinistiche
speranze di Hilbert.

Se proprio si volesse trovare uno "sconfitto" dsilltati della
logica moderna, questo puo essere il punto di Wigtida scuola
bourbakista quel gruppo di matematici francesi che, con imeo
collettivo di Nicolas Bourbaki, hanno dato il viapartire dal 1935,
alla rifondazione metodica e rigorosa di tutte lasdpline
matematiche sotto [l'impulso dell'unificazione imsistica.
Anzitutto, va riconosciuto che, in termini genergliesto sforzo non
puo che considerarsi lodevole, visto che ha ddawtbeorie della
nuova veste assiomatica formale (pur con una pdit@n
comprensibilmente limitata). Ma a trovarsi sottogasso € proprio
la pretesa visione unificante fornita dall'insietieg. In primo luogo,
si tratta davvero soltanto di uneione perché in realta non si usa
mai, fino in fondo, la Teoria Tl, ma qualcosa chen essendo altro
che la Teoria ingenua degli insiemi, pretende essgra Teoria
formalizzata. Abbiamo gia osservato che, comunquesto difetto
e inevitabile per via dellintrattabile complessidi&l linguaggio
insiemistico formale. Ma se si pretende che "s@tbito" ci sia
davvero la Teoria formalizzata degli insiemi, cibe bisognerebbe
assumerne tutte le conseguenze; cosa che i bostiba&n fanno
mai. Tali conseguenze non soltanto mettono in dsone il
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numero e la stessa natura dei "modelli" di®®TInonché la
corrispondenza di tutti i fondamentali concetti ematici (numero
naturale, cardinalita, finito, infinito, etc.) comli omonimi
metamatematici, come visto in dettaglio nella sdeoarte; ma, per
effetto del Metateorema d'incompletezza, questionanche la
fedeltadella rappresentazione insiemistica di alcuniedistformali.
In concreto, Tl non € in grado di riprodurre tutteoremi di ogni
Teoria formale noreff. ass.(o, piu in generale, i cui assiomi non
sono effettivamente numerabili), come il SistemavPk grado di
dedurre tutti e soli gli enunciati di PA veri nebdello standard. Per
di piu, come avvedutamente osservato da ke un grave difetto
demotivante: ['utilita stessa della "costruzionena&a", che
partendo da PA giunge, tramite generalizzazioniemgstiche (da
noi abbozzate alla fine del par. 11.10), alla defione della Teoria
dei reali TFR, viene messa in crisi, dal punto distas
epistemologico, dalla semplice osservazione chalénprocesso non
si conservano le proprieta logiche piu interessadtiimportanti,
come la completezza e la decidibilita. PA, infaftijncompleto e
indecidibile, mentre TFR completo e decidibile.niero fatto che
entrambe le Teorie vengano espresse all'interfid don é capace,
alla fine, di "unificarle” in modo cosi sensaziaala differenza
spiegata basta a "separarle in casa" anche in@mbiemistico.

Tutto cio, tuttavia, non deve interpretarsi coma demolizione
della Teoria Tl. Come abbiamo rilevato nel corsdladseconda
Parte, la formalizzazione offerta da Tl € un passeoessario per
risolvere gravi ambiguita e per la codificaziond dencetto di
modellqg e il tentativo di unificazione insiemistica andasomunque
esplorato, anche a costo di rivelarsi inutile.

| descritti confini logici della Matematica, ragsentano un
drammatico sconvolgimento culturale? Si tratta, iangi
unimportante conquista. La "vecchia® Matematicantcma a
funzionare come sempre; ma, su un piano purameotied, essa ha
perduto un po' di quell'aura dorata di inoppugrebifallibilita che
indubbiamente I'ha caratterizzata per secoli. #dntna filosofico,

% Cosi che, per esempio, ci si chiederebbe: in dumatelello intuitivo" avviene la
spettacolare riduzione insiemistica della Matena&tic
° G. Lolli, Da Euclide a Gédelll Mulino (2004), p. 110-111.
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alla fine, scaturirebbe solo per l'aver ritenutoMatematica come
gualcosa di puramente automatico, di "meccanic@hecun terreno
di arida tautologia. Cio che per alcune Teorie #mdntali,
fortunatamente, non e.

[11.12. Sintesi

Siamo cosi giunti al termine. Nella nostra panacandella
Logica, non certo esaustiva e solo occasionalntenteca, abbiamo
pur introdotto dei nuovi concetti e messo in ludeume diffuse
inesattezze che verosimilmente faranno discutere. s€mbra
opportuno fare un riepilogo finale delle principdiliesse.

e Si sono introdotti i nuovi concetti diistinguibilita per gli
elementi di una collezione, di Sistema matemalieo definito
(par. 1.5) e difedeltadella rappresentazione insiemistica di un
Sistema (par. 11.7).

e Tra le ragioni che giustificano l'opportunita dnau Teoria
formalizzata degli insiemi, abbiamo incluso l'esige di
formalizzare il metateorema di correttezza, la cguale
(meta)dimostrazione si € messa in discussione I(ay.

e Abbiamo esplicitamente riconosciuto che un lingyag
semantico, come quello metamatematico, puo consliarm
"numero” di proposizioni superiore a qualsiasi omtita,
numerabile o innumerabile; tale "numero" viene wfato
iperinnumerabile Il paradosso di Berrnpuo essere letto come
una prova del fatto che un numero finito di espogss
semantiche puo denotare un numero infinito di dgggiellodi
Richard come una prova del fatto che le definizioni semncaet
non sono numerabili (par. 11.13).

e Si e osservato che i Sistemi matematici che anomettun
numero innumerabile di teoremi, previsti dalla ddsita
Semantica standardhon possono essef@mali. La cosiddetta
Semantica generale di Henkin non rappresenta, pertanto, che
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la convenzione di limitarsi ai soli Sistemi classiormali e
quindi numerabili (par. 11.14).

e Si é evidenziato che [l'usuale classificazione &stemi
assiomatici classici in base all'ordine espres§orono ording
secondo ordine etc.) e fuorviante, in generale, delle loro
proprieta logiche fondamentali; le quali sono legat
semplicemente al rispetto o al non rispetto digtanalita (par.
11.14).

e Abbiamo rilevato una proprieta semplice e indubtiia finora
sembra essere sfuggita o, comungque, non sott@ineat
abbastanza: il fatto che pétinguaggiodi una Teoria non valga
il Teorema di completezza semantica, non implicalehTeoria
debba necessariamente essEmanticamente incomplefaar.
11.17). Conseguentemente, tale questione é in sésone per il
caso delle Teorigntegrali (cioé non formali) dell'Aritmetica e
dei numeri reali (par. 111.9).

e Come conseguenza del primo Teorema dincompletelzza
Godel, si é evidenziata la proprieta, per alcuneri€eformali,
di non esserefedelmente rappresentabili in linguaggio
insiemistico formalizzato: esse sono tutte e salellg i cui
assiomi non sono effettivamente numerabili (pd&u3 k& 111.6).

e Si sono rilevate alcune inesattezze legate altjmeétazione
informatica del Teorema d'incompletezza, dovate origine
allo stesso Chaitin. In particolare si € mostrae @ errato
parlare dicasualita in Aritmetica infatti la casualita € una
proprieta che riguarda solo le stringhe di caraéesi ripercuote
sui numeri naturali solo attraverso la codificagaihe per essi
si e scelta (la quale in principio € arbitraria).f&tto, esistono
codificazioni che rendono finito il numero di numeaturali
casuali (o, meglio, delle stringhe che li rapprégen), anche se
esse sono assolutamente scomode. Abbiamo ribadlite a
scorrettezze di Chaitin gia segnalate da T. Franmésuo
recente libro (par. 111.8).

e Si e evidenziato il diffusissimo equivoco di riega che il
Teorema di incompletezza possa applicarsi anchgiathetica
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integrale cioé a quella — chiamata usualmente "del secondo
ordine" — che usa, come schema assiomatico, ikipio di
induzione completa. Dato che tale principio generanumero
innumerabile di assiomi, tale Teoria non é effeitiente
assiomatizzabile (ne, piu in generale, i suoi assiGONO
effettivamente numerabili). Anche volendo considera
I'induzione completa come un singolo assioma, salta un
assioma semantico che non e decidibile (né efattente
numerabile), in quanto la sua semanticita & inelabile (par.
[11.9 e 11.14). Questo errore, mai chiaramenteval®, risale alla
stessa comunicazione di Godel del suo famoso Teoi(par.
111.9).

e Si e sottolineata l'infondatezza della moda ditasa I'aspetto
indeterministico del Teorema d'incompletezza: infaigni
enunciato indecidibile, in base al Teorema di catgaza
semantica, puo essere riconosciuto mediante ladmagione
di opportuni modelli del Sistema. Un criterio, irengrale
intrinsecamente semantico, che soltanto nel calia deoria
formalizzata degli insiemi puo essere giudicato pessimismo.
Nel caso dell’'Aritmetica di Peano, una volta ricesioto che un
suo dato enunciato e indecidibile, si dovrebbe senpwter
concludere, in principio, se esso é vero o falsoilpeodello
standard malgrado tale processo non sia meccanizzabile (pa

111.9).

e L'importanza deSecondo Teorema d'incompleteezstata assai
ridimensionata. Infatti, abbiamo osservato che e&sgwime un
fatto contingente che, benche generalizzi lincaigaza
enunciata dal primo Teorema, non ha la speciakrayssione
dellindimostrabilita della coerenza del Sistenex pp stesso
Sistema", come normalmente si ritiene. Tale rile@annvece,
compete ad un facile del tutto generaleMletateorema, che
abbiamo chiamataell'indimostrabilita interna della coerenza
(par. 111.10).
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