Tema 1

Generacion de numeros aleatorios

1.1. Introduccion

Los ntumeros aleatorios son la base esencial de la simulacién. Usualmente, toda la
aleatoriedad involucrada en el modelo se obtiene a partir de un generador de niimeros
aleatorios que produce una sucesion de valores que supuestamente son realizaciones
de una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas
(ii.d.) U(0,1). Posteriormente estos nimeros aleatorios se transforman conveniente-
mente para simular las diferentes distribuciones de probabilidad que se requieran en el
modelo. En general, la validez de los métodos de transformacion dependen fuertemente
de la hipétesis de que los valores de partida son realizaciones de variables aleatorias
iid U(0, 1), pero esta suposicién realmente no se cumple, puesto que los generadores
de ntimeros aleatorios son simplementes programas deterministicos que intentan repro-

ducir una sucesién de valores que parezca aleatoria.
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Niuimeros pseudoaleatorios

Si decidiésemos realizar el sorteo de Navidad de Loteria Nacional mediante orde-
nador, seguramente la gente no confiaria en la aleatoriedad del ordenador y se quejaria.
En su lugar, se prefiere un método fisico y sencillo de entender, como extraer bolas de
un bombo. Incluso este tipo de métodos requiere tomar ciertas precauciones: todas las
bolas debe tener idéntico peso, deben de estar bien mezcladas en el bombo y se deben
cambiar regularmente para reducir las posibilidades de que unas aparezcan més que
otras. Claramente este procedimiento no es practico para una simulacion computacional

que requiere la generacion de cientos de miles de niimeros aleatorios.

El método mas conveniente y mas fiable de generar ntimeros aleatorios es utilizar
algoritmos deterministicos que posean alguna base matemaética solida. Estos algoritmos
producen una sucesion de niimeros que se asemeja a la de una sucesion de realizaciones
de variables aleatorias iid U (0, 1), aunque realmente no lo sea. Es por ello que este tipo
de nimeros se denominan pseudo-aleatorios y el algoritmo que los produce se llama

generador de niimeros pseudo-aleatorios.

Definicién 1.1. Un generador de nimeros (pseudo)aleatorios es una estructura G =
(X, 20, T,U,g), donde X es un conjunto finito de estados, xo € X es el estado inicial
(semilla), la aplicacion T : X — X es la funcion de transicion, U es el conjunto finito

de posibles observaciones, y G : X — U es la funcion de salida.

Béasicamente, el funcionamiento de un generador de ntimeros pseudo-aleatorios es
el siguiente. Se elige una semilla inicial cualquiera xg, y se genera una sucesién de
valores ,, mediante una relacién de recurrencia x, = T(r,_;). Cada uno de estos
valores proporciona un nimero pseudo-aleatorio u,, definido a través de alguna relacion
u, = g(x,). Claramente, la sucesién de estados es periddica, puesto que X es finito.

En algin momento, ocurrird que x; = x; para algin j > 4, y a partir de ese instante,
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Tjik = Tivk, Y POT lo tanto, u;ir = w4k, para todo k > 0. El periodo es el menor entero
p > 0 tal que para algin entero 7 > 0, se verifica que x,,; = zj, para todo k > 7.
Claramente, el periodo de un generador no puede exceder el cardinal del espacio de

estados. Una buena propiedad para un generador es que su periodo esté cercano a | X|.
Un buen generador de niimeros pseudo-aleatorios deberia tener las siguientes propiedades:
= Por encima de todo, la sucesion de valores que proporcione deberia asemejarse a
una sucesién de realizaciones independientes de una variable aleatoria U(0,1).

= Los resultados deben ser reproducibles, en el sentido de que comenzando con las
mismas condiciones iniciales debe ser capaz de reproducir la misma sucesiéon. Esto
nos puede permitir depurar fallos del modelo o simular diferentes alternativas del
modelo en las mismas condiciones obteniendo una comparacién mas precisa. Los

procedimientos fisicos no permiten que los resultados sean reproducibles.

= la sucesion de valores generados debe tener un ciclo no repetitivo tan largo como

sea posible

= el generador debe ser rapido y ocupar poca memoria interna

1.2. Meétodos de generacion de numeros pseudo-

aleatorios

1.2.1. Meétodo de los cuadrados medios - Midsquare Method

Este método se debe fue propuesto en los anos 40 por los matematicos John von

Neumann y Nicholas Metropolis. El método comienza tomando un ntmero al azar, z,
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de 2n cifras (originalmente los autores proponian 4 cifras) que al elevarlo al cuadrado
resulta un nimero de hasta 4n cifras. Si es necesario se anaden ceros a la izquierda
para que el nimero resultante tenga exactamente 4n cifras. Sea x; el nimero resultante
de seleccionar las 2n cifras centrales de z3; el primer ntimero aleatorio u; se obtiene
poniendo un punto decimal delante las 2n cifras de z;. A continuacién o y uy se

generan a partir de x; del mismo modo. Asi sucesivamente.

Este método tiene dos inconvenientes principales:

» tiene una fuerte tendencia a degenerar a cero rapidamente (probar por ejemplo

con xy = 1009)

= los nimeros generados pueden repetirse ciclicamente después de una secuencia

corta.

Ejemplo 1.2.

zo = 3708 = 12 = 13|7492(64 = x; = 7492 = u; = 0.7492
Ty = 7492 = x7 = 56/1300/64 = x5 = 1300 = uy = 0.1300

x5 = 1300 = x5 = 1/6900/00 = 23 = 6900 = u3 = 0.6900
r3 = 6900 = 73 = 47|6100|00 = x4 = 6100 = uy = 0.6100
x4 = 6100 = 22 = 47]2100/00 = x5 = 2100 = us = 0.2100

x5 = 2100 = 2% = 4]4100/00 = 25 = 4100 = ug = 0.4100
z6 = 4100 = x3 = 16/8100/00 = 27 = 8100 = u; = 0.8100

z7 = 8100 = 22 = 65/6100/00 = x5 = 6100 = ug = 0.6100
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1.2.2. Métodos congruenciales

Los principales generadores de niimeros pseudo-aleatorios utilizados hoy en dia son
los llamados generadores congruenciales lineales, introducidos por Lehmer en 1951. Un
método congruencial comienza con un valor inicial (semilla) z, y los sucesivos valores

Zn,n > 1 se obtienen recursivamente con la siguiente férmula:
Tn = aT,_1 + b modulo m,

donde a, m y b son enteros positivos que se denominan, respectivamente, el multipli-
cador, el médulo y el incremento. Si b = 0, el generador se denomina multiplicativo;
en caso contrario se llama mixto. La sucesién de ntimeros pseudo-aleatorios u,,n > 1

se obtiene haciendo u; = 7.

Como el siguiente resultado demuestra, cada x; esta completamente caracterizado

por a,b,m y xg.

Proposicion 1.3. Los valores generados por un método congruencial verifican:

an

mod m

Tp,=0a"To+ b
a—1
Demostracion.

Para n = 1, tenemos que x; = axy + b mod m, lo que implica que existe k € Z, tal

que km + x1 = axg + b. Ahora, para n = 2, se tiene que

To = ax;+b modm
= alaxg+b—Fkm)+b modm
= a’z9+bla+1) —akm mod m

= a’ro+b(a+1) mod m.
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Por recurrencia, se tiene que

r3 = a*ro+b(a*+a+1) modm
T, = a"zo+bd"—1+---+a+1) modm
no
= a"xg—l—ba mod m
a/_

Por lo tanto, la primera objecion que se le puede hacer a este método, objecién
comun a todos los generadores de numeros pseudo-aleatorios, es que la sucesion de
los valores x,, no es en absoluto aleatoria. Sin embargo, posteriormente veremos que si
elegimos las pardmetros iniciales convenientemente, la sucesién {u,} puede asemejarse

a una sucesion de numeros aleatorios.

1 2

Ym? m?

La segunda objecién es que los valores u; pueden tomar sélo los valores 0
mT’l, luego no hay posibilidad de generar un valor, por ejemplo entre % y % Tomando
m suficientemente grande m > 10°, el conjunto de posibles valores es suficientemente
denso en [0, 1] como para que la sucesién asemeje a la de una variable continua uniforme

en dicho intervalo.

Ejemplo 1.4. Consideremos el generador congruencial x,, = 5x, 1 + 1 mod 9 con

SL’O:l.

Ejemplo 1.5. Consideremos el generador congruencial z,, = 5x,_1 + 3 mod 16, con

.2?0:7.

n T, U, n Ty Up, n Tn Unp,
0 1 - 2 3 0333 |4 O 0
1 6 06666 |3 7 07775 1 0.1111
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n T Up, n Ty Up, n o T, Up, n T, Up,
0o 7 - 5 10 0625 {10 9 0563 |15 4 0.25
1 6 037% |6 5 0312511 O 0 16 7 04375
2 1 006257 12 07 |12 3 01875 |17 6 0.375
3 8 0.5 8§ 15 09375 |13 2 0.125 |18 1 0.0625
4 11 0687 |9 14 0875 |14 13 0.8125 |19 8 0.5

Se observa que el generador del ejemplo 1.4 no es adecuado, pues produce un ciclo
de longitud 6 < m =9 (la longitud de ciclo de un operador se denomina periodo). Sin
embargo, en el generador del ejemplo 1.5 la longitud de ciclo coincide exactamente con
el modulo, lo cudl es inevitable, pues es evidente que el periodo nunca puede exceder
al modulo. En este caso, se dice que el generador es de ciclo completo. Obsérvese que
un generador sea de ciclo completo es independiente de la semilla que se utilice; sea
cual sea xg € {1,...,m}, el ciclo siempre tendré periodo m y se produciréd en el mismo
orden. Sin embargo, si un generador no es de ciclo completo, la longitud de ciclo puede
depender de la semilla utilizada. Si en el ejemplo 1.4 utilizamos o = 5 0 xg = 8§, el

periodo resultante es 2.

De los ejemplos anteriores se desprende que una cuestion de interés es como elegir los
parametros del generador de forma que este tenga ciclo completo. El siguiente teorema,

propuesto por Hull y Dobell (1962) proporciona un caracterizacion en este sentido.
Teorema 1.6. Un generador congruencial tiene periodo completo si y sélo si se cumplen
las siguientes condiciones:

1. m y b son primos entre si

2. Si q es un numero primo que divide a m, entonces q divide a a — 1.

3. 51 4 diwvide a m, entonces 4 divide a a — 1.
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Corolario 1.7. Un generador congruencial multiplicativo no puede tener periodo com-

pleto

Es evidente que es necesario que m sea grande con el fin de un periodo largo y
una alta densidad en el intervalo [0, 1]. Sin embargo, la operacién de dividir por m y
calcular el resto es relativamente lenta. Una eleccién de m adecuada computacional-
mente es m = 2% donde k-bits es el tamafio de palabra (unidad bésica de trabajo)
del microprocesador. El hecho de que esta eleccion sea ventajosa reside en que nos
podemos aprovechar del desbordamiento de datos (integer overflow) para no tener que
realizar la operacion del generador explicitamente. La cuestion es que si tenemos una
maquina de k-bits, entonces el mayor entero que puede ser representado es 28 — 1 y
en cualquier intento de representar un entero mayor H, que ocuparia h > k digitos
binarios, se perderian los h — k digitos binarios mas a la izquierda, y los k digitos que

quedan se corresponden precisamente con H mod 2F.

Ejemplo 1.8. Para ilustrar como aprovechar el desbhordamiento de datos en el gener-

ador del ejemplo 1.5, veamos como generar x1y = 9 a partir de zg9 = 14.

Observemos que 5x14 + 3 = 73, que en binario es 1001001. Como nuestra capacidad
es de 4 bits, el desbordamiento de datos produce que se pierdan los tres primeros

digitos, quedando 1001 que es la representacién binaria de xy9 = 9.

Corolario 1.9. Un generador congruencial con m = 2% > 4 tiene periodo completo si

y solo si b es impar y 1 = a mod 4.

Los generadores multiplicativos tienen la ventaja computacional de que no es nece-
sario la suma de la constante b, pero, como hemos visto, no pueden tener periodo
completo. Afortunadamente, es posible obtener periodo m — 1 si m y a se eligen ade-
cuadamente. Los generadores multiplicativos se introdujeron antes que los mixtos, han

sido objeto de mas estudio y actualmente se utilizan més que los mixtos.
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Al igual que los generadores mixtos, la mejor forma de elegir el modulo desde el
punto de vista computacional es tomar m = 2*. Sin embargo, en este caso, el periodo

maximo posible serd una cuarta parte del modulo.

Proposiciéon 1.10. El periodo mdzimo de un generador congruencial multiplicativo
con m = 2F > 16 es 2872, Dicho periodo mazimal se alcance si y solo si xy es impar y

3=a mod8 05=a mod8

Un generador multiplicativo muy utilizado, conocido como RANDU, tomaba m =
231 v a = 216 + 3. Sin embargo, se ha demostrado que tiene propiedades estadisticas

bastante malas.

Debido a los problemas que surgen de elegir m = 2* en los generadores multiplica-
tivos, se han investigado otras alternativas para el valor de m. La mas satisfactoria es
la propuesta de Hutchinson en 1966, que consiste en tomar como m el mayor primo
menor que 2¥. Por ejemplo, si k = 31, el mayor primo menor que 23! es 23 — 1. A este

respecto se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.11. Sea t la longitud de un ciclo maximal de un generador congruencial
multiplicativo. Se verifica que:

1. Sit=m — 1, entonces m es primo

2. Sim es primo, entonces t divide a m — 1.

3. Sim es primo, entonces t = m — 1 si y sdlo si a es una raiz primitiva de m (a
es una raiz primitiva de m si a # 0 y no existe ningun factor primo p de m — 1

tal que 1 = a”% mod m)

Los generadores multiplicativos mas famosos utilizados por IBM tomaban m =

231 — 1y a; =7 0ay =630360016.
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Ejemplo 1.12. Consideremos un generador congruencial multiplicativo con m = 31.

Encontrar los periodos correspondientes a los multiplicadores a; = 3, ay = 4.

Como m = 31 es primo, entonces la longitud maximal de ciclo ¢ debe dividir a

m—1=30=2-3-5. Luego t puede valer 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15 y 30.

= a; = 3. Veamos si 3 es raiz primitiva de 31. Para ello hay que comprobar que
no se verifican ninguna de las siguientes relaciones: 1 = 3% mod 31, 1 = 31
mod 31 y 1 = 3% mod 31.
e 3% mod 31 = 14348907 mod 31 = 30 # 1
e 3% mod 31 = 59049 mod 31 =25 #1

e 3% mod 31 =729 mod 31 =16#1

Por lo tanto, aplicando el tercer supuesto del teorema 1.11 se sigue que el gener-

ador tiene ciclo maxima de longitud 30.

= a7 = 3. Veamos si 4 es raiz primitiva de 31. Para ello hay que comprobar que
no se verifican ninguna de las siguientes relaciones: 1 = 4'® mod 31, 1 = 4%

mod 31y 1 =4% mod 31.
e 4% mod 31 = 1073741824 mod 31 =1

Por lo tanto, aplicando el tercer supuesto del teorema 1.11 se sigue que el gener-
ador no tiene ciclo maximo de longitud 30. Se puede comprobar que en este caso

hay seis ciclos de longitud 5 y uno de longitud 1.

1.2.3. Combinacion de algoritmos congruenciales

Los algoritmos congruenciales se pueden combinar para aumentar el periodo del

ciclo de generaciéon. Estas combinaciones se basan en los siguientes resultados:
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= Si Uy,...Uy son variables aleatorias iid ¢4(0, 1), entonces la parte fraccional de

Uy + ... Uy también sigue una distribucion ¢(0, 1)

Uy+Up++ U, —[Uh+ U+ ..Uy ~U(0,1)

» Siup,us,...,u, estan generados por algoritmos congruenciales con ciclos de peri-
odo ¢q, ¢a, . .., i, respectivamente, entonces la parte fraccional de uq+us+- - - +uy
tiene un ciclo de periodo m.c.m.{cy, ¢, ...,k }-

El algoritmo combinado de Wichmann y Hill (1982,1984) tiene un periodo de orden

102, El generador es:

r; =171z;,_1 mod 30269
y; = 172y;_ 1 mod 30307

Zi = 17022‘_1 mod 30323

y tomar

( xl + yl + Z’L ) |: xl + yl + Z’L ]
U; = —

30269 30307 30323 30269 30307 30323
1.2.4. Otros generadores mas complicados

Aunque los generadores congruenciales son los mas utilizados en la practica, se han
desarrollado otros tipos de generadores con la intencion de obtener periodos més largos
y mejores propiedades estadisticas. A menudo, sin embargo, un generador congruencial
con parametros elegidos adecuadamente puede funcionar tan bien que otras alternativas

mas complicadas.
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Los generadores congruenciales pueden generalizarse a recursiones lineales de orden

mayor, considerando la siguiente relacién
Tn = (@12p—1 + -+ ag,_1) mod m,

donde el orden k y el médulo m son enteros positivos, y los coeficientes a; son enteros
variando entre —(m — 1) y (m — 1). En la n-ésima iteracién, el estado es el vector

(Tpy Tpety ooy Tpag—1) € an. La funcion de salida se puede definir simplemente como

8

n
m

Uy =
El estudio de este generador se asocia al estudio del polinomio caracteristico

P(z)=2F —a 27— — gy,

sobre el cuerpo finito Z,,. Cuando m es primo y el polinomio es primitivo sobre Z,,, el

periodo del generador es m* —1 (periodo maximo posible en esta clase de generadores).

1.3. Tests para la comprobacién de la uniformidad

y la aleatoriedad

1.3.1. Comprobacién de la uniformidad

A continuacion, se muestran algunos procedimientos para verificar la uniformidad
de los niimeros aleatorios generados por algiin método. Se trata de decidir si los niimeros
generados se pueden considerar como una realizacién de una muestra aleatoria simple

de una distribucién U(0, 1).
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1.3.1.1. Contraste de Kolmogorov-Smirnov

El test de K-S es un test de bondad de ajuste que se utiliza para determinar si los

datos de una determinada muestra se ajustan a una hipotética distribucion.

Dada una muestra aleatoria simple z1, ..., x,, la funcién de distribuciéon empirica

de la muestra es

1 & valores x; < x
Fu(a)= -3 Lo = =9
i=1

n

Las hipétesis son:
HoiFn:FO HliFn?éF(),

donde Fj es la hipotética funcién de distribucién. El estadistico de contraste para el
test K-S es
D, = sup |Fy(z) — Fo(a)|.

z€R
La distribucién de D, esta tabulada. La regién critica del contraste es [D,, o, +00),

donde D, , es el percentil de orden 1 — « de la distribucion de D,,.

En nuestro caso particular, Fy es la funcién de distribuciéon de una v.a. U4(0, 1),
y por lo tanto, se puede comprobar que el estadistico de Kolmogorov-Smirnov para

contrastar la uniformidad de la muestra ug, ..., u, viene dado por:

D, = méx {max{ i1 }}
1<i<n

n
siendo wu(; el i-ésimo menor valor de la muestra.

i
)

’ — U

1.3.1.2. Test de la \?

Dada la muestra ui,...,u, y un nivel de significacion «, el test consiste en los

siguientes pasos:
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1. Dividir el intervalo (0,1) en k clases disjuntas de la misma amplitud, % Para

cada clase Cj, contar el nimero de elementos O, que cae en dicha clase.

. Comparamos las frecuencias observadas en cada clase con las que corresponderian

segun la distribucién tedrica. Se considera el estadistico:

T:i(Oj—_y_

J=1

=3
I3

Se demuestra que para n grande, T sigue una distribucién x? con k — 1 grados

de libertad.

. Se rechaza la hipdtesis de uniformidad si T' > x3i_, ,, donde xj_, , es el percentil

de orden 1 — « de la distribucién x7_, .

1.3.1.3. Contraste de los pares consecutivos no solapados

Dada la muestra uq,...,u,, n par, y un nivel de significacion «, el test consiste en

los siguientes pasos:

. Dividir el intervalo (0,1) en k clases disjuntas de la misma amplitud, %

. Categorizamos la muestra uq, ... u, asociando a cada u; el indice de la clase a la

que pertenece. Sea v, ..., Y, la muestra discretizada (y; = j < u; € C;).

. Agrupamos los valores de la muestra discretizada en pares consecutivos no sola-

pados
(yh y2)7 (?JS» y4)7 s (yn—b yn)

Sea O;; el niimero de veces que aparece el par (4, 7). Si la hipdtesis de uniformidad

es cierta, entonces O;; ~ Bi (%,p = k_12> Por tanto, E[Oy;] = Ejj = 5.
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5. Se evalia el estadistico de contraste
(0:j — Eyy)”
T = —_—
22,
i=1 j=1
Se demuestra que para n grande, 7' sigue una distribucién x? con m? — 1 grados

de libertad.

6. Se rechaza la hipétesis de uniformidad si T > x2._, ., donde x2, | es el per-

centil de orden 1 — a de la distribucién anQ_l .

1.3.2. Contraste de aleatoriedad

A continuacion, mostraremos un procedimiento para comprobar la aleatoriedad de

la muestra de numeros generados.

1.3.2.1. Test de rachas

Dada la muestra uq, . . ., u, se construye una sucesién formada por 0 y 1 del siguiente
modo: en la posiciéon ¢ se coloca un 0 si x;.1 < x; y se coloca un 1 si x;41; > ;.
Cada grupo consecutivo se 0’s o 1’s se denomina racha. Se demuestra que para n

suficientemente grande, el niimero de rachas R sigue una distribucién normal

on — 1 160 — 29
R ~ 2_ 7 =
N( 3 7 90 )

El estadistico de contraste seria

que sigue una distribucién A (0, 1).

Para un nivel de significacién o, se rechaza la hipétesis de aleatoriedad si | Z| > Z, 2.
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1.4. Simulacion Montecarlo

Se entiende por simulacién Montecarlo al uso de niimeros aleatorios (realizaciones
de variables U(0, 1) para resolver ciertos problemas estocédsticos o deterministicos en

los que el paso del tiempo no juega un papel esencial (problemas de tipo estético).

1.4.1. Calculo de series

Supongamos que deseamos calcular 6 = > _, g(x). Consideremos X una variable

aleatoria discreta con soporte D y funcién puntual de probabilidad p(z). Entonces,

) (9)
Sota) = 3 850t =2 (%53).

zeD zeD p I)

Si {X;}22, es una sucesion de variables aleatorias iid con funcién puntual de probabili-

[e.9]
dad p(z), entonces {f%} es una sucesion de variables aleatorias con media 6. Por
) )i=1

la ley de los grandes niimeros, se tiene que

k

1 X,

EE ] ZA)—>9 cuando k — oo
i=1

p(Xi)
Consecuentemente, simulando una muestra (xy, ..., z;) de la v.a. X, podemos estimar
. 1 k i
¢ mediante + Y ", f}&;

1.4.2. Aproximacién de integrales
1.4.2.1. Meétodo 1. General

Deseamos estimar el valor de una integral § = |[ o 9(x)dx. Siguiendo un esquema

similar al de la estimacion de series podemos considerar una variable aleatoria continua



1.4. Simulacién Montecarlo 17

con soporte en C'y funcién de densidad f(x). Entonces,

ez/cg(x)dx:/c% (x)dsz(%).

De nuevo, como aplicacién de la ley de los grandes nimeros, se tiene que simulando

una muestra (zq,...,x;) de la v.a. X, podemos estimar 6 mediante % Zle fcg;

1.4.2.2. Método 2. Utilizacion de ntiimeros aleatorios

Una de las primeras aplicaciones de los niimeros aleatorios fue la aproximacion de

integrales definidas. Supongamos que deseamos obtener

o= /0 o)

Para obtener el valor de #. podemos observar que si U ~ U(0, 1), entonces podemos
expresar 0 = E[g(U)]. Si Uy,..., Uy son v.a. iid U(0,1), se sigue que las variables
aleatorias g(Uy),...,g(Ux) son iid con media #. Por lo tanto, por la ley fuerte de los

grandes numeros, se sigue que

Z 9% — Elg(U)] =0 cuando k — oo

Consecuentemente, podemos aproximar 6 generando una cantidad suficientemente grande

de niimeros aleatorios u; y tomando el promedio de los valores g(u;).

Si deseamos calcular
b

0= [ g(z)dz,

—~—

basta hacer el cambio de variable y = $=2, con lo cual

—a’

S]

= / (b— a)g(a+ [b— alyldy = / h(y)dy.

donde h(y) = (b —a)g(a + [b— aly].
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Del mismo modo, si deseamos aproximar

o= / " glw)dz,

1

—+7 con lo cual

basta hacer el cambio de variable y =

o /0 W)y,

donde h(y) = 9(5;1).

Y

1.4.2.3. Método 3. Acierto o fallo

Supongamos que deseamos calcular fabg(a:)dx, donde la funcién ¢ esta acotada
en (a,b). El problema se puede transformar equivalentemente en calcular la integral
fol g(z)dz, donde la funcién g verifica 0 < g(x) < 1, para todo = € (0,1). EI valor de
dicha integral es el drea de superficie encerrada por la curva dentro del cuadrado [0, 1] x
[0, 1], lo que equivale a calcular P ((X,Y) € A), donde (X,Y) es una variable aleatoria
bidimensional distribuida uniformemente en el cuadrado unidad (equivalentemente, X
e Y variables U(0, 1) independientes) y A es el conjunto de puntos (z,y) del cuadrado
unidad tales que y < g(x).

Un método para estimar la probabilidad de dicho suceso es simular una muestra
{(zs,y:)}I~, de puntos de cuadrado unidad y calcular la proporcién muestral de los que

pertenecen al conjunto A.



