Tema 2

Fundamentos Teoricos de la

Programacion Dinamica

2.1. Teorema de Optimalidad de Mitten

El objetivo basico en la programacion dindmica consiste en ‘descomponer” un prob-
lema de optimizaciéon en k variables a una serie de problemas con menor nimero de
variables mas faciles de resolver. Precisamente esto es lo que se ha hecho en el problema
de la mochila; reducir un problema inicial de n variables a n problemas de 1 variable.
En este sentido, se podria decir que la programacién dindmica se basa en un método

de descomposicién.

,Cualquier problema puede ser resuelto mediante la programacion dindmica? NO.
En el problema de la mochila se verifican diversas condiciones necesarias para que
se cumpla el teorema de optimalidad, que enseguida veremos y que es la base de la

programacion dinamica.
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Ejemplo 2.1. Supongamos que la funcién objetivo del problema es la siguiente:
fl,y,z) = 2y + 2z +yz

Aqui, claramente, no es posible aplicar la misma idea que en el problema de la mochila,
porque, a diferencia de la funcién objetivo de [KP], en esta no se pueden ”separar”las

variables, y por tanto no es posible dividir el problema en etapas.

2.1.1. Caso sin restricciones

Supongamos que estamos interesados en minimizar una cierta funcion de k + 1
variables f(z,y1, Y2, ..., Yk). Si fuésemos capaces de separar f en dos funciones fi y fo

de modo que f(x,y) = fi(x, fo(y)) verificindose que

Min(%y)f@, y) - Mznxfl ($7 MZTLny(y)),

habriamos reducido el problema original de k+ 1 variables en dos problemas con menor

numero de variables.

Definicién 2.2. Una funcion f se dice que es descomponsible en fi y fo si:

» f es separable en f1 y fo, t.e., f(x,y) = fi(x, f2(y))
= f1 es mondtona no-decreciente respecto de su sequndo argumento.

Teorema 2.3. (Teorema de Optimalidad de Mitten, 1964) Sea f(x,y) una funcion
real con x € R, y € R*. Si f es descomponible con f(x,y) = fi(x, fo(y)), entonces se
verifica que:

Optyy [ (2, y) = Opt, fi(x, Opty f2(y))

Demostracion.

Supondremos que Opt=Min; el teorema se demuestra de forma analoga si Opt=Max.
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Sea (z*,y*) el minimo de f(z,y). Entonces, por definicién de minimo, se cumple
que:
[ y") < foy) = filz, foly)), V(=)
En particular, tomando ¥ tal que fo(¥) = Miny fo(y), se tiene que

f(x*,y*) Sfl(m7f2(y))7 Vx

y la desigualdad anterior se sigue verificando si particularizamos en el punto Z, que

minimiza fi(z, f2(¥)). Por lo tanto,
Mingy f(z,y) = f(27,y") < f1(@, f2(¥)) = Ming fi(z, Miny f>(y))-
Comprobemos, a continuacion, la desigualdad contraria.

Por la hipotesis de descomponibilidad de la funcion f se tiene que f; es mondtona

no decreciente respecto de su segundo argumento, luego
iz, [2(¥)) < iz, f2(y)), V(z,y),

con f5(y) = Miny fa(y).

La anterior relacién se sigue verificando si particularizamos en el valor y, que min-

imiza fi(z, f2(y)) para cada x. Luego,

filz, f2(¥)) < filz, fa(yz)), Vo

Tomando ahora el valor T que minimiza la expresion fi(z, f2(yz)), se tiene que

[ (T, f2(7) < [(Z, falye)) = Mingy) f1(, fa(y))

y por otro lado, claramente

Min:cfl(xa Minny(Y)) = Mln:vf1<17’f2(y)) < f1<f’ f2(y))



12 Tema 2. Fundamentos Tecdricos de la Programacion Dindmica

de donde se sigue que

M’inxﬁ(ft, Minny(Y)) < Min(x,y)fl(xa fQ(Y)) = Min(a:,y)f(xvY)'

Ejemplo 2.4. Supongamos que deseamos minimizar la funcién f(z,y) = z? — >

Puedo separar esta funcién en fi(z,2) = 22 — 2 y fo(y) = y*. De esta forma,

filz, f2(y) = 2° = foly) = 2° — y* = f(x,y).
Vamos a calcular el minimo utilizando el teorema de optimalidad, evaluando Min, f1(z, Min, fo(y)).

Observemos que Min, fs(y) = Min,y* = 0 que se alcanza en § = 0. Por lo tan-
to, fi(x, Min, fo(x)) = fi(x,0) = 2%, y consecuentemente, Min, f1(z, Min,f2(y)) =
Min,z?* = 0, que también se alcanza en x = 0. En definitiva, se tendrfa que Min f(x,y) =

0 y dicho minimo se alcanza en (0, 0).

Sin embargo, esto es falso; es facil ver que el minimo de esta funcién no es cero. El
fallo se produce porque con la separacién que hemos hecho, la funciéon f; no es monétona

creciente respecto del segundo argumento, y por lo tanto f no es descomponible en f;

y fa

Probemos de la siguiente manera. Consideremos fi(y,z) = z —y> y fo(z) =
z?. De nuevo, f(x,y) = fi(y, f2(z)), pero ahora la funcién f; si es mondtona no-

decreciente respecto de su segundo argumento, luego podemos calcular el minimo eval-

uando Min, fi(y, Min, fo(x)).

Observemos que Min, fo(x) = Min,z*> = 0 que se alcanza en T = 0. Por lo tanto,
f1(y, Min, f2(x)) = fi(y,0) = —y?, y consecuentemente, Min, fi(y, Min, fo(x)) =

Min, — y? = —o0. Por lo tanto, Min, ,z* — y* = —cc.
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2.1.2. Caso con restricciones

El teorema de optimalidad se puede generalizar a problemas con restricciones.

Consideremos el problema Opt(, y)eq f(z,y), donde Opt=Max o Min y Q C RF*!,
Q) # (). Para cada z € R, sea Q, = {y € R¥; (2,y) € Q}. Puesto que es posible que
), = (0 para algtin x, convendremos que
+oo s Q, =0y Opt=Min

Optyea, f2(y) =
—o0 i, =0y Opt=Max

y también que para todo =z,
fi(z, +00) = +00 fi(z,—00) = —o0

Teorema 2.5. (Teorema de Optimalidad de Mitten. Caso con restricciones) Sea f(x,y)
una funcion real con x € R, y € R¥. Si f es descomponible con f(x,y) = fi(xz, fo(y)),

entonces se verifica que:

Optipyyeaf(x,y) = Opt,fi(z, Optycq f2(y))

2.2. El espacio de estados y la ecuacion funcional

Consideremos de nuevo un problema con restricciones del tipo Opt(,yyeaf(z,y).
Siguiendo el teorema de optimalidad de Mitten, se puede evaluar el 6ptimo de f en 2

mediante la descomposicién Opt, fi(x, Optycq, f2(¥))-

En general, para un conjunto arbitrario €2, el teorema de optimalidad no ofrece
ninguna ventaja practica, pues la optimizacion de la expresién anterior equivale a

evaluar f(z,y) listando los elementos (z,y) € € en un orden determinado. Como
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veremos posteriormente, el interés del teorema de optimalidad depende de la estructura
del dominio de soluciones €2, mas concretamente, en la posibilidad de considerar 2 como
un elemento de una familia de dominios €;(F) parametrizados por un vector E que

denominaremos vector de estados.

Consideremos un problema de optimizacién con restricciones de la forma

Optimizar  f(xq1,22,...,T,)
s.a

g(xlax%"'axn) € gt CR™

Nuestra intencién es descomponer el problema en muchos problemas de una vari-

able. Para ello necesitamos que f sea descomponible en la forma:

flxy,zo, ... x) = filxy, folze, ..., 20)),

con f, igualmente descomponible en la forma

fQ(J]Q, T3, ... ,In) = fQ(ZEQ,ﬁ(ZE:),, e ,l‘n)),

y sucesivamente

fi(miaxi-i—lv cee axn> = fz(l‘lv fi+1<x’i+17 s al‘n))a

y finalmente,
fnfl(xnfla :En) - fnfl(xnfla fn(xn))a

La idea es empezar desde el final optimizando x,, y en cada paso resolver un problema
de una variable, pero jcémo se interpreta la restriccion g(xy, xo,...,x,) € & en cada
una de las etapas? Necesito poder descomponer g de una forma analoga a la que he

descompuesto f.

Supongamos que existe un espacio de estados &€ C R™ de forma que podemos
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descomponer ¢ en funciones hy, ho, ..., h, de modo que:

hl({L‘l) =F €&

hg(l‘Q,El) = E2 & 5

hg(l’g,EQ) = E3 e&
hn—l(In—ly En—Z) =k, 1€ &

hn(ZL’n, En—l) == En c g

y g(x1,...,2,) = E, € &, para que se alcance una solucién factible. Las funciones h;
se denominan funciones de transicién. De esta forma, para cada (x1,...,2,), f v g se

pueden calcular recursivamente como:

f(xla <. 7$n) = fl(xlafZ(anfEi(x?n <. 7fn—1(xn—17fn<xn)) s )

9(@1, - @) = hn(Tn, hoe1 (Tn-1, Pn—2(Tn—2, . . ., ha(T2, ha(21)) . . )

y por lo tanto, el problema original quedaria como

(P) Optimizar  fi(x1, fo(xe, f3(zs,. .., fam1(Tn_1, fu(xn))...)

s.a
g(.Tl, s 7:1:%) = hn(xnv hn—l(xn—h hn—2<xn—27 s ,hz(l’g, h1($1>> s ) € gt
Para cada:=1,2,...,n, definamos

hz‘(%‘, ceey T, E) = hn(xny hn—l(ﬂﬁn—l, hn—2<xn—27 ‘e )hi+l(xi+1) hi(xia E)) .- )

obsérvese que se verifica que

hi(fﬂz‘, <o T, E) = hz‘+1($z‘+1, <oy Ty hi(xia E))



16 Tema 2. Fundamentos Tecdricos de la Programacion Dindmica

Entonces, el problema (P) quedaria como

(P) Optimizar fl (xla E(l’z, T3, ... ,$n))

S.a

h2<x27 ey T, hl(QIl)) € gt
Aplicando el teorema de Mitten, podriamos resolver en primer lugar el problema

(Py(E))) Optimizar  fo(xa, 23, ..., ,)

S.a

hg(ﬂ?Q, ey Tp, El) c Et
cuyo valor 6ptimo denotamos por f5(E;) y después obtener f* optimizando fi(z1, f5(hi(z1)).

Igualmente, para resolver (Py(E))), puesto que fo(zg, T3, ..., 2,) = fo(Ts, fa(zs,...,T0)),

aplicando el teorema de optimalidad, debemos resolver primero el problema

(Ps(E,)) Optimizar  fs(xs, ..., ,)

S.a

h3(I3, ey Ty, EQ) S gt

cuyo valor éptimo denotamos por f;(E»), y posteriormente obtener f3(E;) optimizando

fa(a, f3 (ha(za, E1)).

De esta manera, los valores f*(E;_ 1), para 2 < i < n — 1, se pueden obtener

recursivamente, para todo E;_; € £, mediante

[ (Eic1) = Opty, fi(wi, fiv1(hi(@i, Eie1))) (2.1)
y para i = n, obtener, para cada F,,_; € &, f¥(F,_1) como el valor 6ptimo del problema

(P.(E,-1)) Optimizar  f,(z,)
s.a

hn<xm En—l) S gt
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De este modo, es posible resolver el problema (P) por recurrencia, encontrando en

cada paso los valores f(F;_1), parai = n,n—1,...,2 finalmente obteniendo f* a partir

de f5. La expresién 2.1 se denomina ecuacién fundamental de la programacién

dinamica.

Algoritmo de retroceso (Algoritmo “backward”)

VE € &, calcular

(P.(E)) Optimizar  f,(x,)

hn (.Tn, E) € gt
Si para algin E € & el problema anterior es infactible, tomar

+oo  si Opt = Min

—o00  si Opt = Max

Etapai:n—l,n—Q,...,Q‘
VE € &, calcular

[i(E) = Opta, fi(xi, fiy1 (hi(xi, E)))

Obtener f* mediante

fl* - Optﬂ?1f1<$17 f;(hl(lil)»

Como se observa a partir del anterior algoritmo, al igual que ocurria en la resolucion

de los problemas tipo mochila, la metodologia general de la programacién dindmica
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consiste en:

= considerar el problema dado dentro de una familia de problemas de la misma

naturaleza

= vincular, mediante una relacion de recurrencia, los valores 6ptimos de los prob-

lemas de esta familia

= resolver tal relacion de recurrencia (la ecuacién funcional) para encontrar el valor

optimo del problema dado

El siguiente ejemplo pone de manifiesto la necesidad de la condicion de monotonia en
la descomponibilidad de la funcién para asegurar la validez de la ecuacion fundamental
de la Programacién Dinamica.
Ejemplo 2.6. Consideramos el siguiente problema:
Maximizar z - 3
s.a

Ahora la funcién es separable, f(z,y) = fi(z, fo(y)) con fi(z,w) =z -w , fo(w) = w?.

£ =[-2,+00)
Fy(E)=Max 33
S.a
E+y<3
—2<y<0

» SiE>5 E+y>3paratodoy; —2<y<0= F;(FE)=—-
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» Si3 < FE <5,y =3— FE ( para que se verifique la restriccién ) = Fy(E) =
(3-E)

= Si —2 < F < 3, entonces para todo valor de y; —2 < y < 0, se verifica la

restriccion, y por tanto y* =0 = F;(E) =0

Fr(0)=Max =z - Fj(x)
s.a

x> —2

» Siz>5= Ff(x) = -0

» Si3<ax<5= 1 Fj(r)=x-(3— )3 Como esta funcién es decreciente en el

intervalo [3, 5] , el mejor valor serfa z = 3; F1(0) =0

» Si—2<zx<3=F(r)=0= F(0)=0

Por tanto se obtiene que el valor éptimo del problema es Fj(0) = 0. Sin embargo,
se ve claramente que el valor 6ptimo del problema es en realidad 16 correspondiente
a la solucién (—2, —2). Esto es consecuencia de que la funcién objetivo a pesar de ser

separable no es descomponible.

2.3. El principio de optimalidad

El algoritmo “backward” cuya validez se deriva del teorema de optimalidad, se
puede interpretar como la construccién de una solucion 6ptima a partir de soluciones
optimas parciales. Cuando llegamos a la etapa ¢ con estado E, de todas las posibles solu-

ciones (x;, Tiy1, - - -, Ty) que conducen a estamos terminales (h;(z;, Tiv1, ..., T, E) € &)

sélo guardamos la correspondiente a la solucién éptima (la correspondiente a fi*(E)).
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La solucién 6ptima obtenida se ajusta al principio de optimalidad establecido

por R. Bellman en 1957.

Una politica 6ptima tiene la propiedad de que, cualquiera que sea el estado
inicial y las decisiones iniciales, las restantes decisiones deben constituir una

politica éptima con respecto al estado resultante de la primera decision

2.4. Ejemplos de funciones descomponibles

Las funciones descomponibles més usuales son:

] f(:l]l, ,l’n) = fl(ilfl) + fz(l’z) + e+ fn<$€n)
w f(21, ) = fi(@) - fo(@o) - fulwy)  filw) >0,V
v f(xy, ., mn) = Opt{ fi(z1), ..., fu(Tn)}

2.5. Conjunto de estados finito y la busqueda del
camino mas corto en un grafo
Supongamos que el conjunto de estados ¢ es finito, ||£|| = p y que la funcién f es

descomponible en la forma f(xy,...,x,) = fi(z1) + -+ + fu(zn)
Se considera el grafo G = [X, A] definido del siguiente modo:

= El conjunto de nodos X consta de los siguientes elementos:

e Un nodo inicial que denotaremos por [
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e np nodos de la forma (E,i),con E€y1<i<n

e Un conjunto de nodos terminales X; C X que son aquellos de la forma

(E,n) con E € & (conjunto de estados terminales).
» El conjunto de arcos A consiste en:

e Los arcos de la forma [I,(E,1)], donde E = hy(x1) para todos los posibles
valores de x; tales que hi(x1) € £. A cada arco de este tipo se le considera

longitud f;(z1).

e Paracadai = 2,...,n,y para todo E € £, se consideran los arcos de la forma
[(E,i—1),(Fi)], donde E' = h;(z;, F) para todos los valores posibles de

x; tales que h;(z;, E) € £. A cada arco de este tipo se le considera longitud

De esta forma, cada camino entre I y X; es una solucién factible del problema (por
cuanto satisface la restriccion g(z1, ..., x,) € & y la longitud de tal camino es fi(x1) +
eo. + fu(zy,). Por lo tanto, la resolucién del problema por programacién dindmica es
equivalente a la bisqueda del camino mds corto (o més largo, en caso de maximizar)
entre I y X; en el grafo G.

A partir de esta equivalencia entre la programacion dinamica y la busqueda del camino
mas corto se puede definir un segundo algoritmo de programacion dinamica, en el
cual, a diferencia del anterior, los calculos se llevan a cabo en orden creciente de los
subindices de las variables inmersas en el problema.

Para llevar a cabo el algoritmo se asocia a cada vértice (F,4) un nimero P(FE, 7). Al final
de la etapa i —1, P(E,i— 1) representa la longitud de un camino éptimo entre el vérice
inicial I y el vértice (E,i—1). En la etapa i, se toma, para todo E, P(E,i) = —(+)c0
(segun la el sentido de optimizacién del problema). La etapa ¢ consiste en, a partir de

los valores 6ptimo P(FE,i — 1), actualizar los valores (E,i) de forma que al final de
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la etapa i, P(F,i) represente efectivamente la longitud del camino més corto (o més

largo) entre I 'y (F,1).

Algoritmo de avance (Algoritmo Forward)

Para todo E € &, se establece:
P(E,1) = 400 si Opt=Min

P(E,1) = —o0o si Opt=Max

Para todos los posibles valores de x; tales que hy(z1) € £ calcular E = hy (). Hacer

P(E7 1) = fl(xl)'

‘Etapa i Vi=2, ,n‘

Para todo E € &, se establece:
P(E,i) = 400 si Opt=Min

P(E,i) = —oo si Opt=Max

Para todo E tal que ||P(E,i — 1)|| < oo y para todos los posibles valores de x; tales
que hi(z;, E) € € calcular:
E, = hz(fljl, E)

P(E',i) = Opt{P(E',i), P(E,i — 1) + fi(z;)}

F* = Optgee, P(E,n)
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De esta manera se obtiene el valor 6ptimo del problema, pero no la solucion 6ptima
x* que lo alcanza. Para ello se define, para cada ¢ = 1,...,n y para cada E € £ la
cantidad x}(F) que contiene el valor de la variable x; para la que se ha obtenido el
valor éptimo P(E,1).
En la etapa 1, ) (FE) = x; (siendo E = hy(x1) ) y en cada etapa general i (1 <7 <mn)
se actualiza z}(F) = z;, cada vez que una etiqueta P(FE, i) sea mejorada y reemplazada
por P(E',i — 1) + fi(z;). Con esta notacién, se obtiene una solucién éptima mediante
el siguiente algoritmo:

a) E'= E* donde E* es tal que

F* = Optgee, P(E,n) = P(E*,n)

b) Para cada i = n,n — 1, ..., 1 sucesivamente:

Hacer £ = E’, donde E’ es tal que E = h;(x;, E').

Ejemplo 2.7. Considérese el siguiente problema de mochila para resolverlo por el

algoritmo Forward.

Maximizar f(xy, za, x3,24) = 421 + Sxo + 323 + 224
s.a
433’1+3£L‘2+2.’133+£L’4 S 8

x; € {O, 1}

La funcién f se descompone en las siguientes funciones:

fi(z1) =42y foe) =520 f3(x3) =323 fa(s) = 224
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Las funciones de transicion son:
h1($1> :4ZE1 hg(ZL’Q,E) = 3172+E h3<CL’3,E) = 2$3+E h4(l‘4,E> :I4+E

El espacio de estados es £ = {0,1,2,...,8}

P(E,1) = -0 VE € ¢

Los posibles valores de x; tales que hy(z1) =4x; € {sonaxy =0y x; =1
P(0,1) = f1(0) =0 z1(0) =0
P4,1)= fi(1)=4 x1(4) =1

P(E,2) = —00 VE€¢
|P(0,1)]| = 0 < oo. Tanto para xs = 0 como para xy = 1, hy(z2,0) € £
0= h9(0,0) P(0,2) = Maz{—o0, P(0,1) + fo(0) =0} =0  25(0) =0
3="hy(1,0) P(3,2) = Max{—o00, P(0,1) + fo(1) =5} =5  a2(3)=1

De la misma forma, cogiendo P(4,1):

Repitiendo el proceso anterior se obtienen los siguientes resultados:

P(0,3)=0  x3(0)=0
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P(2,3) =3  a3(2) =1

P(4,3) =4  x34) =0
P(1,3)=9  a3(7) =0

Noétese que al partir de E = 7 el unico valor posible para z3 es cero, pues h3(1,7) =

9¢¢.

En la dltima etapa se obtienen los siguientes resultados:
P(0,4)=0 z4(0) =0

P(1,4) =2  m4(1)=1
P(2,4)=3  24(2)=0

P(3,4)=5 x4(3) = 1 a través de P(2,3) o 24(3) = 0 a través de P(3,3)
P(4,4) =7  ay4) =1
P(G,4) =8  14(5)=0
P(6,3) =10  24(6) =1

P(7,4)=9 x4(7) = 1 a través de P(6,3) o 24(7) = 0 a través de P(7,3)
P(8,4) =11  z4(8) =1

Por tanto, el valor 6ptimo del problema es F* = 11
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’ Etapa Solucion optima ‘

El éptimo se alcanza en P(8,4). Por tanto se parte de E = 8.
x4(8) = 1, por tanto xj = 1 . Encontrar E’ tal que hy(1, E') = 8. E' = 7. Hacer E = £’

E =7, entonces, x5 = x3(7) = 0. Encontrar E’ tal que h3(0,E’) = 7. E' = 7. Hacer
E=F.

E = 7, entonces, x5 = x2(7) = 1. Encontrar E’ tal que ho(1, E') = 7. E' = 4. Hacer
E=F.

E =4, entonces, x} = z1(4) = 1.

Por tanto la solucién 6ptima es:

(.I'l, T2,T3, :C4) = (17 17 07 1)

2.6. Ejercicios

1. Resolver, mediante programacién dinamica, el siguiente problema no lineal en-

tero:

Max z; - 75 - 7
s.a
Ty + 229 + 323 < 10
T1,To, T3 > 1

T1,T2,T3 € Z+

2. Resolver el siguiente problema mediante programacién dinamica

2 3 2 3
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s.a
T+ 219 < 4

1,72 > 0

3. Resolver, mediante programacién dinamica, el siguiente problema no lineal en-

tero:

Max 18z — x% + 2029 + 10z5
s.a
232'1 + 41’2 —+ 333'3 S 11

Ty, T2, T3 € Ly

4. Resolver el siguiente problema no lineal mediante programaciéon dindmica

Max 362, + 92? — 62° + 3625 — 325
s.a
Ty + X9 < 3

1,72 >0

5. Utilizar programacion dinamica para resolver el siguiente problema:

Max 2 - x5
s.a

xf—i—x2§2
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6. Resolver el siguiente problema mediante programacion dindamica

Max 217 + 2z + 423 — 73
s.a
201 +wo + a3 < 4

xy, 22,73 >0

7. Utilizar programacion dindmica para resolver el siguiente problemas:

Max 2z + 73
s.a
xi+ 3 <4

L1, T2 Z 0

8. Resolver el siguiente problema utilizando programacién dinamica:

Max 2% + 422 + 1623
S.a
Ty -Tg T3z = 4

>1 i=1,2,3

Resolverlo también anadiendo la restricciéon x; € N.



2.6. Ejercicios 29

9. Resolver el siguiente problema mediante programacion dinamica

Max (21 + 2)* + @223 + (24 — 5)°
S.a
Ty 420+ 23424 <5

1, €7, i=1,234

10. Resolver con programacion dindamica el siguiente problema de programacién lin-

eal:

Max 221 + 5xs
s.a
221 + 29 < 430
229 < 460

1,72 >0

11. Resolver el siguiente problema mediante programacién dindmica

Max 533'1 + Zo
S.a
277 + 29 < 13
LZ'% + X2 < 9

T1, T2 Z 0
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12. Resolver el siguiente problema de la mochila mediante el algoritmo de avance:

Max 5:6'1 + 31‘2 + X3+ 24
S.a
41’1 + 21’2 + 3]73 + 21’4 S 5

z; €{0,1,2} i=1,234

Representar graficamente el grafo sobre el cual el calculo del camino mas largo

es equivalente a la resolucion por programacion dinamica de este problema.

13. Resolver el siguiente problema de la mochila mediante el algoritmo de avance:

Max 31‘1 + 5ZB2 + X3+ Ty — X5
s.a
21’1+4I2+31’3+2LL’4+1’5 =5

z;€{0,1} i=1,23,4,5

Representar graficamente el grafo sobre el cual el cdlculo del camino mas largo

es equivalente a la resolucion por programacion dinamica de este problema.



