Practica 2

Métodos de busqueda para funciones de una variable

Introducciéon

Definicién 1. Una funcion real f se dice que es fuertemente cuasiconvexa en el inter-

valo (a,b) si para cada par de puntos xq,xs € (a,b) con x1 # xs se verifica que:

Ay + (1 = Nxg) < méx{f(x1), f(z2)}, VA€ (0,1).

Se puede demostrar que si f es una funcién continua y fuertemente convexa en el

intervalo (a,b), entonces f tiene un minimo en este intervalo y es dnico.

Proposicion 2. Sea f una funcion fuertemente cuasiconvexa en (a,b) y sea y, z tales

que a <y < z < b. Entonces, se verifica que:

1. Si f(y) > f(2) = f(z) > f(2),Vz € [a,y]

2. 8i f(y) < f(z) = f(x) = fy), Vo € [z, 0]

Demostracion. 1. Por reduccién al absurdo. Supongamos que existe = € [a,y| tal

que f(z) < f(z). Entonces, para el intervalo [z, z| se verifica que

fOx+(1—=XNz) <méx{f(z), f(2)} = f(2), YA€ (0,1).
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En particular, como y € [z, 2], f(y) < max{f(z), f(z)} = f(2). Contradiccién

2. Demostracion andloga al caso anterior.

La consecuencia del resultado anterior es que basta con controlar lo que vale f
en dos puntos y,z. Si f(y) > f(z), entonces f(x) > f(z) para todo x € |a,y], luego
podemos restringir la busqueda del minimo al intervalo [y, b]. Sucesivamente iremos
reduciendo la longitud de nuestro intervalo de incertidumbre hasta que sea menor que

un clerto nivel e.

Realmente para los métodos que vamos a presentar, basta con que la funcion sea
unimodal. Una funcién es unimodal en una cierta regiéon si sélo tiene un 6ptimo
en dicha region. Una funcién unimodal podria ser continua o discontinua; incluso se
podrian desarrollar métodos de busqueda para funciones unimodales definidas sélo

sobre un conjunto de valores discretos.

Definicién 3. Una funcidn real f es unimodal en el intervalo [a,b] si existe un punto

x* € [a,b] tal que f es decreciente en [a,z*| y f es creciente en [x*,D].

Los métodos que se van a presentar para funciones unimodales podrian funcionar
también sobre funciones multimodales, pero en este caso sélo localizarian uno de los
optimos. En lo que sigue consideraremos una funcién unimodal con un tnico minimo

en el interior del intervalo o en su frontera.

Biisqueda Dicotémica

Consiste en reducir al maximo la longitud del intervalo de incertidumbre en cada

iteracion.



Fijar € > 0, h > 0. Hacer [a1,b;] = [a,b] y k = 1.

| Paso General

Repetir:
1. Si by — ar < h, PARAR. [ay, bi] es el intervalo buscado.

2. Si by — ay > h, hacer y, = @ —€, 2 = @ + e y comparar los valores f(yx)

y f(2)

» Si f(yx) > f(zk), hacer agy1 = yp y bpy1 = b Hacer k=k+ 1. Ira 1

» Si f(yx) < f(zx), hacer agy1 = ag y bpy1 = 2. Hacer k=k+ 1. Ira 1

Método de la seccion aurea

La idea del método es la siguiente. Dado un intervalo (a,b) generamos inicialmente
dos nuevos puntos y; = a+ (1 —a)(b—a) y z1 = a+ a(b — a), para algin « € (%, 1]
convenientemente elegido. Segun los valores que tomen f(y) y f(z), el intervalo de
incertidumbre en el siguiente paso serd (a, z) o (y,b). Pues bien, la idea del método es
elegir o de forma que segtin el caso que corresponda el valor y; coincida con el z;_1, o

bien zj; coincida con y_1.

Por ejemplo, si f(y1) > f(z1), entonces el nuevo intervalo de incertidumbre es

(ag = y1,b2 = b) y « debe ser tal que yo = as + (1 — a)(b — az) = 2. Puesto que



as = y1, la relacién anterior quedaria

a+(l—a)b—a)+(1—-a)b—(a+(1—a)ib—a))=a+ a(b—a)
2(1 —a)(b—a)— (1 —a)*(b—a) = alb—a)
2l—a)—(1-a)*=a
(1—a)-(2-(-a)=a
(1—a)l+a)=a
1—-a’=a
A +a—-1=0
cuya solucién (positiva) es

1 5
a= %‘m ~ 0,618033989

Obsérvese que con este método se tiene siempre que la longitud de un intervalo Lj

respecto del anterior Ly_1 es Ly = alg_1.

La denominacién del método se debe a que « es el nimero conocido como la seccion
durea un nimero descubierto en la antigiiedad (los griegos ya lo usaban) y que se asocia
a proporciones que encontramos en la naturaleza en la morfologia de diversos elementos
tales como caracolas, nervaduras de las hojas de algunos arboles, el grosor de las ramas,
proporciones humanas, etc. La seccién durea se obtiene dividiendo un segmento en dos
partes de forma que la proporcién de la parte menor frente a la parte mayor coincida

con la proporcién entre ésta ultima y la longitud total del segmento.

Algoritmo de la seccién aurea

Fijar h > 0, a = 1+\2/E5), a; = a, by = b. Obtener y; = a; + (1 — a)(by — a1),21 =

a; + a(by — ap). Calcular f(y1), f(21). Hacer k=1.




’ Paso Geneml‘

Repetir:

1. Si by —ax < h, PARAR. [ag, bg] es el intervalo buscado. En caso contrario, ir a 2.
2. Calcular f(yr) v f(zr). Si f(yx) > f(zx), ir a 3. En caso contrario, ir a 4.

3. Hacer apy1 = Yr, bit1 = bpsUrt1 = 2k Y 2kt = Qg1 + a(bpy1 — agy1). Calcular

f(zky1). Hacer k=k+1leira 1.

4. Hacer agy1 = ag, bpr1 = 2k2ki1 = Uk € Yrt1 = Gry1 + (1 — @) (bey1 — app).

Calcular f(ygs1). Hacer k=k+1eira 1.

Método de Busqueda de Fibonacci

El método de Fibonacci estd considerado como el més eficiente entre los métodos
de busqueda. Difiere del método de la seccién aurea en el hecho de que el valor de
« no permanece constante en cada iteracion. Ademas, el niimero de iteraciones viene

predeterminado en base al nivel de exactitud especificado por el usuario.
El método de Fibonacci debe su nombre a que se utiliza la sucesion de Fibonacci
Fy=F =1, F,=F,1+ F, .

para determinar en cada iteracion los nuevos valores y, v zx con los que evaluar el actual
intervalo de incertidumbre. Como veremos, en el método de Fibonacci el (k + 1)-ésimo

subintervalo se obtiene reduciendo la longitud del k-ésimo subintervalo por un factor

F"F*—f;l. Por consiguiente, después de n — 2 pasos, la longitud del iltimo subintervalo

sera
L2322l (h—a) = —(b—a).
Fn anIanZ F3F2 Fn




Algoritmo de busqueda de Fibonacci

Fijar h > 0 y € > 0. Elegir n tal que F,, > b_T“ Hacer a; = a, by =0,

Fhfl
Fy

F%fl
Fy

Yy = a; + (1— ) (by —ay) z1=a; + (by — a1),

y k=1

’ Paso Geneml‘

Repetir:

1. Si f(yx) > f(2x), ir a 2. En caso contrario, ir a 3.

2. Hacer apy1 = Yk, bpy1 = bp, Yrs1 = 26 Y

Fhfkfl

E,—k

k1l = Qg1 T (brg1 — Grs1).

Si k=mn—2,ir a 5. En caso contrario, calcular f(z41) e ir a 4.

3. Hacer a1 = ag, bry1 = 2, 2k41 = Y y calcular

F%fkfl
F,—k

Yk+1 = Qg1 + (1 - ) (bry1 — Qgyr)-
Si k=mn—2,ir a 5. En caso contrario, calcular f(z;41) e ir a 4.
4. Hacer k=k+1eiral.

5. Hacer v, = Yn_1, 2n = Yn_1 + €.

» Si f(yn) < f(zn), tomar a, = a,_1,b, = 2,_1.

= Si f(yn) > f(zn)v tomar a, = Yn—1, bn = bn—l-

FINAL. [ay, b,] es el intervalo de incertidumbre final.



Fn_1

i3 tiende al numero
n

Para un valor de n suficientemente grande, la proporcién
aureo, y por lo tanto el método de Fibonacci se aproxima al método de la seccién

’

aurea.

Método de aproximacion de la funcién. Interpolacion

cuadratica

Como hemos visto, los métodos de bisqueda consisten en ir reduciendo adecuada-
mente el intervalo de incertidumbre en el que se encuentra el éptimo de la funcién.
Los métodos de aproximacion de la funcion se basan en, a partir de la evaluacion de
la funcién en unos pocos puntos, aproximar ésta por un polinomio, y posteriormente
aproximar la posicion del 6ptimo de la funcién por la del 6ptimo del polinomio, més

sencillo de obtener.

Evaluamos la funcién f en tres puntos z1, o, x3 y aproximamos f(x) por la funcién

cuadratica g(z) = Az? + Bz + C, donde A,B y C se determinan por las ecuaciones:

Az + Bas + C = f(x3)

la solucién a este sistema viene dada por:

(x5 — x2) f (1) + (21 — 3) f(22) + (w2 — 21) f(23)]

A= A
o (3 =) ) + (1= 0D () + (0 — ) ()
A

[9€2I3($3 - $2)f(a71) + $1a73($1 - $3)f($2) + $1$2($2 - wl)f(%)]

¢= A




donde A = (21 — x2)(x2 — x3)(x3 — x1). Como g(z) tiene un éptimo en

aproximar la ubicacién del minimo de f(x) por
o ~L@3 — af) f(a) + (25 — 27) f(x2) + (2F — 25) f (w3)]

T (s — wa) f(m1) + (w1 — 3) f(w2) + (w2 — 1) f (23)]

Algoritmo de Interpolaciéon Cuadratica

ﬁ, podemos

(1)

Supongamos que tenemos una funcién real, f, unimodal en el intervalo [a,b] y de

una variable. Vamos a desarrollar el procedimiento suponiendo que el 6ptimo se trata

de un minimo.

Tomar h > 0 cota del error de aproximacion.

| Paso General

Repetir:

1. Seleccionar tres puntos x1, z2, 3 € [a, b] tales que f(x2) < f(x1)y f(x2) < f(x3).

2. Obtener el valor minimo del polinomio de interpolacién correspondiente a los

puntos x1, s, r3. Dicho minimo viene dado por la expresion 1.

3. Si|za —a*| < h, PARAR. z* se toma como aproximacion al verdadero éptimo de

la funcién. En caso contrario, ir a 4.

4. Si xy < z*, entonces tomar a = 1, b = x5 y volver al paso 1. En caso contrario,

tomar a = x5, b = x3 y volver al paso 1.

El siguiente es otro posible algoritmo basado en el mismo método:

Seleccionar tres puntos xy, zs, 3 € [a,b]. Tomar h > 0 cota del error de aproximacién.

Hacer k = 1.



’ Paso Geneml‘

Repetir:

1. Obtener x* el valor minimo del polinomio cuadratico de interpolacion correspon-
diente a los puntos x1, zs, 3. Dicho minimo viene dado por la expresién 1. Sea

yr = f(z*). Si k =1, ir al paso 3, en caso contrario ir al paso 2.

2. Si |y — yr_1| < h, PARAR. z* se toma como aproximacién al verdadero 6ptimo

de la funcién. En caso contrario, ir a 3.

3. Sea i tal que f(z;) = max{f(z1), f(z2), f(z3)}. Hacer x; = z* y volver al paso 1.



