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Vectores.

Un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K es un conjunto en el que se puede definir un operacién interna, que
llamaremos suma y denotaremos por “+”, que verifica las siguientes propiedades:
)

1. u4+v €V, para todo u,v € V.
2. u+v=v+u.
3. u+(v+w)=(utv)+w
4. Existe 0 e V tal que u+0=0+4+u = u.
5. Existe —u € V tal que u + (—u) = u —u = 0.
Ademaés se puede definir una operacién externa, que llamaremos producto por escalares, que verifica:
6. \u e V, para todo A € Ky todou e V.
7. lu =u (1 es el elemento unidad de K).
8. A+ pw)u = A+ pv.
9. A(pu) = (A\p)u.
10. A(u+v) = Au+ Av.
R3, con las operaciones conocidas
(w1, 22,73) + (Y1,92,¥3) = (1 +y1, 72 + Y2, 23 +y3) v @1, 72, 23) = (Av1, Av2, Ax3),

es un espacio vectorial.

Se llama combinacién lineal de vy, ..., v, vectores y A1,..., A, escalares, al vector v = \jv; + -+ 4+ A\yv,. En
este caso se dice que v es combinacién lineal o linealmente dependiente de los vectores vy, ..., v,.

Un conjunto de vectores vy, ...,v, es linealmente independiente si ninguno de ellos es combinacién lineal del
resto.

Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
1. Un conjunto v1,...,v, de vectores de R™ es linealmente independiente.
2. Si Aoy + -+ A\, =0, entonces Ay =--- =\, =0.

3. El determinante de la matriz formada por los vectores (puestos por columnas o por filas), es distinto de
cero.

Un subconjunto U de un espacio vectorial V' sobre K, es un subespacio vectorial de V', si a su vez, es un espacio
vectorial con las operaciones definidas en V. Esta afirmacién es equivalente a la siguiente: si u,v € U y A, u € K,
entonces Au + pv € U.

Un conjunto de vectores vi,...,v, € V es un sistema generador del espacio vectorial V', si cualquier otro
vector de V se puede expresar como combinacién lineal de vy, ..., v,. Una base de V es un sistema generador
linealmente independiente. Un espacio vectorial no tiene una unica base, pero todas las bases tienen el mismo
nimero de elementos. A dicho niimero se le llama dimensién del espacio vectorial.

Escribiremos lo que sigue en R3, se harfa de la misma forma en cualquier otra dimensién.

Producto escalar.

Dados dos vectores u = (uy,u1,us) y v = (v1, va,v3) de R3 se define el producto escalar de u y v como el escalar
UV = ULV1 + U2 + u3zvs.

Se define el médulo de un vector como |jul| = vu - u = \/u? + ud + u’
Se verifican las propiedades siguientes:



1. u-v=v-u.

2. u-(v+tw)=u-v+u-w.

w

CAwev) =) v =u- ().

>

w-v = |Jul|||v]| cos (u,v), donde (u,v) es el dngulo que forman u y v.

Dos vectores son ortogonales si forman un dngulo de 90°; si ademds tienen médulo 1 (son unitarios), se llaman

ortonormales.

Dados dos puntos A = (aj,a2,a3) y B = (b1, ba,b3) de R3, el vector que los une tiene por coordenadas
AB = (by — a1,bs — as,bs — as). La distancia entre A y B, es precisamente el médulo del vector que los une

d(A, B) = /(b1 — a1)? + (b2 — a)? + (bs — a3)?

Producto vectorial.

Se define el producto vectorial de dos vectores como el vector
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El producto vectorial verifica las siguientes propiedades:
1. |lu x v|| = |Ju||||v|| sen(u, v) (este valor es, precisamente, el drea del paralelogramo que determinan u y v).

2. uXxv=—-vXu.
3. Siw y v tienen la misma direccién, entonces u x v = 0.
4. duxv=uxAv=Auxwv).

5. ux (vtw)=uxv+uxw.

Producto mixto.

Se define el producto mixto de tres vectores u,v y w como:

U7 U9 us
u-(vXxw)=|v1 v V3
wp W2 wWs
El producto mixto verifica las propiedades siguientes:
Lu-(vxw=w-(uxv)=v:-(wXxu)=—-u-(wxv)=—-w-(vXu).

2. u- (v x w) # 0 s, y sélo si los tres vectores son linealmente independientes.

3o (vxw)=u-(Avxw)=u-(vxAw).

4. (u+2)- (vxw)=u-(vxw)+z-(vxw)y andlogamente para los otros dos vectores.

5. |u- (v X w)| representa el volumen del paralelepipedo que determinan los tres vectores u,v y w.



