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Funciones reales.

FUNCIONES

Una funcién es una correspondencia que asocia a cada elemento x de un conjunto A, denominado
dominio, exactamente otro elemento f(x) en un conjunto B. El elemento f(z) se dice que es
el valor de la funciéon f en z o la imagen de  mediante f. El conjunto formado por todas las
imagenes f(x) es denominado conjunto imagen.

En las definiciones de limites nos quedaremos, practicamente, en una idea intuitiva:

Decimos que la funcién f(x) tiene como limite el nimero real L por la izquierda (respec. L’
por la derecha), cuando z tiende hacia a siendo x < a (respec. x > a), si f(z) se aproxima a L
(recpec. L') tanto como se desee, con la condicién de que z esté lo suficientemente cerca de a.
Se escribe

lim f(z) = lm f(z) =L (respec. lim f(z)= lim f(z)=L').

T—0z<a T—a~ T—0gz>a z—at

Si existen los dos limites laterales y coinciden, se dice que f(z) tiene limite L cuando « tiende
hacia a y escribimos:

lim f(z) = L.

r—a

CONTINUIDAD

Una funcién f(x) es continua en un punto a si verifica:

1. Existe f(a).

2. Existe lim f(z) y vale, precisamente f(a).
T—a

Si existe lim f(z) = f(a) decimos que f es continua en a por la izquierda; y si existe
n

T—
lim f(x) = f(a) que lo es por la derecha.
z—at
La suma de dos funciones continuas, el producto de un escalar por una funciéon continua, el
producto de dos funciones continuas y el cociente de dos funciones continuas (siempre que el

denominador no se anule), son funciones continuas.

Teorema del valor intermedio.- Si f es una funcién continua en [a, b] y k es cualquier
valor entre f(a) y f(b), entonces existe, al menos, un numero real ¢ € [a,b], tal que

f(c) = k.

Teorema de Bolzano.- Si f es una funcién continua en [a,b] y f(a)f(b) < 0, entonces
existe al menos un punto ¢ € [a, b] tal que f(c) = 0.



LIMITES INFINITOS

Si f es una funcién tal que dado cualquier nimero real M > 0 (respec. N < 0), existe un valor
de z suficientemente préximo a un punto a tal que f(x) > M (respec. f(x) < N), decimos que
el limite de f(z) cuando x tiende hacia a es co (respec. —00); y se escribe

lim f(z) =00, (respec. lim f(x) = —o0 ).
T—a r—a

Igual que antes, se puede hablar de limites por la izquierda y por la derecha y escribimos:

lim f(z) =00, lim f(x)=—o0, lim f(z)=o00, lim f(x)= —o0.
Tz—a~ z—a~ z—a™t z—a~

Cuando alguno de estos limites existe, se dice que f(x) tiene una asintota vertical, siendo x = a
la recta asintota.

LIMITES EN EL INFINITO

Si f(x) es una funcién tal que existe un nimero real L tal que, cuanto més grande (respec. méas
pequeno) es x f(x) mas se aproxima a L, decimos que el limite de f(z) cuando z tiende a oo
(respec. —o0), es L, y es cribimos:

lim f(z) =L, (respec. lim f(x)=1L).

T—00 T—r—00

Cuando alguno de estos limites existe, se dice que f(z) tiene una asintota horizontal, siendo
y = L la recta asintota.

DERIVADAS

Si f(x) es una funcion tal que existe el limite

o J@) = f@) | flath) — f(a)

T—a Tr—a h—0 h

= f'(a)

decimos que f es derivable en a y su derivada vale f'(a).

La derivada de una funcién se interpreta geométricamente como la pendiente de la recta tan-
gente a una funcién en un punto; asi la ecuacién de la recta tangente a f(z) e el punto (a, f(a))

es y — f(a) = f'(a)(z — a).

A continuacién, tenemos la reglas elementales de derivacién de funciones, asi como las derivadas
de operaciones con funciones derivables.



f(z) =k = cte Fx)=0
fl@) =z fllz)=1
fx) = a° f'(x) = ax*™!
f@) =V f'(x) = 5~
f(z) =Inz f'(x)3
f(z) =log, f(@) = 5ay
flx)=e" fllx) =e
f(z) = a® f(z) = a*Ina
f(z) = senx #'(z) = cosz
f(z) =cosx f'(x) = —senx
f(x) =tana | f'(z) = 5= =1+ tan’x
f(z) = arcsenw f'(z) = 7=
f(x) = arccosx fl(z) = =
f(z) = arctan x fz) = i
h(z) = f(z) + g() W(z) = f'(x) + g'(2)
h(z) = Af(z) (A € R) W(x) = Af'(2)
h(z) = f(z)g(x) W (z) = f'(x)g(z) + f(z)g (x)
hix) = B8 (g(x) #0) W () = Le g )
h(z) = (fog)(x) = f(g(r)) W(z) = f'(g(x))d (x)

Una funcién f es creciente (respec. decreciente) en un punto a si existe un intervalo abierto [
que contiene a a 'y tal que f(z) < f(a) (respec. f(z) > f(a))siz € I conx <ay f(a) < f(z)
(respec. f(a) > f(z)) siz € I con x > a.

Teorema.- Si f es derivable en a, se verifican:

a) Si f'(a) > 0, entonces f es creciente en a.

b) Si f'(a) <0, entonces f es decreciente en a.

Una funcién f(x) tiene en a un méximo relativo (respec. minimo) si existe un intervalo abierto
I que contiene a a y que verifica que f(z) < f(a) (respec. f(x) > f(a)), para todo x € I. A
estos puntos se les llama extremos.

Teorema.-Si f tiene un extremo en a y es derivable en a, entonces f'(a) = 0.

Teorema.-Si f es derivable dos veces en a y f'(a) = 0, se verifican:



a) Si f”(a) > 0, entonces, f(a) es un minimo relativo.

b) Si f"(a) < 0, entonces, f(a) es un méximo relativo.

Teorema de Rolle.- Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y derivable
en el intervalo abierto (a,b) tal que f(a) = f(b). Entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal

que f'(c¢) = 0.

Teorema del valor medio.-Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b] y
derivable en el intervalo abierto (a,b). Entonces existe un punto ¢ € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b—a)



