Ensenanza

Calculo de las frecuencias de vibracion de una
molécula mediante la resoluciéon numérica de
la ecuacion de Newton

Santiago Heredia Avalos y Rafael Garcia Molina

We have developed a procedure to calculate the frequencies corresponding to the normal modes of vibration for sim-
ple molecules, which is based in the numerical resolution of Newton's equation of motion for each one of the atoms in the
molecule. The time evolution of the atomic coordinates results from the superposition of several oscillatory movements
with different frequencies, which are associated to the normal modes of the molecular vibration. These frequencies are
obtained calculating the Fourier transform of the time evolution of one of these atomic coordinates. We have applied this
method to the water molecule, determining the frequencies of its three vibration normal modes, which agree quite well
with both experimental and calculated data appearing in the literature.

1. Introduccion

Las vibraciones de moléculas
sencillas suelen mencionarse en
los primeros cursos de fisica

como ejemplo tipico de oscilacio- ‘.

nes acopladas [1], sin embargo la
resolucion detallada del problema
se suele posponer hasta que se
estudian las pequerias oscilacio-
nes y se introducen los modos propios de
un conjunto de osciladores acoplados [2].
Las moléculas de CO, (lineal) y de H,O
(triangular) son dos de los casos que se
estudian tipicamente [3].

Una molécula constituida por N ato-
mos posee en total 3N grados de libertad,
que corresponden a la terna de coordena-
das de cada uno de los N dtomos. De
estos grados de libertad, 3 corresponden
a la traslacion de la molécula a lo largo
de cada uno de los ejes cartesianos y
otros 3 estan asociados a la rotacion de la
molécula en torno a estos ejes. Por tanto,
los 3N — 6 grados de libertad restantes
corresponden a los modos normales de
vibracién de la molécula; en el caso de
una molécula lineal habria 3N — 5 modos
de vibracion, ya que la rotacién en torno
al eje de la molécula carece de sentido.
Nuestro objetivo es estudiar las vibracio-
nes moleculares asociadas a estos 3N — 6
grados de libertad, por esta razon, de los
3 N grados de libertad totales es preciso
eliminar aquéllos correspondientes a la
traslacion y a la rotacién de la molécula.
Como veremos, estas restricciones al
movimiento de la molécula estan asocia-
das con las leyes de conservacion del
momento lineal y del momento angular.

En la actualidad, el gran desarrollo de
los ordenadores personales ha favorecido
la utilizacion del calculo numérico tanto
para ilustrar la resolucion de problemas
elementales como para abordar el estudio
de sistemas que no pueden resolverse
analiticamente de forma sencilla [4-6].

REF Abril-Junio 2004

flexion

En este trabajo presentamos un procedi-
miento para calcular numéricamente las
frecuencias de los modos normales de
vibracion de moléculas sencillas. El
método se basa en la resolucion numeéri-
ca de las ecuaciones de Newton del
movimiento de cada uno de los 4tomos
que constituyen la molécula, los cuales
interaccionan entre si mediante un poten-
cial que puede tener cualquiera de las
formas tipicas que representan la interac-
cion entre los constituyentes moleculares
(fuertemente repulsiva a cortas distan-
cias, y suavemente atractiva a grandes
distancias, con un minimo que corres-
ponde a la situacion de equilibrio).

De esta forma obtenemos cémo
varian con el tiempo las coordenadas
espaciales y las velocidades de cada uno
de los atomos que forman la molécula; la
evolucion temporal de cualquiera de
estas magnitudes muestra un comporta-
miento periddico, resultante del acopla-
miento de diversos modos de vibracion.
Aplicando la transformada de Fourier a
cualquiera de las coordenadas o de las
componentes de las velocidades atomi-
cas, obtenemos las frecuencias de los
modos propios de vibracion de la molé-
cula.

2. Procedimiento de calculo

Consideremos una molécula formada
por N atomos cuyas coordenadas en equi-
librio son conocidas. Al desplazar estos
atomos de las posiciones de equilibrio,
aparecen fuerzas interatdmicas que tien-
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tension simétrica tension antisimétrica

den a desplazarlos hacia sus posi-
ciones de equilibrio. Asi, las coor-
denadas de estos atomos evolu-
cionardn segin la naturaleza de
las fuerzas interatémicas implica-
das, produciéndose oscilaciones
de los atomos alrededor de sus
posiciones de equilibrio.

El movimiento de este conjunto
de atomos puede descomponerse en tres
tipos de movimiento: la translacion del
centro de masas de la molécula, la rota-
cién respecto de cada uno de los ejes car-
tesianos y, por tltimo, las variaciones de
las posiciones relativas interatomicas, las
cuales producen los movimientos de
vibracion.

Para proceder al estudio numérico del
movimiento de los atomos que constitu-
yen la molécula, perturbaremos ligera-
mente sus posiciones iniciales, de mane-
ra que la fuerza F; que actiie sobre el
atomo j sea distinta de cero. Las ecuacio-
nes de Newton del movimiento describen
la evolucion temporal de las coordenadas
de cada atomo (de masa m;) sometido a
una fuerza dada:

d’r, (1) _F0
dr’ m; (M
donde ri(#) = [x; (1), y; (1), z; (1)] es el vec-
tor posicion cuando ha transcurrido un
tiempo ¢ después de iniciada la perturba-
cion.

La ecuacion (1) aplicada a las 3 coor-
denadas de cada atomo de la molécula
constituye un sistema de 3N ecuaciones
diferenciales de segundo orden, por ello
es necesario conocer 6N condiciones de
contorno. En nuestro caso usaremos las
3N coordenadas y las 3N velocidades ini-
ciales del conjunto de atomos que forman
la molécula, todas ellas después de la
perturbacion inicial. Por comodidad en el
calculo consideraremos que estas 3N
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velocidades iniciales son nulas. Por otra
parte, si consideramos que inicialmente
la molécula estaba en reposo (momento
lineal y momento angular nulos), para
evitar aquellas situaciones en las cuales la
molécula experimentaria un movimiento
de traslacion o rotacién sélo deben per-
turbarse 3N — 6 coordenadas atomicas
(correspondientes a los 3N — 6 grados de
libertad asociados a la vibracion), de tal
manera que las 6 coordenadas atomicas
restantes se deben calcular aplicando la
conservacion del momento lineal y angular.

Si ry;=(xg, Yo,» Z0,) es el vector posi-
cion del atomo j-ésimo antes de la pertur-
bacion y rj(r) es el vector posicion de este
mismo atomo en el instante ¢ después de
la perturbacién, la conservacion del
momento lineal de la molécula implica
que

M=
3
Mo
=
1
=

2 @)
y la conservacion del momento angular
da lugar a

N
Z,m;rc.; x[nt)-r,1=0 4
=

En la ecuacion anterior hemos tenido
en cuenta que los vectores de posicion
estan expresados con respecto al centro
de masa de la molécula.

Como vemos, si inicialmente pertur-
bamos aleatoriamente 3N — 6 coordena-
das atdmicas cualesquiera, las ecuaciones
(2) y (3) aplicadas al instante inicial t = 0
nos permiten calcular las 6 coordenadas
atémicas iniciales restantes garantizando
la ausencia de rotacion o traslacion poste-
rior a la perturbacion inicial.

Una vez conocidas las 3N coordena-
das atémicas iniciales (fuera de la posi-
cion de equilibrio), su evolucion tempo-
ral dependera del tipo de interaccién que
experimenten. Describiremos la energia
de interaccion en funcion de un potencial
de interaccion V(g) que dependa de coor-
denadas internas ¢ de la molécula. La
fuerza asociada a la interaccidn a lo largo
de la coordenada interna g se determinara
a partir de la expresion F(g)=-0 V(g)/9dq.

La dependencia de la fuerza de inte-
raccion con las coordenadas internas
implica que en cada tiempo ¢ la fuerza
sobre cada atomo dependerd de las coor-
denadas instantaneas de todos los atomos
del sistema (F;(1) =F;[r, (7),....ry(#)]), con
lo cual tendremos que resolver un sistema
de ecuaciones diferenciales acopladas, ya
que las coordenadas atémicas que desea-
mos calcular dependen de las fuerzas de
interaccion, las cuales a su vez también
dependen de las coordenadas atomicas.

Los diversos métodos utilizados para
resolver las ecuaciones del movimiento
se basan en discretizar de alguna forma la
derivada temporal que aparece en la
ecuacion (1). Algunos textos de fisica
general tratan la resolucion numérica de
ecuaciones del movimiento (por ejemplo,
en la Ref. [7] se discuten con detenimien-
to las oscilaciones de un péndulo y la
orbita de un planeta); para conocer mas
detalles sobre los diversos algoritmos
numéricos pueden consultarse textos de
calculo numérico [8, 9] o articulos
especificos [10]. Nosotros emplearemos
el algoritmo de Verlet [11]

r;(t + At) = 2r;(t) — r;(t — At) +
FO (A2 4)
m

]

para calcular la nueva posiciéon de cada
atomo después de un paso de tiempo At
Este algoritmo resulta muy util para cal-
cular trayectorias en sistemas de muchas
particulas, ya que es invariante bajo
inversion temporal y permite obtener la
posicion de cada particula con un buen
error de truncacion en los calculos.
Conviene destacar que cuando usamos
este algoritmo no es preciso conocer las
velocidades de los atomos que constitu-
yen la molécula. En cualquier caso, si
queremos calcularlas podemos recurrir a
la expresion

r(t+Ar) —r;(t - Ar)
v.(H)=
4 2At (5)

El resultado que obtengamos para la
evolucion temporal de las coordenadas
dependera del algoritmo numérico que
utilicemos, de las condiciones iniciales
impuestas por la perturbacion y del paso
de tiempo At que se emplee para resolver
la ecuacion del movimiento (4). Este
paso de tiempo ha de ser suficientemente
pequeiio para que las trayectorias sean
precisas, y a la vez suficientemente gran-
de para minimizar el tiempo de calculo en
el ordenador. Una buena solucion (o, al
menos, una solucién razonablemente
satisfactoria) es exigir que, para el At
escogido, se conserve el momento lineal,
el momento angular y la energia del sis-
tema estudiado. Es decir, ademas de satis-
facer las ecuaciones (2) y (3), se debe
cumplir que E, ., (f5+1 AD)=E (1) (sien-
do 1, el tiempo inicial) después de trans-
curridos n pasos de tiempo At.

La evolucidén temporal de cada una de
las coordenadas obtenidas por el procedi-
miento descrito anteriormente surge
como una combinacion lineal de los
movimientos asociados a los 3N — 6
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modos normales de vibracion de la mole-
cula, ya que hemos eliminado la trasla-
cion y la rotacion de la misma. Para obte-
ner cada una de las frecuencias v, asocia-
das a los modos normales de vibracion
basta con realizar la transformada de
Fourier de la dependencia temporal de
cualquiera de estas coordenadas; por
ejemplo, para la coordenada x; tendria-
mos [9]

x,(v) = E di x;(t)e”™. (6)

Una representacion grafica de x
funcién de v nos permitira obtener fécﬂ-
mente las frecuencias v asociadas a cada
modo normal de vibracidn, ya que x (V)
es distinta de cero sélo cuando v = vi Se
podria realizar una discusién andloga a la
anterior para las coordenadas y,(f) y z,(1).

En resumen, una vez obtenida la evo-
lucion temporal de las coordenadas de
todos los atomos, aplicaremos la transfor-
mada de Fourier a una cualquiera de
ellas, lo cual nos dara el espectro de fre-
cuencias v, de las vibraciones molecula-
res para un potencial de interaccién deter-
minado.

3. Aplicacion a un caso concreto:

vibraciones de la molécula

de agua

A continuacion aplicaremos el mode-
lo que acabamos de describir a una molé-
cula sencilla, como la de agua. Esta molé-
cula tiene una estructura triangular y esta
constituida por dos atomos de hidrogeno
unidos respectivamente a un atomo de
oxigeno. Asi pues, como N=3, la molécu-
la de agua tiene 3 grados de libertad aso-
ciados al movimiento de vibracion (3 - 3
— 6 =3); por tanto, le corresponderan 3
frecuencias de vibracion. En lo sucesivo
usaremos la siguiente nomenclatura: r (1)
y r3(f) seran los vectores posicion de los
atomos de hidrégeno, mientras que r,(f)
sera el vector posicion del atomo de oxi-
geno.

Un potencial de interaccion tipo
Morse [12]

V(g)=D, gxp[~0t,(q—a) - 1]} ()

describe bastante bien la interaccion a lo
largo del enlace O-H, asi como la interac-
cion angular H-O-H [13]; en cada caso,
las coordenadas internas son, respectiva-
mente, la longitud d del enlace O-H y el
angulo 6 entre ambos enlaces O-H. Los
parametros D, o, ¥ go representan, res-
pectivamente, la energia de disociacion
del enlace, la intensidad de la interaccion
y la coordenada interna de equilibrio.
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El médulo de la fuerza recuperadora
asociada a la coordenada interna g es:

v
Fq = _T;qu - Zanq EXPI:_DC"‘(Q B un] .

~gxp[-0, (g )] -1}
(8)

En la tabla I aparecen los parametros que
intervienen en la ecuacion (7) para cada
coordenada interna [13].

Tabla 1. Pardmetros que intervienen en la
ecuacion (7) para cada coordenada inter-
na [13]

q qo Dy, (V) Oy
d dy=09572A D,=5.691 o,=2.141 A™
0 B8,=104.52° D,=4.261 0=0.7060() "'

Los potenciales de Morse responsa-
bles de la interaccion a lo largo del enla-
ce y angular, respectivamente, para la
molécula de agua aparecen representados
mediante lineas continuas en la figura 1,
junto con el parametro caracteristico D,
en cada caso. Puede comprobarse que la
longitud de equilibrio del enlace O-H y el
angulo de equilibrio H-O-H correspon-
den, respectivamente, a los valores d; y
6 que aparecen en la tabla I. Las lineas
discontinuas representan, en cada caso, el
potencial arménico que se obtendria en la
aproximacion de pequefias oscilaciones
alrededor de los valores d; y 6y, respecti-
vamente.

energia (eV)

energia (eV)

0, = 104,52

e e ey

0 100 200 300
0 (grados)

Figura 1. Potencial de Morse para la interac-
cion (a) de enlace y (b) angular en la molécula
de agua. Aparecen indicados los pardmetros
del potencial mas representativos en cada caso.
Las curvas discontinuas representan los poten-
ciales de oscilador armoénico equivalentes a los
correspondientes potenciales de Morse en el
caso de pequerias oscilaciones.
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Figura 2. Evolucién temporal del desplazamiento de la posicién de equilibrio u, , correspon-

diente a uno de los dtomos de hidrégeno que

constituyen la molécula de agua. Las figuras (a)

y (b) muestran sendos detalles de u, . Las perturbaciones de las coordenadas de equilibrio ini-

ciales son u, (0)=5-10"7A, u, (0)=-6-10"

7 Ay u,(0)=10-7 A; el paso de tiempo y el inter-

valo temporal usados son, respectivamente, Ar=5-10- fsy 7=5-103 fs.
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Figura 3, Espectro de frecuencias obtenido tras aplicar la transformada de Fourier a la evolu-
ci6n temporal de la posicién x,(f) de uno de los 4tomos de hidrégeno. Los resultados de la figu-
ra (a) se han obtenido con Ar=5-10-5 fs y T=5- 103 fs, y los de la figura (b) usando Ar=5 -
10~ sy 7=1.2-103. En ambos casos se obtienen frecuencias de vibracion semejantes, aunque

peor definidas en la figura (b).

Considerando la estructura geométri-
ca de la molécula de agua es posible res-
tringir su movimiento al plano xy, con lo
cual, z(#) = zp; = 0, y las ecuaciones vec-
toriales (2) y (3) se reducen a

ijxj(r)=0
> omy(1)=0

Som oy, 0=y, 1= O

— Vo, [-\'; (1) - XU.;']}: 0

donde las dos primeras expresiones pro-
vienen de la conservacion del momento
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lineal (la posicién del centro de masas no
cambia) y la ultima de la conservacién
del momento angular (la molécula no
gira).

Para resolver las ecuaciones del
movimiento de cada atomo, hemos apli-
cado el algoritmo de Verlet [11] con un
paso de tiempo Ar=5-10-% fs y hemos
calculado las coordenadas de todos los
dtomos durante un intervalo temporal T'=
5-103 fs. El valor escogido para Aty T es
tal que la duracion del célculo no es muy
larga (unos 7 minutos en un ordenador
Pentium III 600 MHz) y los resultados
obtenidos satisfacen las restricciones fisi-
cas impuestas (leyes de conservacién).
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En la figura 2 se muestra la evolucion
temporal del desplazamiento de la posi-
cion de equilibrio u, () = x(1) — xp, que
corresponde a uno de los dtomos de hi-
drogeno de la molécula de agua, cuando
las perturbaciones iniciales son u, (0) =
5-107A, u, (0)=-6-107Ay u, (0) =
10-7 A, elegidas al azar. En esta figura
puede apreciarse una estructura periddica
(tanto globalmente como en los detalles
que se han ampliado), aunque no es sen-
cillo discernir a simple vista un compor-
tamiento armonico simple. Esto es debi-
do a que el movimiento de cualquiera de
los dtomos es el resultante de la superpo-
sicién de los modos propios de vibracion
de la molécula, tal y como se indica en el
texto.

Aplicando la transformada de Fourier
[9] a la coordenada representada en la
figura 2, obtenemos el espectro de fre-
cuencias que aparece en la figura 3a.
Como puede apreciarse, se distinguen
claramente tres picos que corresponden a
las frecuencias de los tres modos de
vibracion de la molécula de agua: la fle-
xion del angulo H-O-H y las tensiones
simétrica y antisimétrica del enlace O-H.
En la tabla II se muestran los valores de
las frecuencias de vibracion calculadas a
partir de la transformada de Fourier de
iy, asi como resultados obtenidos tanto
experimentalmente como mediante cdl-
culos mas elaborados [1, 3, 14-16]. Como
se puede apreciar, el acuerdo es bastante
satisfactorio.

Evidentemente, si aumentamos el
valor del paso At y disminuimos el valor
del intervalo temporal 7, obtendremos
resultados en un tiempo de calculo infe-
rior, pero a costa de incrementar la impre-
cisién de los resultados obtenidos. En la
figura 3b se muestra la transformada de
Fourier de u, (7) cuando Ar=5-10fs y
T=1.2-103% fs. En este caso el tiempo
necesario para realizar el calculo con el
mismo ordenador es de tan solo 10
segundos. A pesar de que las frecuencias
asociadas a los modos normales de vibra-
cion se encuentran en este caso menos
definidas, el resultado es bastante similar
al obtenido cuando se empleaba un tiem-
po de célculo unas cuarenta veces supe-
rior. Esto nos da una idea de la robustez
del método numérico expuesto.

4. Conclusiones

El método que hemos presentado
puede aplicarse a diversas moléculas sen-
cillas (por ejemplo: D,O, CO,, C4z Hg,

Tabla I1. Frecuencias de vibracion de la molécula de agua. En la segunda fila se muestran
los resultados obtenidos a partir de la transformada de Fourier de u, , usando los pardametros At
y T que se indican. En las siguientes filas se recopilan varios resulltados, tanto tedricos como
experimentales, que aparecen en la bibliografia [1, 3, 14-16]

Flexion | Tension simétrica | Tension antisimétrica
vy (657 v (657) v (57
At=5-10" f5, T=5-10"fs 0.04907 0.1150 0.1167
Ar=5-10"* fs, T=12" 10° fs | 0.04932 0.1152 0.1167
Alonso y Finn [1] 0.04802 0.1099 0.1131
Diaz Pefia y Reig Muntaner [3] 0.04782 0.1095 0.1126
Barrow [14] 0.04632 0.1095 0.1126
Lacey [15] 0.04925 0.1149 0.1180
CRC Handbook [16] 0.04782 0.1096 0.1126

etc.), con tal que se conozecan los poten-
ciales que describen las interacciones
intramoleculares.

Esta forma de estudiar las vibraciones
moleculares usa conceptos clasicos facil-
mente accesibles a estudiantes de los pri-
meros cursos universitarios. Las ecuacio-
nes de Newton (aplicadas a un conjunto
de particulas), asi como los potenciales
de interaccion y las leyes de conserva-
cion, son materias que se tratan habitual-
mente en un primer curso de fisica (tanto
para estudiantes de las titulaciones de
Fisica como de Quimica). Por otra parte,
la discretizacion de ecuaciones diferen-
ciales y la transformada de Fourier se
suelen abordar con mas detenimiento al
discutir procedimientos numéricos de
interés en Fisica (y Quimica), como pue-
den ser las asignaturas de Fisica Compu-
tacional o de Métodos Matematicos de la
Fisica.

Ademas, el procedimiento de aplicar
a un problema concreto (como es el de las
vibraciones moleculares) los conoci-
mientos adquiridos “en abstracto”, tales
como leyes de conservacion, ecuaciones
de Newton, transformada de Fourier, etc.
sirve para que los estudiantes los con-
prendan y retengan mejor.
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